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OZET
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BOLUM 1

GIRIS

Geometri, matematiksel yapilarin doniistimler altinda invaryant kalan 6zelliklerini
inceleyen bir bilim dalidir. Tek bir noktadan, biliylik ylizeylere kadar dayanan
matematiksel yorumdur. Geometrinin bir alt dali ise diferansiyel geometridir ve
diferansiyel hesap yardimiyla geometrik kavramlar1 tanimlamamiza yardimci olur.
Diferansiyel geometride en ¢ok incelenen ve bir¢ok agik problemi barindiran konusu ise
manifold kavramidir. Bu kavram, Carl Friedrich Gauss’un vyiizeylerin igsel
geometrisinin incelenmesinin {izerine ortaya cikmustir. Igsel geometri; Gauss’un
buldugu Gauss donilistimii kavramindan ¢ikmistir ve yiizeyi yiizey lizerindeki egriler
yardimiyla incelemistir.

Katl yiizeyler olarak anilan manifoldlar, local olarak R™ Oklid uzayina benzer
nokta kiimeleridir. Sonlu sayida koordinat komsuluklarindan (haritalardan) meydana
gelir ve her komsulugu R™ uzaymnm acik bir kiimesine homeomorftur. Gauss’un
ogrencisi Riemann, manifold kavramini tanitmistir. Ozellikle tanjant uzayr kavrami
geometri problemlerinde lineer cebir tekniklerinin kullanimint dogurmustur. Daha sonra
en ¢ok dikkat ¢eken manifold kullanimi ise Einstein’in genel gorelilik kuraminin
catisinin olusturulmasinda manifoldlar1 kullanmasidir. Diger taraftan da yine 19.
yiizyillda gecerlilik kazanmaya calisan Oklid dis1 geometriler de manifold fikri ile
kavramsal bir basariya ulasmistir. Bu gelismeler, uzaklik kavraminin genellestirilmesi
ve bir manifold tizerinde daha genel metrik yapinin elde edilmesiyle olusmustur. Bu da
bugiin Riemann geometrisi olarak  bilinmektedir. Manifoldlar, geometriyi

genellestirmenin yeni bir yolunu agmustir (Sahin,2012).



Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliim Giris boliimiidiir ve Manifold
kavraminin tarihsel gelisimi hakkinda kisa bir bilgi vermektedir. Ikinci béliimde ise
manifold kavramimin daha detayli olarak temel kavramlari tanitilmistir. Ayrica bu
boliimde Riemann manifoldlari, hemen hemen (almost) degme manifoldlar ve hemen
hemen degme metrik Riemann manifoldlarmin 6zel bir smifi olan Kenmotsu
manifoldlari, Einstein Kenmotsu manifoldlari, - Einstein Kenmotsu manifoldlar: ile

ilgili temel ozellikler verilmistir.

Ucgiincii boliimde Kiran Kumar, Nagaraja, Naveenkumar’m 2019 yilinda yapmis
olduklar1 makaleden olduk¢a faydalanilmistir ve bu makaleden yola ¢ikarak Kenmotsu
manifoldlart {izerinde concircular egrilik tensorii, projektif egrilik tensorii ve weyl
konformal egrilik tensorlerinin Schouten-van Kampen konneksiyonu ile iliskili bazi
egrilik sartlar1 incelenmistir.

Son bolim de ise ¢alismamizda orijinal bir kisim elde edilememis olmasina
ragmen tezin hazirlanma siirecinde karsimiza ¢ikan bir takim agik problemlere yer

verilmigtir.



BOLUM 2

ON BIiLGILER

2.1. Temel Kavramlar

Diferansiyel geometri caligmalari 6nce egriler ardindan da yiizeyler teorisi ile
ilerler ve de manifold kavramina dogru evrilir. Bilindigi {izere bir yiizey her daim Oklid
uzaymin i¢inde yer alir. Bu nedenle yiizeyin geometrisi incelenirken Oklid uzayinm i¢
carpimu ve vektorel ¢arpimi kullanilir. Burada ise yerel olarak olarak R™ Oklid uzayina
benzeyen nokta kiimeleri denilen, yiizeyin genellestirilmisi olan ve Oklid uzaymnin
icinde olmak zorunda olmayan ayrica ylizeylerin i¢sel geometrisini keyfi bir uzaya

tasimay1 miimkiin kilan manifold kavrami ele alinacaktir.

Bu boéliimde ilk olarak topoloji ve diferansiyel geometri derslerinden bilinen
kavramlar olan topoloji, homeomorfizm, topolojik manifold gibi temel kavramlara
deginilecektir. Ardindan bu kavrama ait bir takim tamim, teorem ve Orneklere yer

verilecektir.

Tanmm 2.1.1. X bir kiime ve 7, X’in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Bu 7 ailesi
asagidaki 3 kosulu saglarsa t, X iizerinde topolojidir. (X, t) ikilisine de topolojik uzay
denir.

TH)XetvePET

T2)VG,,G, ETiginG; NG, ET

T3) VG et,i€ticinUje;G; ET



X kiimesinin her elemanina topolojik uzayin bir noktasi ve X kiimesinin 7 ailesine
ait olan alt kiimelerine topolojik uzayin agiklar1 denir. x € X noktasini iceren bir U agik

alt kiimesinin her N {ist kiimesine x noktasinin komsulugu denir (Hacisalihoglu, 1998).

Metrik uzayda her zaman bir topoloji tanimlanabilir. Bu durum da oncelikle

metrik uzay: tanimlayalim.

Tanm 2.1.2. V,5,0 € X icin X # @ olsun. d: X X X — R ise bir fonksiyon olsun.

Asagidaki kosullar saglaniyorsa d fonksiyonu X iizerine bir metrik uzaydir.

i) a#ig¢ind(m,n) >0 (pozitif .tanimlilik).

i) dla,f) =0 a=p

iii) d(a,B) =d(B,a) (simetri 6zelligi).

iv) d(a,B) <d(a,0) +d(6,8) (iggen esitsizligi).

d metrigi X kiimesi iizerinde bir tek topoloji iiretir. E™ Oklid uzayindaki metrik ile E™

de bir topoloji tanimlanmis olur (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.3. U, R™ in bir agik alt kiimesi olmak iizere, f: U ¢ R™ - R™ doniisiimii k.
mertebeden kismi tiirevleri varsa ve siirekliyse f doniisiimiine k. mertebeden

diferansiyellenebilir denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.4. X bir topolojik uzay ve A ve B gibi X’in iki farkli iki noktas i¢in X’de
sirasi ile A ve B noktalarini i¢inde bulunduran G4 ve Gp agik alt kiimeleri G, N Gg # @

olacak sekilde bulunabiliyorsa X topolojik uzaymma Housdorff uzayr adi verilir

(Hacisalihoglu, 1998).

Yani X topolojik uzayinda farkli her nokta i¢in bu noktalarin ayrik birer
komsulugu varsa bu topolojik uzay Housdorff uzayidir. E™ Oklid uzayr da bir
Housdorff uzayidir.

Tanm 2.1.5. (X, 7) ve (Y, 7') iki topolojik uzay,

fr X-Y
xo = f(x0)
Bir fonksiyon ve x, € X olsun. f(x,) € Y noktasinin her N’ komsulugu i¢in f(N) < N’

olacak sekilde x, € X noktasinin bir N komsulugu varsa f fonksiyonuna x, noktasinda

siirekli denir.



Yani, f:X — Y fonksiyonu V x, € X noktasinda siirekli ise f fonksiyonu
stireklidir (Sahin, 2012).

Tamm 2.1.6. X ve Y topolojik uzay olsun.f: X — Y fonksiyonu birebir, orten, stirekli ve
tersi de stirekli ise f, X den Y ye homeomorfizma (topolojik doniisiim) denir. f bir
homeomorfizma ise X ile Y uzaylarina da topolojik olarak denk uzaylardir yani

homeomorfiktirler (Sahin, 2012).
Bu tanimlarla beraber esas tanimimizi yani topolojik manifoldu tanimlayabiliriz.

Tamim 2.1.7. M bir Housdorff uzay1 olsun. M, asagidaki kosullar1 sagliyorsa n-boyutlu

topolojik manifold ya da topolojik m —manifold adi verilir.

1) M topolojik uzayinin her bir agik alt ciimlesi E™’ ¢ homeomorf veya E™’ nin agik
alt climlesine homeomorftur.

i1) M topolojik uzayr sayilabilir ¢oklukta agik ciimleler ile ortiilebilir (Hacisalihoglu,
1998).

Yani, M Housdorff uzay1, her p € M igin R™ ‘deki bir agik kiimeye homeomorfik
olacak sekilde p noktasinin bir U ac¢ik komsulugu varsa M Housdorff uzayma bir
topolojik manifolddur denir. Boylece boy(R™) = m oldugundan, manifoldun boyutu

m olarak tanimlanir (Sahin, 2012).

Bu homeomorfizma ¢:U —= @(U) € R™ ise (U, ¢) ikilisine de harita denir. M
manifoldunun biitiin noktalarinin en az bir harita da yer almasi i¢in bu agik kiimelerin
arakesitleri bostan farkli olmalidir. ¢ bir homeomorfizma oldugundan, p € U noktasinin

koordinatlar1 x = @(p) € R™ noktasinin koordinatlar1 olarak tanimlanabilir.

Ornek 2.1.1. R™ Oklid uzay! bir manifolddur. Bu manifold tek bir (R™,I) atlasi ile

tanimlanir, burada / birim doniisiimii gdstermektedir.

Tamm 2.1.8. E™ Oklid uzayinda A kiimesi bir agik alt kiime olsun. g: A —» R déniisiimii
k. mertebeden kismi tiirevleri var olup siirekli oluyorsa, g déniisiimiine C* smifindan
diferansiyellenebilir doniisiim denir. Ozel olarak C° smifindan olmasi i¢in g sadece

surekli olmalidir.

C*(A,R) = {g|g: A » Rve g doniisiimii C* sinifindan}
C*(AR) ={g|g € C*(4,R),k € N}



gosterimleri kullanilir (Hacisalihoglu, 1998).
Tamm 2.1.9. E™ de iki agik alt ctimlesi U ve V ve bir ¢: U — V doniisiimii i¢in

i) @€ecCcku,V).
ii) @ LV > Uvarvee™ € CkV,U).
kosullar1 saglanir ise ¢ ye bir C* diffeomorfizm, U ile V ye de C* siifindan bir

diffeomorfiktirler denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.10. M bir topolojik n-manifold ise ve M iizerinde C* simifindan bir
diferansiyellenebilir yap1 tanimlanabiliyorsa M ye C* smifindan diferansiyellenebilir

manifold denir (Hacisalihoglu, 1998).

Manifoldlar teorisinin en Onemli kavramlarindan bir tanesi tanjant vektor
kavramidir. Bir manifoldun esasinda bir topolojik uzay oldugunu biliyoruz, manifold
tizerinde nasil ki bir diferansiyel yap1 tanimlayarak diferansiyel teknikler kullaniliyorsa,
Tanjant vektor de manifold iizerinde vektor uzayi yapisina sahip oldugun i¢in cebirsel

teknikleri kullanmay1 miimkiin kilar.

Tammm 2.1.11. M diferansiyellenebilir ~ bir manifold ve a:(—¢ge)—->M
diferansiyellenebilir egri olsun. Kabul edelim ki a(0) =p ve D de p noktasinda

diferansiyellenebilen fonksiyonlarin kiimesi olsun. Bu durumda D iizerinde tanimlanan

' (0)f = W _feD (2.1.1)

ile tanimli @' (0) fonksiyonuna t = 0 da « egrisine teget vektor adi verilir.
Manifoldun bir p noktasindaki tanjant vektor, a(0) = p olmak tizere t =0 da «

egrisine teget olan vektordiir (Sahin, 2012).

Manifoldun bir p noktasindaki tanjant vektorii yone gore tiirevin 6zelliklerini

dikkate alinarak asagidaki gibi tanimlanir.

Tammm 2.1.12. M manifold ve bu manifold iizerindeki diferansiyellenebilir
fonksiyonlarin kiimesi C*(M,R) diyelim. Boylece V f,g € C*(M,R) ve a,f € R
i¢in,

) Wlaf +Bg) =aVf + BV,

i) V(fg) =g+ flhg.



sartlarmi saglayan V,: C*(M,R) - R doniisiimiine M manifoldunun p noktasindaki
tanjant vektorii denir. Bu sekilde tanimlanan tanjant vektorlerin uzayi bir vektor uzayi
yapisina sahiptir. Tanjant uzaym boyutu manifoldun boyutuna esittir. Bunun nedeni
esas olarak manifoldun bir p noktasindaki tanjant uzay ile Oklidyen uzay izomorfiktir

(Sahin, 2012).

Tanim 2.1.13. M manifoldu alalim. V ‘ye, M manifoldunda bir komsuluk diyelim. Bir
D € V noktasindaki Ty (D) tanjant uzay ise V ‘nin tiim D noktalar: iizerindeki tanjant

uzaylarinin birlesimi Upey Ty (D) ile gosterilsin.
Bir Q:Upey Ty(D) =V donlisimi Vtp € Ty, (D) tanjant vektori icin Q(tp) =D
seklinde tanimlayalim. ¥V komsulugu iizerindeki bir vektor alan1 operatorii

X:V - U T, (P)

DEV
bi¢iminde bir doniisiimdiir, oyle ki
QoX =1V -V

dontistimii bir 6zdeslik doniisiimiidiir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.1.14. Tgn(p) tanjant uzaymnin cebirsel duali Tgn(P) ile gosterilir ve E™ in P €
E™ noktasindaki kotanjant uzayr adim alir. Tga(P) nin her bir elemanma, P € E™

noktasindaki kotanjant vektor adi verilir. Su halde

" - lineer
Ten(P) = {a |a*: Tgn(P) —>IR{}

dir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.1.15. E™’in P € E™ noktasindaki kotanjant vektor uzay1 Tyn(P) alalm. Buna

gore, bir

w:E™ > U Ten (P)
PEE™

spdeslik
donisiimii i¢in, [Tow: E™ T EM olacak sekilde bir

I: U Tin (P) - E7
PEEM

doniistimii mevcut ise w’ye E™ tizerinde 1-formdur deriz. (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.1.16. R cismi iizerinde, 7 —adet vektor uzay1 V; V5, ..., V,. alalim.



f:Vi XV, X ..xV,. - R fonksiyonu Vu;,v; € V;, 1<i <r,veVa,b € Rigin

fq, ., vi_q, au; + bv;, Vigq, e, Vy)
=a.f(Vy, e, Vicp, Ui Vg1 s V) + Do f (V1 0, Visq, Vi, Vigeqy oens Ur)
seklinde tanimli ise f ye 7 lineer fonksiyon denir. Buna gore, f r lineer ise herbir V;
‘ye gore lineerdir. r = 2 ise 6zel olarak f ye bir bilineer (2 — lineer) fonksiyon denir

(Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.1.17. f:V; XV, X ..XV,. - R seklindeki tim 7 linecer fonksiyonlarin
kiimesini L(V; V,, ...,V ;R ) seklinde gosterelim. £ de sirasiyla toplama ve skaler ile
carpma islemleri; V(uq, Uy, ..., uy) EVy X Vy X .. XV, ve V hy, hy € LIV, Vy, ..., V;; R)
igin

(h + hy)(uqg, uy, ooy uy) = hy(uq, uy, oo, Uy) + hy(Ug, Uy, oo, Uy)
ve VAER, VheLWV,V,, ..,.V;R) igin (Ah)(uq, Uy, ..., uy) = Ah(uq, Uy, ..., Uy)
seklinde tanimlanirsa, bu climle toplama ve skaler ile ¢arpma islemlerine gore, R
iistlinde bir vektor uzayi, bu vektor uzayma da V', V5, ..., ;" dual vektor uzaylarinin
tensor carpimidir denir,

LV, Vo o Vs R) =V @V ® . ®

bigiminde ifade edilir. V;' @ V, & ... ® Vi tensdr uzaymin elemanlarmin her biri k.
mertebeden tensordiir denir. O halde, k. mertebeden tensor, bir r lineer dontistimdiir.
AyricaVy; =V, =...=V,. ise V' Q V* Q ... ® V" uzayma bir kovaryant tensér uzayi
denir. Bu uzayin elemanlarimin her birine de r. mertebeden bir kovaryant tensor veya
kovaryant r tensor seklinde isimlendirilir. V* @ V' Q ..Q V*  uzayi, T"(V) veya
X" V*ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1998).
Tanim 2.1.18. V vektor uzayinin dualine V*diyelim. V* de [ lineer doniisiimlerin vektor

uzay1 kontravaryant tensor uzayi adi verilir.

LWV VSR =V RV Q.QV =RV =T,(VY)

l—-tane

seklinde gosterebiliriz. Kovaryant tensér uzaymin elemanlarina s. mertebeden

kontravaryant tensorlerdir denir. (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.19. V, R cismi lizerinde tanimli n boyutlu bir vektdr uzayr ve V* da bu

vektor uzaymin duali olsun.



(k+1)—line
LV, V*ER) = {g|g: VExyt —m78— R}

kiimesi yukaridaki toplama ve skalerle carpma islemlerine gore bir vektor uzayidir. Bu
vektor uzayina k. mertebeden kovaryant tensor ve l. mertebeden kontravaryant tensor
uzay1 baska bir ifadeyle de (k, 1) tipinde karisik tensor uzayi adi verilir. Bu uzayin
elemanlar1 da (k, 1) tipinde tensor (karisik tensor) ismi verilir. Bu uzay,
T*(V) @ T,(V") =@ (V*) ®" (V)
yada
T(V)

seklinde ifade edilir.

Literatirde bazen T}(V) yerine V¥ de kullanilir. Uzaym elemanlarma (k;) -
tipinde tensorler (karisik tensorler) de denilebilir.
TEW) = V¥ 1 yerine TK(V) = V¥ | T2 (V) = V° 1n yerine T;(V) =V, de seklinde de
yazilir. Buna gore
V=TW)=Vive V' =T,(V) =V,
de alabiliriz.

Ozellikle TY(V) = VQ = R almr. Boylece skalerler de birer tensérdiir, sifirmci

mertebeden tensorlerdir (Hacisalihoglu, 1998).
Tanmim 2.1.20. Bir F cismi lizerinde V vektor uzayi olsun. [, ]: V X V — V doniisiimii;

1) 2-lineer

ii) Alterne (V A, A, € Vigin [A4,A;] = —[A4,, Aq])

iii) VA3, Az Az € Vigin - [Ay, [Ag, As]] + [A2, [As, A4]] + [As, [A1, A2]] = 0 ,(Jacobi
Ozdesligi)

Ozellikleri veriliyor ise V iizerinde bir Lie operatoriidiir denir. Bu takdirde V' vektor

uzayina da Lie Cebiri ad1 verilir. (Hacisalihoglu, 1998).
2.2. Riemann Manifoldlan

Bu alt boliimde ilk olarak Riemann metrigini tanimlanip ve buradan da Riemann
manifoldu tanimi verilecektir. Bu tamimlardan yola ¢ikarak goriiliir ki Riemann
manifoldu, manifoldun her noktasindaki tanjant uzaymn bir i¢ carpim uzayina

doniismesini saglayacaktir.



Tamim 2.2.1. M bir C* manifold ve M iistiinde vektor alanlarimin uzay1 y (M) olsun.
g: x(M) X x(M) = C*(M,R)
seklinde bir doniisiim tanimli ise ve bu doniisiim V X, X,, X3 € y(M) igin

i) g(aX; +bX;,X3) = ag(Xy,X;)+bg(XzX3)
g9(Xy,aX, +bX3) = ag(Xy,X;)+bg(Xy,X3)

i) g(X1,X») = g(Xz,X;) (Simetrik)
i) g(X1,X;)=0ve g(X1,X,) =0 & V=0¢€ y(M) (Pozitif tanimlilik)

(bilineer)

ozelliklerini sagliyor ise g doniisiimiine M iizerinde bir metrik tensordiir, i¢ carpimdir,
diferansiyellenebilir metriktir veya Riemann metrigidir denir , (M, g) ikilisine de bir

Riemann manifoldudur. (O’Neill 1983).

Bir Riemann manifolduna M diyelim, (M)’ de tanimli g doniisimi, M nin
herbir tanjant vektor uzayina bir i¢ ¢arpim indirgenir. Yani bir Riemann manifoldu,
manifoldun her noktasindaki tanjant uzayin bir i¢ ¢arpim uzayma doniismesini saglar

(Sahin, 2012).

Tamim 2.2.2. M, C* manifold ve M tlizerinde vektor alanlarinin uzay1 y(M) olmak
lizere,

Ve x(M) x x(M) - x(M)

X,Y) > V(X Y)=V,Y

fonksiyonu i¢in, VX,Y,Z € y(M) ve Vf, g € C*(M, R) olmak lizere
) Vxy(Z) =VxZ+VyZ
i) Vx(Y+2) =VyY +VyZ,
i) VeysgrZ = fVxZ + gVyZ,
iv) Vx(fY) = fvxY + X[f]Y.

kosullart1 saglaniyorsa V, M manifoldu iizerinde bir afin veya linner
konneksiyondur.VyY, vektor alanina Y vektor alanmin X vektér alanm1 boyunca

kovaryant tiirevi deriz. (Sahin, 2012).

Afin konneksiyon tanimindan goriildiigli {izere bir afin konneksiyon, M

tizerindeki bir vektor alanini yine bir vektor alanina doniistiirmektedir (Sahin, 2012).

Tanim 2.2.3. (M, g) Riemann manifold olsun. V’da M iistiinde bir afin konneksiyon
ise, M tizerinde vektor alanlarinin uzay1 y(M) ve V X1, X,, X3 € y(M) igin,
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1) V, C% siifindandir.
i) VyX, —Vy X; =[ X1, X;] (sifir torsion 6zelligi)
i) (Vx,9)(X2,X3) = g(Vx, Xz X3) +9g(Xs,Vy X3) (konneksiyonun metrik ile
bagdasabilme 6zelligi).

ozellikleri varsa V konneksiyonuna M iizerinde bir Riemann konneksiyonudur. Vy ’e
de Riemann anlaminda Kovaryant tiirev operatorii deriz (O’Neill 1983).
Tanim 2.2.4. M de V afin konneksiyonunu alalm. V X;, X, € y(M) igin

T: x(M)Xx(M) = x(M)

(X1, X2) > T(X1,X;) = VX1X2 - VX2 X1 — [ X1, X5]

seklinde tanimli (2,1) - tipindeki tensor alani M’ nin torsion tensoriidiir denir. (Yano,
Kon, 1984).
Ozellikle T = 0 olursa asagidaki esitlik yazilir.
[ X1, X2] = Vx X, —Vy, X4 (2.2.1)
V ya M distliinde sifir torsionlu (zero-torsion) konneksiyon seklinde isimlendirilir.
Asagidaki gibi yazilir (Yano, Kon, 1984).
vV X1, X, € x(M) igin
T(Xy,X3) = —T(X3,X1) (2.2.2)

Tamm 2.2.5. Bir Riemann manifold ve (M,g) n-boyutlu, M iizerinde Riemann
konneksiyonu V olsun.
R: x(M) x x(M) X x(M) = x(M)

(X1, X2, X3) > R(Xy,X5,X3) = R(Xy,X5)X3 = [Vxllvxz]xs — Vi x,,x,1X3

seklinde tanimli (3,1) tipindeki tensor alanina M’nin Riemann egrilik tensorii denir

Ayrica [V Xy VXZ]X3 =V, Vx, X3 —Vy,Vx X5 oldugundan Riemann egrilik
tensorii  R( Xy, X2)X5 =V, Vx, X3 —Vx,Vx X5 —Vix, x,1X3 seklinde de ifade
edilebilir.

Ozel olarak R = 0 ise M manifoldu flattir (diizdiir) denir (O’Neill 1983).
Yani Oklid uzaymm Riemann egrilik tensorii sifirdir. Buna gére Riemann egrilik
tensorii, manifoldun Oklid uzaymdan farklihginin belirlenmesini saglayan bir 6lgiit

olarak diistintilebilir.
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Onerme 22.1. M de bir V afin konneksiyonu, U c M acik altkiimesi
tanimlayalim. X, X, € (M), U ilizerinde X; veya X, sifir oluyorsa Vy X,’de U
tizerinde sifirdir (Yano, Kon, 1984).

Onerme 2.2.2. (M, g) boyutu n olan bir Riemann manifoldu olsun ve X;,X,,X5,P,T €
x(M) olsun. Bu durumda

1) R( Xy, X2) = —R(X3,X1)
i)  gR(Xy,X3)P,T) = —g(R(Xy,X)T,P)
iii) R(Xp,X2)X3 +R(X,,X3) X, +R(X3, X)X, =0
iv)  g(R(Xy,X3)P,T) = g(R(P,T) X1,X3)
kosullart saglanir (O’Neill 1983).
Tanim 2.2.6. (M, g) bir Riemann manifold ve. TpM tanjant uzayinin boyutu 2 olan bir
alt uzay1 Q olmak iizere, verilen X;,X, € Q tanjant vektorleri igin (0,2) tipindeki Q
tensor alani;
Q(X1,X3) = g( X1, X1)g(X2, X2) — g( X1, X3)?
Bi¢iminde tanimlansin. Q( Xy, X,) # 0 olmak tizere
R(X,X5) Xy, X
K (X, %) = 2 é (1X1'2))(2)2 1) (2.2.3)
K ‘ya Q nin kesitsel egriligi denir ve K (() seklinde gosterilir (O’Neill 1983).

Tanmm 2.2.7. Bir Riemann manifoldu (M,g) n boyutlu ve y(M)’nin bir bazi

{E,,E;, ..., E;} lokal ortonormal vektor alanlari olmak tizere
S x(M)xx(M) » C*(M,R)

(X1,X2) = S(X,X,) = Zzlg(R(Ei'Xl)XZ'Ei) (2.2.4)

biciminde taniml1 (2,0) tipinde S tensor alani, M’de Ricci egrilik tensorii seklinde
adlandirilir. Ayrica Q Ricci operatorii;

9(Q X1, X3) = S(X4,X5) (2.2.5)
bi¢iminde tanimlanir (O’Neill 1983).

Tamm 2.2.8. (M, g) n boyutlu Riemann manifoldu ve Ricci tensorii S, sifirdan farkli ve
a, 1-form olmak iizere,

(Vx,5) (X2, X3) = a( X1)S(Xz, X3) (2.2.6)

bagintisini sagliyorsa, M manifoldu Ricci recurenttir denir (Petterson 1952).

12



Tamm 2.2.9. (M, g) n boyutlu bir Riemann manifold olsun. VX;, X, € y(M) i¢in;
S(X1,X2) =vg( Xy, X2) (2.2.7)
esitligini saglayacak sekilde M {istiinde bir y fonksiyonu varsa yani M iistiinde metrik
tensor g, Ricci tensor S’nin bir fonksiyon katiysa M’ye Einstein manifold denir (Yano,
Kon, 1984).

Tamm 2.2.10. (M, g), boyutu n olan bir Riemann manifoldu ve {eq,e,, ..., e,} yerel

ortonormal vektor alanlar1 olmak tizere;

r= ) S(e;,e;) (2.2.8)
2

degeri M manifoldunun skaler egriligi olarak adlandirilir (Yano, Kon, 1984).
Tamm 2.2.11. (M, g) n boyutlu bir Riemann manifold olsun. VX;,X,, X3 € y(M)

olmak {izere M’ nin Weyl konformal egrilik tensor alani;

1
C(X1,X2)X3 = R(X1,X)X3 +m [S(X1, X3)X2 — S(X2, X3) X1 + 9( X1, X3)QX; — 9(X2, X3)QX;]

T 9K XK — 9 X5) Xi)
(2.2.9)

seklinde tanimlanir. (2.2.9)’da Q Ricci operatoriidiir (Yano, Kon, 1984).

Tanum 2.2.12. n >4 boyutlu M manifoldu i¢in K =0 oluyorsa M manifoldu

konformal flat (diiz) olarak isimlendirilir (Yano, Kon, 1984).

Tanim 2.2.13. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. VX;, X5, X3 € y(M) igin

M nin concircular (konsirkular) egrilik tensorii;

c( X1,X2)X3 = R(Xy,X3) — n [g(X2, X3) X1 — g( X1, X3)X,] (2.2.10)

T
(n—1)

ile tanimlanir (Yano, Kon, 1984).
2.3. Hemen Hemen Degme (Contact) Manifoldlar

Tanim 2.3.1. Boyutu (2n + 1) olan bir M manifoldunda, ¢, &, 7 sirasiyla, (1,1) tipinde
tensor alani, vektor alani ve 1-form olsun. ¢,&,n i¢in, M'de herhangi bir X vektor

alanin1 tanimlayalim. VX € y(M),

n@ =1
¢*X = —X +n(X)¢ (2.3.1)
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kosullar1 var ise (¢, ¢,n) tglisine M manifoldu iizerinde bir hemen hemen degme
yapist ve bu yapi ile beraber M’ye de bir hemen hemen (almost) degme (contact)

manifoldu denir (Yano, Kon, 1984).

Teorem 2.3.1. (¢,¢,1) hemen hemen (almost) degme(contact) yapist i¢in asagidaki
ozellikler vardir (Yano, Kon, 1984).

) ¢S=0

i) n(¢X) =0

iii) rank¢g = 2n
Teorem 2.3.2. Her bir hemen hemen degme M manifoldu iizerinde bir g Riemann
metrik tensor alam VV,W € y(M) i¢in g(V,&) =n(V) olacak sekilde vardir ve
g@V,oWw) = g(V,W) —n(V)n(W) dir (Yano, Kon, 1984).

Sonug¢ 2.3.1. M, hemen hemen degme manifoldunda

n)=g9W,%) (2.3.2)
g(@V,ow) = gV, W) —n(V)n(W) (2.3.3)
olacak sekilde g Riemann metrigi;

9@V, W)+ g(V,pW) =0 (2.3.4)

dir, yani ¢, anti-simetrik olacak bicimde M {izerinde bir g Riemann metrigi vardir

(Yano, Kon, 1984).

Tanim 2.3.2. Teorem de verilen metrik tensor alan1 g’yi, verilen (¢, £, ) hemen hemen
degme yapisi ile birlestirilmis Riemann metrik tensor alam olarak adlandiracagiz.
(¢, &,m) hemen hemen degme yapisi ile birlestirilmis bir Riemann metrik tensor alani
g olmak tizere, M’de (¢, ,n, g) dortliisiine bir hemen hemen degme metrik yapi ve
bu (¢,&,1,9) hemen hemen degme metrik yapisiyla beraber M’ye hemen hemen
degme metrik manifolddur denir (Yano, Kon, 1984).

Tanim 2.3.3. M’nin (¢, £, n) hemen hemen degme yapisi normaldir ancak ve ancak
Ny +2dn®¢ =0

dir. Burada N,, ¢ yardimiyla belirlenmis Nijenhuis tensor alamdir.(Yano ve

Kon,1984)
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Tanim 2.3.4. (M, ¢,&,1n,9) hemen hemen degme metrik manifold olsun. Her V,W €
X(M) igin;

OV, W) =gV, W) (2.3.5)
bi¢iminde verilen

: ¥ (M) X (M) - C*(M,R)

M’nin temel 2-formu denir (Yano ve Kon, 1984).

1) d® =0,dn =0 ise hemen hemen degme metrik yapi1 hemen hemen kosimplektik
yapidir,

i1) Hemen hemen kosimplektik yap1 normal yapi ise kosimplektik yapi1 denir,

i) dn =0, dd = gn A @ ise hemen hemen yap1 hemen hemen degme Kenmotsu yap1

olarak adlandirilir,

iv) Hemen hemen degme Kenmotsu yap1 normal yap1 ise Kenmotsu yap1 ad1 verilir,

v) @ = dn ise hemen hemen yap1 degme yapi olarak adlandirilir,

vi) Degme yap1 normal ise bu yap1 Sasakian olarak adlandirilir (Chinea ve Gonzalez,
1990).

Buna gore su sonuglar yazilabilir.

Sonu¢ 2.3.2 (M, ¢,&,1,9) hemen hemen degme metrik manifold olsun. Her V,W €
x (M) igin,

i) M, Sasakian yapidir & (Vy,p)W = g(V,W)&é —n(W)V,

i1) M, Kosimplektik yapidir & V¢ = 0,

iii) M, Kenmotsu yapidir & (Vyp)W = g(¢V,W)é —n(W)epV

(Chinea ve Gonzalez, 1990).

Sonug 2.3.3 (M, ¢, &,7n, g) hemen hemen degme metrik manifold olsun.V V,W € y(M)
i¢in,

i) M, Sasakian yapidir & (V&) = —¢V,

ii) M, Kosimplektik yapidir & (V,§) = 0,

iii) M, Kenmotsu yapidirs (V,€) = —¢p?V

(Chinea ve Gonzalez, 1990).

Teorem 2.3.3. (¢,&,1m), hemen hemen (almost) degme yapist ve M’de (2n+

1) —boyutlu manifold olsun. O zaman M ’nin tanjant demetinin yap1 grubu U(n) X 1’e
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indirgenebilirdir. Burada U(n), n X n tipinde {initer matrislerin ¢arpma islemine gore

grubudur. Tersi de dogrudur (Yano, Kon, 1984).

Tamm 2.3.5. (2n + 1) boyutlu M manifoldu tizerinde ve M’nin heryerinde;

nA(dm)™ # 0 (2.3.6)
olacak sekilde bir n 1-formu var ise M manifoldu degme yapiya sahiptir ve bu manifold

degme manifold adin1 alir. Biz n’ya M’nin bir degme formu diyecegiz. Buradaki

(dn)™ ile n’inci mertebeden dis ¢arpim gosterilmistir, yani  (dn)™ = (dn)A ... A(dn)

n tane

dir.

Ornek 2.3.1. M, 3-boyutlu diferansiyellenebilir manifold olsun. Her (x,y,z) noktasi

komsulugunda

n =coszdx +sinz dy

diferansiyel 1-formu ve

B d i d
f—coszax szay

¢ vektor alani verilsin. Burdan
dn =sinzdx Adz + coszdz Ady

olup I-formunun dis tiirevi yardimiyla

dn(X,§) =0

Ve

n =1

bulunur.
Teorem 2.3.4. Degme formu 7 olan (2n + 1)- boyutlu manifold Molsun. M iistiinde

gV, oW) =dn(V,W) (2.3.7)
olacak bi¢cimde bir (¢, &, n,g) hemen hemen degme metrik yapisi vardir (Yano, Kon,
1984).

2.4. Kenmotsu Manifoldlar

Bu alt boliimde 3. Boliime bir hazirlik yapilacaktir ve o béliimde temel alinan
Kenmotsu manifoldlar1 kisaca tanitilacaktir ki bu manifoldlar hemen hemen (almost)

degme (contact) manifoldlarin bir alt sinifidir.
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Tamm 2.4.1. M, hemen hemen degme metrik yapist (¢,¢,n,g) olan (n = 2m + 1)
boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifoldu ve V Xy, X, € y(M) igin;
(Vx,8)X> = =g (X1, 0X2)§ = n(X)$(X),
Vxlsc = X1 —n(X1)¢
bagintilarin1 sagliyorsa M bir Kenmotsu manifoldudur (Kenmotsu 1972).
Tamim 2.4.2. M, boyutun = 2m + 1 olan bir Kenmotsu manifold ise M nin Riemann
egrilik tensorii R ve V’da M iizerinde tanimlanan Riemann konneksiyon olmak iizere;
R( Xy, X2)§ =n( XX, —n(X2) Xy (2.4.1)
(Vi R) (X1, X5)€ = g(X3, X)X, — 9(X3,X,) X1 — R( X1, X5)X; (2.4.2)
yukaridaki gibidir (Kenmotsu 1972).
Sonug¢ 2.4.1. M, boyutu n = 2m + 1 olan bir Kenmotsu manifold, M nin bir Riemann
egrilik tensorli R ve V’da M iizerinde tanimlanan bir Riemann konneksiyon olmak {izere
asagidakiler yazilir(Kenmotsu 1972).
(Vx,m(X2) = g( X1, X2) —n(XIn(X2) (2.4.3)
N(R( Xy, X2)X3) = n(X2)g( X1, X3) —n(X1)g (X2, X3) (2.4.4)
Sonu¢ 2.4.2. M, boyutu n = 2m + 1 olan bir Kenmotsu manifold ise S, M nin Ricci
tensorii olmak iizere;
S(X1,8) =—(n—-Dn(Xy) (2.4.5)
esitligi yazilir (Kenmotsu 1972).
Teorem 2.4.1. M, boyutu n = 2m + 1 olan bir Kenmotsu manifold ise S, M nin Ricci
tensorii olmak tizere;
S(¢ X1, dXz) = S(X1,X2) + (n — Dn(X)In(X2)
seklindedir (Jun,Chand ve Pathak 2005).
Teorem 2.4.2. M, boyutun = 2m + 1olan bir Kenmotsu manifold, R’de M’nin
Riemann egrilik tensorii olmak tizere;
R( X1, X2) X3 — dR( X1, X2)X3
= g(X2, X3)¢ X1 — 9( X1, X3)9X; + g( X1, §X3)X; — 9(X2, 9 X3) Xy
R(¢ X1, $X3) X3
= R( X1, X2)X3 + g(X2,X3) X1 — g( X1, X3)X; + g(Xz, $X3) Xy
— g( X1, 9X3)PX;
esitligi yazilir.(Kenmotsu 1972).
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Tamm 2.4.3. (¢, ¢,n, g) degme metrik yapisina sahip (2n + 1)- boyutlu degme metrik
manifold M olsun. M nin Ricci tensorii V X4, X, € y(M) icin; a,b: M — R fonksiyonu
olmak iizere

S(X1,X2) = ag( X1, X2) + bn(X)n(Xz)
formunda ise M’ye bir 17-Einstein manifoldu denir (Blair 1976).
Teorem 2.4.3. M, boyutu n = 2m + 1 olan bir Kenmotsu manifoldu olsun. Eger M, bir
7n- Einstein manifold ise a + b = —(n — 1) dir (Kenmotsu 1972).
Teorem 2.4.4. M, boyutu n = 2m + 1 olan bir n-Einstein Kenmotsu manifoldu olsun.
Eger a ve b’den biri sabit ise, M bir Einstein manifolddur (Kenmotsu 1972).
Teorem 2.4.5. M, boyutu n = 2m + 1 olan bir n-Einstein Kenmotsu manifoldu olsun.
Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir (Hong,Ozgiir ve Tripathi 2006).
1) M manifoldunun Ricci tensorii n-paraleldir.
i) M,—n(n — 1) sabit egrilikli bir manifolddur.

iii) M, Ricci tensori S(X;,X,) = —(n—1)g( X1, X;) olarak tammli bir Einstein
manifolddur.
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BOLUM 3

SCHOUTEN-VAN KAMPEN KONNEKSIYONU ILE KENMOTSU
MANIFOLDLARIN BAZI EGRILIK SARTLARI

Konneksiyon kavrami, M bir manifold, X, M {izerinde bir vektor alan1 ve y bu
manifold tlizerinde bir egri olsun. X vektor alaninin y egrisi boyunca sabit olup
olmadigina karar verebilir miyiz? Sorusunun cevabini vermemize yardimci olur. Afin
konneksiyon tanimindan goriildiigii izere bir afin konneksiyon, M {izerindeki bir vektor

alanin1 yine bir vektor alanina doniistiirmektedir (Sahin, 2012).

Schouten-van Kampen konneksiyonu, holomorfik olmayan manifoldlar tizerinde
caligmak i¢in tanmitilmistir. Afin konneksiyon ile donatilmis diferansiyellenebilir bir
manifold iizerinde bir ¢ift tamamlayic1 dagilimi parallelik ile korur (Schouten, Van
Kampen, 1930). Daha sonra Olszak, Schouten -van Kampen konneksiyonunu hemen
hemen kontakt metrik yapilara adapte etti ve bu konneksiyonla hemen hemen kontakt

metrik yapilar {izerinde egrilik 6zelliklerini kurdu (Olszak, 2013).

Bu kisimda Kenmotsu manifoldlarinin bazi egrilik sartlarinin Schouten-van
Kampen konneksiyonu ile iligkisi verilecektir. Bunun i¢in &nce yine Kenmotsu
manifoldlarimin birtakim 6zelliklerine deginilecek ve ardindan Schouten-van Kampen

konneksiyonu ile Levi-Civita konneksiyonlar1 arasindaki iliski incelenecektir.

Tammm 3.1. M™, n boyutlu diferansiyellenebilen g Riemann metrigine sahip bir
manifold olsun. V, M™ {izerinde Levi-Civita konneksiyonunu, V*’da herhangi bir lineer
konneksiyonu gostersin. M™ lizerinde herhangi bir m; vektdr bileseni igin V*
konneksiyonunun burulma tensori

Ty = ki
seklinde tanimlanirsa bu konneksiyona semi-simetrik konneksiyon denir (Yano,

K.1970).
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Teorem 3.1. M, boyutu n = 2m + 1 olan bir Kenmotsu manifoldu olsun. M manifold
semi-simetrik ise, -1 negatif sabit egriliklidir (Kenmotsu 1972).

Teorem 3.2. M, boyutu n = 2m + 1 olan bir Kenmotsu manifoldu olsun. M manifoldu
Ricci semi-simetrik ise, bir Einstein manifolddur (Jun,Chand ve Pathak 2005).

Ispat: M, boyutu n = 2m + 1 olan bir Kenmotsu manifoldu olsun ve R(X;,X;).S =0

sartin1 saglasin. Boylece

(R,S)(X1,X,,U,V) = =S(R(X1,X,)U,V) —S(U,R(X1,X,)V) =0 (3.1
dir.(3.1) denkleminde U = ¢ alinirsa
S(R(X1,X2)E, V) + S(§,R(X1, X)V) =0 (3.2)

elde edilir ve burada da (2.4.1) ve (2.4.5) esitlikleri uygulanirsa

NX)SX2, V) = n(X2)S(X1, V) — (n — Dn(R(Xy, X2)V) =0

elde edilir ve burada da n(R(X;, X,)V) yerinde (2.4.4) uygulanirsa

NX)SX2, V) = n(X)SXy, V) — (n — DIn(X2)g (X1, V) —n(X1)g(X2, V)] = 0 (3.3)
esitligine ulasilir.(3.3) denklemindey = & almir.n(§) = 1,n(X;) = g(X4,§) ve

g(@Xy, dX,) = g(X1,X3) —n(X)On(X,) uygulanir ve gerekli sadelestirilmeler
yapilirsa

S, V) + (n = DnXIn(V) — (n = DnInV) — g(X2, V)] =0

esitligi gortliir ve

SX,V)=—-(n—-1g(X,,V) (34)
elde edilir. Boylece M, bir Einstein manifolddur.

Sonu¢ 3.1. M, (n = 2m + 1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M manifoldu
semi-simetrik ise, bir Einstein manifolddur (Jun, Chand ve Pathak 2005).

Ispat: R(X;,X,)R =0 ise R(X;,X,)S = 0 olacagindan, iistteki bilgiden bu sonuca
ulagilir.

Teorem 3.3. M, boyutu (n =2m+ 1)-olan bir Kenmotsu manifoldu olsun. M
manifoldu Ricci recurrent ise, bir Einstein manifolddur (Jun,Chand ve Pathak 2005).
Ispat: M, boyutu (n = 2m + 1) olan bir Kenmotsu manifoldu olsun. g(QX;,X,) =
S(X1,X5)olmak iizere, bu manifold iizerinde f2 = g(Q,Q) sartim saglayan bir f

fonksiyonu tanimlayalim.

X (f?) = X,[9(Q, Q)1 = 29(x,0,Q) (3-5)
ve M, Ricci recurrent oldugundan (VXlS) (X5, X3) = a(X,)S(X,, X3) esitliginden
X2 (f?) = 2f%a(X,) (3.6)
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yazilir. Ayn1 zamanda, X,(f?) = 2f(X,f) oldugundan,

fXa2f) = fra(Xy) (3.7)
elde edilir. Bu da bize,

Xof =fa(Xz) #0 (3.8)
oldugunu gosterir (3.8) esitliginden,

X1(X2f) — X, (X1 f) = {X1a(X3) — Xoa(X)}f (3.9)

elde edilir. Buradan

V%, Vx, = Vi, Vx, = Vix, 2,1}

= {X1a(Xy) — Xpa(Xy) — a[Xy, Xo13f (3.10)
elde edilir. Bu denklemin sol tarafinin sifira esit olmas1 ve M {izerinde f # 0 olmasi
neticesinde
de(X1,X2) =0 (3.11)

bulunur. Bu da a, I1-formunun kapali oldugunu gosterir. (Vx15 ) (X2, X3) =
a(X1)S(X,, X3) esitliginden, (Vx S)(U,V) = a(X,)S(U, V) oldugundan,

(Vx,Vx,S)(U, V) = {X;a(X;) — X,a(X1)}S(U, V) (3.12)
dir. Boylece (3.11) esitliginden

(R(X1,X,)S)(U,V) = 2d,(X1,X,)S(U,V) =0 (3.13)
elde edilir. Boylece Ricci recurrent bir manifoldun, Ricci semi-simetrik oldugu goriiliir.

Teorem 3.4. M, n > 3, boyutu (n = 2m + 1) olan bir Kenmotsu manifoldu olsun. Eger
M konformal flat (diiz) ise, —1 negatif sabit egrilikli bir manifolddur (Kenmotsu 1972).

Buraya kadar Levi-Civita konneksiyonu ile Kenmotsu manifoldlarina dair
birtakim egrilik sartlarin1 gordiik buradan itibaren de Kenmotsu manifoldlarinin bazi
egrilik sartlarmin Schouten-van Kampen konneksiyonu ile iligkisini verilecek ve
V* Schouten-van Kampen konneksiyonu ile V Levi-Civita konneksiyonlar1 arasindaki

baglantiya da deginilecektir.
ViiXz = Vi, Xo = n(X2)Vx, & + (Vi) (X2)¢ (3.14)

(3.14) nolu denklemin 6zel hali,
V}'}le = Vg, X2 + 9(X1, X2)¢§ —n(¥)X, (3.15)

X, = & yerine alalim.
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Vi, §=0 (3.16)
Simdi (3.15)’1 kullanarak R* Riemann egrilik tensoriinii asagidaki gibi hesaplariz.
R*(X1, X3)X3 = R(X1,X2) X5 + g(X2, X3) X1 — g (X1, X3) X, (3.17)
(3.17)’de X5 = £ yerine yazalim ve (2.4.1) esitligini géz oniine alalim

R*(X1,X2)§ = R(X1, X3)§ + n(X2) X1 — n(X1)X;

nXX; — X)X, + n(X)X; — X)X, =0

R*(X1,X2)¢ = 0= n(R*(X1,X,)&) = 0’ dir.

Bu durumda;

R*(X1,X,)é =0 (3.18)

elde edilir. (3.17)’nin izini alarak V* Schouten-van Kampen konneksiyonuyla Kenmotsu

manifoldunun Ricci tensorii S* agsagidaki gibi bulunur.
S*(X,,X3) = S(X,,X3) + 2ng(X,, X3) (3.19)
9(Q X3, X3) = g(QX3, X3) + 2ng(Xz, X3)

= g(QX3 X3) + g(2nX,, X3)

= g(QX; + 2nX;, X3)

9(Q"X2,X3) = g(QX; + 2nX,, X3)
olur.
Q*X, = QX, + 2nX, (3.20)

(3.19)’un izini alirsak asagidaki esitligi elde ederiz.
r' =r+2n2n+1) (3.21)

Tanim 3.2. M bir Kenmotsu manifoldu ve manifold tuzerindeki Levi- Civita

konneksiyonunun egrilik tensorii R olsun. Bu durumda

g(R(Xy1, X2)X5,U) = k{g(Xy, X3)g(X1,U) — g(X1, X3)g(X2, U)} (k, keyfi sabit)

ise manifolda sabit egriliklidir denir.
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Eger (3.18) denkleminde R* = 0 alirsak;

R(Xy,X,)X3 = —[g(X,, X3)X, — g(Xy, X3)X3] , k = —1 dir. Boylece;

R(X1, X2, X3, U) = —{g(X2, X3)g (X1, U) — g(X1,X3)9(X2, U)} (3.22)
olur.

Buradan, Kenmotsu manifoldu ve manifold tlizerindeki Levi-Civita konneksiyonu sabit

egriliklidir ve bu egrilik —1 dir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.5. M bir Kenmotsu manifoldu ve manifold tizerindeki Schouten-van Kampen
konneksiyonunun egrilik tensorii ise R* = 0 ise Kenmotsu manifoldu lokal olarak

H®@n*D(—1) hiperbolik uzaya izometriktir (Kiran Kumar, Nagaraja, Naveenkumar

2019).
Tamm 3.3. T, (M) tanjant uzayindaki her p diizlemi i¢in K (p) kesitsel egriligi

R(XIIXZ'XZ'Xl)
g(Xle)g(XZJXZ) - g(Xli XZ)Z

K(p) =
seklinde tanimlanir (Barman, De, 2015). Burada {X;, X,} p i¢in bir ortonormal tabandir.
K (p) ortonormal taban se¢iminden bagimsizdir.

(3.22)’de Z = X;,U = X, alarak
R(X1, X3, X1, X2) = {g(X1, X1) g (X2, X2) — 9(X1, X2) g (X1, X2)} (3.23)
elde edilir ve bu esitlikten asagidaki sonucu yazabiliriz.

R(X1'X2'X21X1)
9(X1,X1)g(X2, X3) — g(X1,X3)?

K(p) =

R(X{,X5,X1,X5) (3.24)
g(X1,X1)g(X2,X2) - g(XllXZ)z

= -1

olur. Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 3.6. Bir Kenmotsu manifoldunda genellestirilmis Schouten-van Kampen
konneksiyonuna sahip egrilik tensérii V* sifira esitse o zaman kesitsel egriligi

—1°dir.(X,Y € &1

Simdi, ilging invaryant dairesel egrilik tensorii tanimlayalim. Bu tanimlanan C*
yeni Schouten-Van Kampen konneksiyonu olur (Kiran Kumar, Nagaraja, Naveenkumar

2019).
3.1. Kenmotsu Manifoldu I¢in Concircular (konsirkular) Egrilik Tensorii

Tamm 3.1.1. Concircular (konsirkular) transformasyonunun bir invaryanti1 concircular
egrilik tensoriidiir. Bu C* concircular egrilik tensorii (Yano, 1940), V* Schouten-van
Kampen konneksiyonu ile asagidaki sekilde tanimlanir. M {izerindeki tiim X, Y, Z vektor

alanlari i¢in,

*

C* (X1, X2)X3 = R*(Xy, X2) X3 — {g(X2, X3)X; — g (X1, X3) X3} (3.1.1)

r
2n(2n + 1)
dir.

(3.1.1) denkleminde X; ve X,’yi yer degistirirsek,

*

C*" (X3, X1)X3 = R"X5 — {g(X1, X3)X; — g(X2, X3) X1} (3.1.2)

r
2n(2n+1)
elde ederiz.

(3.1.1) ve (3.1.2) denklemlerini toplar ve R(Xy, X;) X5 + R(X,, X1)X3 = 0’i kullanirsak;
C* (X, X) X5 + C* (X, X ) X5 = 0 (3.1.3)
elde edilir.

(3.17) ve (3.1.1) esitlikleri ve V konneksiyonu ile R(Xq,X;)X5 + R(Xy, X3)X, +
R(X3, X)X, =0  1.Bianchi Ozdesligini kullanarak

C*(Xy, X)X + C*(Xp, X)Xz + C* (X3, X)X, = 0 (3.1.4)

bulunur. Boylece (3.1.3) ve (3.1.4) ten goriiniir ki Schouten-van Kampen konneksiyonu

ile bir Kenmotsu manifoldunun concircular egrilik tensorii ters simetrik ve devirlidir.
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Kabul edelim ki M manifoldu Schouten-van Kampen konneksiyonuna gore
concircularly flat olsun. Yani, C*(X;,X;)X3 =0 olsun. Bu durumda (3.1.1)

denkleminden

*

R*(X1,X)X3 = {g(X2, X3) X1 — g(X1, X3) X5} (3.1.5)

r
2n(2n+ 1)

dir. Bu denklemin ¢ ile i¢ carpimini alirsak

IR (X1, X2)X3,§) = 7 {g (X, X) g (X1, ) — 9 (X0, X2) 9 (X, )}
gR* (X1, X2)X3,8) = m{g(Xz,Xg)n(Xl) — 9(X1, X3)n(X2)} (3.1.6)

olur. Yukaridaki esitlikte (2.3.1), (2.4.4), (3.18) ve (3.21) denklemleri kullanirsak;

r+2n(2n+1)
2n(2n+ 1)

{g(X2, X3)n(X1) — g(X1, X3)n(X3)} = 0 (3.1.7)

elde edilir.

Buradan da M ’nin skaler egriligi ya r = —2n(2n + 1) dir ya da

9 (X2, X3)n(X1) — g(X1, X3)n(X2) = 0 (3.1.8)
oldugu bulunur. Burada Y = & alirsak ve n(§) = 1 esitligini kullanirsak

n(Xn(X3) — g(X1,X3) =0 (3.1.9)
(3.1.9)°da X;'1 QX; ile degistirirsek ve Q¢ = —2né denklemi kullanarak

S(Xy, X3) = —2nn(X)n(X3) (3.1.10)
elde edilir. Boylece asagidaki teoremi verilebilir.

Teorem 3.1.1. Schouten-van Kampen konneksiyonuna sahip bir concircularly flat
Kenmotsu manifoldunun ya skaler egriligi —2n(2n + 1) dir ya da manifold n-Einstein

manifoldunun 6zel bir halidir (Kiran Kumar, Nagaraja, Naveenkumar 2019).

Biliyoruz ki bir manifoldun 7-Einstein manifold olmasi i¢in S(X;,X,) =
ag(Xy,X3) + bn(X;)n(X,) esitligini saglamasi gerekmekteydi. Burada n-Einstein

manifoldunun 6zel bir halidir denmesinin sebebi a katsayisinin sifir olmasidir.
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Tamm 3.1.2. C* (X4, X,)& = 0 ise bir Kenmotsu manifoldu tizerindeki V* Schouten-van

Kampen konneksiyonu ile - concircularly diizdiir denir.

Kabul edelim ki Schouten-van Kampen konneksiyonuna sahip M manifodu ¢-
concircularly diiz, yani C*(X;,X,)é =0 olsun. (3.1.1) denklemden asagidakini
yazabiliriz.

C* (X1, X2)§ = R*(Xy, X2)§ — ﬁ{n(Xz)Xl —n(X1)X2} =0

*

R*(X1,X3)¢ = {n(X)X; —n(X1)X,} (3.1.11)

r
2n(2n+1)
olur. R*(Xy,X,)¢ = 0ver” =r+ 2n(2n + 1) denklemlerini g6z 6niine aldigimizda ,

r+2n2n+1)
2n(2n+1)

{nX2)X1 —n(X1)X} =0 (3.1.12)

bulunur, burada Y = ¢ alinirsa ve n(¢) = 1 denklemi kullanilirsa

r+2n(2n+1)
2n(2n+1)

X1 —n(X)§r=0 (3.1.13)

elde edilir. Yukaridaki esitligin U ile i¢ ¢arpimini alirsak;

r+2n(2n+1)
2n(2n+ 1)

{g(X, U) = n(X)n(U)}

=0 (3.1.14)
elde edilir. Boylece diyebiliriz ki ya M'nin skaler egriligi r = —2n(2n + 1) dir ya da
gX, U) =nX)nU) =0 (3.1.15)

dir. Yukandaki denklemde X;'1 QX; ile degistirelim ve Q& = —2né denklemini

kullanalim
S(X1,U) = =2nn(X)n(U) (3.1.16)
elde edilir ve boylece asagidaki teoremi yazilabilir.

Teorem 3.1.2. Schouten-van Kampen konneksiyonuna sahip ¢- concircularly flat
Kenmotsu Manifoldunun ya skaler egriligi —2n(2n + 1) dir, ya da manifold n-Einstein

manifoldun 6zel bir tipidir (Kiran Kumar, Nagaraja, Naveenkumar 2019).
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Tammm 3.1.3. V* Schouten-van Kampen konneksiyonuna sahip bir Kenmotsu

manifoldu, M {izerindeki herhangi X;, X,, X5 vektor alanlari igin
g(C* (X1, X2) X5, ¢W) =0 (3.1.17)
esitligini sagliyorsa pseudo-concircularly diizdiir denir.

(3.1.1) ve (3.1.17) denklemleri gbz oniine alindiginda,

*

g (R (%0, X,)%; - —Zn(zrn "

{9(X2, X3) X1 — g(¢X1,X3)X2},¢W) =0 (3.1.18)
elde edilir. Yukaridaki esitlikte (3.17) ve (3.21)’1 kullanarak;

g(R(PX1, X2) X3, W) — {g(X2,X3)g(pX1, dW)}

r
2n(2n+1)
—9(9X1,X3)X5, 9(X2, ¢W) = 0 (3.1.19)

bulunur. {eq, ey, ..., €3,41} M'deki vektor alanlarinin yerel bir ortonormal tabani olsun.
Bu durumda (3.1.19)°’da X, = X; = e; yazarak ve 1 < i < 2n + 1 i¢in i’ye gore

toplamini alarak,

5(¢X1: ¢W) =

T
o 1g(¢X1, pW) (3.1.20)

elde edilir. Burada (2.3.1) ve Kenmotsu manifoldlar1 i¢in saglanan S(¢pX;, pY) =
S(X1,Y) + 2nn(X)n(Y) esitligini kullanarak,

r
2n+1

S(Xy, W) = g, w) - {2n + n(Xn(W)} (3.1.21)

r
2n+1
esitligini yazabiliriz. Yukaridaki esitlikte tekrar X = W = ¢; yazarak ve 1 < i <

2n + 1igin i’ye gbre toplam alirsak
r=-2n(2n+1) (3.1.22)
bulunur. (3.1.21) ve (3.1.22) sayesinde,
S(Xy, W) =-2ng(X,W) (3.1.23)

oldugu goriiliir. Buradan da M icin bir Einstein manifoldudur diyebiliriz. Boylece

asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 3.1.3. Schouten-van Kampen konneksiyonuyla bir M Kenmotsu manifoldunun
pseudo concircularly diizdir ancak ve ancak S(X;, W) = —2ng(X;,W) dir (Kiran

Kumar, Nagaraja, Naveenkumar 2019).

Tanim 3.1.4. V* Schouten-van Kampen konneksiyonuna sahip bir Kenmotsu
manifoldu, M tizerindeki herhangi X;,X, vektor alanlar1 igin C*(Xy,X,).¢p =0
esitligini sagliyorsa ¢p-concircularly (konsirkular) semi-simetriktir denir (Yildiz, De,

2012).

Simdi, Schouten-van Kampen konneksiyonuyla Kenmotsu manifoldu ¢-

concircularly semisimetrik olsun. Bdylece,

(C"(X1,X2), )X5 = C* (X1, X2) X5 — $C* (X1, X2)X3 = 0 (3.1.24)
Bu denklemde Z = ¢ yerine alirsak

d(C*(X1,X2)§) =0 (3.1.25)
elde edilir. (3.1.25)’de (3.1.1) ve Kenmotsu manifoldlari i¢in gegerli olan R(X;, X,)¢ =

n(X,)X, — n(X,)X; denklemleri kullanilarak

r+2n(2n+1)
2n(2n+1)

n(XDpX, —n(X)pX,1} =0 (3.1.26)

Burada X, yi € ile X; 1 ¢pX; ile yer degistirelim ve (2.3.1) esitligini kullanalim. Boylece

r+2n2n+1)
2n(2n+ 1)

{X1 —n(X1)§}=0 (3.1.27)

bulunur. U ile yukaridaki denklemin i¢ ¢arpimini alirsak,

r+2n(2n+1)
2n(2n+ 1)

{9(X1, U) —n(X)nU)} =0 (3.1.28)
bu da, M icin ya skaler egriliginin r = —2n(2n + 1) dir, ya da

gX,U) =nXnW) =0 (3.1.29)
oldugunu gosterir. Simdi burada X;'i QX; ile degistirip Q¢ = —2n¢ gergegi kullanarak,
S(X,,U) = —2nn(X,)n(U) (3.1.30)
bulunur ve boylece asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1.4. Schouten-van Kampen konneksiyonuna sahip ¢-concircularly

(konsirkular) semi-simertik Kenmotsu Manifoldunun ya skaler egriligi —2n(2n + 1)
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dir, ya da manifold n-Einstein manifoldun 6zel bir tipidir (Kiran Kumar, Nagaraja,

Naveenkumar 2019).

Ayrica
(R*(X1,X,),CHU,V,W) = R'X,Xp)C"(U V)W = C*(R*(Xy,X,)U, VY)W
—C*(U,R* (X1, X )VY)W — C*(U,V)R*(Xy, X)W
(3.1.31)
dir. (3.1.31) denkleminde (3.1.1) kullanilarak;
(R*(X1,X2),C)(U,V,W) = R*(X1,Xo)R*(U, V)W — R*(R*"(X1,X)U, V)W

—R*(U,R* (X1, X,)V)W — R*(U,V)R*(Xy, X, )W

T
+m{g(R (X1, X))V, W)U + g(V, R* (X1, X )W)U

—g(R* (X1, X)U, W)V — g(U, R* (X1, X, )W)V}

(3.1.32)
R* egrilik tensoriiniin simetrik 6zelliklerinden (Pathak, De, 2002).
(R*(X1,X,),CHWU,V,W) = R*(Xy,X,)R*(U,VIW — R*(R*(Xy, X,)U, V)W

(3.1.33)

—R*(U, R*(Xy, X, )V)W — R*(U, V)R* (X, Xo)W

elde edilir.
Sonug olarak,
(R*(Xy,X,),C*)(U,V,W) = R*(X\,X,)R*(U, VY)W (3.1.34)

elde edilir. Boylece asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 3.1.5. M Kenmotsu manifoldu ve ftzerindeki konneksiyon Schouten-van
Kampen konneksiyonu olsun. Boylece R*.C* = R*.R*dir (Kiran Kumar, Nagaraja,

Naveenkumar 2019).
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3.2. Kenmotsu Manifoldu icin Projektif Egrilik Tensorii

Tamm 3.2.1. V* Schouten-van Kampen konneksiyonu ile P* Projektif egrilik tensorii

asagidaki gibi tanimlanir (Yano, Kon, 1984).
1
P*(Xy, X2)X3 = R* (X1, X2) X3 — %{S*(Xz,X3)X1 — S* (X1, X3) X5} (3.2.1)
Bu denklemde X; ve X, ° yi yer degistirerek,
* * 1 * *

P* (X3, X1)X3 = R* (X3, X1)X3 — %{5 (X1, X3)X; — S™(X2, X3) X1} (3.2.2)
(3.2.1) ve (3.2.2) denklemlerini toplayarak ve R(Xy,X;)X;+ R(X,,X{)X5=0
oldugunu kullanarak,

P*(Xl,Xz)Xg + P*(Xz,Xl)Xg =0 (323)

oldugu goriiliir. (3.17), (3.2.1) ve V konneksiyonu ile R(X;,X,)X3 + R(Xy, X3)X, +
R(X3, X)X, =0 1.Bianchi Ozdesligini kullanarak

P*(Xl,Xz)X3 + P*(Xz,Xl)X3 + P*(X3;X1)X2 = O (3.2.4)

elde edilir. Dolayisiyla yukaridaki son iki denklem gosterir ki Schouten-van Kampen
konneksiyonu ile Kenmotsu manifoldunun projektif egrilik tensorii ters simetrik ve

devirlidir.

Simdi, (3.2.1)’de Z = & yazalim.
P*(X1,X2)§ =0 (3.2.5)
oldugu goriiliir. Boylece, su teoremi verilebilir.

Teorem 3.2.1. M, Schouten-van Kampen ile bir Kenmotsu manifoldu olsun eger
P*(X,,X,)¢ =0 ise M manifoldu ¢&-Projectively diizdiir (Kiran Kumar, Nagaraja,
Naveenkumar 2019).

Tanim 3.2.2. V* Schouten-van Kampen konneksiyonuyla bir Kenmotsu manifoldu

M’deki herhangi X;, X, vektor alanlari i¢in

P*(X1,X,).¢ =0 (3.2.6)
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sartin1 sagliyorsa M’ye ¢-projectively semi-simetriktir denir (Kiran Kumar, Nagaraja,

Naveenkumar 2019).

Simdi, (3.2.6)’y1
(P*(X1,X5).9)X; = P*(Xq, X)) X3 — pP* (X1, X2)X53 =0 (3.2.7)
olarak yazabiliriz.

Yukarida, (3.2.1), (3.17) ve (3.19) kullanilarak,
(R(Xy, X;)$)X; — PR(Xy, X2)X3 — —{S(X5, X)Xy
—S(X1, §X3)X; + S(X1, X3)pX; — S(X2, X3) X1} =0 (3.2.8)

elde edilir. (3.2.8)’de X, yerine ¢ yazilirsa ve (2.4.1) ve Kenmotsu manifoldlar1 i¢in

S(Xy,&) = —2nn(X;) oldugu gergegi kullanilarak

S(X1, 9X3)§ = —2ng(Xy, $X3)¢ (3.2.9)
dir. € i¢ carpim alarak ve X;’i QX; ile degistirerek, (2.3.3) ve

S(PXy, dX,) = S(X1,X,) + 2nn(X)n(X,) gercegini kullanarak (3.2.9) asagidakiler
elde edilir.

S(Xz,Xg) = _an(Xz,Xg) (3210)
ve
r=-2n(2n+1) (3.2.11)

Tekrar (3.2.1)’de (3.2.11)’1 yazalim. Buradan
P*(Xy, X2)X5 = R(X1, X2) X5 + {g (X2, X3)X; — g(X1, X3) X7} (3.2.12)
karsimiza ¢ikar. Boylece sunlar soylenebilir:

Teorem 3.2.2. M, Schouten-van Kampen konneksiyonuyla bir Kenmotsu Manifoldu
olsun. M, ¢-projectively semi-simetriktir ancak ve ancak S(X,,X3) = —2ng(X,, X3)
dir. Dahas1 eger P* = 0 ise M, H?"*1(—1) hiperbolik uzaya izomorfiktir (Kiran Kumar,
Nagaraja, Naveenkumar 2019).

31



3.3. Kenmotsu Manifoldu icin Weyl Konformal Egrilik Tensorii

Tanim 3.3.1. Bir Riemann manifoldunda,

* * 1 * * *
CHXo)Xs = R0, X)Xs === {5 0 X)Xy = 5" (X0 X)Xe - + 9(X0, X5)Q' Xy

*

- g(X1,X3)Q X} + m{g(Xz;Xg)X1 — 9(X1,X3)X,} (3.3.1)

esitligi ile verilen C* tensdriine V* Schouten-van Kampen konneksiyonuyla, Weyl

konformal egrilik tensorii denir (Kiran Kumar, Nagaraja, Naveenkumar 2019).

Yukaridaki tanimda verilen denklemde (3.17), (3.19), (3.20), (3.21)’1 yerine

yazalim. V X1, X,, X5 vektor alanlari i¢in
C*(Xl,Xz)Xg = K(Xl,Xz)X3 (332)
olur. Boylece su teoremi verilebilir:

Teorem 3.3.1. Kenmotsu manifoldunun Wely konformal egrilik tensorii Levi-Civita
konneksiyonu i¢in de Schouten-van Kampen konneksiyonu i¢in de aynidir (Kiran

Kumar, Nagaraja, Naveenkumar 2019).

Tamm 3.3.2. V* Schouten-van Kampen konneksiyonuyla Kenmotsu manifoldu i¢in R*

egrilik tensori
(ViwR™) (X1, X2) X3 = AW)R™ (X1, X2) X3 (3.3.3)
sartin1 saglaniyorsa manifolda recurrent denir.
Burada (3.3.3)’ii kullanarak,
VivXs3
VivR* (X1, X2)X3 — R*(Viy X1, X2)X3 —  R*(X1, Vip Xp) X3 — R (X4, X2)Vyy

(3.3.4)
= A(W)R*(prz)xs

esitligini yazabiliriz ve (3.15), (3.17) ve (3.19) kullanilarak
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IW,R(X1,X,)X3)§  —g(W,X)R(E, X2) X5 — g(W, X2)R (X1, ) X3 — g(W, X3)R(Xy, X5)§
—n(R(Xy, X)) X)W + n(X))RW, X2) X5 + n(X)R(Xy, W)X;5 + n(Xz)R(Xy, X)W
—N(W{PR(X1, X;) X3 — R($X1, X2)X3 — R(Xy, pX5)X3 — R(X1, X5)pX 3}
= AW){g(X;, X3)X; — g(X1,X3)X,} (33.5)

yazilabilir. Z’yi & ile degistirerek ve (2.3.1), (2.4.1), R(&, X)X, =n(X,)X, —
9 (X1, X2)§ ve n(R(X1, X2)X3) = g(Xy, X3)n(X2) — 9(Xz, X3)n(X1) kullanalim.

AW){n(X) X1 —n(XDX2} = gW, X)X, — g(W, X)X, + R(Xy, X)W (3.3.6)
Burada U ile bir i¢ ¢arpim alarak,

AW){n(Xx)g(X1,U) —n(X)Dg X, U)y = gW,X3)g(Xy,U) — g(W, X,)g(X3,U)
+R(Xy, X5, W, U) (3.3.7)

{el,ez,e&_._"emﬂ} M’deki vektor alanlarinin yerel bir ortonormal tabani olsun. O

zaman

X, = U = ¢ (33.7)de yerine koyup 1 < i < 2n + 1 i¢in i’ye gore toplam

alirsak,
SXy, W) = =2n{g(X,,W) + n(X,)A(W)} (3.3.8)
elde ederiz.

A iligkili 1-formunun 7 iligkili 1-formuna esit oldugunu varsayalim, (3.3.8)’den
SX,, W) = =2n{g(X,, W) + n(X,)n(W)} (3.3.9)
yazilir. Boylece su denilebilir:

Teorem 3.3.2. Schouten-van Kampen konneksiyonuyla bir Kenmotsu manifoldun
egrilik tensorii kovaryant sabit ise manifold recurrenttir ve A iliskili 1-formu 7 iligkili 1-
formuna esittir. Boylece manifold bir n-Einstein manifoldudur (Kiran Kumar, Nagaraja,

Naveenkumar 2019).

Ornek 3.3.1. Burada Schouten-van Kampen konneksiyonuyla 5 boyutlu Kenmotsu

manifoldu kullanilarak 6rnek verilecektir.
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Bes boyutlu M = {(x,y,z,u,v) € R°} manifoldunu ele alalm, burada

(x,y,z,u, v) R> teki standart koordinatlardir. Vektér alanlart;

M manifoldunun her noktasinda lineer bagimsizdir. g, Riemann metrigi olsun ve

asagidaki gibi tanimlansin,
(1, Q=]
i = {0, i #j
n, herhangi bir Z € y(M) i¢inn(Z) = g(Z, E3) ile tanimlanan 1-form olsun. ¢, (1,1)

tensOr alani olsun ve ¢E; = E3, ¢E, = E,, pFE3; = —E,,pE, = —E,, pEs = 0 olsun.
¢ ve g nin lineerligini kullanarak, herhangi Z, U € y(M).i¢in

n(Es) =1, ¢*(2) = -Z+n(2)Es, g(¢pZ,¢U) = g(Z,U) —n(Z)n(U),

dir. Ayrica E5 = ¢, (¢,€,1m,9) M lizerinde hemen hemen kontakt (degme) metrik yap1

tanimlar.
V, g metrigine gore levi-civita konneksiyonu olsun. Bdylece,
[Ey, Ez] = [Ey, E3] = [Ey, Eq] = [E2, E3] = 0,[Ey, Es] = Ey,
[E4 Es] = Ey [Ez, Eq] = [E3, E4] =0, [E3, Es] = E;, [Es3 Es] = Es,
g metriginin V Riemann konneksiyonu, Koszul’un formiiliiyle verilir.
29(VxY,2) =X(9(v,2)) +Y(9(Z2, X)) - Z(9(X,1))
—gX Y, ZD) — gV, [X,Z]) + g(Z,[X,Y])
Koszul’un formiiliine gore,
Vg, Ey = —Es, Vg, E; =0, Vg E3 =0,Vg E, =0,Vg Es = Ey,
Vg, E1 =0,Vg,E; = —Es, Vg, E3 =0,Vg, E, =0,V Es = Ey,
Vg,E1 =0,Vg E; =0, Vg Es = —Es5, Vg E, = 0,V Es = Ej5,

VE4E1 = O, VE4E2 = 0, VE4E3 = 0, VE4E4 = _E5 ,VE4E5 = E4,
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Ve By =0, Vg E; =0, Vg E3=0,Vg E, =0,Vg Es =0,
Ayrica, asagidakileri elde ederiz;
Vg, Ei=0,i,j=12345
ve boylece;
(Vi ¢)E =0,i,j =1,234,5

Yukaridaki ifadelerden, manifold ¢ = E5 igin (2.3.3) ve Tanim (2.4.1.)’1 saglar.
Dolayisiyla manifold bir Kenmotsu manifoldudur. Yukaridaki sonuglardan su sonuglari
bulunabilir:

R(Ey, E3)E; = R(E,, E3Es = R(Ey, E4)Es = R(Ey, E5)Es = —Ej,
R(Ey, E;)Ey = E;, R(Ey,E3E1 = R(Es, E3)Es = R(E;, E3)Es = Es,
R(E3 E3)E3 = R(E3, E4)Ey = R(E3, E5)Es = —E;, R(Es, E)E, = —Ej,
R(E3 E5)E; = R(Ey, Es)Ey = R(E4, E5)Ey = R(E3, Es)Es = Ej,
R(Ey,EL)E; = R(E3, E4)E; = R(E3, EL)E3 = R(Es, E4)Es = Ej.
ve

R*(E,E)Ex =0, ijk=1234p5.

Kenmotsu manifoldunun egrilik tensoriiniin yukaridaki ifadelerinden manifoldun
sabit kesit egriliginin —1 oldugu goriiliir. Yukaridaki sonuglar1 kullanarak Ricci

tensorlerini asagidaki gibi elde edilir;

S(El; E1) = g(R(El; Ez)E2, E1) + g(R(EL E3)E3’ E1) + g(R (E1: E4)E4: E1)
+ g(R(Ell ES)E5r El) = _4

Benzer olarak,
S(Ez, Ez) = S(E3, E3) = S(E3, E3) = S(E4_, E4) = S(Es, Es) = _4‘ (3310)
Ve

S*(EpEl) = S*(Ez'Ez) = S*(E3;E3) = S*(E4;E4) = S*(ES'ES) =0
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ve
r= Zf’zlS(ei, e;)) =—20 ve r* = f’zlS*(el-,ei) =0

Boylece (3.3.10) den Levi-Civita konneksiyonuyla bir manifoldun bir Einstein
manifoldu oldugunu kolayca dogrulanabilir (Kiran Kumar, Nagaraja, Naveenkumar

2019).
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BOLUM 4

SONUCLAR ve TARTISMA

Bu tez ¢alismasinda ilk boliimde giris kism1 yer almaktadir. Bu boliimde geometri
ve manifold teorisi hakkinda tarihsel gelisim siireci anlatilmaktadir. ikinci béliimde
temel kavramlara yer verilmis, 6zel olarak Riemann manifoldlari, hemen hemen degme
yap1 ve hemen hemen degme manifoldlar1 tanitilmis ve ardindan hemen hemen degme
manifoldlarin bir alt sinifi olan Kenmotsu manifoldlar1 hakkinda temel tanim ve
teoremlere yer verilmistir. Ugiincii boliimde ise Kiran Kumar, Nagaraja, Naveenkumar
2019 yilinda yayimladiklart makale iizerine inceleme yapilmistir. Burada Onemli
bulunan ve de acgik problemlere yer birakan bazi teoremler ise sOyledir; eger V*
Schouten-van Kampen konneksiyonu ile egrilik tensorii sifirsa Kenmotsu manifoldu,
H?™*1(—1) hiperbolik uzayma yerel olarak izomorfiktir. Daha sonra V* Schouten-van
Kampen konneksiyonu ile ¢&-concircularly flat, pseudo-concircularly flat ve ¢-
concircularly semi simetrik Kenmotsu manifoldlar1 tizerinde durulmus ve Kiran Kumar,
Nagaraja, Naveenkumar 2019 tarafindan ispatlanan R*.C* = R*.R* oldugu sonucu
verilmistir. Ayrca yine V* Schouten-van Kampen konneksiyonu ile projektif egrilik
tensorii, Weyl projektif egrilik tensorii ve V* Schouten-van Kampen konneksiyonu ile
Kenmotsu manifoldunun recurrent olma sartlar1 tizerine ¢alisilmistir ve yukarida verilen
sonuglarin saglandigini gostermek amaciyla V* Schouten-van Kampen konneksiyonu ile

5-boyutlu Kenmotsu manifolduna bir 6rnek verilmistir.

Yapilan bu tez ¢alismasinda orijinal bir sonug elde edilememis olmasina ragmen,
yapilan detayli egrilik incelemesi akillara bir¢ok acgik problem getirmektedir. Bu

sorulardan sadece ikisi sOyledir; tizerinde calisilan bu egrilikler farkli konneksiyonlar
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veya farkli manifoldlar {izerinde nasil sonuglar dogurur? Ornegin yine ayni
konneksiyonla hemen hemen kosimplektik manifoldlar incelense benzer sonuglar elde

edilebilir mi? Gibi sorular akla gelen en temel agik problemlerdir.

Yaptigimiz bu ¢aligmanin matematik ve geometri alaninda temel tanimlara farkli
konneksiyonlara, Kenmotsu manifoldlarina c¢alismak isteyen arastirmacilara iyi bir
kaynak olusturacagint umuyoruz ve yine agik problem arayan arastirmacilara da yol

gosterici nitelikte olmasini diliyoruz.
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