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OZET

Bu calismada 6ncelikle metrik uzaydan daha genel olan b-metrik uzay yapisi
incelenmistir. Sonra metrik uzaylarda verilen bazi sabit nokta teoremleri, b-metrik
uzaylar i¢in verilmistir.

Bu tez bes boliimden olugsmaktadir.

|. Boliimde sabit nokta teorisinin 6nemi ve tarihsel gelisimi kisaca 6zetlenmistir.

Il. Bolimde b-metrik uzaylarin yapisi ve temel 6zellikleri incelenmistir. Ayrica
metrik yapisi ile b-metrik yapisi arasindaki iligkiler ve farklar verilmistir.

III. Boliimde b-metrik uzaylarda tanimli olan ve degisik kosullar1 saglayan bir
doniisiim i¢in sabit nokta teoremleri verilmistir. Yine karsilastirma fonksiyonu ile
tanimlanan daraltanlik kosulunu saglayan doniisiimler icin sabit nokta teoremleri
incelenmistir.

IV. Bolimde b-metrik uzaylarda iki donilisiim, zayif bagdasik doniisiim ¢iftleri
ve genisleme doniistimleri i¢in ortak sabit nokta teoremleri verilmistir.

V. Boliimde ise tezle ilgili genel bilgiler verilerek hedefler ortaya koyulmustur.
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BOLUM 1

GIRIS

Sabit nokta teorisi, Matematigin en hizli gelisen dallarindan biridir.
Fonksiyonlarin sabit noktalarinin varligi, tekligi ve nasil bulunacagi problemi bir¢ok
Matematik¢i’ nin ¢alismasina konu olmustur. Bu caligsmalara esin kaynagi olan ve sabit
nokta teorisinde kullanish ve uygulamaya doniik arastirmalarin temeli olan teorem ise
1922’ de S. Banach’ 1n literatiirde “ Banach Daralma Ilkesi ” olarak bilinen teoremidir.
Banach teoreminde sadece sabit noktanin varligi ve tekligi degil, nasil bulunacagi
konusunda da bir fikir vermistir. Giinimiize kadar verilen sabit nokta teoremlerinde
gerek fonksiyonlarin sagladigi ozellikler gerekse uzay yapist degistirilerek Snemli

sonuclar elde edilmistir.

Klasik metrik tanimindaki tiggen esitsizligi aksiyomu zayiflatilarak tanimlanmis
olan b-metrik kavrami ilk olarak Bourbaki, Bakhtin ve Czerwik tarafindan verilmistir.
Metrik uzaylardan daha genel uzaylar olan b-metrik uzaylarin yapisindan dolay1, metrik
uzaylardaki birgok sabit nokta teoremi degisik kosullar altinda b-metrik uzaylara
genisletilebilmektedir. Czerwik de Banach sabit nokta teoremini b-metrik uzaylara

uygun kosullar altinda genisletmistir.

Calismada temel olacak uzay yapisi b-metrik uzaylar olacagindan, ikinci
bolimde kullanilacagi kadariyla b-metrik uzay yapisi ve ozellikleri verilecektir. Daha
sonraki boliimlerde ise literatiirde b-metrik uzaylarda verilmis olan bazi sabit nokta

teoremleri incelenecektir.



BOLUM 2

b-METRIK UZAYLAR

Bu boliimde, metrik olma kosullarindan tiggen esitsizligi kosulu zayiflatilarak

elde edilen b-metrik kavrami ve bazi 6zellikleri incelenecektir.

2.1. b-Metrik Uzaylar

2.1.1. Tammm: X # @ herhangi bir kiime, s = 1 olacak bigimde bir gergel say1 olsun.

d: X X X — [0, ) fonksiyonu, her x,y, z € X olmak iizere,

) dx,y)=0ox=y
i) d(x,y) =d(y,x)
iii) d(x,z) < s[d(x,y) +d(y,2)]

kosullarin1 sagliyorsa d fonksiyonuna X’ de bir “b-metrik” ve (X,d) uzayma da bir
“b-metrik uzay ” denir (Czerwik, 1993, s. 5).

Tezin bundan sonraki kisminda b-metrik uzay kavrami kisaca b-m.u. bigiminde

gosterilecektir.



2.1.2. Not: Eger s =1 almirsa d fonksiyonu bir metrik olacaktir. Bu durumda, her

metrik bir b-metriktir. Ancak bunun tersi dogru degildir.

2.1.3. Ornek:
X =1{0,1,2}olsun. d : X X X — [0, o) fonksiyonu,
d(0,0) =d(1,1) =d(2,2) =0
d(1,2) =d(2,1) =d(0,1) =d(1,0) =1
d(2,0) =d(02)=m=>2
bi¢iminde tamimlansin. d fonksiyonu s =% icin X tzerinde bir b-metriktir. Ancak
m > 2 alinirsa liggen esitsizligi kosulu saglanmadigi i¢in d bir metrik olmaz. Ciinkii,
d(0,2) =m ve d(0,1)+d(1,2)=1+1=2
olup,
d(0,2)=m>2=4d(0,1) +d(1,2)

olur (Aydi, Bota, Karapiar ve Mitrovic, 2012, s. 2).

2.1.4. Ornek: (X,d) metrik uzay olmak iizere, o4 : X X X — [0, 00) fonksiyonu her

x,y,z € X olmak lizere p > 1 i¢in,

0q(x,y) = [d(x,y)]”

biciminde tanimlansin. s = 2P~1 almirsa o, bir b-metrik olur. Gergekten, i) ve ii)
kosullarmin saglandigi kolayca goriiliir. Sadece iii) kosulunu gostermek yeterli

olacaktir. 1 < p < oo durumunda, her a, ¢ € R, elemanlari igin,

(a+c

P 1
< — (P 14
2)_2(a+c)

oldugundan,

(a+ c)P < 2P 1(a? + ¢P)



olur. Béylece her x,y, z € X igin,
0a(x,y) = [d(x,y)]?
< [d(x,2) +d(z, )P
< 2P [(d(x, 2))P + (d(z,y))"]
= 2P Yo,(x,2) + 04(z,y)]

olup iii) kosulu saglanmis olur (Sintunavarat, 2015, s. 399).

2.15. Ornek: pe(0,1) ve P(R)={x={x,}J R : 2 ,|x,|P <o} olsun.
Bu durumda x = (x,), y = () € ?P(R) igind : £P(R) x £P(R) — [0, 0),

o Y
d(x,) = (Zm —yn|v)
n=1

fonksiyonu s = 2'/p alinirsa bir b-metrik olur (Bota, Molnar ve Varga, 2011, s. 22).

2.1.6. Tammm: (X, d) herhangi bir b-m.u. olmak tizere,
Bd(xﬂg) = {y EX: d(x,)’) < 8}
bi¢iminde tanimlanan kiimeye x € X merkezli, ¢ > 0 yarigapl “ag¢ik yuvar” denir.

Metriklerde oldugu gibi b-metriklerle de agik yuvarlar yardimiyla X kiimesi

tizerinde bir topoloji tanimlanabilir.

(X,d) b-metrik uzaymnda {B;(x,¢) : x € X,e > 0} ile X fizerinde {iretilen

topoloji 74 ile gosterilir (Karapinar, 2018).



2.1.7. Tammm: Bir b-metrik uzayda,

1) Her elemani i¢in o eleman merkezli en az bir agik yuvari kapsayan kiimeye

actk kiime denir.
il) Tiimleyeni a¢ik olan kiimeye kapali kiime denir.

2.1.8. On Teorem: (X,d) bir b-m.u. ‘inda bir AcX alt kiimesinin kapali olmas1 igin
gerek ve yeter kosul A’ da alinan her yakinsak dizinin limitinin A’ da olmasidir

(Hussain ve Shah, 2011, s. 1680)
2.2. b-Metrik Uzaylarin Tamhg1

2.2.1. Tamm: (X,d) herhangi bir b-m.u. , {x,,} € X bi¢iminde tanimlanan bir dizi
olsun. x € X olmak tizere, eger her € > 0 sayisina karsilik, V n = ng i¢in d(x,, x) < €

olacak bigimde bir ny € N varsa {x,,} dizisi x noktasina “yakinsaktir” denir ve
lim x,, = x veya x,, = x (n > o)
n—->oo

ile gosterilir (Boriceanu, 2009, s. 4-5).

2.2.2. Onerme: (X,d) herhangi bir b-m.u. , {x,} € X biciminde tanimlanan bir dizi
olsun. x € X olmak ftizere {x,} dizisinin x elemanina yakinsamasi i¢in gerek ve yeter

kosul lim d(x,,x) = 0 olmasidir (Boriceanu, 2009, s. 5).
n—->oo

2.2.3.0rnek: X = N U {} olsun, d : X x X - [0, o) fonksiyonu

( 0 ;m =nise,
1

d(m,n) = 4 |E
\

1
- ; (m # n) m, n gift ise,

5 ;(m # n)m,ntekise,
2 ;diger durumlarda,



biciminde tanimlansin. i), ii) kosullarinin saglandigi kolayca goriiliir. iii) kosulu

.. 5 N
icin m,n,p € Xves = 3 olmak iizere,

5
d(m’ p) < E [d(m, Tl) + d(n' p)]

olacagindan (X, d) bir b-metrik uzaydir. {x, } = {2n} dizisi igin,
d( ) ! 0
) =—> —
xn' zn (n )

olup {x,} - o (n —» ) olur. Ancak, d(x,,1) =2 ve d(w,1) =5 oldugundan
d(xp,, 1), d(o,1)’e yakinsamaz. Yani, d fonksiyonu siirekli degildir (Huang, Deng ve
Radenovi¢, 2018, s. 4).

2.2.4. Not: Metrikler siirekli olmasina ragmen b-metrikler siirekli olmayabilir.

2.2.5. Onerme: (X,d) bir b-m.u. olmak iizere, {x,} dizisi X kiimesinde yakinsak bir

dizi oluyorsa {x,,} dizisinin limiti tektir (Boriceanu, Bota ve Petrusel, 2010, s. 369).

2.2.6. Onerme: (X, d) herhangi bir b-m.u. olmak iizere {x,} € X yakinsak bir dizi ise

{x,,} dizisinin her alt dizisi de ayn1 noktaya yakinsak olur.

Kamt: x, - x (n = o) olsun. Yani her € > 0i¢in 3ny € N 3 Vn = n; olmak iizere
d(xn, x) < € olur. Herhangi bir {x,, } S {x,} bir alt dizisi alirsa her n € N i¢in n;, >

n sartin1 saglayan bir k € N sayis1 vardir. Boylece,
nzny=mn =2n=n, gind(x,,,x) <&

olur. O halde lim x,, = x’ dur.
k—oo



2.2.7. Tamm: (X, d) herhangi bir b-m.u. ve {x,,} € X bi¢iminde tanimlanan dizi olmak
tizere, her € > 0 sayisina karsilik her n,m > n, igin d(x,, x,,) < € olacak bigimde bir

ny € N varsa, {x,}’e X’ de “Cauchy dizisidir” denir (Boriceanu, 2009, s. 5).

2.2.8. Onerme: (X, d) herhangi bir b-m.u. olmak iizere {x,,} € X bi¢iminde tanimlanan
bir dizi olsun. {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

d(x,, x,,) = 0 (n,m — o) olmasidir (Boriceanu, 2009, s. 5).

2.2.9. Onerme: (X,d) b-m.u.’ inda her yakimsak dizi bir Cauchy dizisidir (Boriceanu
vd. , 2009, s. 369).

2.2.10. Onerme: (X, d) bir b-m.u. , {x,,} € X Cauchy dizisi ve x € X olsun. {x,,}’ in x

noktasina yakinsayan bir alt dizisi varsa {x,,} dizisi de ayn1 x noktasina yakinsar.

Kanit: {x,} bir Cauchy dizisi, {xnk} da onun yakinsak bir alt dizisi olsun. {xnk} bir alt
dizi oldugundan n; < n, < nz < - olmak iizere {xp, } = {xn,, %n,, ...} bicimindedir.

lim x,,, = x olsun. d’nin iii) dzelliginden,
Nk g

n—oo

0< d(x,x)<s (d(xn,xnk) + d(xnk,x)) (2.1)

bulunur. n ve k yeteri kadar biiyiik alindiginda her ¢ > 0iginI N € N 3 hern,n, = N

icin d(%xn, Xn,,) < - ve d(xn %) < olur.

(2.1) esitsizliginden d(x,, x) < S( + i) = g’ dir. Yani x,, » x (n — o0)’ dir.

€
2s 2s

2.2.11. Onerme: (X, d) herhangi bir b-m.u. olmak iizere, X kiimesindeki her bir Cauchy
dizisi X i¢indeki bir noktaya yakinsak ise (X, d) uzayina “tam b-m.u.” denir (Boriceanu,
2009, s. 5).



2.2.12. Onerme: (X, d) herhangi bir b-m.u. olmak iizere {x,} ve {y,} dizileri sirasiyla

x,y € X noktalarina yakinsak olsun. Bu durumda,
) slzd(x, ¥) < lim infd(xn, y,) < lim sup d (%, yp) <s2d(x,y) olur.
ii) Eger x = y ise, 7111—{?0 d(xy, y,) = 0 olur.
iii) Ayrica her z € X igin,
1
;d(x, z) < 711_{210 infd(x,,z) < rlll_r)rolo sup d(xy, z) <sd(x,z)
olur (Aghajani, Abbas ve Roshan, 2014, s. 947).
Kanit: d bir b-metrik oldugundan,
d(x,y) < s (d(x,x,) +d(xp, y))
=sd(x,x,) +sd(x,y)
< sd(x,xp) + s [sd(x,x,) + s [s (dxn yn) + d(xn x0)]

=sd(x,x,) +s2d(x,, vy) + 52 d(vy, y) (2.2)

olur. Benzer olarak,

d(tn, yn) < 5d(xp, ) + 52 d(x,¥) + 52 Ay, yn) (2.3)

bulunur. (2.2) esitsizliginde n — oo igin alt limit ve (2.3) esitsizliginde n — oo igin tist

limit alinirsa,
lim d(x,,x) = lim d(y,,y) =0
n—oo n—oo

olacagindan,

1
S—Zd(x, y) < lim infd(x,,y) < lim supd(x,,y) <sd(x,y)
n—-oo n—»oo

olur. ii) ve iii) de benzer bi¢gimde goriiliir.



2.2.13. On Teorem: (X, d) herhangi bir b-m.u. olmak iizere {x,}, {y,} € X biciminde

tanimli iki dizi olsun. lim x,, =t € X ve lim (x,, y,) = 0 oluyorsa,
n—->oo

n-co
Jim =

olur (Roshan, Shobkolaei, Sedghi ve Abbas, 2014, s. 615).

Kanit: b-metrik uzaylardaki tiggen esitsizliginden,

dn, 1) < s(d( %) + d(xn, 1))

bulunur. Bu esitsizlikte n — oo igin tist limit alinirsa,
lim supd(y, t) <s (lim supd(x,, y,) + lim sup d( x,, t)) =0
n—oo n—oo n—oo

olacagindan, lim (y,, t) = 0 olur.
n—-oo

2.3. b-Metrik Uzaylarda Siireklilik

2.3.1. Tamm: (X,d;) ve (Y,d,) iki b-m.u.,, T : X = Y herhangi bir fonksiyon ve

Xo € X olmak tiizere, her € > 0 i¢in,

di(x,%0) < 8§ = dy(T(x),T(x,)) <&
Kosulunu saglayan bir § > 0 sayis1 varsa T fonksiyonu “x 'da siireklidir ” denir.

T fonksiyonu X kiimesindeki her noktada szirekli ise T fonksiyonuna siireklidir

denir.

2.3.2. Teorem: (X,d;) ve (Y,d,) iki b-m.u. olmak iizere T : X = Y herhangi bir
fonksiyon olsun. T’nin x4, € X’ de siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, X
kiimesinde x,’a yakisayan her {x,} dizisi i¢in Y kiimesinde {T (x,,)} dizisinin T(x,)’ a

yakinsamasidir (Boriceanu, 2009).



2.3.3. Ornek: X = {1,2,3,---,100} olsunve d : X X X — [0, +0) doniisiimii,

0 ;X = yise,
1 1 . i
d(x,y) = ’;—;’ ;xveyciftx # yise,
| 5 ;xveytekx # yise,

k 2 ; diger durumlarda
biciminde tanimlansin. T : X — X olmak iizere,

2 ;xtekise,

Tx = {4 ;X ciftise,

fonksiyonu siireklidir. Ciinkii, X* de x € X igin x, = x (n = o) olacak bigimde

herhangi bir {x,} dizisi alinsin. Bu durumda d(x,,x) - 0 (n - ) olmas1 i¢in {x,}

dizisinin tiim terimleri x’e esit yada belirli bir terimden sonraki terimleri x’ e esit

olmalidir.

Boylece Tx,, = Tx olacagindan Tx,, = Tx (n — oo) olur (Shatanawi, 2016, s. 9-

11).
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BOLUM 3

b-METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA TEOREMLERI

Tezin bu boélimiinde, metrik uzaylardan daha genel olan b-metrik uzaylarda,

Banach sabit nokta teoremlerinin bazi genellemeleri verilecektir.

Bu nedenle ilk olarak fonksiyonlarin sabit noktalar1 ve konuyla ilgili bir takim

On bilgiler verilecektir.

3.1. Fonksiyonlarin Sabit Noktalari

3.1.1. Tanim: X # @ herhangi bir kiime olmak {izere T : X — X fonksiyonu verilsin.
T(x) = x esitligini saglayan x € X noktasina T fonksiyonunun bir “sabit noktasi”

denir.
Diger bir bakis acisiyla, T fonksiyonunun bir sabit noktasi,
Tx)=x ((x€X)
denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Calisirken kolaylik agisindan T (x) yerine Tx gosterimi kullanilacaktir.

11



3.1.2. Ornekler:
1.T: R- R, T(x) = x + 2 fonksiyonunun bir sabit noktas1 yoktur.
2.T: R-> R, T(x) = x? + 5x + 4 fonksiyonunun tek sabit noktas1 x = —2’ dir.

3.T: R-> R, T(x) = x? + 2x fonksiyonunun sabit noktalar1 x = 0 ve x = —2’ dir.

Analiz derslerinden “ Her T : [a, b] — [a, b] siirekli fonksiyonunun en azindan

bir sabit noktas1 vardir.” gercegi bilinmektedir.
Brouwer bunun R™’ e genellemesini 1912 yilinda,

“R™ in herhangi bir kapali birim yuvarindan ayni kapali birim yuvarma taniml

olacak bi¢cimde biitiin stirekli doniisiimlerin en az bir sabit noktas1 var olur.”
bi¢iminde vermistir.
Yine Schauder 1930 yilinda,

“ M herhangi bir Banach uzayinda kapali ve konveks bir alt kiime olmak {izere

her T: M — M siirekli fonksiyonu i¢in T(M) kompaktsa T’ nin bir sabit noktasi

vardir.”
teoremini vermistir.

Ancak Brouwer ve Schauder’ye ait bu teoremler, sabit noktanin nasil

bulunacagindan ziyade sabit noktanin varlig ile ilgili fikir vermektedir.

3.1.3. Tammm: (X,d) herhangi bir metrik uzay ve T : X - X tamimlanan fonksiyon

olmak her x,y € X igin,

d(Tx,Ty) < kd(x,y)

12



olacak bi¢imde bir 0 < k < 1 var ise T fonksiyonuna “daraltan déniisiim” denir (Kir ve
Kiziltung, 2013, s. 13)

3.1.4. Tanmm: T : X — X herhangi bir doniisiim ve x, € X olmak lizere n = 1,2,3, ...

igin,
Xp = Txp_q =T"x,

bigiminde tanimlanan {x,} dizisine “x, baslangi¢ degerli Picard iterasyon dizisi” denir
(Yildirim ve Ansari, 2018, s.103).

Literatiirde Banach sabit nokta teoremi (veya Banach daralma ilkesi) olarak

bilinen teorem Banach tarafindan 1922 yilinda asagidaki bigimde ifade edilmistir:

“(X,d) uzay1 herhangi bir tam metrik uzay olmak iizere T : X — X tanimlanan
daraltan bir doniisiim ise T’ nin tek bir sabit noktasi vardir ve her x € X noktasi i¢in

{T™x} Picard iterasyon dizisi de bu sabit noktaya yakinsaktir.”

Banach tarafindan ifade edilen bu teorem, Brouwer ve Schauder’ in
teoremlerinin aksine, doniigiimlerin sabit noktalarinin nasil bulunacag ile ilgili de bir

fikir vermektedir.

Banach sabit nokta teoremi esas alinarak, gerek calisilan uzaylar gerekse
fonksiyonlar iizerine degisik kosullar ve Ozellikler yiiklenerek sabit nokta teorisinde

yeni 6nemli sonuclar elde edilmistir.

3.2. Daraltan Déniisiimler i¢in Sabit Noktalar

S. Czerwik, Banach’ 1n sabit nokta teoremini, b-m.u. ‘larda asagidaki gibi

genisletmistir.
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3.2.1. Teorem: (X, d) uzay1 herhangi bir tam b-metrik uzay olmak tizere T : X — X bir

dontisim, ¢ : R, — R, fonksiyonu her t > 0 igin lim ¢™(t) = 0 kosulunu saglayan
n—>0oo

artan bir fonksiyon ve her x,y € X igin

d(Tx,Ty) < ¢(d(x,y)) (3.1)

sart1 saglansin. O halde, T doniisiimiiniin X kiimesinde tek bir u sabit noktasi vardir ve

bu durumda her x € X elemani i¢in,
lim d(T"x,u) =0
n—-o0o

saglanir (Czerwik, 1993, s. 5-6).

Kamt: Herhangi bir x € X ve € > 0 alinsin. lim ¢™(t) = 0 oldugundan ¢"(¢) < i
n-oo

olacak bicimde n € N vardir. k € N igin F = T™ ve x;, = F¥(x) olsun. Bu durumda,

her x,y € X ve @ = ¢" i¢in (3.1) esitsizliginden,
d(F(x),F() < ¢™(d(x,»)) = a(d(x,y)) (3.2)
olur. k € N igin,
d(Xyi1,X;) = d (Fk(F(x)),Fk(x)) < " (d(F(x),x)) = a*(d(F(x),x))
olup, k — oo igin limit alinirsa Ill_r;glo d(Xk4+1,%;) = 0olur.

Boylece,

£
d , < —
(Xk+1, Xk) oS

olacak bigimde k € N vardir. O zaman her z € K(xy, &) = {y € X : d(xy,y) < €} igin

(3.2) esitsizliginden,
d(F(2),F(x)) < a(d(x, 2)) < a(e) = p™(e) <
ve
A(F (), i) = d(ess, i) < 28—5

olup buradan,
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A(F),F()) < 5 ((F (), FG0) +AF 0o, x0)) < 5 (= +2) = ¢

elde edilir. Yani, F(z) € K(xy, €) olur. Bu ise F : K(x, &) > K(xy, €) olmasim verir.

Buradan, her m,s = k i¢in x,,, x; € K(xy, €) olacagindan,
d(m, x5) < s(dGom, x5) + d (g, x5)) < 2s¢

olur. O halde {x;} Cauchy dizisi olur. (X,d) herhangi bir tam b-metrik uzay

oldugundan x;,, = u (k — o0) olacak bi¢gimde bir u € X vardir.
(3.2) esitsizliginden F siirekli olacagindan,
u = lim xpq = lim Foxpsq) = F(w)
olur. Yani u, F’ nin bir sabit noktasidir.
Her t > 0 igin a(t) = ¢™(t) < t oldugundan F’ nin sabit noktasi tektir.
Ciinkii v, F’ nin u’ dan farkli bir sabit noktas ise (3.2) esitsizliginden,
d(u,v) = d(F(u),F(v)) < <p”(d(u, v)) <d(u,v)

olur. tlir(r)1+ @(t) = 0 oldugundan T siirekli olup,
— i k — lim Fk _
T(u) = I!l_r;glo T(F (x)) = Ill_l)‘gloF (T(x)) =u

bulunur. Boylece u, T’ nin bir sabit noktasidir. (3.1) esitsizliginden T doniisiimiiniin
sabit noktasi tek olur. Her x € X ve her r = 0,1,2, ...,n — 1 i¢in,

T (x) = FETT(0] = u (n - o)

oldugundan m — oo i¢in T™(x) — u bulunur.

3.2.2. On Teorem: (X,d) herhangi bir b-m.u. olmak iizere T : X - X bigiminde
tanimlanan donisiim ve x, € X olsun. {x,} dizisi de, her n € N elemani i¢in x,,; =

Tx,, bigiminde tanimlansin ve A€ [0,1) i¢in,

d(xp, Xpe1) < Ad(p_q, Xp) (3.3)
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esitsizligi saglansin. O zaman {x,,} bir Cauchy dizisidir (Huang vd. , 2018, s. 5-6).

Kamit: Kanit {i¢c durum i¢in yapilir.
1. Durum: s > 1igin 2 € [0,2) yani As < 1 olsun. (3.3) esitsizliginden,

d(x,, Xpi1) < Ad(p_1, %) < 22d(xy_0, Xp_1) < =+ < Ad(xp, x1) OlUr.
Buradan, her n,m € N i¢in n > m olmak {izere,

d (X, xn) < s[dem Xme1) + A1, Xn)]

< sd(m, Xma1) + %[ Cnr1, Xima2) + d(naa, X))

< 5d (X, Xm1) + 52d(Xmi 1, Xma2) + 5°[dFmazs Xmaz) + (omas, X))

< 5d(Xm, Xme1) + 5°dXma1, Xma2) + 5°dKmaz, Xmas) + o+ 5" d (X, Xn1)

+ s ™M 1d (x,— 1, X)

< sA™d(xg, x1) + s2A™ 2 d (xg, x1) + S3A™2d (xg, x1) + -+ STTTIAN2d (%0, 1)

+ s (%, x1)

S SAM(1 + sA+ 8242 + oo sTMTZNIMo2 4 gnemo1neme1y g (0 xq)

< sAm [i(sl)i
i=0

sA™
1—sA

d(xo, xl)

d('xOr xl)

olup m —» oo igin limit alimirsa A™ — 0 olacagindan {x,}, bir Cauchy dizisidir.
Yani; {T"x,}, bir Cauchy dizisidir.

2. Durum: s > 1 igin A € E 1) olsun. A" - 0 (n - ) oldugundan A"° <§ olacak

bigimde bir ny € N vardir. Béylece 1. Durumdan,

{(Tno)nxo};olozo = {xnofxn0+1'xn0+2' o Xng+no }
dizisi bir Cauchy dizisi olur. O zaman,

{xn}%ozo = {xo» X1, X2, - xno—l} U {xnoi Xng+1r Xng+2s = 1 Xng+n» }
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dizisi X kiimesinde Cauchy dizisidir.

3. Durum: s = 1 olsun. 1. duruma benzer sekilde kanitlanir.

3.2.3. Teorem: (X, d) herhangi bir tam b-m.u. olmak tizere T : X —» X tanimlanan bir

doniisiim olsun ve u € [0, %) ve her x,y € X i¢in,

d(Tx,Ty) < uld(x,Tx) + d(y,Ty)] (3.4)

kosulu saglansin. O zaman T doniisiimiiniin X kiimesi iizerinde tek bir sabit noktasi

vardir (Kir ve Kiziltung, 2013, s. 15-16).

Kamt: x, € X olmak tizere n = 1,2, ... igin x,, = Tx,_; = T"x, olacak bi¢gimde {x,}

dizisi tamimlansin. (3.4) esitsizliginden,
d(xp, Xns1) = d(Txp_q, Txy)
< uldCep-1, %) + d(xp, Xng1)]

olup buradan,

U
d(xn: xn+1) < md(xn—l' xn) (3.5)

bulunur. u € [0, %) icin ﬁ € [0,1) olacagindan 3.2.2 On Teorem’ den {x,,} bir Cauchy
dizisi olur.
(X, d) tam oldugundan Al_r)go X, = x* olacak bigimde x* € X vardir. (3.4) esitsizliginden,
d(x*,Tx*) < s[d(x*,x,) + d(x,, Tx")]
< sd(x*,x,) + su[d(p_q, xp) +d(x*, Tx™)]

olup buradan,

d(x*,Tx*) < d(x*, x,) +

— T (36)
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bulunur. (3.6) esitsizliginde (3.5) esitsizligi kullanilirsa,

d(x*,Tx*) <

S . Sy U n-1
Tl ) b () deax) ()

elde edilir. (3.7) esitsizliginde n = oo igin limit alinirsa,
lim d(x*,Tx*) =0

n—-oo

olur. Boylece x* = Tx* yani x*, T doniisiimiiniin bir sabit noktasidir. T doniigiimiiniin

x* sabit noktasinin tek oldugu kolayca goriiliir.

3.2.4. Teorem: (X, d) herhangi bir tam b-m.u. olmak tizere T : X — X tanimlanan bir
doniistim olsun. a, b > 0 i¢in a + 2bs < 1 ise ve her x, y € X elemani igin,
d(Tx,Ty) < amax{d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,y)} + b{d(x,Ty) + d(y,Tx)}  (3.8)

kosulu saglaniyorsa T doniisiimiiniin sabit noktasi vardir ve bu nokta tektir (Agrawal,

Qureshi ve Nema, 2016, s. 46-49).
Kamt: x, € X olsun ve {x,,} dizisi her n € N igin,
Xp =Txp_1 =T"x, (3.9)
bigiminde tanimlansin. (3.8) ve (3.9) kullanilirsa,
d(pn, xn41) = d(Txp_q, Txp)
< amax{d(xn—1, Txn—1), d(xn, Txn), d(Xn—1, %)} + b{d (xn—1, Tx) + d(xn, Txpn—1)}
= amax {d(xn—1,Xy), d(Xp, Xp41), d(Xp_1, Xn)} + b{d (Xp_1, Xn11) + d(n, X))}
= amax {d(xp-1, %), d(Xn, Xn1+1)} + b d(Xy-1, Xn41)
< amax {d (X1, X5), d (X, Xn11)} + sb{d (xn—1, %) + d(xn, Xp41)}

bulunur.

M, = max{d(xn—l'xn) + d(xn'xn+1)}

olarak alinirsa,
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d(xp, Xpeq) < aMy + sb{d(x,,_1,%,) + d(xp, Xp+1)} (3.10)
olur. Burada iki durum vardir.
1. Durum: M; = d(x,, X,+1) olsun. (3.10) esitsizliginden,
d(xn, Xn+1) < ad(y, Xpi1) + sb{d (xn—1, n) + d(xn, Xp41)}
< ad(xp, Xn41) + b d(xp_1,x,) + sb d(xp, Xn41)

olup buradan,

bs
d(xp, Xn41) < T—a=bs) d(xp-1,%n)

bulunur. a + 2bs < 1 oldugundan,

bs <
(1—a-—bs)

1

olur. Boylece 3.2.2 On Teoreminden {x,} bir Cauchy dizisi olur.

2. Durum: M; = d(x,_4,xy) olsun. (3.10) esitsizliginden,

d(xnl xn+1) < ad(xn—llxn) + Sb{d(xn—b xn) + d(xn' xn+1)}
< ad(xp_q,x,) +sb d(x,_1,%x,) + sb d(x,, Xp41)

olup buradan,

b
d(xn' xn+1) < % d(xn—l' xn)

bulunur. Buradan a+ 2bs <1 oldugundan (i—zz<1 olur. Boylece 3.2.2. On

Teoreminden {x,} bir Cauchy dizisi olur. (X,d) tam oldugundan {x,} dizisi x* € X

noktasina yakinsar. d’ nin iii) 6zelliginden,
d(x*l T.X*) < S{d('X*l xn+1) + d('x1’l+1' T'X*)}
<sd(x*,xp41) +sd(Tx,, Tx")

olup, (3.8) esitsizligi kullanilirsa,
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d(x*, Tx*) < sd(x*, xp41) + sa max{d(x,, Tx,),d(x*,Tx*),d(x,, x*)
+ sb{d(x,, Tx*) + d(x*,Tx,)}

< sd(x*, xpsq) + sa max{d(x,, Xp41), d(x*, Tx*), d(x,, x*)

+ Sb{d(xn; Tx*) + d(X*l xn+1)}

< sd(x*, xpe1) + sa max{d(x,, Xp4+1), d(x*, Tx*), d(x,, x*)

+ s2b{d(x,, x*) + d(x*, Tx*)} + sb d(x*, x,41)}
bulunur. Buradan,

(1 —s2b)d(x*, Tx")
< 5(1 + b)d(x*l xTL+1) + sama x{d(xnlxn-l-l)l d(x*lTx*)l d(xn; x*)}
+ s2b d(x,, x*)

olur.
M, = ma x{d(x,, xp4+1),d(x*, Tx"),d(x,, x*)} alinirsa,
(1 —s2b)d(x*, Tx*) <s(1+b)d(x*, xp41) + sSa My + s?b d(x,,x*)  (3.11)

elde edilir. Burada {i¢ durum ortaya ¢ikacaktir.

1. Durum: M, = d(xy,, X,+1) Olsun. (3.11) esitsizliginden,

(1 —s2b)d(x*, Tx*)
<s(1+b)d(x*, xp+1) + sad(x,, xpe1) + 52b d(x,, x*)
<s(1+b)d(x*,xp1) + s?a{d(x,, x*) + d(x*, x,41)} + 52b d(x,,, x*)
< s(1+b+as)d(x*,x,41) +s%(a+ b) d(x,, x*)

olup,

s(1+ b+ as) s?(a+b)

* * < *
d(x*,Tx*) < 1= s2b) d(x*, Xp41) +—(1—52b)

d(x,,x")

olur. n — oo i¢in limit alinirsa lim d(x*, Tx*) = 0 olur. Buradan, x* = Tx™’ dur.
n-oo

2. Durum: M, = d(x,, x*) olsun. (3.11) esitsizliginden,

(1 —=5s2b)d(x*,Tx*) < s(1+b)d(x*, xp41) + sa d(x,, x*) + s%b d(x,, x*)
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< s(1+ b)d(x*, xp41) + (sa + s2b) d(x,, x*)
olup,

. _s(1+b) . (sa + s%b)
d(x*, Tx") Smd(x ) Xn+1) +m

d(xp, x7)
olur.
n — oo i¢in limit alinirsa d(x*, Tx*) = 0 olur. Buradan, x* = Tx*’ dur.
3. Durum: M, = d(x*, Tx") olsun. (3.11) esitsizliginden,
(1 —=5s2b)d(x*,Tx*) < s(1 + b)d(x*, x,41) + sad(x*,Tx*) + s?b d(x,, x*)
olup,

s(1+b) s2b

d *’T * S *’
(%, Tx") (1 — sa — s2b) A", xnea) + (1 — sa — s2b)

d(x,, x*)

olur.

n — oo i¢in limit aliirsa d (x*, Tx*) = 0 olur.

Buradan, x* = Tx** dir. Yani, x*, T’ nin bir sabit noktasidir.

T’ nin x** dan farkli bir sabit noktas1 x" olsun. (3.8) esitsizliginden,

d(x*,x") =d(Tx*,Tx")
< amax{d(x*,Tx*),d(x',Tx"),d(x",x")} + b{d(x*,Tx"),d(x', Tx")}

< amax{d(x*,x*),d(x',x"),d(x*,x")} + b{d(x*, x"),d(x', x*)}
<ad(x*,x")+b{d(x",x"),d(x",x*)}
<ad(x'x")+2bd(x*,x")

< (a+2b)d(x*,x")

olup a+2b <1 oldugundan bu bir c¢eliskidir. Buradan x* =x' olur. Yani T

doniisiimiiniin sabit noktasi tektir.
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3.2.5. Teorem: (X, d) herhangi bir tam b-m.u. olmak tizere 4, 1,, 15, 1, Ve A5 negatif
olmayan sabit sayilar, A, +A, + A3 +s4,+s1; <1 ve T:X — X tanimlanan

doniisiim olsun. Her x, y € X igin,

d(x, Tx)d(y,Ty) d(x, Ty)d(y,Tx)

d(Tx,Ty) < A,d(x,y) + 1,

1+dxy) 7 1+d(xy)
d(x, T)d(x,Ty) . d(¥,Ty)d(y,Tx) 3.12
Y 1+dGy) To14dky) o

kosulu saglaniyorsa T doniisiimiiniin X kiimesi tizerinde sabit noktasi vardir ve bu sabit
nokta tektir. Ayrica her x € X i¢in, {T"x} dizisi bu sabit noktaya yakinsaktir (Huang
vd. 2018, s. 7-9).

Kamt: x, € X olsun ve n € N olmak tlizere x,,,; = Tx, olacak bi¢imde {x,} dizisi
olugturulsun. Eger, x, = x, 41 = Txy, olacak bigimde n, € N varsa x, noktasi, T

doniisiimiin bir sabit noktasi olacaktir. Her n € N sayisi igin, x,, # X, 41 olsun. (3.12)

esitsizliginden,

d(xn: xn+1) = (Txn—li Txn)
d(xn—1, Txp—1)d(xn, Txy)
1+ d(xp-1,%,)
d(xp—1,Txp)d(xy, Txp_1) d(xp—1,Txp_1)d(xXp_1,Txy)
1+ d(xp_1,%,) 4 1+ d(xp—1,%,)
d(xn' Txn)d(xnf Txn—l)
1+ d(xp—1,%,)

< Ad(xy_1,Txy) + 4,

+ 13

5

d(xn—lf xn—l)d(xn:xn+1) d(xn—lrxn)d(xrv xn)

= A1d(xn—1, %) + 4, 1+ d(xp_1,%,) ths 1+d(xp-1,x,)

d(xn—li Txn)d(xn—lf xn+1) d(xn: xn+1)d(xw xn)

A A
A4 1+ d(xp_1,%,) t4s 1+ d(xp_1,%,)

= Ald(xn—l'xn) + Azd(xn: xn+1) + 5/14[d(xn—1'xn) + d(xn: xn+1)]
(1 =23 —sA)d(xp, Xp41) < (A4 + 544)d(xXp—1, Xp,) (3.13)
bulunur. Yine (3.12) esitsizligi ve d’ nin simetri 6zelliginden,

d(xn'xn+1) = d(xn+1:xn) = d(Txn' Txn—l)
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d(xnf Txn)d(xn—lf Txn—l) d(xn' Txn—l)d(xn—ll Txn)
1+ d(x,, xq-1) 3 1+ d(x,, X-1)
d(xnf Txn)d(xn: Txn—l) + d(xn—b Txn—l)d(xn—ll Txn)

< 4d(xp, xp—q) + A,

+ 1
4 1+ d(xn, xn_l) > 1+ d(xn;xn—l)
d(xn: xn+1)d(xn—1: xn) d(xn' xn)d(xn—l' xn+1)
= A d(x,, X,
1d(, X) + 4 1+d(x,,x,_1) 1 +d(en Xn-1)

d(xn: xn+1)d(xn'xn) d(xn—lfxn)d(xn—lixn+1)
1+ d(xn' xn—l) > 1+ d(xn' xn—l)

+ A4

< Ald(xn—lj xn) + Azd(xn; xn+1) + 5/15 [d(xn—lr xn) + d(xn' xn+1)]
(1 =2 = s45)d(xp, Xny1) < (A1 + s45)d (x4, %) (3.14)
elde edilir. (3.13) ve (3.14) esitsizliklerinden,

20, + 22, + 2A¢
xn+1) =
2 — 212 - SA4 - SA5

d(xn’ d(xn—lfxn)

221 +224+ 225
2—212 —514—515

olur 3.2.2 On Teoreminden {x,} € X bir Cauchy dizisi olacaktir. (X,d) tam b-metrik

olur. A = almirsa Ay + A, + A3 + s44 + 545 < 1 oldugundan 0 <A< 1

uzay oldugundan oldugunda x,, = x* € X (n — o0) elde edilir. (3.12) esitsizliginden,
d(xp41, Tx*) = d(Tx,, Tx™)

d(x, Tx,)d(x*, Tx* d(x, Tx*)d(x*, Tx
< Ad(u,x) + 1, (X, Txp)d( ) (X, Tx™)d( n)

1+ d(x,, x*) 3 1+ d(x,, x*)
L3 d(x,, Tx,)d(x,, Tx™) d(x*, Tx")d(x*,Tx,)

4 1+ d(x,, x*) > 1+ d(x,, x*)

d(xy, Txny1)d(x", Tx") d(xy, Tx")d(x", Xp11)
= Ad(x,x")+ 1 +
140, x7) + 4, 14+ d(x,,x*) 3 14+ d(x,,x*)

d(x,,, x d(x,, Tx* d(x*, Tx*)d(x*,

+ /14 ( n n+1) ( 11 ) . ( ) (X *xn+1) (315)
1+ d(x,, x*) 1+ d(x,, x*)

bulunur. (3.15) esitsizliginden n — oo igin limit alinirsa lim d(x,4+4,Tx*) = 0 olur.
n—-oo

Yani x, - Tx* (n—> o)’ dir. Limitin tekliginden Tx* =x* bulunur. x*, T

doniisiiminin bir sabit noktasidir.

23



Son olarak T doéniisiimiiniin tek bir sabit noktasinin x* oldugunu gosterebilmek

icin farkli bir y* sabit noktas1 alinsin. (3.12) esitsizliginden,

d(x*,y*) =d(Tx",Ty")
d(x*, Tx")d(y", Ty") d(x*, Ty")d(y", Tx")

< Ad(x*,y*) + A,

1+d(x*y*) 3 1+d(x*y*)
d(x*, Tx")d(x", Ty") d(y*, Ty")d(y", Tx")
4 1+d(x*y*) 5 1+d(x*y*)
d(x*,y")d(x",Ty")
— d * *
Al (‘x ’y )+A3 1 + d(x*’y*)
< (A4 + A3)d(x", y") (3.16)

olur. Burada A; + A, + A3 + sA, + sA5 < 1 iken A; + 43 < 1 olacagindan (3.16)’dan

d(x*,y*) = 0 olup buradan x* = y* bulunur. Yani x*, T’ nin tek sabit noktasidir.

3.2.6. Teorem: (X, d) herhangi bir tam b-m.u. olmak tizere T : X — X tanimlanan bir
dontisiim olsun ve sA € [O, %), her x,y € X i¢in,
d(Tx,Ty) < Ald(x,Ty) + d(y,Tx)] (3.17)

Kosulu saglansin. O zaman T donisiimiiniin tek bir sabit noktasi vardir (Kir ve

Kiziltung, 2013, s. 15-16).

Kanit: x, € X ve X’de {x,}y=q, dizisi n = 1,2, ... olmak iizere x, = Tx,_, = T"x,

biciminde tanimlansin. (3.17) esitsizliginden,
d(xp, Xns1) = d(Txp_q, Txy)

< )\[d(Txn—llTxn) + d(xn: Txn—l)]

= Md(xn-1, %n+1) + d(xn, xn)] (3.18)
= sAd(Xp—1, %) + d(xp, Xn11)] (3.19)
olup,
d(xp, Xpe1) < Ld(xn_l,xn) (3.20)
1—sA
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olur. sA€[0,2) oldugundan ——€ [0,1)" dir. 3.2.2. On Teoremi’ nden {x,}i,

Cauchy dizisidir. d’ nin iii) 6zelliginden ve (3.17) esitsizliginden,
d(x", Tx") < s[d(x", Xp41) + d(xneq, Tx")]
=sd(x*, xp41) + sd(Tx,, Tx")]
< sd(x*,x,41) + SA[d(x*, Tx,) + d(x,, Tx")] (3.21)
olur ve buradan,
d(x*,Tx*) < sd(x*, xp41) + SAA(X", Xp41) + sAd(x,, Tx™) (3.22)
elde edilir. (3.22)’ de n — oo igin limit alinirsa,
d(x*,Tx*) < sAd(x*, Tx") (3.23)

bulunur. (3.23) esitsizliginden d(x*, Tx*) = 0 olur. Buradan x* = Tx" yani x*, T’ nin

sabit noktasidir. T’ nin bagka bir sabit noktas1 x* € X olsun. (3.17) esitsizliginden,
d(x*,x") =d(Tx*,Tx") < Ad(x*,Tx") + d(x', Tx")] (3.24)
olup (3.24)’den,

d(x*,x") < 2Ad(x*,x")

bulunur. Yani x" = x,’ dir. O halde T’ nin sabit noktasi tektir.

3.2.7. On Teorem: (X, d) herhangi bir b-m.u. olmak iizere f : X —» X tanimlanan bir

doniisiim ve xy € X olsun. Her n € N elemani i¢in {x,,} dizisi,

Xn = f"%Xo = fXnq (3.25)

bi¢iminde tanimlansin. Her m,n € N i¢in ve n < m oldugunda,

d (xnl xn+ 1)

n

< d(xn—lixn) + d(xn—lfxn+1) + d(xn: xn+1) + d(xn; xn+2) + E d( ) (3 26)
= Xn—_1,X .

d(xn' xn+1) + d(xn—lfxn+1) + d(xn,xn+1) + d(xn,xn+2) +m nobem

kosulu saglansin. O zaman {x,} bir Cauchy dizisidir (Y1ildirim ve Ansari, 2018, s. 103).
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Kamt: §< m olacagindan (3.26) esitsizliginden her n €N i¢in  x, # x,_; ise

{d(x,-1,x,)} azalan ve alttan siirl bir dizi olacagindan r negatif olmayan bir reel say1
olmak itizere d(x,_q1,%,) 21 (n—>00)’ dir. =0 dir. Eger r > 0 olursa (3.26)

esitsizliginde n — oo igin limit alinirsa,

rr4rdrs
r< -
r+r+r+r+m

r<r

olur. Bu ise bir geliskidir. » = 0 oldugu goriliir.

AE [0, %) olsun. r = 0 oldugundan, her n > n(A) igin,

n
d(xp—1,%n) + d(tp_1, Xpt1) + d(Xp, Xpi1) + d(Xp, Xpy2) + 5 <3
d(xn—ltxn) + d(xn—l'xn+1) + d(xn' xn+1) + d(xnfxn+2) +m

olur. Bu ise her n = n(A) igin,
d(xnfxn+1) = Ad(xn—l'xn)

olmasini verir. 3.2.2. On Teorem’ den {x, } bir Cauchy dizisidir.

3.2.8. Teorem: (X, d) herhangi bir tam b-m.u. olmak {izere f : X — X tanimlanan bir

dontisiim olsun. Her m,n € N elemani igin n < m olup her x, y € X igin,

sd(f, fy) < L00SY) 1 G f29) + A0, fx) + A0, f2x) 4
Y= 4G o) + dCe 220 + d(y, ) + A, f2y) +m

d(x,y) (3.27)

kosulu saglansin. O zaman,
i)  f’ nin bir sabit noktas1 z € X’ dir,

ii) (3.25)’ de tamimlanan her {x,} dizisi f” nin bir sabit noktasina yakinsar,

ms—n
4

iii) Eger z,w € X f’ nin farkli iki sabit noktas1 ise d(z, w) = olur

(Y1ldirim ve Ansari, 2018, s. 103-104).
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Kanit: x, € X olsun. Her n € N igin {x,,} dizisi x,, (3.25)” deki gibi tanimlansin. Eger
n € N i¢in x,, = x,,_; olursa x,_;, f doniisiimiiniin bir sabit noktas1 olacaktir. Her n €

N elemani igin x,, # x,,_; olsun. (3.27) esitsizliginde x = x,,_; Ve y = x,, alinirsa,

Sd(xn: xn+1)

< Ad(Xp—1,Xn1) + d(Xp_1, Xp42) + d(Xp, Xppq) + 1
B d(xn—lfxn) + d(xn—lfxn+1) + d(xnfxn+1) + d(xnfxn+2) +m

d(xn—lr xn)

s[d(xp—1, %) + d(xp, Xp42)] + (X1, Xp41) + d(Xp, Xp41) + 10

d(x,_4,x
d(xn—lfxn) + d(xn—lfxn+1) + d(xnfxn+1) + d(xnfxn+2) +m ( not n)

S[d(xn—ll xn) + d(xnl xn+2) + d(xn—l'xn+1) + d(xnfxn+1)] +n
d(xn—llxn) + d(xn—lrxn+1) + d(xn: xn+1) + d(xn: xn+2) +m

d(xn-1,%n)
olacagindan 3.2.7. On Teorem’ den {x,} Cauchy dizisi olur. X herhangi bir tam b-m.u.
oldugundan {x,} dizisi z € X’ ¢ yakinsaktir.

(3.27) esitsizliginde x = x,, ve y = z alinirsa,

sd(Xn+1, f2) = sd(fxn, f2)

d(xp, fz) + d(x,, f?2) +d(z fx,) +d(z f?x,) +n
T d(xp, fxn) Fd(x,, f2x,) +d(z,fz) +d(z,f?2) + m

d(xn, z)

< d(xn' fZ) + d(xn' fZZ) + d(Z, fxn+1) + d(Z, xn+2) +n

T d(xy, Xpy1) Fd(xn, xny) +d(z, fz) +d(z,f?2) + m d(xp, z) (3.28)

olur. 2.2.12. Onerme iii)’ de
d(z, fz) < liminfs d(xy, fz) <limsups d(x,, fz) < s?d(z, fz) (3.29)
bulunur. (3.28) esitsizliginde n — oo i¢in alt limit alinirsa (3.29) esitsizliginden,

d(z,fz) +d(z f?z) +n

fz) Sd(z,fz) T d@ D) + mlim supd(x,,z) =0

d(z, fz) <liminfs d(x,41,

olur. d(z, fz) = 0 olacagindan z = fz’ dir. Yani, z, f’ nin sabit noktasidir. i) ve ii)

kosullart saglanmais olur.

Eger, w € X, f’ nin z’ den farkli bir sabit noktas: ise, (3.27) esitsizliginde x = z ve

y = w alinirsa,
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sd(z,w) =sd(fz fw)

- d(z, fw) +d(z f*w) +dw, fz) + d(w, f?z) + n
- m

d(z,w)

B 4d(z,w)+n
B m

d(z,w)

olacagindan,

ms—n
4

d(z,w) =

bulunur ve iii) kosulu saglanmis olur.

3.2.9. Teorem: (X, d) herhangi bir tam b-m.u. olmak tizere f : X — X tanimlanan bir

doniistim ve her m,n, L € N elemani igin n < m olup her x,y € X igin,
sd(fx, fy) <

d(x, fy) +d(x, f2y) +d(y, fx) + d(y, f2x) + n
d(x, fx) +d(x, f2x) +dy, fy) +dy, f2y) + m

d(x,y) + Ld(y, fx) (3.30)

kosulu saglansin. O zaman,
i) [’ nin bir sabit noktas1 z € X’ dir,

ii) (3.25)’ de tanimlanan her {x,} dizisi f” nin bir sabit noktasina yakinsar,

m(s—L)-n

iii) Eger z,w € X, f’ nin farkli iki sabit noktas1 ise d(z,w) = max{ ,0} olur

(Y1ldirim ve Ansari, 2018, s. 104-105).

Kamt: : x, € X olsun. Her n € N i¢in {x,} dizisi (3.25)” deki gibi tanimlansin. Eger
n € N igin x,, = x,_1 iS¢ x,_1, f donilisiimiiniin bir sabit noktasi olacaktir. Her n € N

elemant igin x,, # x,_4 olsun.
(3.30) esitsizliginde x = x,,_, ve y = x,, alinirsa,
sd (X, Xn+1)

Ad(Xp—1,Xn41) + d(tp_1, Xp42) + d(Xp, Xpy1) +1
d(xn—lfxn) + d(xn' xn+1) +m

d(xn—lﬂ xn) + Ld (an xn)
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S[d(xn—lrxn) + d(xn: xn+2)] + d(xn—ll xn+1) + d(xn, xn+1) +n
d(xp—1,%n) + A1, Xp11) + A0y, Xpi1) + Ay, Xp42) +m

d(xn—ll xn)

S[d(xn—lrxn) + d(xn: xn+2) + d(xn—l'xn+1) + d(xn: xn+1)] +n

< d(xp-1, %)
d(xp-1,xn) + d(p_q, Xn41) + d(Xp, Xpi1) + d(Xp, Xpy2) +m nobn

olacagindan 3.2.7. On Teorem’ den {x,} dizisi Cauchy dizisi olacaktir. X herhangi bir

tam b-m.u. oldugu i¢in {x,} dizisi z € X’ e yakinsaktir.
(3.30) esitsizliginde x = x,, ve y = z alinirsa,

sd(¥n+1, f2) = s d(fxn, f2)

[d(x,, fz) + d(x,, f22) + d(z, fx,) + d(z, f?x,) + n

= |d (e, fn) + d(xy, f2x,) +d(z,fz) +d(z,f?2) + m A0, 2) + Ld(z, fxn)
[d(xp, f2) + d(xn, f22) + d(2,Xn11) + d(Z,Xp42) + 10

< d(xn' Z)
_d(xnr xn+1) + d(xnfxn+2) + d(Z' fZ) + d(Z, fZZ) +m

+ Ld(z,xp41) (3.31)

olur. (3.31) esitsizliginde n — oo igin alt limit alinirsa,
d(z,fz) < liminfs d(x,41,f2)

- s?[d(z fz) +d(z f?z)] +n

li lim infL —
Az f2) +dz f22) +m sup d(xn, 2) +lim infLd (2, xp41) = 0

olur. d(z,fz) = 0 olacagindan z = fz’ dir. Yani, z, f’ nin sabit noktasidir. i) ve ii)

kosullar1 saglanmis olur.
Eger, £’ nin z’ den farkli sabit noktasi w € X ise, (3.30) esitsizligindex = zvey =w
almirsa,

sd(z,w) =sd(fz, fw)

d(z,w) + Ld(w, fz)

- ld(z,fw) +dw, fz) +d(z f*w) +dw, f?z) +n
- m

olacagindan,
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4d(z,w)+n
sS—"— 41
m

bulunur ve iii) kosulu saglanmis olur. Onceki iki teoremden n =0 ve m =1 igin

asagidaki sonuglar bulunur.

3.2.10. Sonug: (X,d) tam b-m.u. , f : X = X doniisiim olsun ve her x,y € X igin,

sd(Fx, fy) < d(x, fy) +d(x, f2y) + d(y, fx) + d(y, f2x)
TV =40k fx) + dCo f22) + A, fy) + Ay, f2) + 1

d(x,y)

kosulu saglansin. O zaman,

i) f’ nin bir sabit noktas1 z € X" dir,

ii) (3.25)’ de tanimlanan her {x,} dizisi f’ nin bir sabit noktasina yakinsar,
iii) Eger z,w € X f’ in farkli iki sabit noktas1 ise d(z, w) > % olur

(Yildirim ve Ansari, 2018, s. 105).

3.2.11. Sonu¢: (X,d) herhangi bir tam b-m.u. , f : X - X tanimlanan bir doniisiim

olsun. L € N ve her x,y € X igin,

sd(Fx, fy) < d(x, fy) +d(x, f2y) + d(y, fx) + d(y, f2x)
Y E 00 O + A f20) + A, fy) + dQy, f29) + 1

d(x,y) + Ld(y, fx)

kosulu saglansin. O zaman,
i) f’ nin bir sabit noktas1 z € X’ dir,

ii) (3.25)’ de tanimlanan her {x,,} dizisi f’ nin bir sabit noktasina yakinsar,
iii) Eger z,w € X f’ in farkl1 iki sabit noktas1 ise d(z, w) = max {w, 0} olur

(Y1ldirim ve Ansari, 2018, s. 105-106).
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Eger, (3.2.8) ve (3.2.9) teoremlerinde % < 1 ve m = 1 alinirsa asagidaki sonuglar elde

edilmis olur.

3.2.12. Sonug: (X,d) herhangi bir tam b-m.u. olmak tizere f : X — X tanimlanan bir

doniistim olsun ve her x, y € X i¢in,

1Y Tdx, fx) +d(x, f2x) +d(y, fy) +d(y, f2y) + 1

d(x,y)

kosulu saglansin. O zaman,
i) f’ nin bir sabit noktas1 z € X’ dir,

ii) (3.25) de tanimlanan her {x,} dizisi f” nin bir sabit noktasina yakinsar,

ms—n
4

iii) Eger z,w € X f~ in farkl1 iki sabit noktas1 ise d(z, w) = olur

(Yildirim ve Ansari, 2018, s. 106).

3.2.13. Sonug: (X,d) herhangi bir b-m.u. olmak tizere f :X — X tanimlanan bir

dontisiim olsun. L € N ve her x,y € X igin,

sd(fx. fy) < LV T dCf2y) +dO,fx) +dy,f2x) Fn
Y =40 foO) + d(x f20) + d(y, fy) + A, f2y) + 1

d(x,y) + Ld(y, fx)

kosulu saglansin. O zaman,
i) [’ in bir sabit noktas1 z € X’ dir,

ii) (3.25)’ de tanimlanan her {x,} dizisi f” nin bir sabit noktasina yakinsar,

m(s—L)—-n

iii) Eger z,w € X f~ in farkl1 iki sabit noktas1 ise d(z, w) = max{ ,0} olur

(Yildirim ve Ansari, 2018, s. 106).
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3.3. Yoriingesel Tam b-Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

3.3.1. Tammm: (X, d) herhangi bir b-m.u. olmak tizere T : X — X doniisiimii verilsin.

i) x € X olmak iizere O(x,) = {x,Tx,T?x, ...} kiimesine x’ in “T- ydriingesi”

denir.

ii) z € X olmak tizere lim T™(x) = z olacak bi¢imdeki her {T™(x)}{2, dizisi igin
L—> 00

lim T(T™ (x)) = Tz oluyorsa T’ ye “yoriingesel siirekli” denir.

1—>00

iii) Her {T™(x)};2, Cauchy dizisi X’ de herhangi bir noktaya yakinsak oluyor ise

(X,d)’ ye “T- yoriingesel tamdir” denir (Alsulami, Karapinar, Rakocevi¢, 2017, s.
3149).

3.3.2. Tanmm: ¢ : [0,0) — [0,00) fonksiyonu artan ve ¢", ¢’ nin n—
inci iterasyonu olmak iizere her t € [0,00) igin ¢™® — 0 (n — o) oluyorsa bu ¢
fonksiyonuna “karsilastirma fonksiyonu” denir (Alsulami, Karapinar, Rakocevic, 2017,
s. 3149).

3.3.3. Onteorem: Eger ¢ : [0,00) — [0,00) karsilastirma fonksiyonu ise asagidaki

kosullar saglanir.

i) k> 1icin ¢’ nin her ¢* iterasyonu karsilastirma fonksiyonudur,
ii) ¢ karsilastirma fonksiyonu 0’ da stireklidir,

iii) Hert > 0 igin ¢p(t) < t’ dir

(Alsulami vd., 2017, s. 3149).

3.3.4. Tamm: ¢ : [0, ) — [0, o) fonksiyonu verilsin. Eger,

i) ¢ fonksiyonu artan,
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ii) Her t >0 ve her k >k, icin s¥*1p**1(t) < as®¢p*(t) + v, olacak bicimde

ko €N, a € (0,1) ve )5, vy negatif olmayan yakinsak serisi vardir

kosullar1  saglanmiyorsa ¢’ ye, “(b)-karsilastirma  fonksiyonudur”  denir
(Alsulami vd., 2017, s. 3149).

Tiim (b)-karsilastirma fonksiyonlarinin ailesi W ile gosterilsin.

3.3.5. Onteorem: ¢ : [0, 00) — [0, o), (b)-karsilastirma fonksiyonu olsun. O zaman,
i) Hert € [0,) icin Y5, s*pk(t) serisi yakimsaktir.

ii) by :[0,00) > [0 > ), by = Y7, pk(t) fonksiyonu artan olur ve t =0 da
stireklidir (Alsulami vd., 2017, s. 3149).

3.3.6. Uyar1: 3.3.5. Onteorem’ den her (b)-karsilastirma fonksiyonu bir karsilastirma
fonksiyonu olur. 3.3.3. Onteorem’ den her ¢ (b)-karsilastirma fonksiyonu icin t > 0
oluyorise ¢(t) < t’dir.

3.3.7. Teorem: (X,d) T-yoriingesel tam b-m.u. olmak ilizere T : X — X yoriingesel

stirekli doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in,

min {d(Tx, Ty),d(x,Tx),d(y, Ty)} — min{d(x, Ty),d(Tx,y)} < Y(d(x, y)) (3.32)

olacak bigimde ¥ € ¥ varsa 0 zaman her x, € X i¢in {T™x(}nen dizisi T’ nin bir sabit
noktasina yakinsar (Alsulami vd., 2017, s. 3149-3151).

Kamt: Herhangi bir x € X ve her n € N elemani i¢in, x, = x ve x,, = Tx,_; olacak
bi¢imde {x,} dizisi tanimlansin. Her n € N i¢in x, # x,_;, olsun. Eger, n € N i¢in
Xn, = Txp_q = X,_4 Olursa kanit tamamlanir. (3.32) esitsizliginde x = x,,_; Ve y = x,

alinirsa,
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min {d (Txn—li Txn)’ d(xn—1: Txn—l)’ d(xn: Txn)}
- min{d (xn—li Txn): d(Txn—lf xn)} = l/)(d (xn—ll xn))

olur. Buradan,
min{d (Xp, Xn41), d(n, Xn-1)} < P(d(n_1, x,))
bulunur. Her ¢t > 0 eleman igin (t) < t oldugunda d(x,, xp_1) < P(d(xp_1, %))
olamaz. Yani, d(x,, xp11) < ¥(d(xy_1,%,))’ dir. Bylece,
d(xn, Xn41) < Y(dOopm1, %)) < P?(d(Xn—2,Xn-1)) < - < P™(d(x0,%1))  (3.33)
olacagindan 3.3.5. On Teorem’ den,
lim d(xp41,%,) =0

bulunur. Simdi {x,,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu gosterilsin.
k = 1 olmak iizere,
d(xn, X)) < S[d(n, Xnt1) + d (X1, Xy

< sd(xp, Xp41) + s{s[d(Xp41, Xni2) + d(Xny2, Xnip) 1}

= Sd(xn: xn+1) + Szd(xn+1:xn+2) + Szd(xn+2' xn+k)

< Sd(xn: xn+1) + Szd(xn+1; xn+2) +-t Sk_ld(xn+k—21xn+k—1)

+ Sk_ld(xn+k—1' xn+k)

< sd(Xp, Xn41) + $2d(Xps1, Xno) + -+ s d X ke2) Xnr—1)

+ Skd(xn+k—1fxn+k) (3'34)
(3.33) esitsizliginden,

d(Xn, Xnei) < 5 P™(d(xo, x1)) + 52" (d(x0, x1)) + -+
+ Sk—1¢n+k—2(d(x0’x1)) + Skl/)n+k_1(d(x0,x1))
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1
= [smyp™(d(x0, x1)) + s™T P (d (%0, %1)) + -+

+ sTHR2Y k=2 (g (30, x1) ) + sTHRTIYHRTL(d (xg, %) )]

olur. Buradan, n = 1 olmak iizere B, = X7_ s/’ (d(xo,%;)) almrsan > 1ve k > 1
igin,

1
At %) < o [Py = Prca] (3.35)

bulunur. 3.3.5. Onteorem’ den, ’}=Osj1/1j (d(xg,x1)) serisi yakinsak oldugundan

(3.35) esitsizliginde n — oo igin limit alinirsa,

: 1
rlll_r}c}o d(xn: xn+k) = rlll—r}olosn__l [Pn+k—1 - Pn—l] =0

olacagindan, {x,}, (X, d)’ de bir Cauchy dizisi olur.

Her n € N igin {x,} dizisi x, = T"x, bi¢iminde tanmimlandigindan (X,d), T
yorlingesel tam olur. x, - z (n » o) olacak bicimde z € X vardir. T y0riingesel

stirekli oldugundan Tx,, = Tz (n — o) yani x, = Tz (n — o) olur.

Sonug olarak z = Tz’ dir.

3.3.8. Sonug: (X,d) T-yoriingesel tam b-m.u. , T : X — X tamimlanan yoriingesel

stirekli bir doniisiim olsun. Eger her x, y € X elemant igin,
min {d(Tx, Ty),d(x,Tx),d(y, Ty)} — min{d(x, Ty),d(Tx,y)} < k d(x,y)

kosulunu saglayan k € [0,1) varsa 0 zaman x, € X, {T"x}nen dizisi T’ nin bir sabit
noktasina yakinsar. (Alsulami vd., 2017, s. 3149-3151).

3.3.9. Sonug: (X,d) T-yoriingesel tam metrik uzay olmak tizere T : X — X tanimlanan

yoriingesel stirekli bir doniisiim olsun. Her x, y € X eleman igin,

min {d(Tx, Ty),d(x,Tx),d(y,Ty)} — min{d(x, Ty),d(Tx,y)} < k d(x,y)
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olacak bigimde k € [0,1) varsa 0 zaman her x, € X i¢in {T"x,},en dizisi T’ nin sabit
bir noktasina yakinsar (Ciri¢, 1974, s. 52-58).

3.3.10. Teorem: (X,d) T-yoriingesel tam b-m.u. , T : X — X yoriingesel siirekli bir

doniistim olsun. a4, a,, as, a,, as € R olmak iizere her x,y € X igin,

a, —as

i)o< <la +a, #0,ai+a,+a;>0ve0 <a;—as (3.36)

a, +a,

ii) a,d(Tx,Ty) + a,[d(x,Tx) + d(y, Ty)] + az[ d(y,Tx) + d(x,Ty)]
< a,d(x,y) + asd(x, T?x) (3.37)

kosullar1 saglaniyorsa T’ nin en az bir sabit noktast vardir (Alsulami vd., 2017, s. 3149-
3151).

Kamt: x, € X olmak iizere {x,} dizisi n=0,1,2,... i¢in x,,, = Tx, biciminde

tanimlansin. (3.37) esitsizliginde x = x,, Ve y = x,, 41 alinirsa,

ald(Txnr Txn+1) + az[ d(xn' Txn) + d(xn+1' Txn+1)]
+ a3[ d(xn+1' Txn) + d(xnl Txn+1)]
< a,d(xp,, Xp4q) + asd(x,, T2x,) (3.38)

olup buradan,

a1d(Xp41, Xn42) + a2l d(xp, Xp41) + d(Xpp1, Xn42)]

+ a3[ d(xn+1' xn+1)' d(xn' xn+2)] < a4d(xn' xn+1) + asd(xn' xn+2)

bulunur. Boylece,

(a; + az)d(xpi1, Xnt2) + (a3 — as)d Xy, Xn42) < (g — a2)d(Xp, Xpy1)

_ ag—az . .
olup, k = wrd, icin,

d(xn+1'xn+2) =< kd(xn'xn+1) (3'39)

olur. i) kosulundan 0 < k < 1 oldugundan 3.2.2 On Teorem’ den,
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{x, }nen bir Cauchy dizisi olur. {x,,} = {T™x,} ve (X,d), T yoriingesel tam oldugundan
n — oo igin x, — z olacak bi¢gimde z € X vardir. Bu durumda, T yoriingesel siirekli

oldugundan Tx,, = Tz (n = o) yani x,, = Tz olur. Buise z = Tz olmasin verir.

3.3.11. Sonu¢: (X,d) T-yoriingesel tam herhangi bir metrik uzay olmak iizere
T : X - X tanimlanan yoriingesel siirekli doniisim olsun. aq,a,, asz, a4, as € R ve

her x,y € X i¢in,

a, —a;

i)0< <la +a, #0,ai1+a,+az3>0ve0 <a;—as

a, +a,

ii) a,d(Tx,Ty) + a,[ d(x, Tx) + d(y,Ty)] + az[d(y, Tx) + d(x,Ty)]
< a,d(x,y) + asd(x, T?x)

kosullar1 saglaniyorsa T’ nin en az bir sabit noktasi vardir (Karapinar, 2012, s. 92-97).

3.3.12. Teorem: (X,d) T-yoringesel tam b-m.u. olmak tizere T : X — X yoriingesel

stirekli herhangi bir doniisiim olsun. Her x,y € X igin,
P(x,y) = min{d(Tx, Ty)d(x,y),d(x, Tx)(y, Ty)}
Q(x,y) = min{d(x, Tx)d(x, Ty), d(y, Ty)(Tx, y)}
R(x,y) = min{d(x, Tx),d(y,Ty)} # 0

olmak iizere,

P(x,y) — Q(x,y)
R(x,y)

<¢(dx ) (3.40)

olacak bigimde 1y € W varsa 0 zaman her x, € X i¢in {T™x(}nen dizisi T’ nin bir sabit
noktasina yakinsar (Alsulami vd., 2017, s. 3153).

Kanit: x € X olmak lizere {x,} dizisi her n € N i¢in, x, = x ve x,, = Tx,,_; bi¢iminde
tanimlansin ve her n € N i¢in, x, # x,_; olsun. Eger n € N i¢in x,, = Tx,,_; = X1
oldugu gosterilirse kanit tamamlanmis olur. (3.40) esitsizligi i¢in x = x,,_; Ve y = X,

almirsa,
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P(xp—1, %) = min{d(Tx,_1, Txn)d(Xn_1, xn), d(xn_1, TxXp_1)d (, Tx)},
Q(xp—1,xn) = min{d (1, Txn_1)d (1, Txy), d (x5, T2 )d(Txp—1, X},
R(xp_1,x,) = min{d(x,,_1, Txp_1),d(x,, Txy)}

olmak iizere,

P(xn—lfxn) - Q(xn—lfxn)
R(xn—lﬂx‘n)

= l/)(d(xn—l' xn))

olur. Buradan,

d(xn, Xn41)d(Xn-1, Xn)
O x ), d Gy S V(-1 %) (3.41)

bulunur. Eger, R(x,_1, x,) = d(x,, X,4+1) Olursa (3.41) esitsizliginden,
d(xn-1,%n) < P(d(po1, %)) < d(xp_y, %)
bulunur. Ancak her t > 0 igin ¥ (t) < t oldugundan bu bir ¢eliskidir. Bu nedenle,
d (¥, *n1) < P(dCn1, %))
olur. Boylece,
d(n, Xn41) < PY(d(n-1,%)) < P?(d (2, Xn-1)) < -+ < P (d(x0, %1))
olup, 3.3.5. On Teoremden,

lim d(xn+1,xn) =0
n—oo

bulunur. Kanitin devami 3.3.7. Teoremin kanitina benzer bigimde yapilarak istenen elde

edilir.

3.3.13. Sonug: (X,d) T- yoriingesel tam b-m.u. , T : X - X tanimlanan herhangi bir

yoriingesel siirekli doniisiim olmak {izere, her x,y € X igin,
P(x,y) = min{d(Tx, Ty)d(x,y),d(x, Tx)(y, Ty)}

Q(x,y) = min{d(x, Tx)d(x, Ty),d(y, Ty)(Tx,y)}
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R(x,y) = min{d(x,Tx),d(y,Ty)} # 0
olsun. Eger,

P(x,y) — Q(x,y)
R(x,y)

< kd(x,y)

olacak bigimde k € [0,1) varsa 0 zaman her x, € X i¢in {T"xg},en dizisi T’ nin bir

sabit noktasina yakinsar (Alsulami vd., 2017, s. 3154).

3.3.14. Sonug: (X,d) T-yoriingesel tam metrik uzay, T : X — X tamimlanan herhangi

bir yoriingesel siirekli doniisiim olmak iizere, her x, y € X i¢in,
P(x,y) = min{d(Tx, Ty)d(x,y),d(x, Tx)(y, Ty)}
Q(x,y) = min{d(x, Tx)d(x,Ty),d(y, Ty)(Tx,y)}
R(x,y) = min{d(x,Tx),d(y,Ty)} # 0

olsun. Eger,

P(6y) = Q%) _

RGy) = rd@y)

olacak bi¢cimde k € [0,1) varsa 0 zaman her x, € X i¢in {T"xy},en dizisi T’ nin bir
sabit noktasina yakinsar (Achari, 1976, s. 255-257).

3.3.15. Teorem: (X,d) T-yoriingesel tam b-m.u., T : X — X herhangi bir yoriingesel

stirekli doniisiim olmak tizere, her x,y € X igin,
m(x,y) = min{[d(Tx, Ty)]?,d(x,y)d(Tx, Ty), [d(y, Ty)]*}
n(x,y) = min{d(x, Tx)d(y, Ty),d(x,Ty)d(y, Tx)}
oldugunda,

m(x,y) —n(x,y) < kd(x,Tx) d(y,Ty) (3.42)
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olacak bi¢imde k € [0,1) varsa 0 zaman her x, € X i¢in {T"x(}nen dizisi T’ nin bir
sabit bir noktasina yakinsar (Alsulami vd., 2017, s. 3154-3155).

Kamt: x € X olmak iizere {x,} dizisi her n € N i¢in, x, = x ve x,, = Tx,_; bigiminde
tanimlansin ve her n € N igin x,, # x,,_; olsun. Eger n € N i¢in x,, = Tx,_; = X1

olursa kanit tamamlanir. x = x,,_; Ve y = x,, alinsin.
M (xp-1,%,) = min{[d(Txp-1, Txp)]%, d(n—1, %) d(Txn—1, Txn), [d (0, Tx)]%}
ve
n(xp_1,%,) = min{ d(x,_1, Txp_1)d (%, Txy), d(p_1, Txp)d (X, Txp_1)
olup (3.42)’ den,
M (xp_1, Xp) = M(Xn—1, %) < kd(xn_1, Txn_1)d(xy, Txy)
bulunur. Buradan,
m(xp_1, %) = min{[d (xy, Xp41)1%, d(n—1, %) d (X, Xn41)}
olacagindan,
M(Xp-1, Xn) < kd(xn-1,%n)d(Xn, Xn11) (3.43)
olur. Eger, m(x,_1,x,) = d(x,_1, X,,) d(x;, X5,+1) Olursa (3.43) esitsizliginden,
d(Xn—1, %n)d(Xn, Xn41) < kd (X1, X)d (X, Xp41)
olup k < 1 oldugundan bu bir geliskidir.
Boylece,
[dCxn, Xn+1)]? < kd (-1, %) d (2, Xp41)
olup, buradan,
d(xn, Xp41) < kd(xp-1, %)
bulunur. Bu ise,
d(xp, Xnt1) < k™d(xg, x1)

olmasini verir. Kanitin devami 3.3.10. Teoremin kanitina benzer bigimde yapilir.

40



3.3.16. Sonug: (X,d) T-yoriingesel tam metrik uzay, T : X — X tanimlanan herhangi

bir yoriingesel stirekli doniisiim olmak tizere, her x,y € X igin,
m(x,y) = min{[d(Tx, Ty)]?, d(x, y)d(Tx, Ty), [d(y, T¥)]*}
n(x,y) = min{d(x, Tx)d(y, Ty),d(x, Ty)d(y, Tx)}
olarak alindiginda,
m(x,y) =n(x,y) < kd(x,Tx) d(y,Ty)

olacak bigimde k € [0,1) varsa 0 zaman her x, € X i¢in {T"x(},eny dizisi T’ nin sabit
noktasina yakinsar (Pachpatte, 1979, s. 1039-1043).

41



BOLUM 4

b-METRIK UZAYLARDA DONUSUMLERIN ORTAK SABIT
NOKTALARI

Bu boliimde, degisik kosullar1 saglayan iki veya daha fazla doéniisiimiin ortak

sabit noktalar1 incelenecektir.

4.1. Daraltan Déniisiimler I¢in Ortak Sabit Nokta Teoremleri

4.1.1. Teorem: (X,d) herhangi bir tam b-m.u. olmak tizere f,g : X - X doniigimler
olsun. a; ve a,; a; < %, a, +a; < ﬁ olacak bicimde negatif olmayan reel sayilar
olmak iizere her x,y € X i¢in,

d(x, fx)d(y, gy)
1+d(fx, gy)

sd(fx,gy) < a1d(x,y) + a, (4.1)

kosulu saglaniyorsa o zaman f ve g dontisiimlerinin ortak bir sabit noktasi vardir ve bu
dontisiimlerin ortak sabit noktasi tektir (Xie, Wang ve Zhong, 2016, s. 573-576).
Kamt: Herhangi bir x, € X olmak lizere X’ de {x,} dizisi n € N igin,
Xon+1 = [Xon, Xon+2 = 9Xon+1
olacak bi¢imde tanimlansin. x,, = x,,,; Olacak bi¢imde bir n € N var olsun.

Eger, n = 2k ise x5, = Xx,,41 Olup (4.1) esitsizliginde x = x55, y = Xyp4 alinirsa,
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Sd(Xak+1, X2k+2) = SA(f X2k, GX2k+1)

d(ops fx2)d X2k 41, 9 X2k +1)
1+ d(fxk, 9X2k+1)

< a1 d(Xpp, Xok41) + A

d X2k X2 4+1) A (X2pr1) X240 42)
1+ d(xk+1) X2k42)

= ayd Xk, X2k4+1) + A

=0

olur ve s > 1 oldugundan d(xzx41,X2x42) = 0 bulunur. Yani x,,,q = xpr4o OlUr.
Buradan x,, = fXor = Xap41 = Xok42 = 9X21+1 €lde edilir. Bu ise f ve g’ nin

ortak sabit noktasinin x,; olmasini verir.

Eger, n =2k + 1 ise, f ve g’ nin ortak sabit noktasinin x,;,; oldugu benzer
bicimde gosterilir.
Her n € N igin x,, # x4 olsun.

1. Adim: Her n € N i¢in

lim d(x,, x,41) = 0'dir. (4.2)

n—+oo

oldugu gosterilsin.
1. Durum: k €N i¢in n = 2k + 1 olsun. (4.1) esitsizliginde, x = Xy, ¥ = Xok41

almirsa,

Sd(Xax41, X2k+2) = SA(f X2k, GX2k+1)

d(ops X2 )d(Xoke41, 9 X2k +1)
1+ d(fxak 9X2k+1)

< a;d(Xap, Xok41) + A

d X2k X200 4+1) A (X2k41) X2k 42)
1+ d(xzp41) X2k4+2)

= a;d(Xap, X2k4+1) + Az

d Xk, X2k+1)Ad (X241, I X2k +2)

d(Xok+1) X2k42)

< a;d(Xap, Xop+1) + A

= a;d Xk, Xz2x4+1) + A2d(Xop, Xo 1)
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< —d(xy,x
Ao Xokr)

olur. Boylece k € N icin n = 2k + 1 olmak {izere

2
Sd(xn'xn+1) = Z__I_Sd(xn—lrxn) (4-3)

bulunur.

2. Durum: k € N i¢in n = 2k olsun. 1. Durum’a benzer bi¢imde k € N i¢in n = 2k

olmak iizere,

2
Sd(xn'xn+1) < Z—_I_Sd(xn—lfxn) (4-4)

bulunur. Bu durumda (4.3) ve (4.4) ecsitsizliklerinden her n €N igin,

2
Sd(xn'xn+1) < Z—_I_Sd(xn—lfxn) (4-5)

olur. Boylece, {d(x,,x,+1)} dizisi monoton azalandir ve alttan siirhidir. Yani,

liT d(xp, Xp41) = 1 olacak bigimde r = 0 vardir. r > 0 ve s > 1 olmak tizere (4.5)
n—+oo
esitsizliginde n — oo i¢in limit alinirsa s > 1 i¢in,

2
2+s

sr <

r

olur. Buradan,

2

r<<sr< T
2+s

< r
—_ 3

2. Adim: {x,} dizisi (X,d)’ de bir Cauchy dizisidir. Bunu gérmek i¢in {x,,} dizisinin
(X,d)’ de Cauchy dizisi oldugunu géstermek yeterli olacaktir. {x,,} dizisi (X,d)’ de
Cauchy dizisi olmasin. O zaman ¢ > 0 i¢in n(i) en kiigiik indisli olacak bigimde {x,,}

dizisinin iki alt dizisi {x2m;)} Ve {x2nq)} bulunabilir.

n(i) > m(i) > i olmak tizere d(Xpm (i), Xon(i)) = € (4.6)
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icin d(Xom(y X2n()—2) < € elde edilir. (4.6) esitsizligi ve d’ nin iii) Ozelligi

kullanilarak,

& < d(xama) X2n()) < S[d(X2may Xzm@y+1) + A(Xam@y+1, X2n0)) ]

bulunur. Son esitsizlikte i — oo i¢in limit alinirsa (4.2) esitsizliginden,

Z < lim d( )
S = i—}-rl-noo Xom(@i)+1 X2n(i)

bulunur. Tekrar d’ nin iii) 6zelligi uygulanirsa,
d(X2m@i) X2n(i)-1) < S[d(X2m(y Xan-2) + d(Xzn(@)-2 X2n@-1)]
elde edilir. Burada tekrar i — oo i¢in limit alinirsa,
(4.2) esitsizliginden,
il_igrnoo d(me(l-),xZn(i)_l) < s&

olur. (4.1) esitsizliginden,

sd(X2m@y+1 Xan@) = SA(fXama), 9%2n(i)-1)

(4.7)

(4.8)

d(%2my, fx2ma))d(Xan@y-1, 9X2n(i)-1)

< ald(XZm(i)'XZn(i)—l) +a,

1+ d(fXamay 9%2n(i)-1)

d(%2m@@y Xam(y+1) 4 (X2n)-1, X2nai))

= ald(XZm(i)'XZn(i)—l) + a
1+ d(x2m(i)+1:x2n(i))

bulunur. Burada tekrar i — oo i¢in limit alinirsa (4.2), (4.7) ve (4.8) esitsizliklerinden,

.$<aq.5.¢€

“©lm

elde edilir. a; < - oldugundan,

e<ase<e

olur ki buda bir geliskidir.

Sonug olarak {x,}, (X,d) uzayinda bir Cauchy dizisi olacaktir. (X, d) herhangi

bir tam b-m.u. oldugundan n — oo i¢in x,, = u olacak bi¢imde u € X vardir.
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3. Adim: u, f ile g donilisimlerinin ortak sabit noktasidir. Yani fu = gu = u’ dur.

Once fu = u oldugu gosterilsin.
fu #uyanid(u, fu) = z > 0 olsun. d’ nin iii) 6zelligi ve (4.1) esitsizliginden,
z = d(u, fu) < s[d(u, Xzp42) + d(Xzp42, fU)]
< sld(u, Xzn42) + d(fu, gXon11)]

d(u, fu)d(Xan+1, 9X2n+1)
1+d(fu, gxan+1)

< sd(u, Xan+2) + a1d(U, Xan41) + @y

olup n = oo i¢in limit alinirsa,
z=d, fu)<0

bulunur ve bu da z = 0 olmasini verir. Ancak z > 0 oldugundan bu bir ¢eliskidir. Yani
fu=u" dur. Benzer bicimde gu = u oldugu gosterilir. Sonu¢ olarak u, f ve g

dontisimlerinin ortak bir sabit noktas: olacaktir.

4. Adim: Simdi f ve g doniisiimlerinin ortak sabit noktasinin tek oldugu gosterilsin. u
ve v, f ve g’ nin fakli iki sabit noktas1 olsun. (4.1) esitsizliginden,

d(u, fu)d(v, gv)

sd(u,v) = sd(fu,gv) < a,d(u,v) + @, —— d(fu,gv)

= a1d(u' 17) ta; %
= a,;d(u,v)

bulunur. a, <§ ve s>1 oldugundan d(u,v) =0 olur. Sonu¢ olarak X iginde

f ve g doniistimlerinin bir tek ortak sabit noktasi vardir.

4.1.2. Sonug¢: (X, d) herhangi bir tam b-m.u. , f : X — X bir doniisiim olsun. a; ve a,;
a, <§,a1 +a, <2i+s olacak bi¢cimde negatif olmayan reel sayilar olmak {izere

her x,y € X i¢in,
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d(x, fx)d(y, fy)
1+d(fx, fy)

sd(fx, fy) < a;d(x,y) + a, (4.9)

kosulu saglaniyorsa f’ nin tek bir sabit noktasi vardir (Xie vd., 2016, s. 576).

Kanit: 4.1.1. Teoremin kanitinda g = f alinarak istenen elde edilir.

4.1.3. Ornek: X = {1,2,3} olsun ve her x,y € X i¢in d: X X X — [0, +0) doniisiimii,
i) x=yikend(x,y)=0
ii) d(1,2) =1, d(1,3) =8, d(23) =4

biciminde tanimlansin. s =§ icin d nin bir b-metrik oldugu kolayca goriliir.

f + X = X fonksiyonu,

f=f@>=1 fB)=2

1 . 11 2 5
Ay = 188 a; +a, =~ <-—=¢ olur.

bigiminde tanimlansin. a; =-<

N |-
[ Y
©|un

Burada (4.9) esitsizligi saglanir.
1. Durum: d(fx, fy) = 0 ise (4.9) saglanir.

2. Durum: d(fx, fy) =1 olsun. Yani, fx =1, fy =2 veya fx = 2,fy = 1olsun.
fx =1, fy = 2 oldugunda iki durum vardir.

2.1. Durum: x =1,y = 3ise d(x,y) = 8 olur. Buradan,

8 1 d(x, fx)d(y, fy)
—. =-.8= <
z 1<4 5 8=a;d(x,y) <a;d(x,y)+a, 1+ d(fx fy)
oldugundan (4.9) saglanir.
2.2. Durum: x = 2,y = 3 ise d(x,y) = 4 olur. Buradan,
8 1 d(x, fx)d(y, fy)
-.1<2 ==.4= <
z < 5 a;d(x,y) < a;d(x,y) + a, 1+ d(x fy)

oldugundan (4.9) saglanir. fx = 2, fy = 1 oldugunda da iki durum vardir.

2.3. Durum: x = 3,y = 1ise d(x,y) = 8 olur. Buradan,
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8 1 d(x, f)d(, fy)
—. =—.8= <
z 1<4 3 8 =a;d(x,y) < a;d(x,y) +a, T+ d(x )
oldugundan (4.9) saglanir.
2.4. Durum: x = 3,y = 2 ise d(x,y) = 4 olur. Buradan,
8 1 d(x, fx)d(y. fy)
-.1<2==.4=a,d <a.d

oldugundan (4.9) saglanir.

Boylece 4.1.2. Sonug’ un tiim kosullart saglanir ve x = 1, f fonksiyonunun bir
tek sabit noktasi olur (Xie vd., 2016, s. 576-578).

4.2. b-(E.A) Ozelligini Saglayan Déniisiim Ciftleri icin Ortak Sabit Noktalar

4.2.1. Tamm: (X,d) herhangi bir b-m.u. olmak {izere f,g:X — X tanimlanan

doniistimler igin,

i) Eger t € X igin lim fx, = lim gx, =t olacak big¢imde bir {x,} dizisi varken
n—->oo n—-oo

lim d(fgx,, gfx,) =0 oluyorsa f ve g’ ye “bagdasik doniisiimler” denir (Jungck,

n—-oo

1986, s. 771-779).

ii) Eger, x € X i¢in w = fx = gx oluyorsa x’ e f ve g’ nin bir “cakisik noktasidir”
denir (Jungck, 1986, s. 771-779).

iii) Eger, f ve g doniisiimleri cakisik noktalarinda, degisme 6zelligini sagliyorsa, yani
fx = gx kosulunu saglayan x € X i¢in fgx = gfx saglaniyorsa f ve g doniisiimlerine
“zayif bagdasik doniigiimler” denir (Jungck, 1986, s. 771-779).

iv) Eger, t € X i¢in lim fx, = lim gx, =t olacak bigimde bir {x,} dizisi varsa
n—oo n—->oo

f ve g’ ye “b-(E.A) ézelligini sagliyor” denir (Oztiirk ve Tiirkoglu, 2015, s. 2).
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4.2.2. Ornek: X = [0,2] olsunve d : X X X — [0, o) déniisiimii,

d(x»Y) = (x_y)Z

bigiminde tamimlansin. (X, d) bir b-metrik uzaydir. f, g : X - X doénistimleri,

1, xe[01] (ng, x € [0,1]
= 1 =
f(x) %’ x € (1,2] g(x) {k %’ € (12]

olsun. Bu durumda X’ de n=10,1,2, ... olmak iizere x, =1 + i olacak bi¢imde

tanimlanan {x,,} dizisi i¢in,

lim fx, = lim gx,, = -
n—oo n—-oo 4

oldugundan, f Ve g, b- (E.A) ozelligini saglar. Ancak lim d(fgxy, gfxn) = — # 0
n—-oo

oldugundan f ve g déniisiimleri bagdasik degildir (Oztiirk ve Radenovic, 2016, s. 3).

4.2.3. Teorem: (X,d) herhangi bir b-m.u. olsun. f,g,S,T:X — X doniisimleri;
fXYSTX)vegX) S SX),e>1, ves>1veherx,y € X igin,

28

M;(x,y) = max {d(Sx, Ty),d(fx,Sx),d(gy, Ty), d(fx,Ty) + d(Sx, gy)}

olmak tizere,
sfd(fx, gy) < Ms(x,y) (4.10)
kosulunu saglasin.

Eger, (f,S) ve (g,T) donisiim giftlerinin herhangi biri b- (E.A) 06zelligini
sagliyorsa ve f(X), g(X),S(X) ve T(X) alt uzaylarmin herhangi biri X i¢inde kapali ise

0 zaman (f, S) ve (g, T) doniisiim ¢iftlerinin bir ¢akigik noktas1 var olur.

Ayrica (f,S) ve (g,T) giftleri zayif bagdasik ise 0 zaman f, g, S ve T’ nin tek
bir ortak sabit noktas1 vardir (Oztiirk ve Radenovic, 2016, s. 3-6).

Kanit: Eger (f,S) doniisiim ¢ifti b- (E.A) 6zelligini sagliyorsa q € X igin,
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lim fx, = lim Sx,, = q
n—->0oo n—-oo

olacak bigimde X iginde bir {x,} dizisi vardir. f(X) € T(X) oldugundan her n € N igin
fxn, = Ty, olacak bicimde X’ de {y,} dizisi vardir. Bu durumda, lim Ty, = q olur.
n—-oo

Ayrica lim gy, = q olur. Gergekten,
n—-oo

Mg (%, yn)

d(Sxp, +d(fxn, T
=max{d(an,Tyn),d(fxn,an>,d(Txn,gyn>, o 920) * A yn)}

= max {d(an,fxn>, A S22, d(Fx, gyn), ST ) + A, fxn)}

2s

28

< max {d(an, Fx),d(fr, gyy), L3S S xn) + A& xn,gyn)]}

= max{d(Sxp, fx,), d(fxn, gyn)}

olmak iizere (4.10) esitsizliginden,

sEd(fxn, g¥n) < Mg (xn, yn) (4.11)

bulunur. (4.11) esitsizliginde iist limit almirsa, 2.2.12. Onerme’ den, n — o igin

d(Sxy,, fx,) — 0 olacagindan,
lim sup s°d(fxy, gy,) < lim sup max{d(Sxy, fxn), d(f X, gyn)}
n—oo n—oo
< limsup d(fxpn, gyn)
n—oo
bulunur. s& > s > 1 oldugundan,
lim sup d(fxp, gyn,) =0
n—->oo
olur. Yani, lim d(fx,, gy,) = 0’ dir. Ayrica, d’ nin iii) 6zelliginden,
n—-oo
d(q, 9yn) < s(d(@, fxa) + d(fxn, g¥n))

olup bu esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa,

1
;d(q, gyn) = d(q, fxy) +d(fxn, gyn) = 0
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olacagindan gy, — q (n = ) olur.

Eger, T(X), X’in kapali alt uzay1 ise 2.1.8. On Teoremden Tr = q olacak

bi¢imde bir r € X vardir. Burada gr = q olur.
Gergekten,

My (%, 7)

d(fx,, Tr) + d(Sx,, gr
= Imax {d(sxn; Tr),d(fxn; an)’d(Tr’ gr)’ (f - )25 ( = )}

d(fxn, q) + d(an,gr)}

= max {d (an; CI); d(fxn: an): d(‘l: gr): 25

d(fxn, q) + sd(Sxp, q) + d(q, gr)}
2s

< max {d(an, q),d(fxn, Sx,),d(q, gr),
olmak tizere, (4.10) esitsizliginden ve d’ nin iii) 6zelliginden,
1
54, gr) < d(q, fxn) + d(fxn, gr)

1
<d(q, fx,) + ?Ms(xn, r) (4.12)
elde edilir. n - oo igin limit alinirsa,

_ d(q,gr)
lim M (xy, ) < max0,0,d(q, gr),— = d(q,g7)

n—-oo

olacagindan (4.12) esitsizliginden,

1 1
;d(q, gr) <0+ ;d(q,gr)
bulunur. s¢ > s oldugundan d(gq, gr) = 0 olur. Bu durumda, g = gr = Tr yani, r, (g,T)

doniisiim ¢iftinin ¢akisik noktasidir.

g(X) € S(X) oldugundan q = Sz olacak bi¢cimde bir z € X vardir. Bu durumda

Sz = fzolur.

M(z, 1) = max {d(Sz, Tr),d(fz,Sz),d(Tr, gr), d(fz, Tr) + d(Sz, gr)}

28
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= max{O,d(fz, q),O,d(fZ'—q)H)}

2s
=d(fz,q)
oldugundan (4.10) esitsizliginden
séd(fz,gr) < My(z,1) (4.13)
olur. (4.13) esitsizliginden,
std(fz,gr) < d(fz,q) = d(fz gr)

olacagindan d(fz,gr) = 0 olur. Bu nedenle, Sz = fz =q yani z, (f,S) doniisim
ciftinin bir ¢akisik noktasidir. Boylece, fz = Sz = gr = Tr = q olup (f,S) ve (g,T)
dontisiim ¢iftleri zayif bagdasik oldugundan fq = Sq ve gq = Tq elde edilir. Buradan

q; f,9,S veT doniisiimlerinin ortak bir sabit noktasi olur. Ciinkii,

M,(q,r) = max {d(Sq, Tr),d(fq,Sq), d(Tr, gr), d(fq,Tr) zJ; d(Sq, gr)}

d(fq,q) +d(fq, q)}

= max {d(fq, q),d(fq,fq9),d(q,q), 2s

=d(fq.q)

olmak iizere, (4.10) esitsizliginden,
s¢d(fq,q) = s*d(fq,gr) < Ms(q,7) = d(fq,q)
elde edilir.

s® > s > 1 oldugundan d(fq,q) = 0 olur. Yani, fq = Sq = q’ dir. Benzer bigimde
9q = Tq = q oldugu da gosterilebilir.

f,g,S ve T’ nin q’dan farkl bir sabit noktas1 p olsun.

d(fq,Tp) + d(Sq, gp)
2s

M,(q,p) = max {d(S q,Tp),d(fq,5q),d(Tp, gp),

d(gq, d(g,
= maX{d(q,p),d(q, q),d(p,p), (4.p) + dlq p)}

2S
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= d(q,p)
olmak tizere, (4.10) esitsizliginden,
s¢d(q,p) = s°d(fq,gp) < M(q,p) = d(q,p)

elde edilir. Buradan d(q, p) = 0 olacagindan ¢ = p olur. Yani f,g,S ve T’ nin ortak

sabit noktasi tektir.

4.2.4. Sonug: (X, d) herhangi bir b-m.u., f,T : X - X doniisimler, e > 1, s > 1 olsun

ve her x,y € X i¢in,

d(fx,Ty) + d(Tx, fy)}

M (x,y) = max {d(Tx, Ty),d(fx,Tx),d(fy,Ty), oS

olmak tlizere,
s¢d(fx, fy) < Ms(x,y)
kosulu saglansin.

Eger, (f,T) doniisiim ¢ifti b- (E.A) 6zelligini sagliyorsa ve T(X) alt uzay1 X

icinde kapali ise o zaman (f, T) doniisiim ¢iftinin bir ¢akisik noktas1 vardir.

Ayrica (f,T) donilisim ¢ifti zayif bagdasik ise f ve T donisiimlerinin tek bir
ortak bir sabit noktas1 vardir (Oztiirk ve Radenovic, 2016, s. 6).

4.2.5. Sonug: (X, d) herhangi bir b-m.u. olsun. f, T : X - X tanimlanan dontistimler her

x,y € X i¢in,

d(fx,Ty) + d(Tx, fY)}

M,(x,y) = max {d(Tx, Ty),d(fx,Tx),d(fy,Ty), o

olmak iizere,

s?d(fx, fy) < My(x,y)

kosulunu saglansin.
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Eger, (f,T) dontsim cifti b-(E.A) ozelligini sagliyorsa ve T(X) alt uzay1 X

icinde kapali ise 0 zaman (f, T) doniisiim ¢iftinin bir ¢cakisik noktasi vardir.

Ayrica (f,T) doniisiim ¢ifti zayif bagdasik ise f ve T doniisiimlerinin tek bir

ortak bir sabit noktas1 vardir (Oztiirk ve Radenovic, 2016, s. 6).

4.2.6. Ornek: X = [0,1] olsun ve d: X X X — [0, ) déniisiimii,

0, xX=y
4(%.) _{(x+y)2, X#*y
bigiminde tanimlansin. s = 2 olmak flizere (X,d) bir b-m.u. olur. f,g9,5,T: X - X
doniisiimleri,
( 1
2x ;0<x< 5
x 1
f@)=7, S@=41 ;x=5 , gx) =0, T =x
1 1
k g ;E <x<1

bi¢giminde tanimlansin. g(X), X uzaymin kapali bir alt uzayidir. f(X) € T(X) ve

g(X) € S(X) oldugu aciktir. X’ de her n €N i¢in x, = %+% olacak bigimde
tanimlanan {x,} dizisi i¢in lim fx, = lim Sx, = % olur. Boylece (f,S) doniisiim ¢ifti
n—oo n—oo

b-(E.A) oOzelligini saglar. Fakat (f,S) doniisim ¢ifti bagdasik degildir. Ciinki
lim d(fSx,,,Sfx,) # 0’ dir. Her x,y € X ve € = 2 igin, (4.10) esitsizliginin saglanir.
n—-oo

Ciinki,
i) Eger x = 0ise (4.10) esitsizligi saglanir.
it) Eger x € (0,2) ise,

2

séd(fx, gy) = 22 G)Z < (%) =d(fx,5x) < Ms(x,y)

eax - 1.
iii) Eger x = 5 IS8,
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2 2

std(fx, gy) = 2° (%) < (é + 1> =d(fx,Sx) < Mg(x,y)

iv) Egerx € G 1] ise,

sdfrgy) =2 (5) < (3+2) = d0rmsn < M)

olur. Yine, (f,S) ve (g,T) doniisim g¢iftleri zayif bagdasiktir. Boylece, 4.2.3.
Teoremden f,g,S ve T doniisiimlerinin ortak sabit noktas: tektir ve bu nokta 0’ dir
(Oztiirk ve Radenovic, 2016, s. 7).

4.2.7. Teorem: (X, d) herhangi bir b-m.u., f,g,S,T : X = X doniisimler f(X) < T(X)

ve g(X) € S(X), e >1,s > 1olsunve her x,y € X igin,

d(fx,Sx),d(gy,Ty) d(fx,Ty)+ d(Sx,gy)
2s ’ 2s

MS(xJ 3’) = max {d(sx; TJ’):

olmak tizere,
sd(fx, gy) < Ms(x,y)
kosulu saglansin.

Eger, (f,S) ve (g,T) doniisim ciftlerinin herhangi biri b-(E.A) o6zelligini
saglhiyorsa ve f(X), g(X),S(X),T(X) alt uzaylarinin herhangi biri X i¢inde kapali ise o

zaman (f,S) ve (g, T) dontisiim ¢iftlerinin bir ¢akisik noktasi var olur.

Ayrica, (f,S) ve (g,T) ciftleri zayif bagdasiksalar f, g,S ve T doniisiimlerinin
tek bir ortak sabit noktas: vardir (Oztiirk ve Radenovic, 2016, s. 7-8).

4.2.8. Teorem: (X, d) herhangi bir b-m.u. , f,g,S,T : X - X tanimlanan doniistimler,
fX)STX)veg(X) S S(X),e>1,s>1olsunve her x,y € X igin,

Mg(x,y) = max{d(Sx, Ty),d(fx,Sx),d(gy, Ty),d(fx,Ty),d(Sx, gy)}

olmak iizere,
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s¢d(fx, gy) < Ms(x, y)
kosulu saglansin.

Eger, (f,S) ve (g,T) donisiim giftlerinin herhangi biri b- (E.A) 6zelligini
sagliyorsa ve f(X),g(X),S(X) ve T(X) alt uzaylarindan herhangi biri X i¢inde kapali

ise 0 zaman (f, S) ve (g, T) doniisiim ciftlerinin bir ¢akisik noktasi var olur.

Ayrica (f,S) ve (g,T) doniisim giftleri zayif bagdasiksalar f,g,SveT

doniisiimlerinin tek bir ortak sabit noktas1 vardir (Oztiirk ve Radenovic, 2016, s. 8).

4.3. Genisleme Déniisiimleri icin Ortak Sabit Nokta Teoremleri

4.3.1. Tanmm: (X, d) herhangi bir b-m.u. , T : X — X tanimlanan bir doniisiim olmak
tizere her x, y € X i¢in,

d(Tx,Ty) = kd(x,y)
olacak bi¢imde bir k > s reel sabiti varsa 0 zaman T’ ye “genisleme doniigiimii” denir

(Mohanta, 2016, s. 104).

4.3.2. Onteorem: f ve g, X iizerinde zayif bagdasik doniisiimler olsun. Eger f ve g
dontisiimlerinin x € X i¢in w = fx = gx olacak bicimde tek bir x ¢akisik noktas1 varsa

0 zaman w, f ve s’ nin tek ortak sabit noktasi olur (Abbas ve Jungck, 2008, s. 417).

Kamt: w=fx=gx ve f ile g zayif bagdasik doniisiimler olduklarindan
fw=fgx =gfx =gw yani w, f ve g doniisimlerinin bir ¢akisik noktasi olur. Ancak
f ile g’ nin tek bir ¢akigik noktasi x oldugundan w = x olur. Bu ise w = fw = gw

olmasini verir.

Ayrica f ve g’ nin @’ dan farkli bir sabit noktas1 z yani z = fz = gz ise z bir
cakisik nokta olup, ¢akisik noktanin tekliginden w = z olur. Yani, w, f ile g’ nin tek
ortak sabit noktasidir.
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4.3.3. Teorem: (X,d) bir b-m.u. , f,g: X - X dontsimler a,B,y; a+B+y>s

olacak bigimde negatif olmayan reel sayilar olmak tizere her x,y € X igin,

d(fx, fy) = ad(gx, gy) + Bd(fx, gx) + yd(fy,gy) (4.14)

kosulu saglansin ve

() B<1lvea=+#0 (ii))gX)cf(X) (iii) f(X) veya g(X) tam olsun. O zaman
f ve g doniisiimlerinin X i¢inde bir ¢akigik noktasi vardir. Eger a > 1 ise bu cakisik
nokta tektir. Ayrica f ve g zayif bagdasik doniisimler ve a > 1 ise f ve g
doniistimlerinin X iginde tek bir ortak sabit noktasi vardir (Mohanta, 2016, s. 104).

Kamt: Herhangi bir x, € X i¢in g(X) € f(X) oldugundan gx, = fx; olacak bigimde
X; € X vardir. Bu bigimde devam edilerek her n > 1 igin fx,, = gx,_; olacak bi¢imde

X’ de bir {x,,} dizisi olusturulsun. (4.14) esitsizliginden,

d(gxn-1,9%n) = d(fxn, fXn41)
2 ad(gxn, 9Xn+1) + BA(fxn, gxn) +¥d(fXni1, 9Xn41)
= ad(gxn, gXn+1) + Bd(g¥n-1, gXn) + yd(g¥n, GXn+1)

1-B . .
olur. 1 = =2 icin,
a+y

d(gXn, 9%n+1) < Ad(gxn_1, gXn) (n=012..)

bulunur. 1 € (O, %) olacagindan, 3.2.2. Onteorem’ den, {gx,}, g(X) i¢inde bir Cauchy

dizisi olacaktir. g(X), X’ in tam alt uzay: olsun. Bu durumda, gx, -y ve fx, =y
saglayan bir y € g(X) € f(X) vardir. Yine, f(X) tam olursa da ayni bigimde
y € f(X) vardir. Boylece fu =1y olacak bi¢cimde bir u € X vardir. (4.14)

esitsizliginden,

d(gxn-1, fu) = d(fxn, fu)
2 ad(gxn, gu) + Bd(fxn, gxn) +yd(fu, gu)
= ad(gxn, gu)

elde edilir. @ # 0 oldugundan,
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1
d(gxn' gu) < Ed(gxn—l'fu)
olur. Buradan, d’ nin iii) 6zelliginden,

d(y, gu) < s[d(y, gxn) + d(gxy, guw)]

1
<s [d(yugxn) + Ed(gxn—l'fu)]

= 5 [d0y, g0+~ d(fr, fu)]

bulunur. n — oo igin limit alinirsa d(y,gu) = 0 olur. Buradan gu =y’ dir. Yani,
fu = gu =y’ dir. Budurumda u, f ve g’ nin ¢akisik noktasidir. @ > 1 olmak {izere
f ve g’ nin uw’ dan farkl bir ¢akisik noktas1 v olsun. Buradan x € X igin fx = gx = v

olur. O zaman, (4.14) esitsizliginden,

d(y,v) = d(fu, fx) = ad(gu, gx) + pd(fu, gu) + yd(fx, gx) = ad(y,v)

olacagindan,

a0, v) < 2 d(y,v)

olur. @ > 1 oldugundan bu esitsizligin saglanmasi i¢in d(v,y) = 0 olmalidir. Yani,
v =y’ dir. Sonug olarak, f ve g doniisiimlerinin X uzayi ig¢inde tek bir ¢akisik noktasi

vardir.

Eger f ve g zayif bagdasik olursa, 4.3.2. Onteorem’ den f ve g doniisiimlerinin

X uzayi iginde tek bir ortak sabit noktasi vardir.

4.3.4. Sonug: (X, d) herhangi bir b-m.u. , f, g : X = X doniisimleri, @ > s olmak iizere
her x,y € X i¢in,

d(fx, fy) = ad(gx, gy)

kosulunu saglasin. Eger g(X) € f(X) ve f(X) veya g(X) tam ise 0 zaman f ve g
dontigimlerinin X i¢inde tek bir ¢akisik noktasi vardir. Ayrica f ve g zayif bagdasik
doniistimler ise f ve g doniisimlerinin X iginde tek bir ortak bir sabit noktas: vardir
(Mohanta, 2016, s. 106).
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Kamt: 4.3.3. Teorem’ de =y = 0 alinirsa kanit tamamlanmais olur.

4.3.5. Sonug: (X, d) herhangi bir tam b-m.u., g : X - X tanimlanan orten bir doniistim
1€ (0, %) olmak tizere her x,y € X igin,

d(gx, gy) < Ad(x,y)

kosulu saglansin. O zaman, g dénilisiimiiniin X ig¢inde tek bir sabit noktas1 vardir. Ayrica

{g"x} iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsaktir (Mohanta, 2016, s. 106).

Kamt: 4.3.3. Teorem’ de f =y = 0ve f =1 alinarak bulunur.

4.3.6. Sonug: (X,d) herhangi bir tam b-m.u. , f : X - X tanimlanan doniisiim, @ > s

olmak tizere her x,y € X igin,

d(fx, fy) = ad(x,y)

kosulunu saglasin. Bu durumda f donistimiiniin tek bir sabit noktas1 vardir (Mohanta,
2016, s. 106).

Kanit: 4.3.3. Teorem’ de f =y = 0ve g =1 alinarak bulunur.

4.3.7. Sonug: (X, d) herhangi bir tam b-m.u. , f : X = X tanimlanan 6rten bir doniisiim,
a,f,y; a+0, <1, a+ p+y>s olacak bicimde negatif olmayan reel sayilar

olmak tizere her x,y € X igin,

d(fx, fy) = ad(x,y) + pd(fx,x) + yd(fy,y)

kosulu saglansin. Bu durumda f doniisiimiiniin bir sabit noktas1 vardir. Ayrica, a@ > 1
olursa bu sabit nokta tektir (Mohanta, 2016, s. 107).

Kanit: 4.3.3. Teorem’ de g = I alinarak elde edilir.
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4.3.8. Teorem: (X,d) herhangi bir tam b-m.u., S,T : X - X doniistimler ve a, B, k;
a>s+ (1+s)k ve B >s+ (1+s)k olacak bigimde negatif olmayan reel sayilar

olsun ve her x,y € X igin,
d(T(Sx),5x) + gd(T(Sx), x) = ad(Sx, x) (4.15)
ve
d(S(Tx),Tx) + gd(S(Tx),x) > Bd(Tx, x) (4.16)

kosullar1 saglansin. Eger, S ve T siirekli ve 6rten doniistimler ise S ve T’ nin X’ de ortak
sabit noktas1 vardir (Mohanta, 2016, s. 107).

Kamt: Herhangi bir x, € X noktas1 alinsin. T doniisiimii 6rten oldugundan x, = Tx;
olacak bicimde x; € X vardir. Yine S orten oldugundan x; = Sx, olacak bi¢imde x, €
X vardir. Bu bigimde devam edilerek her n € N i¢in x5, = TXy,41 V€ Xop—1 = SXop

olacak bi¢cimde X’ de {x,,} dizisi olusturulsun. Her n = 0,1,2,3, ... i¢in

(4.15) esitsizliginden,
k
d(T(Sx2n42), SXon42) + ;d(T(Sx2n+2):x2n+2) = ad(SXzn42, Xon+2)

olmak tizere,

k
d(Xzn, Xon+1) + 3 d(Xzn, Xon+2) = ad(Xan41, X2n42)
bulunur. Buradan, d’ nin iii) 6zelliginden,

ad(Xzn11, X2n42) < d(Xop, Xont1) + kd(Xan, Xon41) + kd (o1, Xon42)

olup,
1+k
d(X2n+1, Xon+2) < T—k d(X2n) X2n41) (4.17)
olur. Benzer bigimde (4.16) esitsizliginden,
1+k
d(X2n Xan+1) < md(xZn—lﬂxZn) (4.18)
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1+k 1+k

a—k’ﬂ} alinirsa, /’IE(O,S) olacagindan. (4.17) ve (4.18)

bulunur. A= max{

esitsizlikleri kullanilarak her n > 1 igin,
d(xni xn+1) <A (xn—li xn) (419)
olur.

3.2.2. Onteorem’ den, X tam oldugundan n — oo igin x,, - u olacak bigimde bir u € X
vardir. Bu durumda n — oo igin x,,,1 = U V€ X,, = u olur. S ve T doniisiimleri stirekli
olduklarindan Tx,,,; = Tu ve Sx,, — Su bulunur. Yani, x,, » Tu ve x,,_1 = Su
(n - ) olur. Limitin tekliginden u = Su = Tu bulunur. Boylece u, S ve T

doniisiimlerinin ortak sabit noktasidir.

4.3.9. Sonug: (X, d) herhangi bir tam b-m.u., T : X — X siirekli ve 6rten bir doniistim,
a,B,k, a>s+ (1+s)k olacak bi¢imde negatif olmayan reel sayilar olsun ve

her x,y € X igin,
k
d(T?x,Tx) + ;d(TZx, x) = ad(Tx, x)

kosulu saglansin. O zaman T donilisiimiiniin X iizerinde bir sabit noktasi vardir

(Mohanta, 2016, s. 108).

Kamit: 4.3.8. Teorem’ de S = T ve 8 = «a alinarak bulunur.

4.3.10. Sonug: (X, d) herhangi bir tam b-m.u., T : X — X siirekli ve orten bir doniisiim

olsun ve a@ > s olmak tiizere her x,y € X igin,
d(T?x,Tx) = ad(Tx,x)

kosulu saglansin. O zaman T donlisiimiiniin X iizerinde bir sabit noktasi vardir

(Mohanta, 2016, s. 108).

Kamt: 4.3.8. Teorem’ de S = T ve f = a, k = 0 alinarak elde edilir.
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4.3.11. Ornek: X = [0,1] ve p > 1 olsun. d : X X X — [0, o) doniisiimii her x,y € X

elemant igin,

dx,y) = |x —yl?
bi¢iminde tanimlansm. s = 2P~1 i¢in (X,d) bir b-m.u.’dir. f, g : X > X doniigiimleri
X

2
her x € X elemani igin fx = gve gx = g— v bigiminde tanimlansin. O zaman a = 3P,

B =y =0 olmak iizere her x,y € X igin bir d(fx, fy) = 3?d(gx, gy) yani (4.14)
kosulu saglanir. Boylece 4.3.3. Teorem’ in tiim kosullari saglanir ve 0 € X, f ve g’ nin
tek ortak sabit noktas1 olur (Mohanta, 2016, s. 108).

4.3.12. Ornek: X =[0,00) olsun ve d:X XX — [0,00) doniisimii her x,y € X

elemant igin,

d(x,y) = |x = y|?
bi¢ciminde tanimlansin. s = 2 i¢in (X, d) bir tam b-m.u.’dir. S, T : X - X doniisiimleri
her x € X elemani i¢in Sx = 3x ve Tx = 4x bigiminde tanimlansin. O zaman k negatif
olmayan bir reel say1 ve @« = f = 3 + 3k > s + (1 + s)k olmak lizere (4.15) ve (4.16)

kosullart saglanir. Bu durumda 4.3.8. Teorem’ in tiim kosullart saglanir ve 0 € X, S ve
T’ nin ortak sabit noktas1 olur (Mohanta, 2016, s. 109).
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BOLUM 5

SONUCLAR VE TARTISMA

Literatiirde metrik uzaylarda verilen birgok sabit nokta teoremi, degisik kosullar
altinda b-metrik uzaylara genellestirilmistir. Verilen bu teoremlerin bazilari incelenip

derlenerek bu ¢alisma olusturulmustur.

Sonraki siiregte ise bu tezde incelenen teoremler temel alinarak, b-metrik
uzaylarda daha dnce verilen sabit nokta teoremleri genellestirilerek yeni sonuglarin elde

edilmesi hedeflenmektedir.
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