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Yüksek Lisans Tezi 

Fonksiyon Cisimleri ve Kodlar Hakkında 

T.Ü. Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

 

ÖZET 

 

 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde, tezin yazımında kullanılacak olan 

fonksiyon cismi teorisine cebirsel yaklaşım hakkında bilgi verilmiştir. Kodlama teorisinin 

tarihsel gelişim süreci hakkında bilgi verildikten sonra, fonksiyon cismi teorisiyle olan 

ilişkisinden bahsedilmiştir. Son olarak, cebirsel geometrik kodların özellikleri ve 

kodlama teorisindeki yeri ve öneminden bahsedilmiştir. 

İkinci bölümde, cebirsel yaklaşım kullanılarak fonksiyon cismi teorisinin temel 

kavramları ve teoremleri verilmiştir. Bu bölümde ana amaç Riemann-Roch teoreminin 

kanıtını vermektir. Ek olarak, cebirsel geometrik kodların inşası için gerekli olan altyapı 

oluşturulmuştur. 

Üçüncü bölümde, kodlama teorisiyle ilgili temel bilgiler verildikten sonra, cebirsel 

geometrik kodlar incelenmiştir ve parametreleriyle ilgili temel bilgiler verilmiştir. Reed-

Solomon, BCH ve "klasik" Goppa kodlarının, cebirsel geometrik kodlar olarak temsil 

edilebileceği gösterilmiştir. Ardından, kodların asimptotik teorisiyle ilgili temel 

kavramlar ve sınırlar verildikten sonra asimptotik Tsfasman-Vladut-Zink Sınırı 

verilmiştir. Son olarak, bir divizörün tabanı kavramı incelenmiştir ve bu kavram 

yardımıyla cebirsel geometrik kodların tasarlanmış uzaklığı üzerinde elde edilen 

literatürdeki bir dizi gelişme incelenmiştir. 
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ABSTRACT 

 

 

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, information about the 

algebraic approach to the function field theory to be used in writing the thesis is given. 

After giving information about the historical development process of coding theory, its 

relationship with the function field theory is discussed. Finally, the properties of algebraic 

geometric codes and their place and importance in coding theory are mentioned. 

In the second chapter, basic concepts and theorems of function field theory are 

given using algebraic approach. The main purpose of this chapter is to prove the Riemann-

Roch theorem. In addition, the infrastructure necessary for the construction of algebraic 

geometric codes is established. 

In the third chapter, after giving basic information about coding theory, algebraic 

geometric codes are studied and basic information about their parameters is given. It has 

been shown that, Reed-Solomon, BCH and "classical" Goppa codes can be represented 

as algebraic geometric codes. Next, the asymptotic Tsfasman-Vladut-Zink Bound has 

been given after the basic concepts and bounds related to the asymptotic theory of codes 

have been given. Finally, the concept of the floor of a divisor is studied and a number of 

developments on the designed distance of algebraic geometric codes in the literature that 

obtained with the help of this concept are investigated. 
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BÖLÜM 1 

 

 

GİRİŞ 

 

 

 Fonksiyon cismi teorisine cebirsel ve geometrik olmak üzere iki farklı yaklaşım 

mevcuttur. Cebirsel yaklaşım, geometrik yaklaşımdan daha elementer olmakla birlikte 

teorinin temel sonuçlarının daha kolay bir şekilde elde edilmesini sağlamaktadır. Cebirsel 

yaklaşım belirgin olarak ilk defa R. Dedekind ve  H. Weber tarafından [1] de verilmiştir. 

Bu daha sonra K. Hensel ve G. Landsberg tarafından Theorie der algebraischen 

Funktionen einer Variabeln (Leipzig, 1902) adlı kitabın yazılmasına ilham vermiştir. 

Yirminci yüzyılın ilk yarısında bu konu E. Artin, H. Hasse, F. K. Schmidt ve A. Weil 

tarafından geliştirilmiştir. Günümüzde en fazla kullanılan kaynaklar [2], [3] ve [4] dır. 

 Bu yaklaşımın diğer bir avantajı, fonksiyon cismi teorisinin kodlama teorisi ile 

olan ilişkisinin sunumunu kolaylaştırmasıdır. 

 1948 yılında Claude Shannon tarafından yazılan "A mathematical theory of 

communication" adlı makalede gürültülü bir iletişim kanalında uygun şifreleme ve 

deşifreleme teknikleri kullanılırsa sağlıklı bir iletişim kurulabileceğinden bahsedilmiştir. 

Bu kodlama teorisinin başlangıcı olarak kabul edilir. Kodlama teorisi verilerin bir 

noktadan diğer bir noktaya aktarımı ve bu aktarım sırasında bozulan verilerin onarılması 

ile ilgilenir. Bu nedenle kodlama teorisi çoğu uygulamada matematik, bilgisayar bilimi 

ve mühendisliğin buluşma noktası olmuştur. 

 Tüm kodlar matematiksel bir yapı kullanılarak oluşturulur. Kodlama teorisi 

1940'lı yılların sonunda başladığında kullanılan ana matematiksel teknik lineer cebirdi. 

Daha sonra halka teorisi kullanıldı, özellikle polinom halkaları ve kesir halkaları teorisi. 

1970'li yıllarda V. D. Goppa cebirsel fonksiyon cisimlerinin belli divizörleri ile kodların 

ilişkilendirilebileceğini göstermiştir [5]. Böylece cebirsel geometrinin bu eski 
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disipliniyle, kodlama teorisi arasında bir ilişkinin olduğunu göstermiştir. Bu nedenle bu 

kodlara, cebirsel geometrik kodlar denir. Bu güzel keşif, Reed-Solomon, BCH ve "klasik" 

Goppa kodlarının olası genelleştirmelerinin uzun seneler düşünülmesi sonucu meydana 

gelmiştir. 

 Cebirsel geometrik kodların özellikleri, ilgili fonksiyon cisminin özellikleri ile 

yakından ilgilidir. Bu da ilgili fonksiyon cismi uygun bir şekilde seçildiğinde çok iyi 

parametrelere sahip kodların elde edilmesini sağlamaktadır. Cebirsel geometrik kodların 

diğer bir özelliği de parametreleri hakkında, ünlü Riemann-Roch teoremi yardımıyla bir 

yorumda bulunulabilmesidir. Tüm fonksiyon cismi teorisi ağırlıklı olarak Riemann-Roch 

teoremine dayanmaktadır. 

 Kodların asimptotik teorisi, bir kodun göreceli minimum uzaklığı ve haberleşme 

oranı arasındaki birleşik ilişkinin doğal limitlerinin belirlenmesi ile ilgilenir. Kodların 

asimptotik teorisindeki en önemli konulardan biri iyi parametrelere sahip kodların 

varlığının belirlenmesidir. Asimptotik Gilbert-Varshamov Sınırı 1952'de bulunmuştur. 

Bu sınır iyi parametrelere sahip kodların varlığını kanıtlamaktadır. Bu keşiften sonraki 

30 yıl boyunca bu sınırı geçebilecek herhangi bir kod ailesi bulunamamıştır. Bu nedenle 

kodlama teorisiyle ilgilenen çoğu bilim insanı bu sınırın geçilemeyeceğini düşünmüştür. 

1982 yılında M. A. Tsfasman, S. G. Vladut ve T. Zink tarafından belli cebirsel geometrik 

kodların bu sınırı geçtiği gösterilmiştir [6]. Cebirsel geometrik kodların birçok ilginç 

özelliği olsa da önemi bu noktadan sonra anlaşılmıştır ve bu tarihten itibaren kodlama 

teorisiyle ilgilenen bilim insanları tarafından yoğun olarak çalışılmıştır. 

 İkinci bölümde fonksiyon cismi teorisine cebirsel yaklaşımda bulunularak temel 

kavramlar ve teoremler verilecektir. Genel anlamda fonksiyon cisimleri için verilen 

kavramlar rasyonel fonksiyon cisimleri üzerinde incelenecekdir. Bu bölümdeki temel 

amaç Riemann-Roch teoremini ve kanıtını vermektir. Daha sonra Rieman-Roch 

teoreminin sonuçları üzerinde durulacaktır. Bu bölümdeki diğer bir amaç cebirsel 

geometrik kodların inşasında kullanılacak alt yapıyı hazırlamaktır. 

 Üçüncü bölümde kodlama teorisi ile ilgili gerekli bilgiler verildikten sonra Reed-

Solomon kodları tanıtılacaktır. Reed-Solomon kodları, cebirsel geometrik kodların 

yapısının anlaşılabilmesi açısından çok önemlidir. Bunun ardından cebirsel geometrik 

kodlar incelenmiş ve bu kodların paremetreleri üzerindeki temel sınırlar verilmiştir. 
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 Bu aşamadan sonra rasyonel fonksiyon cisimlerinden alınan divizörler ile 

oluşturulan rasyonel cebirsel geometrik kodlar incelenecektir. Rasyonel fonksiyon 

cisminin, fonksiyon cisimlerinin en basit örneği olması nedeniyle bu kodlar çok daha 

somut ve ayrıntılı olarak incelenebilecektir. Burada Reed-Solomon, BCH ve "klasik" 

Goppa kodlarının, rasyonel cebirsel kod olarak temsil edilebileceği gösterilecektir. 

 Üçüncü bölümdeki en temel amaçlardan biri de Tsfasman-Vladut-Zink Sınırı ve 

kanıtını vermektir. Bu amaçla kodların asimptotik teorisi ile ilgili temel kavram ve sınırlar 

verilmiştir. Daha sonra Tsfasman-Vladut-Zink Sınırının, Gilbert-Varshamov Sınırını 

geçtiği gösterilmiştir. 

 Cebirsel geometrik kodların, tasarlanmış uzaklığını geliştirmek için kullanılan 

başlıca iki yöntem vardır. Üçüncü bölümün son kısmında bu yöntemlerden biri olan taban 

sınırı incelenecektir. Taban sınırının temeli, farklı divizörlerin Riemann-Roch uzayının 

aynı olmasına dayanmaktadır. Bu nedenle taban sınırının kanıtında Riemann-Roch 

teoremi çok önemli bir rol oynamaktadır. Ayrıca yine bu kısımda taban sınırı üzerinde 

elde edilen bir dizi gelişme verilmiştir. Bu gelişmelerde fonksiyon cismi teorisinin temel 

tanım ve teoremlerinin yanı sıra, divizörler üzerindeki çeşitli varsayımlar kullanılmıştır. 

 Bu çalışma boyunca [2] de verilen notasyonlar kullanılacaktır. 
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BÖLÜM 2  

 

 

FONKSİYON CİSİMLERİ 

 

 

 Bu bölümde cebirsel fonksiyon cismi teorisinin temel tanımları ve sonuçları 

üzerinde durulacaktır. Bu bölüm boyunca 𝐾 herhangi bir cismi gösterecektir. 

2.1 Fonksiyon Cisimleri 

 2.1.1 Tanım: 𝑥 ∈ 𝐹, 𝐾 cismi üzerinde transandant bir eleman olmak üzere, 𝐹, 

𝐾(𝑥) cisminin sonlu bir cebirsel genişlemesi ise 𝐹 cismine 𝐾 cismi üzerinde tek 

değişkenli bir cebirsel fonksiyon cismi denir. Bu cebirsel fonksiyon cismi 𝐹 ∕ 𝐾 ile 

gösterilir ve kısaca fonksiyon cismi denir [2]. 

 Cebirsel elemanların toplamları, çarpımları ve tersleri de cebirsel olduğundan                

�̃� = {𝑧 ∈ 𝐹 | 𝑧, 𝐾 üzerinde cebirsel bir elemandır } kümesi 𝐹 nin bir alt cismidir.                

�̃�, 𝐹 ∕ 𝐾 nın sabitlerinin cismi olarak isimlendirilir. 𝐾 ⊆ �̃� ⊊ 𝐹 olmakla beraber  𝐹 ∕ �̃�, 

�̃� üzerinde bir fonksiyon cismidir. Eğer �̃� = 𝐾 ise 𝐾, 𝐹 te cebirsel olarak kapalıdır ( veya 

𝐾, 𝐹 nin tam sabit cismidir ) denir. 

 2.1.2 Not: 𝐹 ∕ 𝐾 bir fonksiyon cismi ve 𝑧 ∈ 𝐹 olmak üzere, 𝑧 nin 𝐾 üzerinde 

transandant olması için gerekli ve yeterli koşul 𝐹 ∕ 𝐾(𝑧) genişlemesinin sonlu olmasıdır 

[2]. 

 2.1.3 Tanım: 𝐾 üzerinde transandant olan herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐹 elemanı için 𝐹 =

𝐾(𝑥) ise 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cismine, rasyonel fonksiyon cismi denir [2]. 

 Değerlendirme, place ve ayrık değerlendirme kavramları herhangi bir cisim 

üzerinde tanımlanabilmesine rağmen bu çalışmada yalnızca fonksiyon cismi üzerinde 

tanımlanacaktır. 
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 2.1.4 Tanım: 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin aşağıdaki özellikleri sağlayan bir 𝒪 ⊆ 𝐹 

halkasına değerlendirme halkası denir: 

 (1) 𝐾 ⊊ 𝒪 ⊊ 𝐹 

 (2) Her 𝑧 ∈ 𝐹 için 𝑧 ∈ 𝒪 veya 𝑧−1 ∈ 𝒪 dir [2]. 

 2.1.5 Örnek: 𝐾(𝑥) ∕ 𝐾 bir rasyonel fonksiyon cismi olmak                                     

üzere, herhangi bir 𝑝(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥] monik indirgenemez polinomu verilsin.                     

𝒪𝑝(𝑥) = { 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 | 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥], 𝑝(𝑥) ∤ 𝑔(𝑥) } kümesi tanımlansın. 𝒪𝑝(𝑥) ⊂ 𝐾(𝑥) 

olduğu açıktır. Her 
𝑓1(𝑥)

𝑔1(𝑥)
, 

𝑓2(𝑥)

𝑔2(𝑥)
∈ 𝒪𝑝(𝑥) için 𝑝(𝑥) ∤ 𝑔1(𝑥) ve 𝑝(𝑥) ∤ 𝑔2(𝑥)          

olduğundan 𝑝(𝑥) ∤ 𝑔1(𝑥). 𝑔2(𝑥) olur. Böylece 
𝑓1(𝑥)

𝑔1(𝑥)
−
𝑓2(𝑥)

𝑔2(𝑥)
=
𝑓1(𝑥).𝑔2(𝑥)−𝑓2(𝑥).𝑔1(𝑥)

𝑔1(𝑥).𝑔2(𝑥)
,                            

𝑓1(𝑥)

𝑔1(𝑥)
.
𝑓2(𝑥)

𝑔2(𝑥)
=

𝑓1(𝑥).𝑓2(𝑥)

𝑔1(𝑥).𝑔2(𝑥)
∈ 𝒪𝑝(𝑥) olur. Bu da 𝒪𝑝(𝑥) in bir halka olduğunu gösterir. 𝒪𝑝(𝑥) in 

𝐾(𝑥) ∕ 𝐾 rasyonel fonksiyon cisminin bir değerlendirme halkası olduğu                            

gösterilecektir. 𝑥 ∉ 𝐾 olduğundan 𝐾 ⊊ 𝒪𝑝(𝑥) ve  
1

𝑝(𝑥)
∉ 𝒪𝑝(𝑥) olduğundan 𝒪𝑝(𝑥) ⊊ 𝐾(𝑥) 

olur. Herhangi bir 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
∈ 𝐾(𝑥) elemanı göz önüne alınsın. (𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) = 1 olduğu kabul 

edilebilir. 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
∉ 𝒪𝑝(𝑥) olsun. Bu durumda 𝑝(𝑥) | 𝑔(𝑥) olacağından en az bir 𝑞(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥] 

için 𝑔(𝑥) = 𝑝(𝑥). 𝑞(𝑥) olur. (𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) = 1 olduğundan 𝑝(𝑥) ∤ 𝑓(𝑥) olur. Böylece 

(
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
)−1 =

𝑝(𝑥).𝑞(𝑥)

𝑓(𝑥)
∈ 𝒪𝑝(𝑥) olacağından istenen elde edilir [2]. 

 2.1.6 Önerme: 𝒪, 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin bir değerlendirme halkası olsun. O 

zaman aşağıdakiler sağlanır: 

 a) 𝒪 bir yerel halkadır. Bu 𝒪 değerlendirme halkasının teklikle belirli bir 

maksimal ideale sahip olması demektir. Gerçekten, 𝒪 nun birimsel elemanlarının grubu 

𝒪𝑥 = { 𝑧 ∈ 𝒪 | en az bir 𝑤 ∈ 𝒪 elemanı için 𝑧. 𝑤 = 1 } olmak üzere 𝑃 = 𝒪 ∖ 𝒪×, 𝒪 nun 

teklikle belirli maksimal idealidir. 

 b) Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐹, 𝑥 ≠ 0 elemanı göz önüne alınsın. O zaman 𝑥 ∈ 𝑃 olması 

için gerekli ve yeterli koşul 𝑥−1 ∉ 𝒪 olmasıdır. 

 c) 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin sabitlerinin cismi �̃� olmak üzere �̃� ⊆ 𝒪                         

ve �̃� ∩ 𝑃 = {0} dır [2]. 
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2.1.7 Teorem: 𝒪, 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin herhangi bir değerlendirme halkası 

olsun ve 𝑃, 𝒪 halkasının tek maksimal idealini göstersin. O zaman aşağıdakiler sağlanır: 

a) 𝑃, 𝒪 nun bir esas idealidir. 

b) 𝑃 = 𝑡. 𝒪 olmak üzere herhangi bir 𝑧 ∈ 𝐹, 𝑧 ≠ 0 elemanı en az bir 𝑛 ∈ ℤ ve 𝑢 ∈

𝒪× için 𝑧 = 𝑡𝑛 . 𝑢 olacak şekilde teklikle belirli olarak yazılır. 

c) 𝒪 bir esas ideal bölgesidir. Daha açık olarak, eğer 𝑃 = 𝑡. 𝒪 ise herhangi bir 𝐼 ⊆

𝒪, 𝐼 ≠ {0} ideali için 𝐼 = 𝑡𝑛𝒪 olacak şekilde en az bir 𝑛 ∈ ℕ elemanı vardır [2]. 

2.1.7 Teorem’deki özellikleri sağlayan bir halkaya ayrık değerlendirme halkası 

denir. 

2.1.8 Tanım: 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin herhangi bir 𝒪 değerlendirme halkasının 

tek maksimal ideali 𝑃 ye 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin bir place’i denir. 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon 

cisminin bütün placelerinin kümesi 𝒫𝐹 ile gösterilecektir. 𝑃 = 𝑡. 𝒪 olacak şekildeki her 

𝑡 ∈ 𝑃 elemanına 𝑃 place’i için bir asal eleman denir [2]. 

𝒪, 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin herhangi bir değerlendirme halkası olsun ve 𝑃, 𝒪 

halkasının tek maksimal idealini göstersin. 2.1.6 Önerme b) gereğince 𝒪 = { 𝑧 ∈

𝐹 | 𝑧−1 ∉ 𝑃} olduğundan 𝒪, 𝑃 tarafından teklikle belirlidir. Bu nedenle 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon 

cisminin bir 𝑃 place’i verildiğinde bu place’e karşılık gelen değerlendirme halkası 𝒪𝑃 ile 

gösterilecektir. 

2.1.9 Tanım: Aşağıdaki koşulları sağlayan bir 𝑣: 𝐹 ⟶ ℤ ∪ {∞} fonksiyonuna   

𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin bir ayrık değerlendirmesi denir [2]. 

(1) 𝑣(𝑥) = ∞⟺ 𝑥 = 0 

(2) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹 için 𝑣(𝑥. 𝑦) = 𝑣(𝑥) + 𝑣(𝑦) 

(3) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹 için 𝑣(𝑥 + 𝑦) ≥ 𝑚𝑖𝑛{𝑣(𝑥), 𝑣(𝑦)} 

(4) En az bir 𝑧 ∈ 𝐹 için 𝑣(𝑧) = 1 

(5) Her 𝑎 ∈ 𝐾, 𝑎 ≠ 0 için 𝑣(𝑎) = 0 
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Burada ∞ sembolü her 𝑛,𝑚 ∈ ℤ için ∞+∞ = ∞+ 𝑛 = 𝑛 +∞ = ∞ ve ∞ > 𝑚 

olmak üzere ℤ de olmayan bir elemanı göstermektedir. (2) ve (4) ten 𝑣 fonksiyonunun 

örten olduğu görülmektedir. (3) özelliğine üçgen eşitsizliği denir. 

2.1.10 Lemma: 𝑣, 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin herhangi bir ayrık değerlendirmesi 

olsun. O zaman herhangi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹 elemanları için 𝑣(𝑥) ≠ 𝑣(𝑦) ise 𝑣(𝑥 + 𝑦) =

min {𝑣(𝑥), 𝑣(𝑦)} olur [2]. 

2.1.11 Tanım: 2.1.7 Teorem b) den herhangi bir 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place’i için 𝑃 = 𝑡. 𝒪𝑃 

olmak üzere, herhangi bir 𝑧 ∈ 𝐹, 𝑧 ≠ 0 elemanının en az bir 𝑛 ∈ ℤ ve 𝑢 ∈ 𝒪𝑃
×

 için 𝑧 =

𝑡𝑛. 𝑢 şeklinde teklikle belirli olarak yazıldığı biliniyor. Böylece 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin 

𝑃 place’ine karşılık 𝑣𝑝: 𝐹 ⟶ ℤ ∪ {∞}, 𝑣𝑝(0) = ∞, 𝑧 ≠ 0 olmak üzere 𝑧 ∈ 𝐹 için 

𝑣𝑝(𝑧) = 𝑛 olacak şekilde bir fonksiyon tanımlıdır. Bu fonksiyon bir ayrık 

değerlendirmedir ve 𝑃 place’ine karşılık gelen ayrık değerlendirme olarak 

isimlendirilecektir [2]. 

Bu fonksiyonun sadece 𝑃 place’inin seçimine bağlı olduğu görülecektir. 𝑡′, 𝑃 

place’i için başka bir asal eleman olsun. Böylece 𝑃 = 𝑡. 𝒪𝑃 = 𝑡
′𝒪𝑃 olur. O halde en az 

bir 𝑤 ∈ 𝒪𝑃
× elemanı için 𝑡 = 𝑡′. 𝑤 olur. Bu nedenle 𝑤𝑛. 𝑢 ∈ 𝒪𝑃

× olmak üzere                       

𝑧 = 𝑡𝑛 . 𝑢 = (𝑡′. 𝑤 )𝑛. 𝑢 = (𝑡′)𝑛. 𝑤𝑛. 𝑢 olarak yazılabileceğinden istenen elde edilir. 

2.1.12 Teorem: 𝐹 ∕ 𝐾 bir fonksiyon cismi olsun. 

a) Herhangi bir 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place’i için 𝒪𝑃, 𝒪𝑃
×, 𝑃 aşağıdaki gibi yazılabilir: 

𝒪𝑃 = { 𝑧 ∈ 𝐹 | 𝑣𝑝(𝑧) ≥ 0}  

𝒪𝑃
× = { 𝑧 ∈ 𝐹 | 𝑣𝑝(𝑧) = 0}  

𝑃 = { 𝑧 ∈ 𝐹 | 𝑣𝑝(𝑧) > 0}  

b) Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐹 elemanı göz önüne alınsın. 𝑥 elemanının 𝑃 place’inin bir 

asal elemanı olması için gerek ve yeter koşul 𝑣𝑝(𝑥) = 1 olmasıdır. 

c) 𝑣, 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin bir ayrık değerlendirmesi olsun. O zaman            

𝑃 = { 𝑧 ∈ 𝐹 | 𝑣(𝑧) > 0 } kümesi 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin bir place’i dir ve                  

𝒪𝑃 = { 𝑧 ∈ 𝐹 | 𝑣(𝑧) ≥ 0} olur. 
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d) 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin her değerlendirme halkası 𝒪, 𝐹 nin öz maksimal alt 

halkasıdır [2]. 

𝑃, 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin bir place’i ve 𝒪𝑃 bu place’e karşılık gelen 

değerlendirme halkası olsun. 𝑃 maksimal ideal ve 𝒪𝑃 değişmeli ve birimli bir halka 

olduğundan 𝒪𝑃 ∕ 𝑃 kesir halkası bir cisimdir. Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝒪𝑃 elemanı için 𝑥 in 

modülo 𝑃 ye göre kalan sınıfı 𝑥(𝑃) ile gösterilsin. 2.1.6 Önerme c) den 𝐾 ⊊ 𝒪 ve 𝐾 ∩

𝑃 = {0} olduğu biliniyor. 𝜑:𝐾 ⟶ 𝒪𝑃 ∕ 𝑃, 𝜑(𝑥) = 𝑥(𝑃) şeklinde bir dönüşüm 

tanımlansın. 𝜑 dönüşümü iyi tanımlı, kapalı ve bir homomorfizmadır. 

𝜑 dönüşümünün birebir olduğu gösterilecektir. Herhangi 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐾 elemanları 

için 𝜑(𝑥1) = 𝜑(𝑥2) olsun. Bu sebeple 𝑥1(𝑃) = 𝑥2(𝑃) olacağından 𝑥1 − 𝑥2 ∈ 𝑃 dir.            

𝑥1 − 𝑥2 ∈ 𝐾 olduğu da göz önünde bulundurulursa 𝐾 ∩ 𝑃 = {0} olduğundan 𝑥1 = 𝑥2 

elde edilir. O halde 𝜑 dönüşümü birebirdir. 

Sonuç olarak 𝜑 dönüşümünün bir doğal gömme dönüşümü olduğu görülür. Bu 

doğal gömme dönüşümü yardımıyla 𝐾, 𝒪𝑃 ∕ 𝑃 cisminin bir alt cismi olarak 

düşünülecektir. Benzer şekilde �̃� cismi de 𝒪𝑃 ∕ 𝑃 cisminin bir alt cismi olarak 

düşünülebilir. 

2.1.13 Tanım: Herhangi bir 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place’i göz önüne alınsın. 

a) 𝐹𝑃 = 𝒪𝑃 ∕ 𝑃 cismine P place'inin rezüdü cismi denilir. 𝜑: 𝐹 ⟶ 𝐹𝑃 ∪ {∞}, 𝑥 ∈

𝒪𝑃 için 𝜑(𝑥) = 𝑥(𝑃) ve 𝑥 ∈ 𝐹 ∖ 𝒪𝑃 için 𝜑(𝑥) = ∞ şeklinde tanımlı dönüşüme 𝑃 

place'ine göre rezüdü dönüşümü denir ( Burada ∞ sembolü yine 2.1.9 Tanım’da olduğu 

gibi farklı bir anlamda kullanılmıştır ). Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝒪𝑃 elemanı için bazen 𝑥 + 𝑃 =

𝑥(𝑃) notasyonu kullanılacaktır. 

b) [𝐹𝑃: 𝐾] genişlemesinin derecesine 𝑃 place'inin derecesi denir ve 𝑑𝑒𝑔𝑃 ile 

gösterilir. 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin derecesi bir olan herhangi bir place'ine rasyonel place 

denir [2]. 

2.1.14 Önerme: 𝑃, 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin herhangi bir place’i olsun. O zaman 

herhangi bir 𝑥 ∈ 𝑃, 𝑥 ≠ 0 elemanı için 𝑑𝑒𝑔𝑃 ≤ [𝐹: 𝐾(𝑥)] < ∞ olur [2]. 

2.1.15 Sonuç: 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin sabitlerinin cismi �̃�, 𝐾 cisminin sonlu 

bir cisim genişlemesidir [2]. 
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2.1.16 Not: 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin herhangi bir 𝑃 rasyonel place’i göz önüne 

alınsın. Bu durumda [𝐹𝑃: 𝐾] = 𝑑𝑒𝑔𝑃 = 1 olacağından 𝑃 place'ine göre rezüdü dönüşümü 

𝐹 kümesinden 𝐾 ∪ {∞} kümesine tanımlanmış olur. [𝐹𝑃: 𝐾] < ∞ olduğundan 𝐹𝑃 ∕ 𝐾 bir 

cebirsel cisim genişlemesidir. Bu sebeple 𝐾 cebirsel olarak kapalı bir cisimse 𝐹 ∕ 𝐾 

fonksiyon cisminin her place’i bir rasyonel placedir. Böylece herhangi bir 𝑧 ∈ 𝐹 elemanı,  

𝑧: 𝒫𝐹 → 𝐾 ∪ {∞}, 𝑃 ⟼ 𝑧(𝑃)                                                                                                            (2.1)  

şeklinde bir fonksiyon olarak düşünülebilir. Bu nedenle 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cismi olarak 

isimlendirilir. 𝐾 cisminin elemanları (2.1) anlamında sabit fonksiyon olduğundan 𝐾, 𝐹 

nin sabit cismi olarak isimlendirilir [2]. 

 2.1.17 Tanım: Herhangi bir 𝑧 ∈ 𝐹 elemanı ve 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place’i göz önüne alınsın. 

Eğer 𝑣𝑝(𝑧) > 0 ise 𝑃 place'ine 𝑧 elemanının bir kökü, 𝑣𝑝(𝑧) < 0 ise 𝑃 place'ine 𝑧 

elemanının bir kutbu denir [2]. 

 2.1.18 Teorem: 𝐹 ∕ 𝐾 bir fonksiyon cismi ve 𝑅, 𝐹 cisminin 𝐾 ⊆ 𝑅 ⊆ 𝐹 olacak 

şekilde bir alt halkası olsun. 𝐼 ⊊ 𝑅, 𝐼 ≠ {0} kümesinin 𝑅 halkasının herhangi bir öz ideali 

olduğu varsayılsın. O zaman 𝐼 ⊆ 𝑃 ve 𝑅 ⊆ 𝒪𝑃 olacak şekilde en az bir 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place’i 

vardır [2]. 

 2.1.19 Sonuç: 𝐹 ∕ 𝐾 bir fonksiyon cismi ve 𝑧 ∈ 𝐹, 𝐾 cismi üzerinde transandant 

bir eleman olsun. O zaman 𝑧 ∈ 𝐹 elemanı en az bir köke ve kutba sahiptir. Özel olarak 

𝒫𝐹 ≠ ∅ dır [2]. 

 2.1.20 Sonuç sayesinde (2.1) anlamında 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin sabit cismi �̃� 

da olmayan her 𝑧 ∈ 𝐹 elemanı sabit olmayan bir fonksiyon olarak yorumlanabilir. 

 2.1.20 Teorem ( Zayıf Yaklaşım Teoremi ): 𝐹 ∕ 𝐾 bir fonksiyon cismi ve 

𝑃1, 𝑃2… , 𝑃𝑛 ∈ 𝒫𝐹, 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin ikişer ikişer birbirinden farklı placeleri 

olsun. O zaman 𝑥1, 𝑥2… , 𝑥𝑛 ∈ 𝐹 ve 𝑟1, 𝑟2… , 𝑟𝑛 ∈ ℤ olmak üzere her 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} için 

𝑣𝑃𝑖(𝑥 − 𝑥𝑖) = 𝑟𝑖 olacak şekilde en az bir 𝑥 ∈ 𝐹 elemanı vardır [2]. 

2.1.21 Sonuç: Her fonksiyon cismi sonsuz tane place’e sahiptir [2]. 

2.1.22 Sonuç: 𝐹 ∕ 𝐾 bir fonksiyon cismi olsun. O zaman her 𝑥 ∈ 𝐹, 𝑥 ≠ 0 

elemanı sonlu sayıda köke ve kutba sahiptir [2]. 
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2.2 Rasyonel Fonksiyon Cismi 

𝐾 üzerinde transandant olan herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐹 elemanı için 𝐹 = 𝐾(𝑥) olmak 

üzere 𝐹 ∕ 𝐾 rasyonel fonksiyon cismi göz önüne alınsın. Bu kısımda fonksiyon cismi 

üzerinde tanımlanan kavramlar rasyonel fonksiyon cismi üzerinde incelenecektir. 

Herhangi bir 𝑝(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥] monik indirgenemez polinomu için, 

𝒪𝑝(𝑥) = { 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 | 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥], 𝑝(𝑥) ∤ 𝑔(𝑥) }                                                          (2.2) 

kümesi 𝐹 ∕ 𝐾 rasyonel fonksiyon cisminin bir değerlendirme halkasıdır. Bu 

değerlendirme halkasının tek maksimal ideali, 

𝑃𝑝(𝑥) = { 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 | 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥], 𝑝(𝑥) | 𝑓(𝑥), 𝑝(𝑥) ∤ 𝑔(𝑥) }                                   (2.3) 

kümesidir [2]. 

 Herhangi bir 𝛼 ∈ 𝐾 elemanı için 𝑝(𝑥) = 𝑥 − 𝛼 şeklinde ise 𝑃𝛼 = 𝑃𝑥−𝛼 ∈ 𝒫𝐹 

notasyonu kullanılacaktır. 

 𝐹 ∕ 𝐾 rasyonel fonksiyon cisminin diğer bir değerlendirme halkası, 

𝒪∞ = { 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 | 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥], deg𝑓(𝑥) ≤ 𝑑𝑒𝑔𝑔(𝑥) }                                               (2.4) 

kümesidir. Bu değerlendirme halkasının tek maksimal ideali, 

𝑃∞ = { 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 | 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥], deg𝑓(𝑥) < 𝑑𝑒𝑔𝑔(𝑥) }                                                  (2.5) 

kümesidir. Bu place’e 𝐹 ∕ 𝐾 rasyonel fonksiyon cisminin sonsuzdaki place’i denir [2]. 

 2.2.1 Önerme: 𝐾(𝑥) ∕ 𝐾 bir rasyonel fonksiyon cismi olsun. Herhangi bir    

𝑝(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥] monik indirgenemez polinomu için (2.3) de tanımlanan 𝑃𝑝(𝑥) ∈ 𝒫𝐾(𝑥) 

place’i göz önüne alınsın. O zaman 𝑝(𝑥) polinomu 𝑃𝑝(𝑥) place'inin bir asal elemanıdır. 

Böylece herhangi bir 𝑧 ∈ 𝐾(𝑥) ∖ {0} elemanı en az 𝑛 ∈ ℤ, 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥] elemanları 

için 𝑝(𝑥) ∤ 𝑓(𝑥) ve 𝑝(𝑥) ∤ 𝑔(𝑥) olmak üzere 𝑧 = 𝑝(𝑥)𝑛. (𝑓(𝑥) ∕ 𝑔(𝑥)) şeklinde 

yazılabilir ve 𝑣𝑃𝑝(𝑥)(𝑧) = 𝑛 olur. Üstelik 𝐾(𝑥)𝑃𝑝(𝑥) = 𝒪𝑃𝑝(𝑥) ∕ 𝑃𝑝(𝑥) olmak üzere,  

𝜙:𝐾[𝑥] ∕ (𝑝(𝑥)) ⟶ 𝐾(𝑥)𝑃𝑝(𝑥), 𝑓(𝑥) + (𝑝(𝑥)) ⟼ 𝑓(𝑥)(𝑃𝑝(𝑥))                                        (2.6) 
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şeklinde tanımlı dönüşüm bir izomorfizmadır. Sonuç olarak 𝑑𝑒𝑔𝑃𝑝(𝑥) = 𝑑𝑒𝑔𝑝(𝑥) olur 

[2]. 

 2.2.2 Önerme: 𝐾(𝑥) ∕ 𝐾 bir rasyonel fonksiyon cismi olsun. Özel olarak en az 

bir 𝛼 ∈ 𝐾 elemanı için 𝑝(𝑥) = 𝑥 − 𝛼 şeklinde ise 𝑑𝑒𝑔𝑃𝑝(𝑥) = 𝑑𝑒𝑔𝑝(𝑥) = 1 olur. O 

zaman 𝑃𝑝(𝑥) place'ine göre rezidü dönüşümü, 

𝜑:𝐾(𝑥) ⟶ 𝐾 ∪ {∞}, 𝑧(𝑥) ⟼ 𝑧(𝛼)                                                                             (2.7) 

şeklindedir. Burada 𝑧(𝛼) şu şekilde tanımlıdır: 𝑧(𝑥) ∈ 𝐾(𝑥) olduğundan 𝑧(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
      

ve (𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) = 1 olacak şekilde en az 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥] polinomları olduğu göz 

önünde bulundurulursa, 

𝑧(𝛼) = {

𝑓(𝛼)

𝑔(𝛼)
      , 𝑔(𝛼) ≠ 0  

∞        , 𝑔(𝛼) = 0
                                                                                             (2.8) 

şeklinde olur [2]. 

 2.2.3 Önerme: 𝐾(𝑥) ∕ 𝐾 bir rasyonel fonksiyon cismi olmak üzere (2.5) da 

verilen 𝑃∞ place’i göz önüne alınsın. 𝑑𝑒𝑔𝑃∞ = 1 dir. 𝑡 =
1

𝑥
∈ 𝑃∞ elemanı 𝑃∞ place’i için 

bir asal elemandır. 𝑃∞ place'ine karşılık gelen ayrık değerlendirme 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥] 

olmak üzere 𝑣𝑃∞ (
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
) = 𝑑𝑒𝑔𝑔(𝑥) − 𝑑𝑒𝑔𝑓(𝑥) şeklinde tanımlıdır. 𝑃∞ place'ine göre 

rezüdü dönüşümü, 

𝜑:𝐾(𝑥) ⟶ 𝐾 ∪ {∞}, 𝑧(𝑥) ⟼ 𝑧(𝑥)(𝑃∞) = 𝑧(∞)                                                                    (2.9) 

şeklindedir. Burada 𝑧(∞) şu şekilde tanımlıdır: 𝑧(𝑥) ∈ 𝐾(𝑥) olduğundan en az 𝑎𝑛, 𝑏𝑚 ∈

𝐾, 𝑎𝑛, 𝑏𝑚 ≠ 0 elemanları için 𝑧(𝑥) =
𝑎𝑛𝑥

𝑛+⋯+𝑎0

𝑏𝑚𝑥𝑚+⋯+𝑏0
 şeklindedir. Bu durum göz önünde 

bulundurulursa, 

𝑧(∞) = {

𝑎𝑛

𝑏𝑚
       , 𝑛 = 𝑚

 0         , 𝑛 < 𝑚
 ∞        , 𝑛 > 𝑚

                                                                                                      (2.10) 

şeklinde olur [2]. 
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 2.2.4 Önerme: 𝐾(𝑥) ∕ 𝐾 bir rasyonel fonksiyon cismi olsun. 𝐾 cismi, 𝐾(𝑥) ∕ 𝐾 

rasyonel fonksiyon cisminin tam sabit cismidir [2]. 

 2.2.5 Önerme: 𝐾(𝑥) ∕ 𝐾 rasyonel fonksiyon cisminin sırasıyla (2.3) ve (2.5) da 

tanımlanan 𝑃𝑝(𝑥) ve 𝑃∞ place'inden başka bir place’i yoktur [2]. 

 

2.3 Riemann-Roch Teoremi 

 𝐹 ∕ 𝐾 bir fonksiyon cismi olsun. 2.1.15 Sonuçtan 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin 

sabitlerinin cismi �̃�, 𝐾 cisminin sonlu bir cisim genişlemesidir. Bu nedenle 𝐹, �̃� cismi 

üzerinde bir fonksiyon cismi olarak düşünülebilir. Böylece 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin, 

sabitlerinin cismi 𝐾 olan tek değişkenli bir fonksiyon cismi olarak kabul edilmesi teorik 

açıdan bir sorun teşkil etmeyecektir. Bu kısımdan itibaren bu varsayım kabul edilecektir. 

 2.3.1 Tanım: 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin divizör grubu 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin 

placeleri tarafından üretilen toplamsal olarak yazılmış serbest abelian grup olarak 

tanımlanır ve 𝐷𝑖𝑣(𝐹) ile gösterilir. 𝐷𝑖𝑣(𝐹) grubunun elemanlarına 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon 

cisminin divizörleri denir. Herhangi bir 𝐷 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü 𝑛𝑃 ∈ ℤ ve hemen hemen 

her 𝑛𝑃 = 0 olmak üzere 𝐷 = ∑ 𝑛𝑃. 𝑃𝑃∈𝒫𝐹  olarak tanımlanır. Herhangi bir 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place’i 

için 𝐷 = 𝑃 şeklindeki bir divizöre asal divizör denir [2]. 

  2.3.2 Tanım: Herhangi bir 𝐷 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için                                           

𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 = { 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 | 𝑛𝑃 ≠ 0 } şeklinde tanımlanan kümeye 𝐷 divizörünün support'u 

denir. Genelde 𝐷, 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 ⊆ 𝑆 olacak şekildeki sonlu bir alt küme 𝑆 ⊆ 𝒫𝐹 olmak üzere 

𝐷 = ∑ 𝑛𝑃. 𝑃𝑃∈𝑆  şeklinde gösterilecektir [2]. 

 İki divizörün toplamı; 𝐷1 = ∑ 𝑛𝑃. 𝑃𝑃∈𝒫𝐹  ve 𝐷2 = ∑ 𝑚𝑃. 𝑃𝑃∈𝒫𝐹  olmak üzere      

𝐷1 + 𝐷2 = ∑ (𝑛𝑃 +𝑚𝑃). 𝑃𝑃∈𝒫𝐹  şeklindedir. 

 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizör grubunun sıfır elemanı her 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 için 𝑟𝑃 = 0 olmak üzere           

0 = ∑ 𝑟𝑃. 𝑃𝑃∈𝒫𝐹  şeklinde tanımlıdır. 

 Herhangi bir 𝑄 ∈ 𝒫𝐹 place’i için 𝐷 = ∑ 𝑛𝑃. 𝑃𝑃∈𝑆 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) olmak üzere 

𝑣𝑄: 𝐷𝑖𝑣(𝐹) ⟶ ℤ, 𝑣𝑄(𝐷) = 𝑛𝑄 şeklinde tanımlı fonksiyon göz önüne alınsın. Böylece 
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𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 = { 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 | 𝑣𝑃(𝐷) ≠ 0 } ve 𝐷 = ∑ 𝑣𝑃(𝐷). 𝑃𝑃∈𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) şeklinde 

yazılabilir. 

 𝐷𝑖𝑣(𝐹) kümesi üzerinde aşağıdaki gibi bir kısmi sıralama bağıntısı tanımlıdır: 

𝐷1 ≤ 𝐷2⟺ her 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place’i için 𝑣𝑃(𝐷1) ≤ 𝑣𝑃(𝐷2)                                                 (2.11) 

𝐷1 ≤ 𝐷2 ve 𝐷1 ≠ 𝐷2 olduğunda 𝐷1 < 𝐷2 yazılacaktır. 𝐷 ≥ 0 ise 𝐷 divizörü pozitif veya 

efektif olarak isimlendirilir. 

 2.3.3 Tanım: Herhangi bir 𝐷 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü göz önüne alınsın.             

𝑑𝑒𝑔𝐷 = ∑ 𝑣𝑃(𝐷). 𝑑𝑒𝑔𝑃𝑃∈𝒫𝐹  tam sayısına 𝐷 divizörünün derecesi denir. Böylece 

𝑑𝑒𝑔:𝐷𝑖𝑣(𝐹) ⟶ ℤ, 𝐷 ↦ 𝑑𝑒𝑔𝐷 şeklinde bir homomorfizma tanımlıdır [2]. 

 𝐹 ∕ 𝐾 bir fonksiyon cismi olmak üzere herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐹, 𝑥 ≠ 0 elemanının 

2.1.22 Sonuç gereğince sonlu sayıda köke ve kutba sahip olduğu biliniyor. Bu sebeple 

aşağıdaki tanım verilebilir. 

 2.3.4 Tanım: Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐹, 𝑥 ≠ 0 elemanının köklerinin kümesi 𝒵 ve 

kutuplarının kümesi 𝒩 olmak üzere, 

(𝑥)0 = ∑ 𝑣𝑃(𝑥). 𝑃𝑃∈𝒵 , 𝑥 elemanının kök divizörü                                                           (2.12) 

(𝑥)∞ = ∑ (−𝑣𝑃(𝑥)). 𝑃𝑃∈𝒩 , 𝑥 elemanının kutup divizörü                                              (2.13) 

(𝑥) = (𝑥)0 − (𝑥)∞, 𝑥 elemanının esas divizörü                                                            (2.14) 

olarak tanımlanır [2]. 

 Tanımları gereğince (𝑥)0 ≥ 0, (𝑥)∞ ≥ 0 ve (𝑥) = ∑ 𝑣𝑃(𝑥). 𝑃𝑃∈𝒫𝐹  olur. 

 2.3.5 Teorem: 𝐹 ∕ 𝐾 bir fonksiyon cismi olmak üzere herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐹, 𝑥 ≠ 0 

elemanının 𝐾 cisminin elemanı olması için gerekli ve yeterli koşul (𝑥) = 0 olmasıdır [2]. 

 2.3.6 Tanım: 𝑃𝑟𝑖𝑛𝑐(𝐹) = { (𝑥) | 𝑥 ∈ 𝐹 ve 𝑥 ≠ 0 } kümesi 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon 

cisminin esas divizörlerinin grubu olarak isimlendirilir [2]. 

 1 ∈ 𝐹 olduğundan (1) ∈ 𝑃𝑟𝑖𝑛𝑐(𝐹) olur. Böylece 𝑃𝑟𝑖𝑛𝑐(𝐹) ≠ ∅ dir. Herhangi 

(𝑥), (𝑦) ∈ 𝑃𝑟𝑖𝑛𝑐(𝐹) elemanları için 𝑥. 𝑦−1 ∈ 𝐹 olup (𝑥) − (𝑦) = (𝑥. 𝑦−1) ∈ 𝑃𝑟𝑖𝑛𝑐(𝐹) 

olur. Böylece 𝑃𝑟𝑖𝑛𝑐(𝐹), 𝐷𝑖𝑣(𝐹) grubunun bir alt grubudur. 𝐷𝑖𝑣(𝐹) bir abelyan grup 
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olduğundan her alt grubu normal alt gruptur. Böylece 𝐶𝑙(𝐹) = 𝐷𝑖𝑣(𝐹) ∕ 𝑃𝑟𝑖𝑛𝑐(𝐹) 

bölüm grubu tanımlıdır. 

 2.3.7 Tanım: 𝐶𝑙(𝐹) grubuna 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin divizör sınıfları grubu 

denir. Herhangi bir 𝐷 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörüne 𝐶𝑙(𝐹) divizör sınıfları grubunda karşılık 

gelen elemana 𝐷 nin divizör sınıfı denir ve [𝐷] ile gösterilir. Herhangi iki 𝐷1, 𝐷2 ∈

𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için [𝐷1] = [𝐷2] oluyorsa bu divizörler denktir denir ve bu durum 

𝐷1~𝐷2 ile gösterilir. Ayrıca bu bir denklik bağıntısıdır [2]. 

 2.3.8 Tanım: Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için, 

ℒ(𝐴) = { 𝑥 ∈ 𝐹 | (𝑥) ≥ −𝐴 } ∪ { 0 }                                                                               (2.15) 

şeklinde tanımlanan kümeye 𝐴 divizörünün Riemann-Roch uzayı denir [2]. 

 Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐹 verildiğinde 𝑥 ∈ ℒ(𝐴) olması için gerekli ve yeterli koşulun 

her 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place’i için 𝑣𝑃(𝑥) ≥ −𝑣𝑃(𝐴) olması olduğuna dikkat edilmelidir. 

 2.3.9 Teorem: Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü göz önüne alınsın. ℒ(𝐴) ≠ { 0 } 

olması için gerekli ve yeterli koşul 𝐵~𝐴 ve 𝐵 ≥ 0 olacak şekilde en az bir 𝐵 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) 

divizörünün var olmasıdır [2]. 

 2.3.10 Lemma: Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü göz önüne alınsın. O zaman, 

 a) ℒ(𝐴), 𝐾 üzerinde bir vektör uzayıdır. 

 b) Herhangi bir 𝐵 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için 𝐵~𝐴 ise ℒ(𝐵) ≃ ℒ(𝐴) olur [2]. 

2.3.11 Lemma: 

a) ℒ(0) = 𝐾 dır. 

b) Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizör için 𝐴 < 0 ise ℒ(𝐴) = {0} olur [2]. 

𝑉, 𝐾 üzerinde herhangi bir vektör uzayı ise boyutu 𝑑𝑖𝑚𝑉 ile gösterilecektir. Şimdi 

herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için ℒ(𝐴) nın 𝐾 cismi üzerinde sonlu bir vektör uzayı 

olduğu gösterilecektir. 

2.3.12 Lemma: 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹), 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin herhangi iki divizörü 

olsun. 𝐴 ≤ 𝐵 ise ℒ(𝐴) ⊆ ℒ(𝐵) ve dim(ℒ(𝐵) ℒ(𝐴)⁄ ) ≤ 𝑑𝑒𝑔𝐵 − 𝑑𝑒𝑔𝐴 dır [2]. 



15 

 

 2.3.13 Önerme: Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için 𝐴+ ve 𝐴− pozitif 

divizörler olmak üzere 𝐴 = 𝐴+ − 𝐴− ise 𝑑𝑖𝑚ℒ(𝐴) ≤ 𝑑𝑒𝑔𝐴+ + 1 olur. Böylece ℒ(𝐴), 𝐾 

cismi üzerinde sonlu boyutlu bir vektör uzayı olur [2]. 

 2.3.14 Tanım: Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için ℓ(𝐴) = 𝑑𝑖𝑚ℒ(𝐴) tam 

sayısına 𝐴 divizörünün boyutu denir [2]. 

 Cebirsel fonksiyon cismi teorisindeki en önemli problemlerden birisi bir divizörün 

boyutunun hesaplanmasıdır. Bu kısımdan sonra bu problemle ilgilenilecektir. 

 2.3.15 Önerme: Herhangi bir 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cismi göz önüne alınsın. Herhangi 

bir 𝑥 ∈ 𝐹 ∖ 𝐾 elemanı için (𝑥)0, 𝑥 elemanının kök divizörü ve (𝑥)∞, 𝑥 elemanının kutup 

divizörü olmak üzere 𝑑𝑒𝑔(𝑥)0 = 𝑑𝑒𝑔(𝑥)∞ = [𝐹:𝐾(𝑥)] olur. Bu nedenle tüm esas 

divizörlerin derecesi sıfırdır [2]. 

2.3.15 Önerme gereğince herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐹, 𝑥 ≠ 0 elemanının kök ve kutup 

sayıları birbirine eşittir. 

2.3.16 Sonuç: Herhangi iki 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizör için 𝐴~𝐵 olsun. O zaman 

ℓ(𝐴) = ℓ(𝐵) ve 𝑑𝑒𝑔𝐴 = 𝑑𝑒𝑔𝐵 olur [2]. 

2.3.17 Sonuç: Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için 𝑑𝑒𝑔𝐴 < 0 ise ℓ(𝐴) = 0 dır 

[2]. 

2.3.18 Sonuç: Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için 𝑑𝑒𝑔𝐴 = 0 olsun. Bu 

durumda aşağıdaki ifadeler denktir [2]. 

(1) 𝐴 esas divizördür. 

(2) ℓ(𝐴) ≥ 1 

(3) ℓ(𝐴) = 1 

Herhangi bir 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cismi göz önüne alınsın. 𝐴 ≥ 0 olacak şekildeki 

herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için 2.3.13 Önerme gereğince ℓ(𝐴) ≤ 𝑑𝑒𝑔𝐴 + 1 

olduğu biliniyor. Şimdi bu eşitsizliğin derecesi sıfırdan büyük olan herhangi bir divizör 

için de gerçeklendiği gösterilecektir. 
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2.3.19 Önerme: Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için 𝑑𝑒𝑔𝐴 ≥ 0 ise           

ℓ(𝐴) ≤ 𝑑𝑒𝑔𝐴 + 1 dir [2]. 

Şimdi herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü verildiğinde ℓ(𝐴) için bir alt sınırın var 

olduğu gösterilecektir. 

2.3.20 Önerme: Herhangi bir 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cismi göz önüne alınsın. Her       

𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için 𝑑𝑒𝑔𝐴 − ℓ(𝐴) ≤ 𝛾 olacak şekilde yalnızca 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon 

cismine bağlı olan en az bir 𝛾 tam sayısı vardır [2]. 

 Bu önerme sayesinde sıradaki tanım anlamlı olacaktır. 

 2.3.21 Önerme: Herhangi bir 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cismi göz önüne alınsın. 

𝑔 = max{ 𝑑𝑒𝑔𝐴 − ℓ(𝐴) + 1 | 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) }                                                                    (2.16) 

tamsayısına 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin cinsi denir. Cins bir fonksiyon cisminin en önemli 

değişmezidir [2]. 

 2.3.22 Teorem: Herhangi bir 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin cinsi 𝑔 ≥ 0 olacak şekilde 

bir tamsayıdır [2]. 

 2.3.23 Teorem ( Riemann Teoremi ): 𝐹 ∕ 𝐾 bir fonksiyon cismi ve bu fonksiyon 

cisminin cinsi 𝑔 olsun. O zaman, 

 a) Her 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için ℓ(𝐴) ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐴 + 1 − 𝑔 dir. 

 b) Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için 𝑑𝑒𝑔𝐴 ≥ 𝑐 olduğunda                         

ℓ(𝐴) = 𝑑𝑒𝑔𝐴 + 1 − 𝑔 olacak şekilde yalnızca 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cismine bağlı bir 𝑐 

tamsayısı vardır [2]. 

 2.3.24 Örnek: 𝐾(𝑥) ∕ 𝐾 rasyonel fonksiyon cisminin cinsinin sıfır olduğu 

gösterilecektir. 𝑥 elemanının tek kutbu 𝑃∞ place’i olduğundan, 

(𝑥)∞ = −𝑣𝑃∞(𝑥). 𝑃∞ = 𝑣𝑃∞ (
1

𝑥
) . 𝑃∞ = 𝑃∞                                                                        (2.17) 

bulunur. Herhangi bir 𝑟 ≥ 0 tamsayısı için ℒ(𝑟. 𝑃∞) Riemann-Roch uzayı göz önüne 

alınsın. ℒ(𝑟. 𝑃∞) nın tanımından dolayı 1, 𝑥, 𝑥2, … , 𝑥𝑟 ∈ ℒ(𝑟. 𝑃∞) olur. Bu elemanların 𝐾 
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cismi üzerinde lineer bağımsız olduğuna dikkat edilirse 2.3.23 Teorem b) gereğince yeteri 

kadar büyük bir 𝑟 ≥ 0 tamsayısı için, 

𝑟 + 1 ≤ ℓ(𝑟. 𝑃∞) = 𝑑𝑒𝑔(𝑟. 𝑃∞) + 1 − 𝑔 = 𝑟 + 1 − 𝑔                                                    (2.18) 

elde edilir. Böylece 𝑔 ≤ 0 bulunur. 2.3.22 Teorem gereğince 𝑔 ≥ 0 olduğundan 𝑔 = 0 

bulunur. Dolayısıyla istenilen elde edilmiş olur [2]. 

 Genel olarak bir fonksiyon cisminin cinsini belirlemek zordur. Bu kısımda bu 

konu ile ilgilenilecektir. 

 2.3.25 Tanım: 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin cinsi 𝑔 olmak üzere herhangi bir           

𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için 𝑖(𝐴) = ℓ(𝐴) − 𝑑𝑒𝑔𝐴 + 𝑔 − 1 tamsayısına 𝐴 nın özellik 

indeksi denir [2]. 

 2.3.23 Teorem a) gereğince 𝑖(𝐴) tamsayısı negatif değildir. Yine 2.3.23 Teorem 

b) gereğince 𝑑𝑒𝑔𝐴 yeterince büyük olacak şekildeki bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için    

𝑖(𝐴) = 0 dır. 

 Şimdiki bölümde belli vektör uzaylarının boyutu olarak 𝑖(𝐴) hakkında birkaç 

yorumda bulunulacaktır. 

 2.3.26 Tanım: 𝐹 ∕ 𝐾 herhangi bir fonksiyon cismi olsun. Hemen hemen her       

𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place’i için 𝛼𝑃 ∈ 𝒪𝑃 olmak üzere 𝛼:𝒫𝐹 ⟶ 𝐹, 𝑃 ↦ 𝛼𝑃 şeklindeki bir dönüşüme 

adele denir [2]. 

 Bir adele ∏ 𝐹𝑃∈𝒫𝐹  direk çarpımının bir elemanı olarak düşünülebilir. Bu nedenle 

𝛼 = (𝛼𝑃)𝑃∈𝒫𝐹 notasyonu kullanılabilir veya daha kısa olarak 𝛼 = (𝛼𝑃) yazılabilir. 

 2.3.27 Tanım: 𝒜𝐹 = { 𝛼 | 𝛼, 𝐹 𝐾⁄  fonksiyon cisminin bir adele'idir } kümesine 

𝐹 𝐾⁄  nın adele uzayı denir. 𝒜𝐹 , 𝐾 üzerinde bir vektör uzayı olarak düşünülebilir [2]. 

 𝐹 𝐾⁄  bir fonksiyon cismi olmak üzere herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐹 elemanının 2.1.22 Sonuç 

gereğince sonlu sayıda kutbu olduğundan sıradaki tanım anlamlıdır. 

 2.3.28 Tanım: 𝐹 𝐾⁄  bir fonksiyon cismi olmak üzere herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐹 elemanı 

göz önüne alınsın. Tüm bileşenleri 𝑥 elemanına eşit olan adele'e 𝑥 elemanının esas adele'i 

denir [2]. 
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 2.3.28 Tanım yardımıyla 𝐹 ⟶ 𝒜𝐹 şeklinde bir gömme dönüşümü tanımlanabilir. 

Böylece 𝐹 𝐾⁄  fonksiyon cisminin ayrık değerlendirmeleri herhangi bir 𝛼 ∈ 𝒜𝐹 için 

𝑣𝑃(𝛼) = 𝑣𝑃(𝛼𝑃) alınarak 𝒜𝐹  ye genişletilebilir. Burada 𝛼𝑃, 𝛼 adele'inin 𝑃 inci 

bileşenidir. 𝛼 adele'inin tanımından dolayı sonlu sayıdaki eleman hariç her 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 

elemanı için 𝑣𝑃(𝛼) ≥ 0 olur. 

 2.3.29 Tanım: Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü göz önüne alınsın. 

𝒜𝐹(𝐴) = { 𝛼 ∈ 𝒜𝐹 | her 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 elemanı için 𝑣𝑃(𝛼) ≥ −𝑣𝑃(𝐴) }                                (2.19) 

şeklinde tanımlanır. 𝒜𝐹(𝐴) kümesi 𝒜𝐹  nin bir alt vektör uzayıdır [2]. 

 2.3.30 Teorem: Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için 𝒜𝐹(𝐴) ∩ 𝐹 = ℒ(𝐴) dır 

[2]. 

 2.3.31 Teorem: Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için, 

𝑖(𝐴) = 𝑑𝑖𝑚(𝒜𝐹 ∕ (𝒜𝐹(𝐴) + 𝐹))                                                                                      (2.20)  

dir [2]. 

 Burada dim ile 𝐾-vektör uzayı olarak boyut kastedilmektedir. 𝒜𝐹 , 𝒜𝐹(𝐴) ve 𝐹 

kümeleri 𝐾 üzerinde sonsuz boyutlu vektör uzayları olmalarına rağmen bu teoremin    

𝒜𝐹 ∕ (𝒜𝐹(𝐴) + 𝐹) bölüm uzayının 𝐾 üzerinde sonlu boyutlu bir vektör uzayı olduğunu 

belirttiğine dikkat edilmelidir. 

 Bu teorem her 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için, 

ℓ(𝐴) = 𝑑𝑒𝑔𝐴 + 1 − 𝑔 + 𝑑𝑖𝑚(𝒜𝐹 ∕ (𝒜𝐹(𝐴) + 𝐹))                                                       (2.21) 

şeklinde de ifade edilebilir.  

 Bu teorem sayesinde 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin cinsi başka bir şekilde ifade 

edilebilecektir. 

 2.3.32 Sonuç: 𝐹 ∕ 𝐾 herhangi bir fonksiyon cismi olsun. 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon 

cisminin cinsi 𝑔 olmak üzere 𝑔 = 𝑑𝑖𝑚(𝒜𝐹 ∕ (𝒜𝐹(0) + 𝐹)) dir [2]. 
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 2.3.33 Tanım: En az bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için 𝜔:𝒜𝐹 ⟶𝐾,             

𝜔(𝒜𝐹(𝐴) + 𝐹) = 0 şeklindeki bir 𝐾-lineer dönüşüme 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin bir Weil 

diferansiyeli denir [2]. 

 2.3.34 Tanım: 𝐹 ∕ 𝐾 herhangi bir fonksiyon cismi olsun. 

Ω𝐹 = { 𝜔 | 𝜔, 𝐹 𝐾⁄  nın bir Weil diferansiyelidir }                                                            (2.22) 

kümesine 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin Weil diferansiyellerinin modülü denir [2]. 

 Ω𝐹, 𝐾 cismi üzerinde bir vektör uzayıdır. 

 2.3.35 Tanım: Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü göz önüne alınsın. 

Ω𝐹(𝐴) = { 𝜔 ∈ Ω𝐹 | 𝜔(𝒜𝐹(𝐴) + 𝐹) = 0 }                                                                (2.23)  

şeklinde tanımlanır. Ω𝐹(𝐴), Ω𝐹 nin bir alt vektör uzayıdır [2]. 

 2.3.36 Lemma: Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü göz önüne alınsın. 𝐾 cismi 

üzerinde vektör uzayı olan Ω𝐹(𝐴) ve 𝒜𝐹 ∕ (𝒜𝐹(𝐴) + 𝐹) uzayları birbirine izomorftur 

[2]. 

 2.3.37 Teorem: Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için 𝑑𝑖𝑚Ω𝐹(𝐴) = 𝑖(𝐴) dir [2]. 

 Yukarıdaki teoremin basit bir sonucu olarak Ω𝐹 ≠ 0 olduğu gösterilecektir. 

𝑑𝑒𝑔𝐴 ≤ −2 olacak şekilde bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü seçilsin. ℓ(𝐴) ≥ 0 ve 𝑔 ≥ 0 

olduğuna dikkat edilirse 𝑑𝑖𝑚Ω𝐹(𝐴) = 𝑖(𝐴) = ℓ(𝐴) − 𝑑𝑒𝑔𝐴 + 𝑔 − 1 ≥ 1 olacağından 

Ω𝐹(𝐴) ≠ 0 olur. Böylece Ω𝐹 ≠ 0 olduğu görülmüş olur. 

 2.3.38 Tanım: Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐹 ve 𝜔 ∈ Ω𝐹 için 𝑥𝜔:𝒜𝐹 ⟶ 𝐾 dönüşümü 

(𝑥𝜔)(𝛼) = 𝜔(𝑥𝛼) olarak tanımlanır [2]. 

 2.3.39 Teorem: Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐹 ve 𝜔 ∈ Ω𝐹 için 𝑥𝜔, 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin 

bir Weil diferansiyelidir [2]. 

 Yukarıdaki teorem yardımıyla Ω𝐹, 𝐹 cismi üzerinde bir vektör uzayı olarak 

düşünülebilecektir. 

 2.3.40 Önerme: Ω𝐹, 𝐹 cismi üzerinde bir boyutlu bir vektör uzayıdır [2]. 

 Şimdi her Weil diferansiyeli 𝜔 ≠ 0 bir divizör ile ilişkilendirilecektir. Bu amaçla, 
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𝑀(𝜔) = { 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) | 𝜔(𝒜𝐹(𝐴) + 𝐹) = 0 }                                                           (2.24) 

şeklinde tanımlanan küme kullanılacaktır. 

 2.3.41 Lemma: Herhangi bir 𝜔 ∈ Ω𝐹, 𝜔 ≠ 0 Weil diferansiyeli göz önüne 

alınsın. O zaman her 𝐴 ∈ 𝑀(𝜔) divizörü için 𝐴 ≤ 𝑊 olacak şekilde teklikle belirli bir 

𝑊 ∈ 𝑀(𝜔) divizörü vardır [2]. 

 Yukarıdaki lemma sayesinde şimdi yapılacak olan tanımlar anlamlıdır. 

 2.3.42 Tanım:  

 a) Bir Weil diferansiyelinin 𝜔 ≠ 0, (𝜔) divizörü aşağıdaki koşulları sağlayan,     

𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin teklikle belirli bir divizörüdür. 

 (1) 𝜔(𝒜𝐹((𝜔)) + 𝐹) = 0 

 (2) Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için 𝜔(𝒜𝐹(𝐴) + 𝐹) = 0 ise 𝐴 ≤ (𝜔) dır. 

 b) Herhangi bir 𝜔 ∈ Ω𝐹, 𝜔 ≠ 0 Weil diferansiyeli göz önüne alınsın. Her 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 

place'i için 𝑣𝑃(𝜔) = 𝑣𝑃((𝜔)) olarak tanımlanır. 

 c) Herhangi bir 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place'i göz önüne alınsın. 𝑣𝑃(𝜔) > 0 ise 𝑃 place'ine 𝜔 nin 

bir kökü denir. 𝑣𝑃(𝜔) < 0 ise 𝑃 place'ine 𝜔 nin bir kutbu denir. 𝑣𝑃(𝜔) ≥ 0 ise 𝜔 Weil 

diferansiyeli 𝑃 place'inde düzenli denir. 𝜔 Weil diferansiyeli her 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place'inde 

düzenli ise 𝜔 ye düzenli ( ya da holomorfik ) denir. 

 d) Herhangi bir 𝑊 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için 𝑊 = (𝜔) olacak şekilde en az bir 𝜔 ∈

Ω𝐹 Weil diferansiyeli var ise 𝑊 bir doğal divizördür denir [2]. 

 2.3.43 Not: Yukarıda belirtilen tanımlardan dolayı, 

Ω𝐹(𝐴) = { 𝜔 ∈ Ω𝐹 | 𝜔 = 0 veya (𝜔) ≥ 𝐴 }                                                                      (2.25) 

ve 

Ω𝐹(0) = { 𝜔 ∈ Ω𝐹  | 𝜔 düzenlidir }                                                                                   (2.26) 
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şeklinde yazılabilir. 

 Ayrıca 2.3.37 Teorem ve 2.3.25 Tanım gereğince 𝑑𝑖𝑚Ω𝐹(0) = 𝑖(0) = 𝑔 elde 

edilir [2]. 

 2.3.44 Önerme: Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐹, 𝑥 ≠ 0 ve 𝜔 ∈ Ω𝐹, 𝜔 ≠ 0 elemanı için 

(𝑥𝜔) = (𝑥) + (𝜔) dir [2]. 

 2.3.45 Önerme: 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin herhangi iki doğal divizörü denktir [2]. 

 2.3.46 Tanım: 2.3.45 Önerme 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin doğal divizörlerinin, 

𝐶𝑙(𝐹) divizör sınıf grubunda bir sınıf oluşturduğunu gösterir. Bu divizör sınıfına 𝐹 ∕ 𝐾 

fonksiyon cisminin doğal sınıfı denir [2]. 

 Sıradaki teorem Riemann-Roch Teoreminin kanıtı için önemli olduğundan 

kanıtıyla birlikte verilmiştir. 

 2.3.47 Teorem: 𝐴, 𝐹 ∕ 𝐾 nın herhangi bir divizörü ve 𝑊 = (𝜔), 𝐹 ∕ 𝐾 nın 

herhangi bir doğal divizörü olsun. O zaman, 

𝜑: ℒ(𝑊 − 𝐴) ⟶ Ω𝐹(𝐴), 𝑥 ↦ 𝑥𝜔                                                                                     (2.27) 

dönüşümü 𝐾-vektör uzaylarının bir izomorfizmasıdır. Özel olarak 𝑖(𝐴) = ℓ(𝑊 − 𝐴) olur 

[2]. 

 Kanıt: 

 𝜑 dönüşümü iyi tanımlı, 𝐾-lineer ve birebirdir. 

 Önce 𝜑 dönüşümünün kapalı olduğu gösterilecektir. Herhangi bir 𝑥 ∈ ℒ(𝑊 − 𝐴) 

elemanı göz önüne alınsın. ℒ(𝑊 − 𝐴) nın tanımı gereğince (𝑥) ≥ −𝑊 + 𝐴 olur. Ayrıca 

2.3.44 Önerme gereğince (𝑥𝜔) = (𝑥) + (𝜔) olur. Bu sebeple (𝑥𝜔) = (𝑥) + (𝜔) ≥

−𝑊 + 𝐴 + (𝜔) = −𝑊 + 𝐴 +𝑊 = 𝐴 elde edilir. 2.3.43 Not gereğince 𝑥𝜔 ∈ Ω𝐹(𝐴) 

olur. Böylece 𝜑 dönüşümünün kapalı olduğu görülmüş olur. 

 Şimdi 𝜑 dönüşümünün örten olduğu gösterilecektir. Herhangi bir 𝜔1 ∈ Ω𝐹(𝐴) 

Weil diferansiyeli göz önüne alınsın. 𝜔1 = 0 ise 0 ∈ ℒ(𝑊 − 𝐴) için 𝜑(0) = 𝜔1 
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olacağından 𝜔1 ≠ 0 olduğu varsayılabilir. 2.3.43 Not gereğince (𝜔1) ≥ 𝐴 olur. 2.3.40 

Önerme gereğince 𝜔1 = 𝑥𝜔 olacak şekilde en az bir 𝑥 ∈ 𝐹, 𝑥 ≠ 0 elemanı vardır. 2.3.44 

Önerme gereğince (𝜔1) = (𝑥𝜔) = (𝑥) + (𝜔) = (𝑥) +𝑊 ≥ 𝐴 olur. Böylece (𝑥) ≥

−(𝑊 − 𝐴) elde edileceğinden 𝑥 ∈ ℒ(𝑊 − 𝐴) olur. 𝜑(𝑥) = 𝑥𝜔 olacağından istenilen 

elde edilir. 

 Sonuç olarak 𝜑 dönüşümünün 𝐾-vektör uzaylarının bir izomorfizması olduğu 

görülmüş olur. Böylece 2.3.37 Teorem gereğince 𝑖(𝐴) = ℓ(𝑊 − 𝐴) olduğu da görülmüş 

olur [2]. 

 Bu bölümde elde edilen sonuçlar kullanılarak Riemann-Roch Teoremi 

kanıtlanacaktır. Bu teorem cebirsel fonksiyon cismi teorisindeki açık ara en önemli 

teoremdir. Bu nedenle kanıtıyla birlikte verilmiştir. 

 2.3.48 Teorem ( Riemann-Roch Teoremi ): 𝑊, 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin 

herhangi bir doğal divizörü olsun. O zaman her 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için, 

ℓ(𝐴) = 𝑑𝑒𝑔𝐴 + 1 − 𝑔 + ℓ(𝑊 − 𝐴)                                                                                 (2.28) 

olur [2]. 

 Kanıt: 

 Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü ve 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin herhangi bir doğal 

divizörü 𝑊 için 2.3.47 Teorem gereğince 𝑖(𝐴) = ℓ(𝑊 − 𝐴) olduğu biliniyor. 2.3.25 

Tanım gereğince 𝑖(𝐴) = ℓ(𝐴) − 𝑑𝑒𝑔𝐴 + 𝑔 − 1 olduğuna dikkat edilirse ℓ(𝐴) =

𝑑𝑒𝑔𝐴 + 1 − 𝑔 + ℓ(𝑊 − 𝐴) elde edilir. Böylece teorem kanıtlanmış olur [2]. 

 2.3.49 Sonuç: 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin herhangi bir doğal divizörü 𝑊 için 

𝑑𝑒𝑔𝑊 = 2𝑔 − 2 ve ℓ(𝑊) = 𝑔 dir [2]. 

 Kanıt: 

 0 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için 2.3.48 Teorem gereğince ℓ(0) = 𝑑𝑒𝑔0 + 1 − 𝑔 +

ℓ(𝑊) olur. Böylece ℓ(𝑊) = 𝑔 elde edilir. 
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 𝑊 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için 2.3.48 Teorem gereğince ℓ(𝑊) = 𝑑𝑒𝑔𝑊 + 1 − 𝑔 +

ℓ(0) olur. Böylece 𝑑𝑒𝑔𝑊 = 2𝑔 − 2 elde edilir. 

 Sonuç olarak kanıt tamamlanmış olur. 

 Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için 2.3.23 Teorem b) gereğince 𝑑𝑒𝑔𝐴 ≥ 𝑐 

olduğunda 𝑖(𝐴) = 0 olacak şekilde yalnızca 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cismine bağlı bir 𝑐 

tamsayısının olduğu biliniyor. Şimdi bu sabitin nasıl seçilebileceğine dair daha kesin bir 

yöntem verilecektir. 

 2.3.50 Teorem: Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için 𝑑𝑒𝑔𝐴 ≥ 2𝑔 − 1 ise 

ℓ(𝐴) = 𝑑𝑒𝑔𝐴 + 1 − 𝑔 dir [2]. 

 Herhangi bir 𝑊 doğal divizörü için 2.3.49 Sonuç gereğince 𝑑𝑒𝑔𝑊 = 2𝑔 − 2 ve 

ℓ(𝑊) > 𝑑𝑒𝑔𝑊 + 1 − 𝑔 olduğundan yukarıdaki teoremdeki 2𝑔 − 1 sınırı mümkün olan 

en iyi sınırdır. 

 Şimdi Riemann-Roch teoreminin 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin doğal sınıfının 

yanında cinsini de karakterize ettiği gösterilecektir. Sıradaki önerme kanıtıyla birlikte 

verilmiştir. 

 2.3.51 Önerme: 𝑔0 ∈ ℤ ve 𝑊0 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) olmak üzere her 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü 

için ℓ(𝐴) = 𝑑𝑒𝑔𝐴 + 1 − 𝑔0 + ℓ(𝑊0 − 𝐴) olsun. O zaman 𝑔0 = 𝑔 ve 𝑊0 bir doğal 

divizör olur [2]. 

 Kanıt: 

 0 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için hipotez gereğince ℓ(0) = 𝑑𝑒𝑔0 + 1 − 𝑔0 + ℓ(𝑊0) 

olur. Böylece ℓ(𝑊0) = 𝑔0 elde edilir. 

 𝑊0 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için hipotez gereğince ℓ(𝑊0) = 𝑑𝑒𝑔𝑊0 + 1 − 𝑔0 + ℓ(0) 

olur. Böylece 𝑑𝑒𝑔𝑊0 = 2𝑔0 − 2 elde edilir. 

 𝑑𝑒𝑔𝐴 > 𝑚𝑎𝑥{2𝑔 − 2, 2𝑔0 − 2} olacak şekilde bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü göz 

önüne alınsın. 𝑑𝑒𝑔𝐴 ≥ 2𝑔 − 1 olacağından 2.3.50 Teorem gereğince ℓ(𝐴) = 𝑑𝑒𝑔𝐴 +

1 − 𝑔 elde edilir. Ayrıca 𝑑𝑒𝑔(𝑊0 − 𝐴) < 0 olduğundan 2.3.17 Sonuç gereğince 



24 

 

ℓ(𝑊0 − 𝐴) = 0 bulunur. Hipotez gereğince ℓ(𝐴) = 𝑑𝑒𝑔𝐴 + 1 − 𝑔0 olur. Böylece 𝑔 =

𝑔0 elde edilir. 

𝑊, 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin herhangi bir doğal divizörü olmak üzere hipotez 

gereğince ℓ(𝑊) = 𝑑𝑒𝑔𝑊 + 1 − 𝑔 + ℓ(𝑊0 −𝑊) elde edilir. 𝑊 doğal bir divizör 

olduğundan 2.3.49 Sonuç gereğince 𝑑𝑒𝑔𝑊 = 2𝑔 − 2 ve ℓ(𝑊) = 𝑔 dir. Böylece 

ℓ(𝑊0 −𝑊) = 1 olur. Ayrıca 𝑔 = 𝑔0 olduğundan dolayı 𝑑𝑒𝑔(𝑊0 −𝑊) = 0 olduğuna 

dikkat edilirse 2.3.18 Sonuç gereğince 𝑊0 −𝑊 bir esas divizördür. Bu sebeple en az bir 

𝑥 ∈ 𝐹, 𝑥 ≠ 0 için 𝑊0 = 𝑊 + (𝑥) olur. Bu durumda 2.3.44 Önerme gereğince 𝑊0 bir 

doğal divizördür [2]. 

Sonuç olarak kanıt tamamlanmış olur. 

 Herhangi bir 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cismi göz önüne alınsın. Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) 

divizörü için 𝑑𝑒𝑔𝐴 < 0 ise 2.3.17 Sonuç gereğince ℓ(𝐴) = 0 olduğu biliniyor. 𝑑𝑒𝑔𝐴 ≥

2𝑔 − 1 ise 2.3.50 Teorem gereğince ℓ(𝐴) = 𝑑𝑒𝑔𝐴 + 1 − 𝑔 olduğu biliniyor. Yani bu 

durumlarda 𝐴 divizörünün boyutu 𝑑𝑒𝑔𝐴 ya bağlıdır. 

 Şimdi 0 ≤ 𝑑𝑒𝑔𝐴 ≤ 2𝑔 − 2 olması durumunda 𝐴 divizörünün boyutu 

araştırılacaktır. 

 2.3.52 Lemma: Herhangi iki 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizör için ℓ(𝐴) > 0 ve ℓ(𝐵) > 0 

ise ℓ(𝐴) + ℓ(𝐵) ≤ 1 + ℓ(𝐴 + 𝐵) dir [2]. 

 Sıradaki teorem kanıtıyla birlikte verilmiştir. 

 2.3.53 Teorem ( Clifford Teoremi ): Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için 0 ≤

𝑑𝑒𝑔𝐴 ≤ 2𝑔 − 2 ise ℓ(𝐴) ≤ 1 +
1

2
𝑑𝑒𝑔𝐴 dır [2]. 

 Kanıt: 

 ℓ(𝐴) = 0 olduğu varsayılsın. Bu durumda ℓ(𝐴) ≤ 1 +
1

2
𝑑𝑒𝑔𝐴 eşitsizliği sağlanır. 

 Şimdi herhangi bir 𝑊 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) doğal divizörü için ℓ(𝑊 − 𝐴) = 0 olduğu kabul 

edilsin. Bu sebeple 2.3.48 Teorem gereğince ℓ(𝐴) = 𝑑𝑒𝑔𝐴 + 1 − 𝑔 + ℓ(𝑊 − 𝐴) =
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𝑑𝑒𝑔𝐴 + 1 − 𝑔 = 1 +
1

2
𝑑𝑒𝑔𝐴 +

1

2
(𝑑𝑒𝑔𝐴 − 2𝑔) elde edilir. 𝑑𝑒𝑔𝐴 ≤ 2𝑔 − 2 olduğundan 

ℓ(𝐴) < 1 +
1

2
𝑑𝑒𝑔𝐴 olur. Böylece istenilen elde edilir. 

 Son olarak ℓ(𝐴) > 0 ve ℓ(𝑊 − 𝐴) > 0 olduğunda eşitsizliğin sağlandığı 

gösterilecektir. 2.3.52 Lemma gereğince ℓ(𝐴) + ℓ(𝑊 − 𝐴) ≤ 1 + ℓ(𝑊) olur. 2.3.49 

Sonuç gereğince ℓ(𝑊) = 𝑔 olduğuna dikkat edilirse ℓ(𝑊 − 𝐴) ≤ 1 + 𝑔 − ℓ(𝐴) elde 

edilir. Ayrıca 2.3.48 Teorem gereğince ℓ(𝐴) = 𝑑𝑒𝑔𝐴 + 1 − 𝑔 + ℓ(𝑊 − 𝐴) olduğundan 

ℓ(𝐴) ≤ 𝑑𝑒𝑔𝐴 + 1 − 𝑔 + 1 + 𝑔 − ℓ(𝐴) bulunur. Böylece ℓ(𝐴) ≤ 1 +
1

2
𝑑𝑒𝑔𝐴 eşitsizliği 

sağlandığından kanıt tamamlanmış olur [2]. 

 

2.4 Weil Diferansiyellerinin Yerel Bileşenleri 

 2.4.1 Tanım: Herhangi bir 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place'i göz önüne alınsın. Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐹 

için 𝜄𝑃(𝑥) ∈ 𝒜𝐹, 𝑃 inci bileşeni 𝑥, diğer bileşenleri 0 ∈ 𝐹 olan adele olarak tanımlanır 

[2]. 

 2.4.2 Tanım: Herhangi bir 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place'i ve 𝜔 ∈ Ω𝐹 Weil diferansiyeli  göz 

önüne alınsın. 𝜔𝑃: 𝐹 ⟶ 𝐾, 𝜔𝑃(𝑥) = 𝜔(𝜄𝑃(𝑥)) şeklinde tanımlanan dönüşüme 𝜔 Weil 

diferansiyelinin yerel bileşeni denir [2]. 

 𝜔𝑃 bir 𝐾-lineer dönüşümdür. 

 2.4.3 Önerme: Herhangi bir 𝜔 ∈ Ω𝐹 Weil diferansiyeli ve 𝛼 = (𝛼𝑃) ∈ 𝒜𝐹 adele'i 

göz önüne alınsın. O zaman en fazla sonlu sayıda 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place'i için 𝜔𝑃(𝛼𝑃) ≠ 0 dır ve 

𝜔(𝛼) = ∑ 𝜔𝑃(𝛼𝑃)𝑃∈𝒫𝐹  olur. Özel olarak 1 ∈ 𝐹 için ∑ 𝜔𝑃(1)𝑃∈𝒫𝐹 = 0 dır [2]. 

 Şimdi bir Weil diferansiyelinin, yerel bileşenlerinin her biri tarafından teklikle 

belirli olduğu gösterilecektir. 

 2.4.4 Önerme: Herhangi bir 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place'i ve 𝜔 ∈ Ω𝐹, 𝜔 ≠ 0 Weil diferansiyeli  

göz önüne alınsın. O zaman, 

𝑣𝑃(𝜔) = 𝑚𝑎𝑥{ 𝑟 ∈ ℤ | 𝑣𝑃(𝑥) ≥ −𝑟 olacak şekildeki her 𝑥 ∈ 𝐹 için 𝜔𝑃(𝑥) = 0 dır } 

olur. Özel olarak 𝜔𝑃 ≠ 0 dır [2]. 
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 2.4.4 Önerme gereğince 𝑟 ∈ ℤ olmak üzere, 

𝑣𝑃(𝜔) ≥ 𝑟 ⇔ 𝑣𝑃(𝑥) ≥ −𝑟 olacak şekildeki her 𝑥 ∈ 𝐹 için 𝜔𝑃(𝑥) = 0                          (2.29) 

yazılabilir. 

 2.4.5 Önerme: 𝐾(𝑥) ∕ 𝐾 bir rasyonel fonksiyon cismi olsun. 

 a) −2𝑃∞ bir doğal divizördür. 

 b) (𝜂) = −2𝑃∞ ve 𝜂𝑃∞(𝑥
−1) = −1 olacak şekilde teklikle belirli bir 𝜂 ∈ Ω𝐹 Weil 

diferansiyeli vardır. 

 c) Yukarıdaki 𝜂 Weil diferansiyelinin yerel bileşenleri 𝜂𝑃∞ ve 𝑎 ∈ 𝐾 için 𝜂𝑃𝑎 

olmak üzere, 

𝜂𝑃∞((𝑥 − 𝑎)
𝑛) = {

   0             , 𝑛 ≠ −1
−1             , 𝑛 = −1

                                                                        (2.30) 

ve 

𝜂𝑃𝑎((𝑥 − 𝑎)
𝑛) = {

   0             , 𝑛 ≠ −1
   1             , 𝑛 = −1

                                                                        (2.31) 

olur [2]. 
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BÖLÜM 3  

 

 

CEBİRSEL GEOMETRİK KODLAR 

 

 

 Bu bölümde cebirsel fonksiyon cisimleri kullanılarak Goppa'nın hata-düzeltici 

kodlarının yapısı ifade edilecektir. 

3.1 Kodlar 

 𝔽𝑞, 𝑞 elemanlı herhangi bir sonlu cisim olsun. Herhangi bir elemanı, 𝑎𝑖 ∈ 𝔽𝑞 

olmak üzere 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) şeklinde olan 𝔽𝑞 üzerinde 𝑛-boyutlu bir vektör uzayı 

𝔽𝑞
𝑛

 göz önüne alınsın. 

 3.1.1 Tanım: Herhangi iki 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛), 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛) ∈ 𝔽𝑞
𝑛

 

elemanı için 𝑑(𝑎, 𝑏) = |{ 𝑖 | 𝑎𝑖 ≠ 𝑏𝑖 }| şeklinde tanımlı 𝑑 fonksiyonuna 𝔽𝑞
𝑛

 üzerinde 

Hamming uzaklığı denir [2]. 

 Hamming uzaklığı 𝔽𝑞
𝑛

 üzerinde bir metriktir. 

 3.1.2 Tanım: Herhangi bir 𝑎 ∈ 𝔽𝑞
𝑛 elemanı için 𝑤𝑡(𝑎) = 𝑑(𝑎, 0) = |{ 𝑖 | 𝑎𝑖 ≠

0 }| değerine 𝑎 nın ağırlığı denir [2]. 

 3.1.3 Tanım: 𝔽𝑞
𝑛 vektör uzayının herhangi bir alt vektör uzayına 𝐶 kod denir. 𝐶 

kodunun herhangi bir elemanına kod sözcüğü denir. Bu durumda 𝐶 kodunun uzunluğu 𝑛 

olarak tanımlanır. 𝐶 kodunun 𝔽𝑞-vektör uzayı olarak boyutu 𝑑𝑖𝑚𝐶 ile gösterilir [2]. 

 Uzunluğu 𝑛 ve boyutu 𝑘 olan bir kod [𝑛, 𝑘] ile gösterilecektir. 

 3.1.4 Tanım: Herhangi bir 𝐶 ≠ 0 kodu göz önüne alınsın. 

𝑑(𝐶) = 𝑚𝑖𝑛{ 𝑑(𝑎, 𝑏) | 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶 ve 𝑎 ≠ 𝑏 } = 𝑚𝑖𝑛{ 𝑤𝑡(𝑐) | 𝑐 ∈ 𝐶, 𝑐 ≠ 0 }                (3.1) 
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değerine 𝐶 kodunun minimum uzaklığı denir [2]. 

 Minimum uzaklığı 𝑑 olan bir [𝑛, 𝑘] kodu [𝑛, 𝑘, 𝑑] ile gösterilecektir. 

 3.1.5 Tanım: Herhangi bir 𝐶 ≠ 0 kodunun minimum uzaklığı 𝑑 olmak üzere 𝑡 =

[(𝑑 − 1) ∕ 2] olsun. O zaman 𝐶 bir 𝑡-hata düzeltici koddur denir [2]. 

 Herhangi bir 𝐶 kodunu açık bir şekilde ifade etmenin basit bir yolu 𝔽𝑞 üzerindeki 

tabanını göz önüne almaktır. 

 3.1.6 Tanım: 𝐶, 𝔽𝑞 üzerinde bir [𝑛, 𝑘] kod olsun. Satırları 𝐶 kodunun tabanı olan 

𝑘 × 𝑛 lik matrise 𝐶 nin bir üreteç matrisi denir [2]. 

 3.1.7 Tanım: Herhangi iki 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛), 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛) ∈ 𝔽𝑞
𝑛

 

elemanı göz önüne alınsın. 𝔽𝑞
𝑛

 üzerinde < 𝑎, 𝑏 >= ∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 . 𝑏𝑖 şeklinde tanımlı iç 

çarpıma doğal iç çarpım denir [2]. 

 3.1.8 Tanım: 𝐶 ⊆ 𝔽𝑞
𝑛

 herhangi bir kod olmak üzere, 

𝐶⊥ = { 𝑢 ∈ 𝔽𝑞
𝑛 | her 𝑐 ∈ 𝐶 için < 𝑢, 𝑐 >= 0 }                                                                (3.2) 

kümesi 𝐶 nin duali olarak isimlendirilir. (𝐶⊥)⊥ = 𝐶 dir [2]. 

 𝐶 = 𝐶⊥ ise 𝐶 kodu self-dual olarak adlandırılır. 𝐶 ⊆ 𝐶⊥ ise 𝐶 kodu self-ortogonal 

olarak adlandırılır. 

 Herhangi bir [𝑛, 𝑘] kodunun duali [𝑛, 𝑛 − 𝑘] kodudur. Özel olarak 𝑛 

uzunluğundaki bir self-dual kodun boyutu 𝑛 ∕ 2 dir. 

 3.1.9 Tanım: Herhangi bir 𝐶 kodu göz önüne alınsın. 𝐻, 𝐶⊥ kodunun bir üreteç 

matrisi olsun. Bu durumda 𝐻, 𝐶 kodunun bir parity check matrisi olarak isimlendirilir [2]. 

 Herhangi bir [𝑛, 𝑘] kodunun parity check matrisi, rankı 𝑛 − 𝑘 olan (𝑛 − 𝑘) × 𝑛 

lik bir matristir. Ayrıca herhangi bir 𝑢 ∈ 𝔽𝑞
𝑛

 vektörünün transpozu 𝑢𝑡 ile gösterilmek 

üzere 𝐶 = { 𝑢 ∈ 𝔽𝑞
𝑛 | 𝐻. 𝑢𝑡 = 0 } şeklinde yazılabilir. Böylece bir parity check 
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matrisinin, herhangi bir 𝑢 ∈ 𝔽𝑞
𝑛

 vektörünün kod sözcüğü olup olmadığını kontrol etmek 

için kullanılabileceği gösterilmiş olur. 

 Olabildiğince fazla hata düzeltebilmek için uzunluğu ve boyutu verilen bir kodun 

minimum uzaklığının olabildiğince büyük olması istenir. Benzer şekilde olabildiğince 

fazla veri gönderebilmek için uzunluğu ve minimum uzaklığı verilen bir kodun 

boyutunun olabildiğince büyük olması istenir. Bu nedenle cebirsel kod teorisindeki temel 

problemlerden biri sonlu bir 𝔽𝑞 cismi üzerinde boyutu ve minimum uzaklığı, uzunluğu 

ile karşılaştırıldığında büyük olan kodlar inşa edebilmektir. Ancak bu bazı kısıtlamaları 

beraberinde getirir. Kabaca ifade edilecek olursa, bir kodun boyutu uzunluğuna kıyasla 

büyükse minimum uzaklığı küçük olur. Şimdi en basit sınır verilecektir. 

 3.1.10 Önerme ( Singleton Sınırı ): Herhangi bir [𝑛, 𝑘, 𝑑] kodu göz önüne 

alınsın. O zaman 𝑘 + 𝑑 ≤ 𝑛 + 1 olur [2]. 

 Singleton sınırının 𝔽𝑞 cisminin eleman sayısından bağımsız olduğuna dikkat 

edilmelidir. 

 3.1.11 Önerme: 𝑘 + 𝑑 = 𝑛 + 1 özelliğini sağlayan herhangi bir koda, maksimum 

uzaklık ayrılabilir (MDS) kod denir [2]. 

Genel olarak bir kod veya kodların bir sınıfı verildiğinde minimum uzaklık için 

alt sınırlar elde etmek çok daha zor bir problemdir. Sonraki kısımda tanımlanacak olan 

cebirsel geometrik kodlarla ilgilenilmesinin nedenlerinden biri bu kodların minimum 

uzaklığı için iyi bir alt sınırın elde edilmiş olmasıdır. 

 

3.2 Cebirsel Geometrik Kodlar 

 Cebirsel geometrik kodlar (AG kodlar), V.D. Goppa tarafından tanıtılmıştır. Bu 

nedenle bazen geometrik Goppa kodları olarak da isimlendirilirler. Bu kodların yapısının 

daha iyi anlaşılabilmesi için öncelikle 𝔽𝑞 üzerinde tanımlanan Reed-Solomon kodları 

üzerinde durulacaktır. Kodların bu önemli sınıfı, kod teorisinde uzun süredir 

bilinmektedir. Cebirsel geometrik kodlar, Reed-Solomon kodlarının doğal bir 

genelleştirilmesidir. 
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 𝑛 = 𝑞 − 1 ve 𝛽 ∈ 𝔽𝑞 elemanı, çarpımsal 𝔽𝑞
× grubunun ilkel bir elemanı olsun. 

1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 olmak üzere herhangi bir 𝑘 tamsayısı için 𝑘-boyutlu, 

ℒ𝑘 = { 𝑓 ∈ 𝔽𝑞[𝑥] | 𝑑𝑒𝑔𝑓 ≤ 𝑘 − 1 }                                                                               (3.3) 

vektör uzayı ve 

𝜑: ℒ𝑘 ⟶ 𝔽𝑞
𝑛, 𝑓 ↦ (𝑓(𝛽), 𝑓(𝛽2),… , 𝑓(𝛽𝑛))                                                                 (3.4) 

dönüşümü göz önüne alınsın. 

 𝜑 dönüşümü iyi tanımlı ve kapalıdır. 𝜑 nin bir 𝔽𝑞-lineer dönüşüm olduğu 

gösterilecektir. Herhangi 𝑓, 𝑔 ∈ ℒ𝑘 ve 𝑘 ∈ 𝐾 elemanları göz önüne alınsın. 𝜑(𝑓 +       

𝑘. 𝑔) = ((𝑓 + 𝑘. 𝑔)(𝛽), (𝑓 + 𝑘. 𝑔)(𝛽2),… , (𝑓 + 𝑘. 𝑔)(𝛽𝑛)) =  (𝑓(𝛽), 𝑓(𝛽2),… , 𝑓(𝛽𝑛)) 

+ 𝑘. (𝑔(𝛽), 𝑔(𝛽2),… , 𝑔(𝛽𝑛)) = 𝜑(𝑓) + 𝑘. 𝜑(𝑔) olduğundan istenilen elde edilir. 

 𝜑 dönüşümünün birebir olduğu görülecektir. Bunun için 𝑘𝑒𝑟𝜑 = {0} olduğunu 

göstermek yeterlidir. 0 ∈ ℒ𝑘 için 𝜑(0) = (0,0, … ,0) ∈ 𝔽𝑞
𝑛

 olduğundan {0} ⊆             

𝑘𝑒𝑟𝜑 olur. Diğer taraftan herhangi bir 𝑓 ∈ 𝑘𝑒𝑟𝜑 elemanı göz önüne alınsın ve 𝑓 ≠ 0           

olduğu kabul edilsin. 𝑓 ∈ 𝑘𝑒𝑟𝜑 olduğundan 𝜑(𝑓) = (𝑓(𝛽), 𝑓(𝛽2),… , 𝑓(𝛽𝑛)) =

(0,0, … ,0) olur. 𝛽, 𝛽2, … , 𝛽𝑛 elemanları ikişerli olarak farklı olduğundan 𝑑𝑒𝑔𝑓 ≥ 𝑛 

bulunur. Ancak 𝑑𝑒𝑔𝑓 < 𝑘 olduğundan 𝑑𝑒𝑔𝑓 < 𝑛 dir. Böylece bir çelişki elde edilmiş 

olur. O halde 𝑓 = 0 dır ve 𝑘𝑒𝑟𝜑 ⊆ {0} elde edilir. Bu durumda 𝑘𝑒𝑟𝜑 = {0} olacağından 

𝜑 dönüşümünün birebir olduğu görülmüş olur. 

 𝜑 dönüşümünün tanımı gereğince 𝐶𝑘 = { (𝑓(𝛽), 𝑓(𝛽
2), … , 𝑓(𝛽𝑛)) | 𝑓 ∈ ℒ𝑘 } 

kümesi 𝔽𝑞 üzerinde bir [𝑛, 𝑘] koddur. 

 3.2.1 Tanım: 𝑛 = 𝑞 − 1 ve 𝛽 ∈ 𝔽𝑞 elemanı, çarpımsal 𝔽𝑞
× grubunun ilkel bir 

elemanı olsun. 𝔽𝑞 üzerinde 𝐶𝑘 = { (𝑓(𝛽), 𝑓(𝛽
2),… , 𝑓(𝛽𝑛)) | 𝑓 ∈ ℒ𝑘  } şeklinde tanımlı 

koda bir Reed-Solomon kodu denir [2]. 

 Reed-Solomon kodunun, herhangi bir 𝑐 = 𝜑(𝑓) ∈ 𝐶𝑘, 𝑐 ≠ 0 kod sözcüğünün 

ağırlığı, 
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𝑤𝑡(𝑐) = 𝑛 − |{ 𝑖 ∈ {1,… , 𝑛} | 𝑓(𝛽𝑖) = 0 }|                                                                             (3.5) 

şeklinde tanımlanabilir.  

 𝑑𝑒𝑔𝑓 ≥ |{ 𝑖 ∈ {1,… , 𝑛} | 𝑓(𝛽𝑖) = 0 }| ve 𝑑𝑒𝑔𝑓 ≤ 𝑘 − 1 olduğuna dikkat edilirse 

𝑤𝑡(𝑐) ≥ 𝑛 − 𝑑𝑒𝑔𝑓 ≥ 𝑛 − (𝑘 − 1) elde edilir. Böylece 𝐶𝑘 kodunun minimum uzaklığı 

𝑑 ≥ 𝑛 − (𝑘 − 1) eşitsizliğini sağlar. Diğer yandan 3.1.10 Önerme gereğince 𝑑 ≤ 𝑛 +

1 − 𝑘 olduğundan 𝑑 + 𝑘 = 𝑛 + 1 eşitliği elde edilir. Bu nedenle Reed-Solomon kodları, 

𝔽𝑞 üzerinde MDS kodlarıdır. Ancak 𝑛 = 𝑞 − 1 olduğundan Reed-Solomon kodlarının 

uzunluğunun, 𝔽𝑞 cisminin eleman sayısına kıyasla küçük olduğuna dikkat edilmelidir. 

 Uyarı: Sıradaki ifadeler bölüm boyunca geçerli olacaktır. 𝐹 ∕ 𝔽𝑞 cinsi 𝑔 olan bir 

fonksiyon cismidir. 𝑃1, 𝑃2, … , 𝑃𝑛 ∈ 𝒫𝐹 ikişer ikişer ayrık rasyonel placeler olmak üzere 

𝐷 = 𝑃1 + 𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑛 şeklinde tanımlanır. 𝐺, 𝐹 ∕ 𝔽𝑞 fonksiyon cisminin 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐺 ∩

𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 = ∅ olacak şekilde bir divizörüdür. 

 𝜑𝐷: ℒ(𝐺) ⟶ 𝔽𝑞
𝑛, 𝜑𝐷(𝑥) = (𝑥(𝑃1), 𝑥(𝑃2),… , 𝑥(𝑃𝑛)) şeklinde tanımlı dönüşüm 

göz önüne alınsın. 𝜑𝐷 dönüşümü iyi tanımlıdır. 𝜑𝐷 dönüşümünün kapalı olduğu 

gösterilecektir. Herhangi bir 𝑥 ∈ ℒ(𝐺) elemanı göz önüne alınsın. 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐺 ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 = ∅ 

olduğundan her 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} için 𝑣𝑃𝑖(𝑥) ≥ 0 dır. Böylece 𝑥(𝑃𝑖) ∈ 𝐹𝑃𝑖  olur. 2.1.13 

Tanım b) gereğince [𝐹𝑃𝑖: 𝔽𝑞] = 𝑑𝑒𝑔𝑃𝑖 = 1 olduğundan 𝑥(𝑃𝑖) ∈ 𝔽𝑞 olur. Bu sebeple 

(𝑥(𝑃1), 𝑥(𝑃2), … , 𝑥(𝑃𝑛)) ∈ 𝔽𝑞
𝑛

 olacağından, 𝜑𝐷 dönüşümünün kapalı olduğu görülmüş 

olur. 

 𝜑𝐷 dönüşümünün bir 𝔽𝑞-lineer dönüşüm olduğunun gösterilmesi için herhangi                 

𝑥, 𝑦 ∈ ℒ(𝐺) ve 𝑘 ∈ 𝔽𝑞 elemanları göz önüne alınsın. 𝜑𝐷(𝑥 + 𝑘. 𝑦) = ((𝑥 + 𝑘. 𝑦)(𝑃1),                                   

(𝑥 + 𝑘. 𝑦)(𝑃2),… , (𝑥 + 𝑘. 𝑦)(𝑃𝑛)) = (𝑥(𝑃1), 𝑥(𝑃2), … , 𝑥(𝑃𝑛)) + (𝑘(𝑃1). 𝑦(𝑃1), 𝑘(𝑃2). 

𝑦(𝑃2),… , 𝑘(𝑃𝑛). 𝑦(𝑃𝑛)) bulunur. Her 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} için 𝔽𝑞, 𝐹𝑃𝑖 cisminin bir alt cismi 

olarak düşünülebileceğinden 𝑘(𝑃1) = 𝑘(𝑃2) = ⋯ = 𝑘(𝑃𝑛) = 𝑘 olacağına dikkat edilirse 

(𝑘(𝑃1). 𝑦(𝑃1), 𝑘(𝑃2). 𝑦(𝑃2), … , 𝑘(𝑃𝑛). 𝑦(𝑃𝑛)) = 𝑘. (𝑦(𝑃1), 𝑦(𝑃2),… , 𝑦(𝑃𝑛)) elde edilir. 

Böylece 𝜑𝐷(𝑥 + 𝑘. 𝑦) = 𝜑𝐷(𝑥) + 𝑘. 𝜑𝐷(𝑦) olacağından 𝜑𝐷 nin bir 𝔽𝑞-lineer dönüşüm 

olduğu görülmüş olur. 
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 𝜑𝐷 dönüşümü gereğince 𝐼𝑚𝜑𝐷 = { (𝑥(𝑃1), 𝑥(𝑃2),… , 𝑥(𝑃𝑛)) | 𝑥 ∈ ℒ(𝐺) } ⊆ 𝔽𝑞
𝑛 

kümesi 𝔽𝑞 üzerinde bir kod olacağından sıradaki tanım anlamlıdır: 

 3.2.2 Tanım: 𝔽𝑞 üzerinde 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) = { (𝑥(𝑃1), 𝑥(𝑃2), … , 𝑥(𝑃𝑛)) | 𝑥 ∈ ℒ(𝐺) } ⊆

𝔽𝑞
𝑛 şeklinde tanımlı koda, 𝐷 ve 𝐺 divizörleri ile ilişkili bir fonksiyonel cebirsel 

geometrik kod denir [2]. 

 Cebirsel geometrik kodlar ve Reed-Solomon kodlarının tanımlanış biçimlerinin 

benzerliği açıktır. Üstelik, 𝐹 ∕ 𝔽𝑞 fonksiyon cismi ile birlikte 𝐷 ve 𝐺 divizörleri uygun 

bir şekilde seçilirse Reed-Solomon kodlarının, cebirsel geometrik kodların özel bir 

durumu olduğu görülebilir. 

 Cebirsel geometrik kodların en önemli özelliklerinden biri, bu koda ait 𝑛,                 

𝑘 ve 𝑑 parametreleri hakkında 2.3.48 Teorem ( Riemann-Roch Teoremi ) yardımıyla 

yorumda bulunulabilmesidir. Ayrıca bu kodların minimum uzaklıkları için aşikar 

olmayan bir alt sınır mevcuttur. Sıradaki teorem ve sonucu kod yapısının daha iyi 

anlaşılabilmesi için kanıtıyla birlikte verilmiştir. 

 3.2.3 Teorem: 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺), 𝑘 = ℓ(𝐺) − ℓ(𝐺 − 𝐷) ve 𝑑 ≥ 𝑛 − 𝑑𝑒𝑔𝐺 olmak üzere 

bir [𝑛, 𝑘, 𝑑] koddur [2]. 

 Kanıt: 

 Öncelikle 𝑘 = ℓ(𝐺) − ℓ(𝐺 − 𝐷) olduğu gösterilecektir. 𝜑𝐷: ℒ(𝐺) ⟶ 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺), 

𝜑𝐷(𝑥) = (𝑥(𝑃1), 𝑥(𝑃2), … , 𝑥(𝑃𝑛)) şeklinde tanımlı dönüşümün iyi tanımlı, kapalı, 𝔽𝑞-

lineer ve örten olduğu biliniyor. 

 𝐾𝑒𝑟𝜑𝐷 = ℒ(𝐺 − 𝐷) olduğu gösterilecektir. Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝜑𝐷 elemanı    

göz önüne alınsın. O halde 𝜑𝐷(𝑥) = (𝑥(𝑃1), 𝑥(𝑃2), … , 𝑥(𝑃𝑛)) = ((𝑃1), (𝑃2),… , (𝑃𝑛)) 

olacağından her 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} için 𝑣𝑃𝑖(𝑥) ≥ 1 bulunur. Böylece, 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐺 ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 = ∅ 

olduğuna dikkat edilirse ℒ(𝐺 − 𝐷) nin tanımı gereğince 𝑥 ∈ ℒ(𝐺 − 𝐷) elde edilir. Diğer 

taraftan herhangi bir 𝑥 ∈ ℒ(𝐺 − 𝐷) elemanı göz önüne alınsın. ℒ(𝐺 − 𝐷) nin tanımı 

gereğince 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} için 𝑣𝑃𝑖(𝑥) ≥ 1 olacağından (𝑥(𝑃1), 𝑥(𝑃2), … , 𝑥(𝑃𝑛)) =

((𝑃1), (𝑃2),… , (𝑃𝑛)) elde edilir. Bu sebeple 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝜑𝐷 olacağından istenilen elde edilir. 
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 Böylece 𝑘 = 𝑑𝑖𝑚𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) = ℓ(𝐺) − ℓ(𝐺 − 𝐷) olduğu gösterilmiş olur. 

 Şimdi 𝑑 ≥ 𝑛 − 𝑑𝑒𝑔𝐺 olduğu gösterilecektir. Bu eşitsizliğin anlamlı olabilmesi 

için 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) ≠ 0 olduğu varsayılacaktır. 𝑤𝑡(𝜑𝐷(𝑥)) = 𝑑 olacak şekilde bir 𝑥 ∈ ℒ(𝐺) 

elemanı göz önüne alınsın. Böylece 𝑥 elemanının kökü olacak şekilde 𝑛 − 𝑑 tane 

𝑃𝑖1 , 𝑃𝑖2 , … , 𝑃𝑖𝑛−𝑑 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 place vardır. Böylece 𝑥 ∈ ℒ(𝐺 − (𝑃𝑖1 + 𝑃𝑖2 +⋯+ 𝑃𝑖𝑛−𝑑)) 

olur. 𝑥 ≠ 0 olduğundan 2.3.17 Sonuç gereğince 𝑑𝑒𝑔(𝐺 − (𝑃𝑖1 + 𝑃𝑖2 +⋯+ 𝑃𝑖𝑛−𝑑)) ≥ 0 

olur. Böylece 𝑑𝑒𝑔(𝐺 − (𝑃𝑖1 + 𝑃𝑖2 +⋯+ 𝑃𝑖𝑛−𝑑)) = 𝑑𝑒𝑔𝐺 − (𝑛 − 𝑑) olduğuna dikkat 

edilirse 𝑑 ≥ 𝑛 − 𝑑𝑒𝑔𝐺 eşitsizliğinin sağlandığı görülmüş olur [2]. 

 3.2.4 Sonuç: 𝑑𝑒𝑔𝐺 < 𝑛 olsun. O zaman, 

 a) 𝑘 = ℓ(𝐺) ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐺 + 1 − 𝑔 ve 𝑑 ≥ 𝑛 − 𝑑𝑒𝑔𝐺 olmak üzere 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) bir 

[𝑛, 𝑘, 𝑑] koddur. Böylece 𝑘 + 𝑑 ≥ 𝑛 + 1 − 𝑔 olur. 

 b) Özel olarak, 2𝑔 − 2 < 𝑑𝑒𝑔𝐺 < 𝑛 ise 𝑘 = 𝑑𝑒𝑔𝐺 + 1 − 𝑔 dır. 

 c) {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘} kümesi, ℒ(𝐺) Riemann-Roch uzayının bir tabanı olmak üzere, 

𝑀 = (
𝑥1(𝑃1) 𝑥1(𝑃2) ⋯ 𝑥1(𝑃𝑛)
   ⋮           ⋮    ⋮
𝑥𝑘(𝑃1) 𝑥𝑘(𝑃2) ⋯ 𝑥𝑘(𝑃𝑛)

)                                                                                   (3.6) 

matrisi 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) kodu için bir üreteç matrisidir [2]. 

 Kanıt: 

 a) 3.2.3 Teorem gereğince 𝑑 ≥ 𝑛 − 𝑑𝑒𝑔𝐺 olduğu bilinmektedir. 𝑑𝑒𝑔𝐺 < 𝑛 

olduğundan 𝑑𝑒𝑔(𝐺 − 𝐷) = 𝑑𝑒𝑔𝐺 − 𝑛 < 0 olur. 2.3.17 Sonuç gereğince ℓ(𝐺 − 𝐷) = 0 

elde edilir. 3.2.3 Teorem gereğince 𝑘 = ℓ(𝐺) − ℓ(𝐺 − 𝐷) olduğundan 𝑘 = ℓ(𝐺) 

bulunur. Ayrıca 2.3.23 Teorem a) gereğince ℓ(𝐺) ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐺 + 1 − 𝑔 olduğuna dikkat 

edilirse istenilen elde edilir. 

 b) a) gereğince 𝑘 = ℓ(𝐺) olduğu biliniyor. 2𝑔 − 2 < 𝑑𝑒𝑔𝐺 olduğundan 2.3.50 

Teorem gereğince ℓ(𝐺) = 𝑑𝑒𝑔𝐺 + 1 − 𝑔 olur. Böylece 𝑘 = ℓ(𝐺) = 𝑑𝑒𝑔𝐺 + 1 − 𝑔 

olacağından istenilen elde edilmiş olur. 
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 c) Herhangi bir (𝑥(𝑃1), 𝑥(𝑃2), … , 𝑥(𝑃𝑛)) ∈ 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) elemanı göz önüne        

alınsın. Burada 𝑥 ∈ ℒ(𝐺) dir. {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘} kümesi, ℒ(𝐺) Riemann-Roch uzayının        

bir tabanı olduğundan 𝑥 = 𝑐1. 𝑥1 + 𝑐2. 𝑥2 +⋯+ 𝑐𝑘. 𝑥𝑘, 𝑐𝑖 ∈ 𝔽𝑞 yazılabilir. Böylece 

(𝑥(𝑃1), 𝑥(𝑃2),… , 𝑥(𝑃𝑛)) = 𝑐1. (𝑥1(𝑃1), 𝑥1(𝑃2), … , 𝑥1(𝑃𝑛)) + 𝑐2. (𝑥2(𝑃1), 𝑥2(𝑃2),… ,

𝑥2(𝑃𝑛)) + ⋯+ 𝑐𝑘 . (𝑥𝑘(𝑃1), 𝑥𝑘(𝑃2), … , 𝑥𝑘(𝑃𝑛)) yazılabilir. Bu sebeple {(𝑥1(𝑃1), 𝑥1(𝑃2) 

, … , 𝑥1(𝑃𝑛)), (𝑥2(𝑃1), 𝑥2(𝑃2),… , 𝑥2(𝑃𝑛)) , … , (𝑥𝑘(𝑃1), 𝑥𝑘(𝑃2),… , 𝑥𝑘(𝑃𝑛))} kümesi 

𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) vektör uzayını üretmektedir. Ayrıca bu kümenin elemanlarının lineer bağımsız 

olduğuna dikkat edilirse, 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) vektör uzayının bir tabanını oluşturacaklarından 

istenilen elde edilir [2]. 

 Böylece 3.2.4 Sonuç kanıtlanmış olur. 

 Herhangi bir 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) kodu göz önüne alınsın ve 𝑑𝑒𝑔𝐺 < 𝑛 olsun. 3.1.10 Önerme 

gereğince 𝑘 + 𝑑 ≤ 𝑛 + 1 olduğu biliniyor. Diğer taraftan 3.2.4 Sonuç gereğince 𝑘 + 𝑑 ≥

𝑛 + 1 − 𝑔 olur. Bu nedenle 𝐹 ∕ 𝐾 fonksiyon cisminin cinsi sıfır ise 𝑘 + 𝑑 = 𝑛 + 1 elde 

edilir. Böylece 𝑑𝑒𝑔𝐺 < 𝑛 olmak üzere 𝔽𝑞(𝑧) ∕ 𝔽𝑞 rasyonel fonksiyon cismi anlamında 

oluşturulan cebirsel geometrik kodlar daima MDS kodları olacaktır. 

 3.2.3 Teorem gereğince herhangi bir 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) kodunun minimum uzaklığı için 

𝑑 ≥ 𝑛 − 𝑑𝑒𝑔𝐺 eşitsizliği sağlanır. Bu nedenle 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) kodunun minimum uzaklığının 

anlamlı bir alt sınırını elde edebilmek için genellikle 𝑑𝑒𝑔𝐺 < 𝑛 olduğu varsayılacaktır. 

 3.2.5 Tanım: 𝑑∗ = 𝑛 − 𝑑𝑒𝑔𝐺 tamsayısına 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) kodunun tasarlanmış 

uzaklığı denir [2]. 

 3.2.3 Teorem gereğince bir cebirsel geometrik kodun minimum uzaklığı onun 

tasarlanmış uzaklığından daha küçük olamaz. Şimdi 𝑑∗ = 𝑑 veya 𝑑∗ < 𝑑 olma durumları 

incelenecektir. 

Şimdi Weil diferansiyellerinin yerel bileşenleri kullanılarak, 𝐺 ve 𝐷 divizörleri ile 

ilişkili diğer bir kod tanımlanacaktır. Bu nedenle Weil diferansiyelleri ile ilgili birkaç 

hatırlatma yapılacaktır. Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü için Ω𝐹(𝐴), (𝜔) ≥ 𝐴 olacak 

şekildeki Weil diferansiyellerinin uzayıdır. 2.3.37 Teorem gereğince Ω𝐹(𝐴), 𝔽𝑞 üzerinde  

boyutu 𝑖(𝐴) olan sonlu boyutlu bir vektör uzayıdır. Herhangi bir 𝜔 ∈ Ω𝐹 Weil 



35 

 

diferansiyeli ve 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place'i için 𝜔𝑃: 𝐹 ⟶ 𝔽𝑞 dönüşümü 𝜔 nin, 𝑃 place'indeki yerel 

bileşenini gösterir. 

3.2.6 Tanım: 𝔽𝑞 üzerinde 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) = { (𝜔𝑃1(1),𝜔𝑃2(1), … , 𝜔𝑃𝑛(1)) | 𝜔 ∈

Ω𝐹(𝐺 − 𝐷) } ⊆ 𝔽𝑞
𝑛 şeklinde tanımlı koda, 𝐷 ve 𝐺 divizörleri ile ilişkili bir rezidü 

cebirsel geometrik kod denir [2]. 

Sıradaki teorem kod yapısının daha iyi anlaşılabilmesi için kanıtı ile birlikte 

verilmiştir. 

3.2.7 Teorem: 𝐶Ω(𝐷, 𝐺), 𝑘′ = 𝑖(𝐺 − 𝐷) − 𝑖(𝐺) ve 𝑑′ ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐺 − (2𝑔 − 2) 

olmak üzere bir [𝑛, 𝑘′, 𝑑′] koddur. Özel olarak 𝑑𝑒𝑔𝐺 > 2𝑔 − 2 ise 𝑘′ = 𝑖(𝐺 − 𝐷) ≥ 𝑛 +

𝑔 − 1 − 𝑑𝑒𝑔𝐺 olur. Ayrıca 2𝑔 − 2 < 𝑑𝑒𝑔𝐺 < 𝑛 ise 𝑘′ = 𝑛 + 𝑔 − 1 − 𝑑𝑒𝑔𝐺 dir [2]. 

Kanıt: 

Öncelikle herhangi bir 𝜔 ∈ Ω𝐹, 𝜔 ≠ 0 Weil diferansiyeli ve birinci dereceden 𝑃 ∈

𝒫𝐹 place'i için 𝑣𝑃(𝜔) ≥ −1 ise, 

𝜔𝑃(1) = 0 ⇔ 𝑣𝑃(𝜔) ≥ 0                                                                                               (3.7) 

olduğu gösterilecektir. 

 ⟹: 𝜔𝑃(1) = 0 olsun. 𝑣𝑃(𝑥) ≥ 0 olacak şekildeki herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐹 elemanı göz 

önüne alınsın. 2.1.13 Tanım b) gereğince [𝐹𝑃: 𝔽𝑞] = 𝑑𝑒𝑔𝑃 = 1 olduğundan 𝑥 = 𝑎 + 𝑦 

olacak şekilde en az bir 𝑎 ∈ 𝔽𝑞 ve 𝑦 ∈ 𝑃 elemanı vardır. 𝜔𝑃, bir 𝔽𝑞 lineer dönüşüm 

olduğundan 𝜔𝑃(𝑎) = 𝑎.𝜔𝑃(1) = 0 bulunur. Ayrıca 𝑣𝑃(𝜔) ≥ −1 ve 𝑣𝑃(𝑦) ≥ 1 

olduğundan (2.29) gereğince 𝜔𝑃(𝑦) = 0 olacağından 𝜔𝑃(𝑥) = 𝜔𝑃(𝑎) + 𝜔𝑃(𝑦) = 0 +

0 = 0 elde edilir. Böylece (2.29) gereğince 𝑣𝑃(𝜔) ≥ 0 elde edilir. 

 ⟸: 𝑣𝑃(𝜔) ≥ 0 olsun. 𝑣𝑃(1) = 0 olduğundan (2.29) gereğince 𝜔𝑃(1) = 0 olur. 

 Şimdi teorem kanıtlanacaktır. 

𝜑𝐷: Ω𝐹(𝐺 − 𝐷) ⟶ 𝐶Ω(𝐷, 𝐺), 𝜔 ↦ (𝜔𝑃1(1),𝜔𝑃2(1), … , 𝜔𝑃𝑛(1))                                (3.8) 
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şeklinde tanımlanan dönüşüm göz önüne alınsın. 𝜑𝐷 iyi tanımlı, kapalı, 𝔽𝑞-lineer ve örten 

bir dönüşümdür. 

 𝐾𝑒𝑟𝜑𝐷 = Ω𝐹(𝐺) olduğunun gösterilmesi için herhangi bir 𝜔 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝜑𝐷 elemanı 

göz önüne alınsın. 𝜔 ≠ 0 olduğu kabul edilebilir. 𝜔 ∈ Ω𝐹(𝐺 − 𝐷) olduğundan her 𝑖 ∈

{1,… , 𝑛} için 𝑣𝑃𝑖(𝜔) ≥ −1 dir. 𝜔 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝜑𝐷 olduğundan her 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛} için 𝜔𝑃𝑖(1) =

0 dir. Böylece (3.7) gereğince 𝑣𝑃𝑖(𝜔) ≥ 0 olur. 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐺 ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 = ∅ olduğundan (𝜔) ≥

𝐺 elde edilir. Bu nedenle 𝜔 ∈ Ω𝐹(𝐺) olur. Diğer taraftan herhangi bir 𝜔 ∈ Ω𝐹(𝐺) Weil 

diferansiyeli göz önüne alınsın. 𝜔 ≠ 0 olduğu kabul edilebilir. (𝜔) ≥ 𝐺 olacağından her 

𝑖 ∈ {1,… , 𝑛} için 𝑣𝑃𝑖(𝜔) ≥ 0 olur. (3.7) gereğince 𝜔𝑃𝑖(1) = 0 olur. Böylece 𝜑𝐷(𝜔) =

(𝜔𝑃1(1),𝜔𝑃2(1),… , 𝜔𝑃𝑛(1)) = (0,0, … ,0) olacağından 𝜔 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝜑𝐷 olur. Sonuç olarak 

𝐾𝑒𝑟𝜑𝐷 = Ω𝐹(𝐺) olduğu gösterilmiş olur. 

 𝜑𝐷 dönüşümünün tanımı gereğince 𝑘′ = 𝑑𝑖𝑚Ω𝐹(𝐺 − 𝐷) − 𝑑𝑖𝑚Ω𝐹(𝐺) = 𝑖(𝐺 −

𝐷) − 𝑖(𝐺) elde edilir. 

 Şimdi 𝑑′ ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐺 − (2𝑔 − 2) olduğu gösterilecektir. Bu eşitsizliğin anlamlı 

olabilmesi için 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) ≠ 0 olduğu varsayılacaktır. Ağırlığı 𝑚 > 0 olan herhangi bir 

kod sözcüğü 𝜑𝐷(𝜔) ∈ 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) göz önüne alınsın. O zaman belli 𝑖 = 𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛−𝑚 

indisleri için 𝜔𝑃𝑖(1) = 0 olur. Böylece (𝜔) ≥ 𝐺 − 𝐷 + ∑ 𝑃𝑖𝑗
𝑛−𝑚
𝑗=1  olduğundan 𝜔 ∈

𝛺𝐹(𝐺 − 𝐷 + ∑ 𝑃𝑖𝑗
𝑛−𝑚
𝑗=1 ) elde edilir. 𝜔 ≠ 0 olduğundan 𝑑𝑖𝑚𝛺𝐹(𝐺 − 𝐷 + ∑ 𝑃𝑖𝑗

𝑛−𝑚
𝑗=1 ) =

𝑖(𝐺 − 𝐷 + ∑ 𝑃𝑖𝑗
𝑛−𝑚
𝑗=1 ) ≠ 0 olur. 𝑖(𝐺 − 𝐷 + ∑ 𝑃𝑖𝑗

𝑛−𝑚
𝑗=1 ) nın tanımı gereğince 𝑖(𝐺 − 𝐷 +

∑ 𝑃𝑖𝑗
𝑛−𝑚
𝑗=1 ) ≠ 0 olduğundan ℓ(𝐺 − 𝐷 + ∑ 𝑃𝑖𝑗

𝑛−𝑚
𝑗=1 ) ≠ 𝑑𝑒𝑔(𝐺 − 𝐷 + ∑ 𝑃𝑖𝑗

𝑛−𝑚
𝑗=1 ) + 1 − 𝑔 

olur. Bu nedenle 2.3.50 Teorem gereğince 𝑑𝑒𝑔(𝐺 − 𝐷 + ∑ 𝑃𝑖𝑗
𝑛−𝑚
𝑗=1 ) ≤ 2𝑔 − 2 elde edilir. 

𝑑𝑒𝑔(𝐺 − 𝐷 + ∑ 𝑃𝑖𝑗
𝑛−𝑚
𝑗=1 ) = 𝑑𝑒𝑔𝐺 − 𝑛 + 𝑛 −𝑚 olduğundan istenilen elde edilir. 

 Özel olarak 𝑑𝑒𝑔𝐺 > 2𝑔 − 2 ise 𝑘′ = 𝑖(𝐺 − 𝐷) ≥ 𝑛 + 𝑔 − 1 − 𝑑𝑒𝑔𝐺 olduğu 

gösterilecektir. 𝑑𝑒𝑔𝐺 > 2𝑔 − 2 olduğundan 2.3.50 Teorem gereğince ℓ(𝐺) = 𝑑𝑒𝑔𝐺 +

1 − 𝑔 olur. Böylece 𝑖(𝐺) = ℓ(𝐺) − 𝑑𝑒𝑔𝐺 + 𝑔 − 1 = 0 olacağından 𝑘′ = 𝑖(𝐺 − 𝐷) −

𝑖(𝐺) = 𝑖(𝐺 − 𝐷) olur. ℓ(𝐺 − 𝐷) ≥ 0 ve 𝑘′ = 𝑖(𝐺 − 𝐷) = ℓ(𝐺 − 𝐷) − 𝑑𝑒𝑔𝐺 + 𝑛 +

𝑔 − 1 olduğuna dikkat edilirse 𝑘′ = 𝑖(𝐺 − 𝐷) ≥ 𝑛 + 𝑔 − 1 − 𝑑𝑒𝑔𝐺 olacağından 

istenilen elde edilir. 
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 Son olarak 2𝑔 − 2 < 𝑑𝑒𝑔𝐺 < 𝑛 olduğunda 𝑘′ = 𝑛 + 𝑔 − 1 − 𝑑𝑒𝑔𝐺 olacağı 

gösterilecektir. 2𝑔 − 2 < 𝑑𝑒𝑔𝐺 ise 𝑘′ = 𝑖(𝐺 − 𝐷) olduğu biliniyor. Ayrıca 𝑑𝑒𝑔𝐺 < 𝑛 

olduğundan 𝑑𝑒𝑔(𝐺 − 𝐷) = 𝑑𝑒𝑔𝐺 − 𝑛 < 0 olur. Böylece 2.3.17 Sonuç gereğince 

ℓ(𝐺 − 𝐷) = 0 olur. 𝑘′ = 𝑖(𝐺 − 𝐷) = ℓ(𝐺 − 𝐷) − 𝑑𝑒𝑔𝐺 + 𝑛 + 𝑔 − 1 olduğuna dikkat 

edilirse 𝑘′ = 𝑛 + 𝑔 − 1 − 𝑑𝑒𝑔𝐺 olacağından istenilen elde edilir. 

 Sonuç olarak teorem kanıtlanmış olur [2]. 

 3.2.8 Tanım: 𝑑∗ = 𝑑𝑒𝑔𝐺 − (2𝑔 − 2) tamsayısına 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) kodunun tasarlanmış 

uzaklığı denir [2]. 

 Şimdi 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) ve 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) kodları arasında yakın bir ilişki olduğu 

gösterilecektir. 

 3.2.9 Teorem: 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) ve 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) kodları birbirinin dualidir. Yani 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) =

𝐶ℒ(𝐷, 𝐺)
⊥ dir [2]. 

 Şimdi uygun bir 𝐻 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü ile 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) kodunun 𝐶ℒ(𝐷,𝐻) şeklinde 

temsil edilebileceği gösterilecektir. 

 3.2.10 Lemma: 𝑖 = 1, … , 𝑛 için 𝑣𝑃𝑖(𝜂) = −1 ve 𝜂𝑃𝑖(1) = 1 olacak şekilde bir 

𝜂 ∈ Ω𝐹 Weil diferansiyeli vardır [2]. 

 3.2.11 Önerme: 𝑖 = 1,… , 𝑛 için 𝑣𝑃𝑖(𝜂) = −1 ve 𝜂𝑃𝑖(1) = 1 olacak şekildeki 𝜂 ∈

Ω𝐹 Weil diferansiyeli göz önüne alınsın. O zaman 𝐻 = 𝐷 − 𝐺 + (𝜂) olmak üzere 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺) = 𝐶ℒ(𝐷, 𝐻) dır [2]. 

 3.2.12 Not: 3.2.11 Önerme kullanılarak 3.2.7 Teorem, 3.2.3 Teorem şeklinde 

ifade edilebilir. Böylece 3.2.7 Teorem farklı bir şekilde kanıtlanmış olur. Bu nedenle 

herhangi bir cebirsel geometrik kodun minimum uzaklığı için belirlenen alt sınırlar, 

kodun temsil seçiminden bağımsızdır [2]. 
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3.3 Rasyonel Cebirsel Geometrik Kodlar 

 Bu kısımda rasyonel fonksiyon cisminin divizörleri ile ilişkili cebirsel geometrik 

kodlar incelenecektir. Kod teorisinde kodların bu sınıfı, genelleştirilmiş Reed-Solomon 

kodları olarak bilinir. Pratikte kullanılan en önemli kodlardan bazıları ( BCH ve Goppa 

kodları gibi ) genelleştirilmiş Reed-Solomon kodlarının alt cisim alt kodları olarak temsil 

edilebilir. 

 3.3.1 Tanım: 𝔽𝑞(𝑧) ∕ 𝔽𝑞 rasyonel fonksiyon cisminin 𝐺 ve 𝐷 divizörleri ile 

ilişkili bir cebirsel geometrik koda 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺), rasyonel kod denir. Burada 𝐺 ve 𝐷 

divizörleri Bölüm 3.2 de olduğu gibi tanımlanmaktadır [2]. 

 3.3.2 Teorem: 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺), 𝔽𝑞 üzerinde parametreleri 𝑛, 𝑘 ve 𝑑 olan bir rasyonel 

cebirsel geometrik kod olsun. O zaman aşağıdakiler sağlanır. 

 a) 𝑛 ≤ 𝑞 + 1 

 b) 𝑘 = 0 ⟺ 𝑑𝑒𝑔𝐺 < 0 

 c) 𝑘 = 𝑛 ⟺ 𝑑𝑒𝑔𝐺 > 𝑛 − 2 

 d) 0 ≤ 𝑑𝑒𝑔𝐺 ≤ 𝑛 − 2 ise 𝑘 = 1 + 𝑑𝑒𝑔𝐺 ve 𝑑 = 𝑛 − 𝑑𝑒𝑔𝐺 dır [2]. 

 Şimdi rasyonel cebirsel geometrik kodların üreteç matrisleri incelenecektir. 

Burada 𝑑𝑒𝑔𝐺 < 𝑛 olduğu varsayılacaktır. Sıradaki teorem kanıtıyla birlikte verilmiştir. 

 3.3.3 Teorem: 𝐶 = 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺), 𝔽𝑞 üzerinde parametreleri 𝑛, 𝑘 ve 𝑑 olan bir 

rasyonel cebirsel geometrik kod olsun. O zaman aşağıdakiler sağlanır. 

 a) 𝑛 ≤ 𝑞 ise, 

𝐶 = { (𝑣1. 𝑓(𝛼1), 𝑣2. 𝑓(𝛼2),… , 𝑣𝑛. 𝑓(𝛼𝑛)) | 𝑓 ∈ 𝔽𝑞[𝑧] ve 𝑑𝑒𝑔𝑓 ≤ 𝑘 − 1 }                (3.9) 

olacak şekilde ikişer ikişer farklı 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 ∈ 𝔽𝑞 ve 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛 ∈ 𝔽𝑞
× ( farklı 

olmaları gerekmez ) elemanları vardır. Ayrıca, 
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𝑀 =

(

 
 

𝑣1
𝛼1𝑣1
𝛼1
2𝑣1

𝑣2
𝛼2𝑣2
𝛼2
2𝑣2

⋮ ⋮
𝛼1
𝑘−1𝑣1 𝛼2

𝑘−1𝑣2

    

⋯
⋯
⋯

𝑣𝑛
𝛼𝑛𝑣𝑛
𝛼𝑛
2𝑣𝑛

 ⋮
⋯ 𝛼𝑛

𝑘−1𝑣𝑛)

 
 

                                                                      (3.10) 

matrisi 𝐶 kodu için bir üreteç matrisidir. 

 b) 𝑛 = 𝑞 + 1 ise 𝔽𝑞 = {𝛼1, … , 𝛼𝑛−1} ve 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛−1 ∈ 𝔽𝑞
× olmak üzere, 

𝑀 =

(

 
 

𝑣1
𝛼1𝑣1
𝛼1
2𝑣1

𝑣2
𝛼2𝑣2
𝛼2
2𝑣2

⋮ ⋮
𝛼1
𝑘−1𝑣1 𝛼2

𝑘−1𝑣2

    

⋯
⋯
⋯

   𝑣𝑛−1           0
𝛼𝑛−1𝑣𝑛−1     0

𝛼𝑛−1
2 𝑣𝑛−1     0

           ⋮               ⋮   
⋯ 𝛼𝑛−1

𝑘−1𝑣𝑛−1     1 )

 
 

                                                          (3.11) 

matrisi 𝐶 kodu için bir üreteç matrisidir [2]. 

 Kanıt: 

 a) 𝐷 = 𝑃1 + 𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑛 olsun. 2.2.1 Önerme ve 2.2.5 Önerme gereğince 

rasyonel fonksiyon cisminin 𝑞 + 1 tane birinci dereceden place'i olduğuna dikkat edilirse, 

𝑃 ∉ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 olacak şekilde birinci dereceden en az bir 𝑃 place'i vardır. 

 Herhangi bir 𝑄 ∈ {𝑃1, 𝑃2, … , 𝑃𝑛} place'i göz önüne alınsın. 𝑑𝑒𝑔(𝑄 − 𝑃) = 0 ≥

−1 olduğundan 2.3.50 Teorem gereğince ℓ(𝑄 − 𝑃) = 𝑑𝑒𝑔(𝑄 − 𝑃) + 1 − 𝑔 olur. 

Rasyonel fonksiyon cisminin cinsi sıfır olduğundan ℓ(𝑄 − 𝑃) = 𝑑𝑒𝑔(𝑄 − 𝑃) + 1 = 1 

elde edilir. Böylece 2.3.18 Sonuç gereğince 𝑄 − 𝑃 esas divizördür. 

 O halde en az bir 𝑧 ∈ 𝐹, 𝑧 ≠ 0 elemanı için 𝑄 − 𝑃 = (𝑧) olur. 𝑣𝑃(𝑧) = −1, 

𝑣𝑄(𝑧) = 1 ve her 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛} için 𝑃𝑖 ≠ 𝑄 olmak üzere 𝑣𝑃𝑖(𝑧) = 0 olduğundan 𝑧 ∈ 𝐹 

elemanı, rasyonel fonksiyon cisminin 𝔽𝑞 üzerinde bir üretecidir. Burada 𝑃, 𝑧 ∈ 𝐹 

elemanının kutup divizörü olduğundan 𝑃 = 𝑃∞ yazılacaktır. 

 Şimdi 𝑑𝑒𝑔𝐺 = 𝑘 − 1 ≥ 0 olduğunun varsayılabileceği gösterilecektir. 𝑘 = 0 

olduğunda teoremin kanıtı aşikar olacağından 𝑘 > 0 olduğu varsayılacaktır. Bu nedenle 

3.3.2 Teorem b) gereğince 𝑑𝑒𝑔𝐺 ≥ 0 olur. 𝑑𝑒𝑔𝐺 < 𝑛 olduğu biliniyor. 0 ≤ 𝑑𝑒𝑔𝐺 ≤ 𝑛 −

2 ise 3.3.2 Teorem d) gereğince 𝑑𝑒𝑔𝐺 = 𝑘 − 1 ≥ 0 olur. 𝑑𝑒𝑔𝐺 = 𝑛 − 1 olduğu durumda 
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ise 3.3.2 Teorem c) gereğince 𝑘 = 𝑛 olacağından yine 𝑑𝑒𝑔𝐺 = 𝑘 − 1 ≥ 0 elde edilir. Bu 

nedenle 𝑑𝑒𝑔𝐺 = 𝑘 − 1 ≥ 0 olduğunun varsayılabileceği gösterilmiş olur. 

 Böylece 𝑑𝑒𝑔((𝑘 − 1). 𝑃∞ − 𝐺) = 0 olur. 𝑑𝑒𝑔((𝑘 − 1). 𝑃∞ − 𝐺) ≥ −1 

olduğundan 2.3.50 Teorem gereğince ℓ((𝑘 − 1). 𝑃∞ − 𝐺) = 𝑑𝑒𝑔((𝑘 − 1). 𝑃∞ − 𝐺) +

1 − 𝑔 olur. Rasyonel fonksiyon cisminin cinsi sıfır olduğundan ℓ((𝑘 − 1). 𝑃∞ − 𝐺) =

𝑑𝑒𝑔((𝑘 − 1). 𝑃∞ − 𝐺) + 1 = 1 elde edilir. Böylece 2.3.18 Sonuç gereğince (𝑘 −

1). 𝑃∞ − 𝐺 esas divizördür. O halde (𝑘 − 1). 𝑃∞ − 𝐺 = (𝑢) olacak şekilde en az bir 𝑢 ∈

𝐹, 𝑢 ≠ 0 elemanı vardır. 

 ℒ(𝐺) nin tanımı gereğince 𝑢, 𝑧. 𝑢, … , 𝑧𝑘−1. 𝑢 ∈ ℒ(𝐺) olur. Ayrıca 

𝑢, 𝑧. 𝑢, … , 𝑧𝑘−1. 𝑢 elemanları 𝔽𝑞 üzerinde lineer bağımsızdır. 

 𝑑𝑒𝑔𝐺 = 𝑘 − 1 ≥ 0 olduğundan 2.3.50 Teorem gereğince ℓ(𝐺) = 𝑑𝑒𝑔𝐺 + 1 − 𝑔 

elde edilir. 𝔽𝑞(𝑧) ∕ 𝔽𝑞 rasyonel fonksiyon cisminin cinsinin sıfır olduğuna dikkat    

edilirse ℓ(𝐺) = 𝑑𝑒𝑔𝐺 + 1 = 𝑘 − 1 + 1 = 𝑘 olur. Böylece {𝑢, 𝑧. 𝑢, … , 𝑧𝑘−1. 𝑢} kümesi,           

ℒ(𝐺) Riemann-Roch uzayının 𝔽𝑞 üzerinde bir tabanıdır. Bu sebeple ℒ(𝐺) =             

{ 𝑢. 𝑓(𝑧) | 𝑓 ∈ 𝔽𝑞[𝑧] ve 𝑑𝑒𝑔𝑓 ≤ 𝑘 − 1 } olur. 

 𝑖 = 1, … , 𝑛 için 𝛼𝑖 = 𝑧(𝑃𝑖) ve 𝑣𝑖 = 𝑢(𝑃𝑖) denilsin. 𝑧 ∈ 𝐹 elemanı, rasyonel 

fonksiyon cisminin 𝔽𝑞 üzerinde bir üreteç elemanı olduğundan 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 elemanları 

ikili olarak farklıdır. Ayrıca her 𝑖 ∈ {1,… , 𝑛} için 𝑣𝑃𝑖(𝑢) = 0 olduğundan 𝑣𝑖 ∈ 𝔽𝑞
× olur. 

 Böylece (𝑢. 𝑓(𝑧))(𝑃𝑖) = 𝑢(𝑃𝑖). 𝑓(𝑧(𝑃𝑖)) = 𝑣𝑖 . 𝑓(𝛼𝑖) olacağından 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) =

{ (𝑣1. 𝑓(𝛼1), 𝑣2. 𝑓(𝛼2), … , 𝑣𝑛. 𝑓(𝛼𝑛)) | 𝑓 ∈ 𝔽𝑞[𝑧] ve 𝑑𝑒𝑔𝑓 ≤ 𝑘 − 1 } olur. 

 Ayrıca herhangi bir 𝑗 ∈ {1,… , 𝑘 − 1} için 𝑧𝑗 . 𝑢 ∈ ℒ(𝐺) elemanına karşılık gelen 

kod sözcüğü (𝛼1
𝑗
. 𝑣1, 𝛼2

𝑗
. 𝑣2, … , 𝛼𝑛

𝑗
. 𝑣𝑛) olduğundan, (3.10) deki matris 𝐶 kodu için bir 

üreteç matrisidir. 

 Sonuç olarak a) kanıtlanmış olur. 
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 b) 𝐷 = 𝑃1 + 𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑛 olsun. 𝑛 = 𝑞 + 1 olduğundan kutbu 𝑃𝑛 = 𝑃∞ olacak 

şekilde en az bir 𝑧 ∈ 𝐹, 𝑧 ≠ 0 elemanı seçilebilir. a) da yapıldığı gibi 𝑑𝑒𝑔𝐺 = 𝑘 − 1 ≥ 0 

olduğu varsayılabilir. 

 O halde (𝑘 − 1). 𝑃∞ − 𝐺 = (𝑢) olacak şekilde en az bir 𝑢 ∈ 𝐹, 𝑢 ≠ 0 elemanı 

vardır. 

 ℒ(𝐺) nin tanımı gereğince 𝑢, 𝑧. 𝑢, … , 𝑧𝑘−1. 𝑢 ∈ ℒ(𝐺) olur. Ayrıca 

𝑢, 𝑧. 𝑢, … , 𝑧𝑘−1. 𝑢 elemanları 𝔽𝑞 üzerinde lineer bağımsızdır. 

 𝑑𝑒𝑔𝐺 = 𝑘 − 1 ≥ 0 olduğundan 2.3.50 Teorem gereğince ℓ(𝐺) = 𝑑𝑒𝑔𝐺 + 1 − 𝑔 

elde edilir. 𝔽𝑞(𝑧) ∕ 𝔽𝑞 rasyonel fonksiyon cisminin cinsinin sıfır olduğuna dikkat    

edilirse ℓ(𝐺) = 𝑑𝑒𝑔𝐺 + 1 = 𝑘 − 1 + 1 = 𝑘 olur. Böylece {𝑢, 𝑧. 𝑢, … , 𝑧𝑘−1. 𝑢}        

kümesi, ℒ(𝐺) Riemann-Roch uzayının 𝔽𝑞 üzerinde bir tabanıdır. 

 Her 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 = 𝑞 için 𝛼𝑖 = 𝑧(𝑃𝑖) ve 𝑣𝑖 = 𝑢(𝑃𝑖) denilsin. 𝑧 ∈ 𝐹 elemanı, 

rasyonel fonksiyon cisminin 𝔽𝑞 üzerinde bir üreteç elemanı olduğundan 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛−1 

elemanları ikişer ikişer farklıdır. Bu sebeple 𝔽𝑞 = {𝛼1, … , 𝛼𝑛−1} olur. Ayrıca her 𝑖 ∈

{1,… , 𝑛 − 1} için 𝑣𝑃𝑖(𝑢) = 0 olduğundan 𝑣𝑖 ∈ 𝔽𝑞
× olur. 

 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 − 2 için 𝑣𝑃∞(𝑧
𝑗 . 𝑢) = 𝑗. 𝑣𝑃∞(𝑧) + 𝑣𝑃∞(𝑢) = 𝑗. (−1) + (𝑘 − 1)              

= 𝑘 − 𝑗 − 1 > 0 olduğundan 𝑧𝑗 . 𝑢 ∈ ℒ(𝐺) elemanına karşılık gelen kod sözcüğü 

(𝛼1
𝑗
. 𝑣1, 𝛼2

𝑗
. 𝑣2, … , 𝛼𝑛−1

𝑗
. 𝑣𝑛−1, 0) olur. 𝑗 = 𝑘 − 1 için 𝑣𝑃∞(𝑧

𝑗 . 𝑢) = 𝑗. 𝑣𝑃∞(𝑧) + 𝑣𝑃∞(𝑢)    

= 𝑗. (−1) + (𝑘 − 1) = 0 olduğundan en az bir 𝛾 ∈ 𝔽𝑞, 𝛾 ≠ 0 elemanı için           

(𝑧𝑗 . 𝑢)(𝑃∞) = 𝛾 olur. Teoremin kanıtında 𝑢 ∈ 𝐹 elemanı yerine 𝛾−1. 𝑢 ∈ 𝐹 elemanı                              

alınırsa (𝑧𝑗 . 𝛾−1. 𝑢)(𝑃∞) = 𝛾
−1(𝑃∞). (𝑧

𝑗 . 𝑢)(𝑃∞) = 𝛾
−1. 𝛾 = 1 olacağından 𝑧𝑗 . 𝑢 ∈

ℒ(𝐺) elemanına karşılık gelen kod sözcüğü (𝛼1
𝑘−1. 𝑣1, 𝛼2

𝑘−1. 𝑣2, … , 𝛼𝑛−1
𝑘−1. 𝑣𝑛−1, 1) olur. 

Böylece 𝐶 kodunun üreteç matrisi, (3.11) deki gibi olur [2]. 

 Bu durumda teoremin kanıtı tamamlanmış olur. 

 3.3.4 Tanım: 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 ∈ 𝔽𝑞 ikişer ikişer farklı elemanlar olmak üzere 𝛼 =

{𝛼1, … , 𝛼𝑛} ve 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛 ∈ 𝔽𝑞
× olmak üzere ( farklı olmaları gerekmez ) 𝑣 =

{𝑣1, … , 𝑣𝑛} olarak tanımlansın. Herhangi bir 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 tamsayısı için, 𝔽𝑞 üzerinde 
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𝐺𝑅𝑆𝑘(𝛼, 𝑣) = { (𝑣1. 𝑓(𝛼1), 𝑣2. 𝑓(𝛼2),… , 𝑣𝑛. 𝑓(𝛼𝑛)) | 𝑓(𝑧) ∈ 𝔽𝑞[𝑧] ve 𝑑𝑒𝑔𝑓 ≤ 𝑘 − 1 } 

şeklinde tanımlı koda bir genelleştirilmiş Reed-Solomon kodu denir [2]. 

 𝐺𝑅𝑆𝑘(𝛼, 𝑣) bir [𝑛, 𝑘] koddur. 

 𝑛 = 𝑞 − 1 ve 𝛽 ∈ 𝔽𝑞 elemanı, çarpımsal 𝔽𝑞
× grubunun ilkel bir elemanı olmak 

üzere, 𝛼 = {𝛽, 𝛽2, … , 𝛽𝑛} ve 𝑣 = {1,… ,1} olması durumunda ise 𝐺𝑅𝑆𝑘(𝛼, 𝑣), bir Reed-

Solomon kodudur. 

 3.3.3 Teorem a) gereğince 𝔽𝑞 üzerinde, uzunluğu 𝑛 ≤ 𝑞 olacak şekildeki her 

rasyonel cebirsel geometrik kod bir genelleştirilmiş Reed-Solomon kodudur. Şimdi her 

genelleştirilmiş Reed-Solomon kodunun bir rasyonel cebirsel geometrik kod olduğu 

gösterilecektir. 

 3.3.5 Teorem: Her genelleştirilmiş Reed-Solomon kodu 𝐺𝑅𝑆𝑘(𝛼, 𝑣), bir rasyonel 

cebirsel geometrik kod olarak temsil edilebilir [2]. 

 Kanıt: 

 Herhangi bir genelleştirilmiş Reed-Solomon kodu 𝐺𝑅𝑆𝑘(𝛼, 𝑣) ve 𝔽𝑞(𝑧) ∕ 𝔽𝑞 

rasyonel fonksiyon cismi göz önüne alınsın. 𝑧 ∈ 𝔽𝑞(𝑧) elemanının kutbu 𝑃∞ ve 𝑖 =

1, … , 𝑛 için 𝑧 − 𝛼𝑖 ∈ 𝔽𝑞(𝑧) elemanının kökü 𝑃𝑖 ile gösterilsin. 

 Zayıf yaklaşım teoremi (2.1.20 Teorem) gereğince 𝑖 = 1,… , 𝑛 için 𝑢(𝑃𝑖) = 𝑣𝑖 

olacak şekilde en az bir 𝑢 ∈ 𝐹 elemanı vardır. 

 𝐷 = 𝑃1 + 𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑛 ve 𝐺 = (𝑘 − 1). 𝑃∞ − (𝑢) denilsin. 3.3.3 Teorem a) nın 

kanıtı gereğince 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) = 𝐺𝑅𝑆𝑘(𝛼, 𝑣) olacağından istenilen elde edilir [2]. 

 Benzer şekilde, 𝔽𝑞 üzerinde uzunluğu 𝑛 = 𝑞 + 1 ve üreteç matrisi (3.11) şeklinde 

olan bir kodun da, rasyonel cebirsel geometrik kod olarak temsil edilebileceği 

gösterilebilir. 

 Bundan sonraki kısımda BCH ve Goppa kodlarının, rasyonel cebirsel geometrik 

kodlar tarafından temsil edilebileceği gösterilecektir. Bunun için önce aşağıdaki tanım 

verilecektir. 



43 

 

 3.3.6 Tanım: 𝔽𝑞 cisminin bir cisim genişlemesi 𝔽𝑞𝑚  ve 𝔽𝑞𝑚  üzerinde uzunluğu 

𝑛 olan bir 𝐶 kodu göz önüne alınsın. O zaman 𝐶|𝔽𝑞 = 𝐶 ∩ 𝔽𝑞
𝑛

 kümesi 𝔽𝑞 üzerinde bir 

koddur. Bu koda, 𝐶 kodunun alt cisim alt kodu veya 𝐶 kodunun 𝔽𝑞 ya kısıtlanışı denir 

[2]. 

 𝑑𝑖𝑚𝐶|𝔽𝑞 ≤ 𝑑𝑖𝑚𝐶 olduğuna dikkat edilmelidir. 

 3.3.7 Tanım: 𝑛|(𝑞𝑚 − 1) ve 𝛽 ∈ 𝔽𝑞𝑚  elemanı, birimin 𝑛 inci ilkel kökü olsun. 

𝑙 ∈ ℤ ve 𝛿 ∈ ℤ, 𝛿 ≥ 2 olmak üzere 𝔽𝑞𝑚  üzerinde üreteç matrisi, 

𝐻 =

(

 

1 𝛽𝑙 𝛽2𝑙 ⋯ 𝛽(𝑛−1)𝑙

1 𝛽𝑙+1 𝛽2(𝑙+1) ⋯ 𝛽(𝑛−1)(𝑙+1)

⋮ ⋮ ⋮  ⋮
1 𝛽𝑙+𝛿−2 𝛽2(𝑙+𝛿−2) ⋯ 𝛽(𝑛−1)(𝑙+𝛿−2))

                                                        (3.12) 

olan bir 𝐶(𝑛, 𝑙, 𝛿) kodu tanımlansın. 𝐶 = 𝐶(𝑛, 𝑙, 𝛿)⊥|𝔽𝑞 koduna tasarlanmış uzaklığı 𝛿 

olan bir BCH kodu denir [2]. 

 Ayrıca herhangi bir 𝑐 ∈ 𝔽𝑞
𝑛

 vektörünün transpozu 𝑐𝑡 ile gösterilmek üzere 𝐶 =

{ 𝑐 ∈ 𝔽𝑞
𝑛 | 𝐻. 𝑐𝑡 = 0 } şeklinde yazılabilir. 

 3.3.8 Lemma: 𝔽𝑞(𝑧) ∕ 𝔽𝑞 rasyonel fonksiyon cismi ve 𝑛 farklı 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 ∈

𝔽𝑞 elemanı göz önüne alınsın. 𝑖 = 1,… , 𝑛 için 𝑧 − 𝛼𝑖 ∈ 𝔽𝑞(𝑧) elemanının kökü 𝑃𝑖 ∈

𝒫𝔽𝑞(𝑧) place'i ile gösterilsin ve ℎ(𝑧) = ∏ (𝑧 − 𝛼𝑖)
𝑛
𝑖=1  olsun. Herhangi bir 𝑦 ∈ 𝔽𝑞(𝑧) 

elemanı 𝑖 = 1,… , 𝑛 için 𝑦(𝑃𝑖) = 1 özelliğini sağlasın. O zaman 𝔽𝑞(𝑧) ∕ 𝔽𝑞 rasyonel 

fonksiyon cisminin 𝑖 = 1,… , 𝑛 için 𝑣𝑃𝑖(𝜔) = −1, 𝜔𝑃𝑖(1) = 1 ve (𝜔) = (𝑦) +

(ℎ′(𝑧)) − (ℎ(𝑧)) − 2.𝑃∞ özelliğine sahip bir Weil diferansiyeli vardır. Burada ℎ′(𝑧) ∈

𝔽𝑞[𝑧] polinomu ℎ(𝑧) polinomunun türevini ifade etmektedir [2]. 

 Sıradaki önerme kanıtıyla birlikte verilmiştir. 

 3.3.9 Önerme: 𝑛|(𝑞𝑚 − 1) ve 𝛽 ∈ 𝔽𝑞𝑚 elemanı, birimin 𝑛 inci ilkel kökü olsun 

ve 𝔽𝑞𝑚(𝑧) ∕ 𝔽𝑞𝑚 rasyonel fonksiyon cismi göz önüne alınsın. 𝑧 ∈ 𝔽𝑞𝑚(𝑧) elemanının 

kutbu 𝑃∞, kökü 𝑃0 ile gösterilsin. 𝑖 = 1, … , 𝑛 için 𝑧 − 𝛽𝑖−1 ∈ 𝔽𝑞𝑚(𝑧) elemanının kökü 𝑃𝑖 
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ile gösterilsin ve 𝐷𝛽 = 𝑃1 + 𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑛 olsun. Herhangi iki 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ tamsayısı için 0 ≤

𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑛 − 2 özelliği sağlansın. 

 a) 𝑙 = −𝑎 ve 𝛿 = 𝑎 + 𝑏 + 2 olmak üzere 𝐶ℒ(𝐷𝛽 , 𝑎. 𝑃0 + 𝑏. 𝑃∞) = 𝐶(𝑛, 𝑙, 𝛿) olur. 

 b) 𝑟 = −(𝑎 + 1) ve 𝑠 = 𝑛 − 𝑏 − 1 olmak üzere, 

𝐶ℒ(𝐷𝛽 , 𝑎. 𝑃0 + 𝑏. 𝑃∞)
⊥ = 𝐶ℒ(𝐷𝛽 , 𝑟. 𝑃0 + 𝑠. 𝑃∞)                                                                 (3.13) 

olur. Böylece 𝐶(𝑛, 𝑙, 𝛿)⊥|𝔽𝑞  BCH kodu, 𝑟 = 𝑙 − 1 ve 𝑠 = 𝑛 + 1 − 𝛿 − 𝑙 olmak üzere 

𝐶ℒ(𝐷𝛽 , 𝑟. 𝑃0 + 𝑠. 𝑃∞) kodunun 𝔽𝑞 ya bir kısıtlanışıdır [2]. 

 Kanıt: 

 a) 0 ≤ 𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑛 − 2 olmak üzere 𝐶ℒ(𝐷𝛽 , 𝑎. 𝑃0 + 𝑏. 𝑃∞) kodu göz önüne alınsın. 

ℒ(𝑎. 𝑃0 + 𝑏. 𝑃∞) nin tanımı gereğince, 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑎 + 𝑏 olmak üzere 𝑧−𝑎. 𝑧𝑗 ∈ ℒ(𝑎. 𝑃0 +

𝑏. 𝑃∞) olur. Ayrıca 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑎 + 𝑏 olmak üzere 𝑧−𝑎. 𝑧𝑗 ∈ ℒ(𝑎. 𝑃0 + 𝑏. 𝑃∞) elemanları 

𝔽𝑞𝑚  üzerinde lineer bağımsızdır. 

 𝑑𝑒𝑔(𝑎. 𝑃0 + 𝑏. 𝑃∞) = 𝑎 + 𝑏 ≥ 0 olduğundan 2.3.50 Teorem gereğince ℓ(𝑎. 𝑃0 +

𝑏. 𝑃∞) = 𝑑𝑒𝑔(𝑎. 𝑃0 + 𝑏. 𝑃∞) + 1 − 𝑔 elde edilir. 𝔽𝑞𝑚(𝑧) ∕ 𝔽𝑞𝑚 rasyonel fonksiyon 

cisminin cinsinin sıfır olduğuna dikkat edilirse ℓ(𝑎. 𝑃0 + 𝑏. 𝑃∞) = 𝑑𝑒𝑔(𝑎. 𝑃0 + 𝑏. 𝑃∞) +

1 = 𝑎 + 𝑏 + 1 olur. Böylece 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑎 + 𝑏 olmak üzere 𝑧−𝑎. 𝑧𝑗 elemanları, ℒ(𝑎. 𝑃0 +

𝑏. 𝑃∞) Riemann-Roch uzayının 𝔽𝑞𝑚  üzerinde bir tabanıdır. 

 Böylece 𝐶ℒ(𝐷𝛽 , 𝑎. 𝑃0 + 𝑏. 𝑃∞) rasyonel cebirsel geometrik kodunun üreteç 

matrisi, 

𝐻 = (

𝑧−𝑎(𝑃1) 𝑧−𝑎(𝑃2) 𝑧−𝑎(𝑃3) ⋯ 𝑧−𝑎(𝑃𝑛)

𝑧−𝑎+1(𝑃1) 𝑧−𝑎+1(𝑃2) 𝑧−𝑎+1(𝑃3) ⋯ 𝑧−𝑎+1(𝑃𝑛)
⋮ ⋮ ⋮  ⋮

𝑧𝑏(𝑃1) 𝑧𝑏(𝑃2) 𝑧𝑏(𝑃3) ⋯ 𝑧𝑏(𝑃𝑛)

)                                    (3.14) 

şeklinde olur. 

 Böylece (3.14) de verilen matris, 
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𝐻 =

(

 

1 𝛽−𝑎 𝛽2.(−𝑎) ⋯ 𝛽(𝑛−1).(−𝑎)

1 𝛽−𝑎+1 𝛽2.(−𝑎+1) ⋯ 𝛽(𝑛−1).(−𝑎+1)

⋮ ⋮ ⋮  ⋮
1 𝛽𝑏 𝛽2.𝑏 ⋯ 𝛽(𝑛−1).𝑏 )

                                                            (3.15) 

şeklinde yazılabilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

𝐻 =

(

 

1 𝛽−𝑎 𝛽−2𝑎 ⋯ (𝛽(𝑛−1))−𝑎

1 𝛽−𝑎+1 𝛽−2𝑎+2 ⋯ (𝛽(𝑛−1))−𝑎+1

⋮ ⋮ ⋮  ⋮
1 𝛽−𝑎+(𝑎+𝑏) 𝛽−2𝑎+2(𝑎+𝑏) ⋯ (𝛽(𝑛−1))−𝑎+(𝑎+𝑏))

                                      (3.16) 

elde edilir. 𝑙 = −𝑎 ve 𝛿 = 𝑎 + 𝑏 + 2 alınırsa, (3.12) da verilen matris elde edileceğinden 

𝐶ℒ(𝐷𝛽 , 𝑎. 𝑃0 + 𝑏. 𝑃∞) = 𝐶(𝑛, 𝑙, 𝛿) olur. 

 Böylece a) kanıtlanmış olur. 

 b) 𝑦 = 𝑧−𝑛 ve ℎ(𝑧) = ∏ (𝑧 − 𝛽𝑖−1) = 𝑧𝑛 − 1𝑛
𝑖=1  olsun. 3.3.8 Lemma da verilen 

(𝜔) = (𝑦) + (ℎ′(𝑧)) − (ℎ(𝑧)) − 2. 𝑃∞ özelliğine sahip Weil diferansiyeli göz önüne 

alınsın. 

 3.3.8 Lemma gereğince 𝑖 = 1,… , 𝑛 için 𝑣𝑃𝑖(𝜔) = −1 ve 𝜔𝑃𝑖(1) = 1 olduğu 

biliniyor. Bu nedenle 𝐻 = 𝐷𝛽 − (𝑎. 𝑃0 + 𝑏. 𝑃∞) + (𝜔) olmak üzere, 3.2.11 Önerme ve 

3.2.9 Teorem gereğince 𝐶ℒ(𝐷𝛽 , 𝑎. 𝑃0 + 𝑏. 𝑃∞)
⊥ = 𝐶ℒ(𝐷𝛽 , 𝐻) yazılabilir. 

 𝐻 = 𝐷𝛽 − (𝑎. 𝑃0 + 𝑏. 𝑃∞) + (𝜔) = 𝐷𝛽 − (𝑎. 𝑃0 + 𝑏. 𝑃∞) + (𝑧−𝑛) + (ℎ′(𝑧)) − 

(ℎ(𝑧)) − 2. 𝑃∞ = 𝐷𝛽 − (𝑎. 𝑃0 + 𝑏. 𝑃∞) + 𝑛. (𝑃∞ − 𝑃0) + (𝑛 − 1). (𝑃0 − 𝑃∞ ) − (𝐷𝛽 − 

𝑛. 𝑃∞) − 2. 𝑃∞ = (−𝑎 − 1). 𝑃0 + (𝑛 − 𝑏 − 1). 𝑃∞ olacağından, 𝑟 = −(𝑎 + 1) ve 𝑠 = 𝑛 

− 𝑏 − 1 olmak üzere 𝐶ℒ(𝐷𝛽 , 𝑎. 𝑃0 + 𝑏. 𝑃∞)
⊥ = 𝐶ℒ(𝐷𝛽 , 𝑟. 𝑃0 + 𝑠. 𝑃∞) olur. 

 Ayrıca a) gereğince 𝑙 = −𝑎 ve 𝛿 = 𝑎 + 𝑏 + 2 olduğuna dikkat edilirse, 

𝐶(𝑛, 𝑙, 𝛿)⊥|𝔽𝑞  BCH kodunun, 𝑟 = 𝑙 − 1 ve 𝑠 = 𝑛 + 1 − 𝛿 − 𝑙 olmak üzere 

𝐶ℒ(𝐷𝛽 , 𝑟. 𝑃0 + 𝑠. 𝑃∞) kodunun 𝔽𝑞 ya bir kısıtlanışı olduğu görülmüş olur. 

 Böylece 3.3.9 Önerme kanıtlanmış olur [2]. 

 Şimdi Goppa kodları tanıtılacaktır. 
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 3.3.10 Tanım: 𝐿 = {𝛼1, … , 𝛼𝑛} ∈ 𝔽𝑞𝑚  olsun. 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛 − 1 olmak üzere 

derecesi 𝑡 ve her 𝛼𝑖 ∈ 𝐿 için 𝑔(𝛼𝑖) ≠ 0 olacak şekilde bir 𝑔(𝑧) ∈ 𝔽𝑞𝑚[𝑧] polinomu göz 

önüne alınsın. 𝔽𝑞𝑚  üzerinde üreteç matrisi, 

𝐻 = (

𝑔(𝛼1)
−1 𝑔(𝛼2)

−1 ⋯ 𝑔(𝛼𝑛)
−1

𝛼1. 𝑔(𝛼1)
−1 𝛼2. 𝑔(𝛼2)

−1 ⋯ 𝛼𝑛. 𝑔(𝛼𝑛)
−1

⋮ ⋮  ⋮
𝛼1
𝑡−1. 𝑔(𝛼1)

−1 𝛼2
𝑡−1. 𝑔(𝛼2)

−1 ⋯ 𝛼𝑛
𝑡−1. 𝑔(𝛼𝑛)

−1

)                                    (3.17) 

olan bir 𝐶(𝐿, 𝑔(𝑧)) kodu tanımlansın. 𝛤(𝐿, 𝑔(𝑧)) = 𝐶(𝐿, 𝑔(𝑧))⊥|𝔽𝑞 koduna, Goppa 

polinomu 𝑔(𝑧) olan bir Goppa kodu denir [2]. 

 Ayrıca herhangi bir 𝑐 ∈ 𝔽𝑞
𝑛

 vektörünün transpozu 𝑐𝑡 ile gösterilmek üzere 

𝛤(𝐿, 𝑔(𝑧)) = { 𝑐 ∈ 𝔽𝑞
𝑛 | 𝐻. 𝑐𝑡 = 0 } şeklinde yazılabilir. 

 Şimdi Goppa kodlarının, rasyonel cebirsel geometrik kodlarla ilişkisi 

incelenecektir. Bu ilişkinin daha iyi anlaşılabilmesi için sıradaki önerme kanıtı ile birlikte 

verilmiştir. 

 3.3.11 Önerme: 𝔽𝑞𝑚(𝑧) ∕ 𝔽𝑞𝑚 rasyonel fonksiyon cismi göz önüne alınsın. 𝑧 ∈

𝔽𝑞𝑚(𝑧) elemanının kutbu 𝑃∞ ile gösterilsin. 𝑖 = 1,… , 𝑛 için 𝛼𝑖 ∈ 𝐿 olmak üzere, 𝑧 − 𝛼𝑖 ∈

𝔽𝑞𝑚(𝑧) elemanının kökü 𝑃𝑖 ile gösterilsin ve 𝐷𝐿 = 𝑃1 + 𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑛 olsun. 𝑔(𝑧) ∈

𝔽𝑞𝑚(𝑧) elemanının kök divizörü 𝐺0 ile gösterilsin. O zaman ℎ(𝑧) = ∏ (𝑧 − 𝛼𝑖)𝛼𝑖∈𝐿
 ve 

𝐴 = (ℎ′(𝑧)) + (𝑛 − 1). 𝑃∞ olmak üzere, 

𝐶(𝐿, 𝑔(𝑧)) = 𝐶ℒ(𝐷𝐿 , 𝐺0 − 𝑃∞) = 𝐶ℒ(𝐷𝐿 , 𝐴 − 𝐺0)
⊥                                                       (3.18) 

ve 

𝛤(𝐿, 𝑔(𝑧)) = 𝐶ℒ(𝐷𝐿 , 𝐺0 − 𝑃∞)
⊥|𝔽𝑞 = 𝐶ℒ(𝐷𝐿 , 𝐴 − 𝐺0)|𝔽𝑞                                              (3.19) 

olur [2]. 

 Kanıt: 

 Sadece 𝐶(𝐿, 𝑔(𝑧)) = 𝐶ℒ(𝐷𝐿 , 𝐺0 − 𝑃∞) = 𝐶ℒ(𝐷𝐿 , 𝐴 − 𝐺0)
⊥ olduğunu göstermek 

yeterli olacaktır. 
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 Her 𝑗 ∈ {0, … , 𝑡 − 1} için (𝑧𝑗. 𝑔(𝑧)−1) = 𝑗. (𝑃0 − 𝑃∞) − (𝐺0 − 𝑡. 𝑃∞) ≥ −𝐺0 +

𝑃∞ olduğundan, ℒ(𝐺0 − 𝑃∞) nin tanımı gereğince 𝑧𝑗 . 𝑔(𝑧)−1 ∈ ℒ(𝐺0 − 𝑃∞) olur. Ayrıca 

0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡 − 1 olmak üzere 𝑧𝑗 . 𝑔(𝑧)−1 ∈ ℒ(𝐺0 − 𝑃∞) elemanları 𝔽𝑞𝑚  üzerinde lineer 

bağımsızdır. 

 𝑔(𝑧) ∈ 𝔽𝑞𝑚(𝑧) elemanı 𝔽𝑞𝑚  üzerinde transandant olduğundan 2.1.19 Sonuç 

gereğince en az bir köke ve kutba sahiptir. Böylece 𝑑𝑒𝑔𝐺0 > 0 olacağından 𝑑𝑒𝑔(𝐺0 −

𝑃∞) ≥ 0 olur. 2.3.50 Teorem gereğince ℓ(𝐺0 − 𝑃∞) = 𝑑𝑒𝑔(𝐺0 − 𝑃∞) + 1 − 𝑔 elde 

edilir. 𝔽𝑞𝑚(𝑧) ∕ 𝔽𝑞𝑚 rasyonel fonksiyon cisminin cinsinin sıfır olduğuna dikkat edilirse 

ℓ(𝐺0 − 𝑃∞) = 𝑑𝑒𝑔(𝐺0 − 𝑃∞) + 1 = 𝑑𝑒𝑔𝐺0 olur. 

 2.3.15 Önerme gereğince 𝑔(𝑧) ∈ 𝔽𝑞𝑚(𝑧) elemanının esas divizörünün derecesi 

sıfır olduğundan 𝑑𝑒𝑔(𝐺0 − 𝑡. 𝑃∞) = 0 dır. Bu sebeple 𝑑𝑒𝑔𝐺0 = 𝑡 olacağından 

ℓ(𝐺0 − 𝑃∞) = 𝑡 bulunur. 

 Böylece 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡 − 1 olmak üzere 𝑧𝑗 . 𝑔(𝑧)−1 elemanları, ℒ(𝐺0 − 𝑃∞) Riemann-

Roch uzayının 𝔽𝑞𝑚 üzerinde bir tabanıdır. Bu sebeple (3.17) de verilen matris, 

𝐶ℒ(𝐷𝐿 , 𝐺0 − 𝑃∞) kodunun üreteç matrisi olacağından 𝐶(𝐿, 𝑔(𝑧)) = 𝐶ℒ(𝐷𝐿 , 𝐺0 − 𝑃∞) elde 

edilir. 

 Şimdi 𝐶ℒ(𝐷𝐿 , 𝐺0 − 𝑃∞) = 𝐶ℒ(𝐷𝐿 , 𝐴 − 𝐺0)
⊥ olduğu gösterilecektir. 3.3.8 Lemma 

da verilen (𝜔) = (ℎ′(𝑧)) − (ℎ(𝑧)) − 2. 𝑃∞ özelliğine sahip Weil diferansiyeli göz önüne 

alınsın. Burada 𝑖 = 1,… , 𝑛 için 𝑦(𝑃𝑖) = 1 özelliğini sağlayan 𝑦 ∈ 𝔽𝑞𝑚(𝑧) elemanı 𝑦 =

1 olarak alınmıştır. 

 3.3.8 Lemma gereğince 𝑖 = 1,… , 𝑛 için 𝑣𝑃𝑖(𝜔) = −1 ve 𝜔𝑃𝑖(1) = 1 olduğu 

biliniyor. Bu nedenle 𝐻 = 𝐷𝐿 − (𝐺0 − 𝑃∞) + (𝜔) olmak üzere, 3.2.11 Önerme ve 3.2.9 

Teorem gereğince 𝐶ℒ(𝐷𝐿 , 𝐺0 − 𝑃∞)
⊥ = 𝐶ℒ(𝐷𝐿 , 𝐻) yazılabilir. 

 𝐻 = 𝐷𝐿 − (𝐺0 − 𝑃∞) + (𝜔) = 𝐷𝐿 − (𝐺0 − 𝑃∞) + (ℎ′(𝑧)) − (ℎ(𝑧)) − 2. 𝑃∞ = 

𝐷𝐿 − 𝐺0 + 𝑃∞ + 𝐴 − (𝑛 − 1). 𝑃∞ − (𝐷𝐿 − 𝑛. 𝑃∞) − 2. 𝑃∞ = 𝐴 − 𝐺0 olduğundan kanıt 

tamamlanmış olur [2]. 
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 3.3.9 Önerme ve 3.3.11 Önerme yardımıyla, rasyonel cebirsel geometrik kodların 

minimum uzaklığı için elde edilen sonuçlar, BCH ve Goppa kodlarının minimum uzaklığı 

için kullanılabilir. Sıradaki sonuç kanıtı ile birlikte verilmiştir. 

 3.3.12 Sonuç: 

 a) ( BCH sınırı ) Tasarlanmış uzaklığı 𝛿 olan bir BCH kodunun minimum uzaklığı 

en az 𝛿 dır. 

 b) ( Goppa Sınırı ) Bir Goppa kodunun 𝛤(𝐿, 𝑔(𝑧)) minimum uzaklığı en az 1 +

𝑑𝑒𝑔𝑔(𝑧) dir [2]. 

 Kanıt: 

 a) 3.3.9 Önerme de verilen notasyon göz önüne alınsın. 𝑟 = 𝑙 − 1 ve 𝑠 = 𝑛 + 1 −

𝛿 − 𝑙 olmak üzere herhangi bir 𝐶ℒ(𝐷𝛽 , 𝑟. 𝑃0 + 𝑠. 𝑃∞)|𝔽𝑞 BCH kodu verilsin. 

 𝐶ℒ(𝐷𝛽 , 𝑟. 𝑃0 + 𝑠. 𝑃∞) kodunun minimum uzaklığı bulunacaktır. 𝑑𝑒𝑔(𝑟. 𝑃0 +

𝑠. 𝑃∞) = 𝑟 + 𝑠 = 𝑙 − 1 + 𝑛 + 1 − 𝛿 − 𝑙 = 𝑛 − 𝛿 olur. 3.3.2 Teorem b) gereğince 𝑘 =

0 ⟺ 𝑑𝑒𝑔(𝑟. 𝑃0 + 𝑠. 𝑃∞) < 0 olduğundan 𝑑𝑒𝑔(𝑟. 𝑃0 + 𝑠. 𝑃∞) ≥ 0 olduğu varsayılabilir. 

3.3.7 Tanım gereğince 𝛿 ∈ ℤ, 𝛿 ≥ 2 olduğundan 0 ≤ 𝑛 − 𝛿 ≤ 𝑛 − 2 olur. Böylece 3.3.2 

Teorem d) gereğince 𝑑 = 𝑛 − 𝑑𝑒𝑔(𝑟. 𝑃0 + 𝑠. 𝑃∞) = 𝑛 − 𝑛 + 𝛿 = 𝛿 olur. 

 Bu durumda 𝐶ℒ(𝐷𝛽 , 𝑟. 𝑃0 + 𝑠. 𝑃∞)|𝔽𝑞 kodunun minimum uzaklığı 𝛿 değerinden 

küçük olamayacağından istenilen elde edilir. 

 b) 3.3.11 Önerme de verilen notasyon göz önüne alınsın. ℎ(𝑧) = ∏ (𝑧 − 𝛼𝑖)𝛼𝑖∈𝐿
 

ve 𝐴 = (ℎ′(𝑧)) + (𝑛 − 1). 𝑃∞ olmak üzere herhangi bir 𝐶ℒ(𝐷𝐿 , 𝐴 − 𝐺0)|𝔽𝑞  Goppa kodu 

verilsin. 

 𝐶ℒ(𝐷𝐿 , 𝐴 − 𝐺0) kodunun minimum uzaklığı bulunacaktır. 𝑑𝑒𝑔(𝐴 − 𝐺0) =

(𝑛 − 1) − 𝑡 = (𝑛 − 1) − 𝑑𝑒𝑔𝑔(𝑧) dir. 3.3.2 Teorem b) gereğince 𝑘 = 0 ⟺ 𝑑𝑒𝑔(𝐴 −

𝐺0) < 0 olduğundan 𝑑𝑒𝑔(𝐴 − 𝐺0) ≥ 0 olduğu varsayılabilir. 1 ≤ 𝑑𝑒𝑔𝑔(𝑧) olduğundan 

olduğundan 0 ≤ (𝑛 − 1) − 𝑑𝑒𝑔𝑔(𝑧) ≤ 𝑛 − 2 olur. Böylece 3.3.2 Teorem d) gereğince 

𝑑 = 𝑛 − 𝑑𝑒𝑔(𝐴 − 𝐺0) = 𝑛 − ((𝑛 − 1) − 𝑑𝑒𝑔𝑔(𝑧)) = 1 + 𝑑𝑒𝑔𝑔(𝑧) olur. 
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 Bu durumda 𝐶ℒ(𝐷𝐿 , 𝐴 − 𝐺0)|𝔽𝑞 kodunun minimum uzaklığı 1 + 𝑑𝑒𝑔𝑔(𝑧) 

değerinden küçük olamayacağından istenilen elde edilir [2]. 

3.3.13 Not: Cebirsel açıdan rasyonel fonksiyon cismi, bir cebirsel fonksiyon 

cisminin en açık örneğidir. Buna rağmen bu kısımda, rasyonel fonksiyon cisminin 

divizörleri ile ilişkili rasyonel cebirsel geometrik kodların, halihazırda bilininen ve yaygın 

olarak kullanılan kodları temsil edebildiği görülmüştür. Bu da rasyonel olmayan 

fonksiyon cisimlerinin divizörleri ile ilişkili kodların araştırılmasını cazip kılmaktadır [2]. 

 

3.4 Tsfasman-Vladut-Zink Teoremi 

 3.4.1 Tanım: 𝐶, 𝔽𝑞 üzerinde bir [𝑛, 𝑘, 𝑑] kod olsun. 𝑅 = 𝑅(𝐶) = 𝑘 ∕ 𝑛 sayısına 

𝐶 kodunun haberleşme oranı denir. 𝛿 = 𝛿(𝐶) = 𝑑 ∕ 𝑛 sayısına da 𝐶 kodunun göreceli 

minimum uzaklığı denir [2]. 

 𝑉𝑞 = { (𝛿(𝐶), 𝑅(𝐶)) ∈ [0,1]
2 | 𝐶, 𝔽𝑞 üzerinde bir koddur } kümesi tanımlansın. 

𝑉𝑞 kümesinin limit noktalarının kümesi 𝑈𝑞 ⊆ [0,1]
2 ile gösterilsin. 

 3.4.2 Önerme: 𝑈𝑞 = { (𝛿, 𝑅) ∈ [0,1]
2 | 0 ≤ 𝛿 ≤ 1 ve 0 ≤ 𝑅 ≤ 𝛼𝑞(𝛿) } olacak 

şekilde sürekli bir 𝛼𝑞: [0,1] ⟶ [0,1] fonksiyon vardır. 𝛼𝑞(0) = 1, 1 − 𝑞−1 ≤ 𝛿 ≤ 1 

olmak üzere 𝛼𝑞(𝛿) = 0 dır. Ayrıca 𝛼𝑞 fonksiyonu [0,1 − 𝑞−1] aralığında artmayandır [2, 

7]. 

 0 < 𝛿 < 1 − 𝑞−1 için 𝛼𝑞(𝛿) nin değeri tam olarak bilinmemektedir. Ancak birkaç 

üst ve alt sınır mevcuttur. Bu kısımda, bu sınırlardan birkaçı verilecektir. 

 3.4.3 Tanım: 𝐻𝑞: [0,1 − 𝑞
−1] ⟶ ℝ, 𝐻𝑞(0) = 0 ve 0 < 𝑥 ≤ 1 − 𝑞−1 için 𝐻𝑞(𝑥) 

= 𝑥. log𝑞(𝑞 − 1) − 𝑥. log𝑞(𝑥) − (1 − 𝑥). log𝑞(1 − 𝑥) şeklinde tanımlanan fonksiyona 

𝑞-entropi fonksiyonu denir [2]. 

 3.4.4 Önerme: 𝛼𝑞(𝛿) için aşağıdaki üst sınırlar sağlanır: 

 a) ( Plotkin Sınırı ) 0 ≤ 𝛿 ≤ 1 − 𝑞−1 için 𝛼𝑞(𝛿) ≤ 1 − 𝑞. (𝑞 − 1)
−1. 𝛿 dır. 

 b) ( Hamming Sınırı ) 0 ≤ 𝛿 ≤ 1 için 𝛼𝑞(𝛿) ≤ 1 − 𝐻𝑞(𝛿 ∕ 2) dır. 
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 c) ( Bassalygo-Elias Sınırı ) 0 ≤ 𝛿 ≤ 𝜃 = 1 − 𝑞−1 için 𝛼𝑞(𝛿) ≤ 1 − 𝐻𝑞 (𝜃 −

√𝜃. (𝜃 − 𝛿)) [2]. 

 Verilen bu üç sınırdan, Bassalygo-Elias Sınırı daima en iyisidir. 

 𝛼𝑞(𝛿) için aşikar olmayan her alt sınır, 𝔽𝑞 cismi üzerinde iyi parametrelere sahip 

kodların varlığını garantilemektedir. Bu nedenle 𝛼𝑞(𝛿) için, üst sınırlara oranla alt sınırlar 

daha fazla önem arz etmektedir. 

 3.4.5 Önerme ( Gilbert-Varshamov Sınırı ): 0 ≤ 𝛿 ≤ 1 − 𝑞−1 için 𝛼𝑞(𝛿) ≥

1 − 𝐻𝑞(𝛿) dır [2]. 

 Gilbert-Varshamov Sınırı, 𝛼𝑞(𝛿) için en iyi alt sınırdır. 

 Şekil 3.1 de 𝑞 = 2 için bu sınırlar verilmiştir. 

 Bu kısımdaki amaç, Gilbert-Varshamov Sınırını geliştirmek olacaktır. Bunun için 

büyük uzunluğa sahip cebirsel geometrik kodlar göz önüne alınacaktır. 

 Herhangi bir 𝐹 ∕ 𝔽𝑞 fonksiyon cismi göz önüne alınsın. Bu fonksiyon cisminin 

birinci dereceden place'lerinin sayısı 𝑁 = 𝑁(𝐹) ile gösterilsin. 𝐹 ∕ 𝔽𝑞 fonksiyon cisminin 

𝐷 ve 𝐺 divizörleri ile ilişkili, herhangi bir cebirsel geometrik kod 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) ( sırasıyla 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺) ) olsun. 

 3.4.6 Lemma: 𝐹 ∕ 𝔽𝑞 fonksiyon cisminin ikişer ikişer birbirinden farklı, birinci 

dereceden 𝑃1, … , 𝑃𝑛 placeleri göz önüne alınsın. O zaman her 𝑟 ≥ 0 tamsayısı için 

𝑑𝑒𝑔𝐺 = 𝑟 ve 𝑃𝑖 ∉ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐺 ( 𝑖 = 1,… , 𝑛 ) olacak şekilde bir 𝐺 divizörü vardır [2]. 

 3.4.6 Lemma 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) ( sırasıyla 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) ) kodunun uzunluğu üzerindeki tek 

kısıtlamanın, 𝑁 kümesinin eleman sayısı olduğunu göstermektedir. 

 3.4.7 Tanım: Herhangi bir 𝑔 ≥ 0 tamsayısı için, 

𝑁𝑞(𝑔) = 𝑚𝑎𝑥{ 𝑁(𝐹) | 𝐹 𝔽𝑞⁄  cinsi 𝑔 olan bir fonksiyon cismidir }                              (3.20) 

olarak tanımlansın. 

𝐴(𝑞) = lim
𝑔→∞

𝑠𝑢𝑝
𝑁𝑞(𝑔)

𝑔
                                                                                                           (3.21) 
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                    1   

                                                    Gilbert-Varshamov 

                                                                 Bassalygo-Elias 

                                                                        Plotkin 

                                                                                Hamming 

 

 

 

                                                                                                                        

 
 
𝛿

  

0                                              0,5                                              1 

 

Şekil 3.1 𝑞 = 2 için sınırlar [2]. 

 

reel sayısına Ihara sabiti denir [2]. 

 Sıradaki önerme kanıtı ile birlikte verilmiştir. 

 3.4.8 Önerme: 𝐴(𝑞) > 1 olduğu varsayılsın. O zaman 0 ≤ 𝛿 ≤ 1 − 𝐴(𝑞)−1 için 

𝛼𝑞(𝛿) ≥ 1 − 𝐴(𝑞)
−1 − 𝛿 dır [2]. 

 Kanıt: 

 Herhangi bir 𝛿 ∈ [0,1 − 𝐴(𝑞)−1] sayısı göz önüne alınsın. 𝑖 → ∞ için, 

𝑔𝑖 → ∞ ve 
𝑁(𝐹𝑖)

𝑔𝑖
→ 𝐴(𝑞)                                                                                                 (3.22) 

özelliğine sahip fonksiyon cisimlerinin bir dizisi 𝐹𝑖 𝔽𝑞⁄  olsun. 

𝑟𝑖

𝑁(𝐹𝑖)
→ 1− 𝛿                                                                                                                       (3.23) 
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olacak şekilde bir {𝑟𝑖} ⊆ ℝ
+ dizisi seçilsin. 𝑖 → ∞ için 𝑁(𝐹𝑖) → ∞ olduğundan böyle bir 

dizinin seçilebileceğine dikkat edilmelidir. 𝐹𝑖 𝔽𝑞⁄  fonksiyon cisminin birinci dereceden 

tüm placelerinin toplamı 𝐷𝑖 ile gösterilsin. Bu durumda 𝑑𝑒𝑔𝐷𝑖 = 𝑁(𝐹𝑖) olur. 

 3.4.6 Lemma gereğince her 𝑖 ≥ 1 için, 𝐹𝑖 𝔽𝑞⁄  fonksiyon cisminin 𝑑𝑒𝑔𝐺𝑖 = 𝑟𝑖 ve 

𝑠𝑢𝑝𝑝𝐺𝑖 ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷𝑖 = ∅ olacak şekilde bir 𝐺𝑖 divizörü vardır. Böylece her 𝑖 ≥ 1 için 𝐶𝑖 =

𝐶ℒ(𝐷𝑖, 𝐺𝑖) kodu tanımlıdır. Her 𝑖 ≥ 1 için 𝐶𝑖 kodunun uzunluğu 𝑑𝑒𝑔𝐷𝑖 = 𝑁(𝐹𝑖) dir. Her 

𝑖 ≥ 1 için 𝐶𝑖 kodunun boyutu 𝑘𝑖, minimum uzaklığı 𝑑𝑖 ile gösterilsin. 3.2.4 Sonuç 

gereğince 𝐶𝑖 kodunun parametreleri, 

𝑘𝑖 ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐺𝑖 + 1 − 𝑔𝑖 = 𝑟𝑖 + 1 − 𝑔𝑖                                                                                              (3.24) 

ve 

𝑑𝑖 ≥ 𝑁(𝐹𝑖) − 𝑑𝑒𝑔𝐺𝑖 = 𝑁(𝐹𝑖) − 𝑟𝑖                                                                                                    (3.25) 

eşitsizliklerini sağlar. Böylece, 

𝑅𝑖 = 𝑅(𝐶𝑖) ≥
𝑟𝑖+1

𝑁(𝐹𝑖)
−

𝑔𝑖

𝑁(𝐹𝑖)
 ve 𝛿𝑖 = 𝛿(𝐶𝑖) ≥ 1 −

𝑟𝑖

𝑁(𝐹𝑖)
                                                              (3.26) 

elde edilir. Genelleştirme kaybına uğramaksızın (𝑅𝑖)𝑖≥1 ve (𝐶𝑖)𝑖≥1 dizilerinin yakınsak 

olduğu varsayılabilir. Diğer durumda uygun bir alt dizi seçilir. 𝑅𝑖 → 𝑅 ve 𝛿𝑖 → 𝛿 olduğu 

kabul edilsin. (3.26) de verilen eşitsizliklerde 𝑖 → ∞ için limite geçilirse, (3.22) ve (3.23) 

gereğince 𝑅 ≥ 1 − 𝛿 − 𝐴(𝑞)−1 ve 𝛿 ≥ 𝛿 elde edilir. 

 Her 𝑖 ≥ 1 için 𝛿𝑖 ≤ 1 olduğundan 𝛿 ≤ 1 dir. Böylece 𝛼𝑞 fonksiyonunun tanımı 

gereğince 𝛼𝑞(𝛿) ≥ 𝑅 ≥ 1 − 𝛿 − 𝐴(𝑞)
−1 olur. 3.4.2 Önerme gereğince 𝛼𝑞 fonksiyonu 

artmayan olduğundan 𝛼𝑞(𝛿) ≥ 𝛼𝑞(𝛿) ≥ 1 − 𝛿 − 𝐴(𝑞)
−1 bulunur. Böylece 3.4.8 

Önerme kanıtlanmış olur [2]. 

 3.4.9 Lemma: En az bir 𝑙 > 0 tamsayısı için 𝑞 = 𝑙2 ise 𝐴(𝑞) = 𝑞1∕2 − 1 dir [2]. 

 Sıradaki teorem kanıtıyla birlikte verilmiştir. 
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 3.4.10 Teorem ( Tsfasman-Vladut-Zink Sınırı ): En az bir 𝑙 > 0 tamsayısı için 

𝑞 = 𝑙2 olsun. O zaman 0 ≤ 𝛿 ≤ 1 − (𝑞1∕2 − 1)−1 için 𝛼𝑞(𝛿) ≥ 1 − (𝑞
1 2⁄ − 1)

−1
− 𝛿 

dır [2,6]. 

 Kanıt: 

 En az bir 𝑙 > 0 tamsayısı için 𝑞 = 𝑙2 olduğundan 3.4.9 Lemma gereğince 𝐴(𝑞) =

𝑞1∕2 − 1 dır. Bu durumda 𝑞 > 2 olacağından 𝐴(𝑞) > 1 dır. Böylece 3.4.8 Önerme 

gereğince 0 ≤ 𝛿 ≤ 1 − (𝑞1∕2 − 1)−1 için 𝛼𝑞(𝛿) ≥ 1 − (𝑞
1 2⁄ − 1)

−1
− 𝛿 elde 

edileceğinden kanıt tamamlanır. 

 𝑞 = 𝑙2 ≥ 49 olacak şekildeki her 𝑙 > 0 tamsayısı için Tsfasman-Vladut-Zink 

Sınırı, Gilbert-Varshamov Sınırını belli bir aralıkta geliştirmektedir. Şekil 3.2 de 𝑞 = 64 

için bu sınırlar gösterilmiştir [2]. 
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                    1   

                                                     

                                                                  

                                                                         

                                                                                 

 

 

 

                                                                                                                        

 
 
𝛿

  

0                                                                                1 −
1

7
       1 

 

Şekil 3.2 𝑞 = 64 için sınırlar [2]. 

 

3.5 Cebirsel Geometrik Kodların Minimum Uzaklığı için Taban Sınırları 

 Cebirsel geometrik kodların, tasarlanmış uzaklığını geliştirmek için çeşitli 

metodlar kullanılmıştır. Bu metodlar iki ana kategoriye ayrılabilir. Bunlardan ilki mertebe 

sınırıdır. Mertebe sınırının temeli, Feng ve Rao'nun ünlü [8] makalesine dayanmaktadır. 

 Kullanılan diğer metod ise taban sınırıdır. Bir kaçı hariç, cebirsel geometrik 

kodların minimum uzaklığı için bilinen tüm alt sınırlar bu iki metodun özel hali olarak 

ifade edilebilir. Bu kısımda taban sınırı incelenecektir. 

 Bir divizörün "tabanı" ilk olarak Maharaj ve Matthews tarafından [9] de 

tanımlanmıştır. Daha sonra bu tanım yardımıyla cebirsel geometrik kodların tasarlanmış 

uzaklığı üzerinde bir dizi gelişme elde edilmiştir. Bu nedenle bu sınırlar literatürde taban 

sınırları olarak bilinmektedir. 
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 3.5.1 Tanım: 𝐹 ∕ 𝔽𝑞 fonksiyon cisminin herhangi iki 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü göz 

önüne alınsın. 𝑔𝑐𝑑(𝐴, 𝐵) = ∑ 𝑚𝑖𝑛{𝑣𝑃(𝐴), 𝑣𝑃(𝐵)}. 𝑃𝑃∈𝒫𝐹  divizörüne, 𝐴 ve 𝐵 nin en 

büyük ortak divizörü denir [10]. 

 3.5.2 Önerme: 𝐹 ∕ 𝔽𝑞 fonksiyon cisminin ℓ(𝐺) > 0 özelliğine sahip herhangi bir 

𝐺 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü göz önüne alınsın. 𝐹 ∕ 𝔽𝑞 fonksiyon cisminin ℒ(𝐺) = ℒ(𝐺′) olacak 

şekildeki, minimum dereceye sahip divizörü 𝐺′ ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) olsun. O zaman 𝐺 ≥ 𝐺′ dir. 

Üstelik, bu özelliklere sahip olan 𝐺′ ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü tek şekilde belirlidir [10]. 

 3.5.3 Tanım: 𝐹 ∕ 𝔽𝑞 fonksiyon cisminin ℓ(𝐺) > 0 özelliğine sahip herhangi bir 

𝐺 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü göz önüne alınsın. 𝐹 ∕ 𝔽𝑞 fonksiyon cisminin ℒ(𝐺) = ℒ(𝐺′) olacak 

şekildeki, minimum dereceye sahip ve teklikle belirli 𝐺′ ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörüne, 𝐺 

divizörünün tabanı denir ve 𝐺 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörünün tabanı ⌊𝐺⌋ ile gösterilir [10]. 

Şimdi verilen bir divizörün tabanını bulmaya yardımcı olabilecek birkaç sonuç 

verilecektir. 

3.5.4 Önerme: 𝐹 ∕ 𝔽𝑞 fonksiyon cisminin ℓ(𝐺) > 0 özelliğine sahip herhangi bir 

𝐺 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü göz önüne alınsın. 𝐸 = 𝑔𝑐𝑑(𝐺 + (𝑥) | 𝑥 ∈ ℒ(𝐺) ∖ {0}) efektif 

divizörü tanımlansın. O zaman ⌊𝐺⌋ = 𝐺 − 𝐸 dir [10]. 

Taban kavramının daha iyi anlaşılabilmesi için sıradaki teorem kanıtıyla birlikte 

verilmiştir. 

3.5.5 Teorem: 𝐹 ∕ 𝔽𝑞 fonksiyon cisminin efektif bir 𝐺 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü göz 

önüne alınsın. O zaman ⌊𝐺⌋ divizörü de efektiftir. Ayrıca 𝑠𝑢𝑝𝑝⌊𝐺⌋ ⊆ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐺 dir [10]. 

Kanıt: 

𝐸 = 𝑔𝑐𝑑(𝐺 + (𝑥) | 𝑥 ∈ ℒ(𝐺) ∖ {0}) efektif divizörü göz önüne alınsın. Herhangi 

bir 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place'i için 𝑚𝑖𝑛
𝑥∈ℒ(𝐺)∖{0}

𝑣𝑝(𝑥) = −𝑣𝑝(𝐺 − 𝐸) olduğu biliniyor. 3.5.4 Önerme 

gereğince ⌊𝐺⌋ = 𝐺 − 𝐸 olduğundan 𝑚𝑖𝑛
𝑥∈ℒ(𝐺)∖{0}

𝑣𝑝(𝑥) = −𝑣𝑝(⌊𝐺⌋) olur. 

𝐺 ≥ 0 olduğundan, Riemann-Roch uzayının tanımından 𝔽𝑞 ⊆ ℒ(𝐺) olur. Bu 

sebeple 𝑚𝑖𝑛
𝑥∈ℒ(𝐺)∖{0}

𝑣𝑝(𝑥) ≤ 0 dır. 
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Böylece her 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place'i için 𝑣𝑝(𝐺) ≥ 𝑣𝑝(⌊𝐺⌋) = − 𝑚𝑖𝑛
𝑥∈ℒ(𝐺)∖{0}

𝑣𝑝(𝑥) ≥ 0 

olacağından kanıt tamamlanmış olur [10]. 

Bir divizörün tabanı kavramı üzerinde çalışılmasının temel amacı, bir cebirsel 

geometrik kodun minimum uzaklığı üzerinde gelişme elde edebilmektedir. Şimdi bu 

kavram kullanılarak elde edilebilecek en basit gelişme verilecektir. 

𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) kodunun minimum uzaklığının anlamlı bir alt sınırını elde edebilmek 

için 𝑑𝑒𝑔𝐺 < 𝑛 olduğu varsayılacaktır. Böylece 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) ≠ 0 olacağından ℓ(𝐺) > 0 dır. 

3.5.6 Teorem: 𝑘 ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐺 − 𝑔 + 1 ve 𝑑 ≥ 𝑛 − 𝑑𝑒𝑔⌊𝐺⌋ olmak üzere 𝐶ℒ(𝐷, 𝐺) bir 

[𝑛, 𝑘, 𝑑] koddur [10]. 

 Şimdi bir divizörün tabanı kavramı kullanılarak elde edilen ilk önemli sonuç 

verilecektir. 

 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) kodunun minimum uzaklığının anlamlı bir alt sınırını elde edebilmek 

için bundan sonraki kısımda 𝑑𝑒𝑔𝐺 > 2𝑔 − 2 olduğu varsayılacaktır. Böylece 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺) ≠ 0 dir. Sıradaki teorem kanıtıyla birlikte verilmiştir. 

 3.5.7 Teorem ( Maharaj-Matthews-Pirsic Sınırı ): Her 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛} için 𝑃𝑖 ∉

𝑠𝑢𝑝𝑝𝐻 olacak şekilde efektif bir 𝐻 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü göz önüne alınsın ve 𝐺 = 𝐻 +

⌊𝐻⌋ ve 𝐸𝐻 = 𝐻 − ⌊𝐻⌋ divizörleri tanımlansın. O zaman 𝐶Ω(𝐷, 𝐺), 𝑘 ≥ 𝑛 − 𝑑𝑒𝑔𝐺 + 𝑔 −

1 ve 𝑑 ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐺 − (2𝑔 − 2) + 𝑑𝑒𝑔𝐸𝐻 = 2. 𝑑𝑒𝑔𝐻 − (2𝑔 − 2) olmak üzere bir [𝑛, 𝑘, 𝑑] 

koddur [10]. 

 Kanıt: 

 𝑑𝑒𝑔𝐺 > 2𝑔 − 2 olduğundan 3.2.7 Teorem gereğince 𝑘 ≥ 𝑛 − 𝑑𝑒𝑔𝐺 + 𝑔 − 1 

olur. 

 Şimdi 𝑑 ≥ 2𝑑𝑒𝑔𝐻 − (2𝑔 − 2) olduğu gösterilecektir. 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) ≠ 0 olduğundan 

en az bir 𝜔 ∈ Ω𝐹(𝐺 − 𝐷), 𝜔 ≠ 0 Weil diferansiyeli için, minimum ağırlığa sahip olacak 

şekilde en az bir (𝜔𝑃1(1),𝜔𝑃2(1),… , 𝜔𝑃𝑛(1)) kod sözcüğü vardır. Bu kod sözcüğünün 

ağırlığı 𝑑 > 0 olsun. (𝜔𝑃1(1),𝜔𝑃2(1),… , 𝜔𝑃𝑛(1)) kod sözcüğünün ilk 𝑑 bileşeninin 

sıfırdan farklı ve diğerlerinin sıfır olduğu varsayılabilir. 
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 𝐷′ = ∑ 𝑃𝑖
𝑑
𝑖=1  divizörü göz önüne alınsın. (𝜔) ≥ 𝐺 − 𝐷′ olduğu gösterilecektir. 

𝜔 ∈ Ω𝐹(𝐺 − 𝐷), 𝜔 ≠ 0 olduğundan 2.3.43 Not gereğince (𝜔) ≥ 𝐺 − 𝐷 olur. Böylece 

𝑖 = 𝑖𝑑+1, 𝑖𝑑+2, … , 𝑖𝑛 için 𝑣𝑃𝑖(𝜔) ≥ −1 bulunur. Ayrıca 𝑖 = 𝑖𝑑+1, 𝑖𝑑+2, … , 𝑖𝑛 için  

𝜔𝑃𝑖(1) = 0 olduğundan (3.7) gereğince 𝑣𝑃𝑖(𝜔) ≥ 0 olur. Bu sebeple (𝜔) ≥ 𝐺 − 𝐷′ 

olduğu görülmüş olur. 

 Şimdi 𝑖 = 𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑 için 𝑣𝑃𝑖(𝜔) = −1 olduğu gösterilecektir. (𝜔) ≥ 𝐺 − 𝐷 

olduğundan 𝑣𝑃𝑖(𝜔) ≥ −1 olur. Ayrıca 𝑖 = 𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑 için 𝜔𝑃𝑖(1) ≠ 0 olduğundan (3.7) 

gereğince 𝑣𝑃𝑖(𝜔) ≤ −1 olur. Bu sebeple 𝑖 = 𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑 için 𝑣𝑃𝑖(𝜔) = −1 olduğu 

görülmüş olur. 

 Böylece 𝑖 = 𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑 için 𝑃𝑖 ∉ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐴 olmak üzere, (𝜔) = 𝐺 − 𝐷′ + 𝐴 olacak 

şekilde en az bir 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹), 𝐴 ≥ 0 divizörü vardır. Bir doğal divizörün derecesinin 

2𝑔 − 2 olacağı göz önünde bulundurulursa, 𝑑 = 𝑑𝑒𝑔𝐺 − (2𝑔 − 2) + 𝑑𝑒𝑔𝐴 elde edilir. 

 İstenilen eşitsizliğin sağlandığını göstermek için 𝑑𝑒𝑔𝐴 ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐸𝐻 olduğunu 

göstermek yeterlidir. 𝐻 + 𝐴 ≥ 𝐻 olduğundan 2.3.12 Lemma gereğince 𝑑𝑒𝑔𝐴 ≥

ℓ(𝐻 + 𝐴) − ℓ(𝐻) elde edilir. ℓ(𝐻) = ℓ(⌊𝐻⌋) olduğundan 𝑑𝑒𝑔𝐴 ≥ ℓ(𝐻 + 𝐴) − ℓ(⌊𝐻⌋) 

olur. 𝐴 + ⌊𝐻⌋ ≥ ⌊𝐻⌋ olduğundan 2.3.12 Lemma gereğince ℒ(⌊𝐻⌋) ⊆ ℒ(𝐴 + ⌊𝐻⌋) 

olacağından ℓ(⌊𝐻⌋) ≤ ℓ(𝐴 + ⌊𝐻⌋) olur. Böylece 𝑑𝑒𝑔𝐴 ≥ ℓ(𝐻 + 𝐴) − ℓ(𝐴 + ⌊𝐻⌋) elde 

edilir. 

 Son olarak 𝑑𝑒𝑔𝐸𝐻 = ℓ(𝐻 + 𝐴) − ℓ(𝐴 + ⌊𝐻⌋) olduğu gösterilecektir. (𝜔) bir 

doğal divizör olduğundan Riemann-Roch Teoremi ( 2.3.48 Teorem ) gereğince, 

ℓ(𝐻 + 𝐴) = 𝑑𝑒𝑔(𝐻 + 𝐴) + 1 − 𝑔 + ℓ((𝜔) − 𝐻 − 𝐴)                                                          (3.27) 

ve 

ℓ(𝐴 + ⌊𝐻⌋) = 𝑑𝑒𝑔(𝐴 + ⌊𝐻⌋) + 1 − 𝑔 + ℓ((𝜔) − 𝐴 − ⌊𝐻⌋)                                               (3.28) 

olur. (3.27) ve (3.28) gereğince ℓ(𝐻 + 𝐴) − ℓ(𝐴 + ⌊𝐻⌋) = 𝑑𝑒𝑔𝐸𝐻 + ℓ((𝜔) − 𝐻 − 𝐴) −

ℓ((𝜔) − 𝐴 − ⌊𝐻⌋) = 𝑑𝑒𝑔𝐸𝐻 + ℓ(⌊𝐻⌋ − 𝐷′) − ℓ(𝐻 − 𝐷′) bulunur. 
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 Bu nedenle 𝑑𝑒𝑔𝐸𝐻 = ℓ(𝐻 + 𝐴) − ℓ(𝐴 + ⌊𝐻⌋) olduğunu göstermek için ℓ(⌊𝐻⌋ −

𝐷′) = ℓ(𝐻 − 𝐷′) olduğunu göstermek yeterli olacaktır. 𝐻 − 𝐷′ ≤ 𝐻 olduğundan 2.3.12 

Lemma gereğince ℒ(𝐻 − 𝐷′) ⊆ ℒ(𝐻) = ℒ(⌊𝐻⌋) olur. Böylece ℒ(𝐻 − 𝐷′) = ℒ(𝐻 −

𝐷′) ∩ ℒ(⌊𝐻⌋) = ℒ(𝑔𝑐𝑑(𝐻 − 𝐷′, ⌊𝐻⌋)) olur. 

 𝐻 ≥ 0 olduğundan 3.5.5 Teorem gereğince 𝑠𝑢𝑝𝑝⌊𝐻⌋ ⊆ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐻 dir. Ayrıca 3.5.2 

Önerme gereğince 𝐻 ≥ ⌊𝐻⌋ ve hipotez gereğince 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐻 ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 = ∅ olduğundan 

𝑔𝑐𝑑(𝐻 − 𝐷′, ⌊𝐻⌋) = ⌊𝐻⌋ − 𝐷′ olur. 

 Böylece ℒ(𝐻 − 𝐷′) = ℒ(⌊𝐻⌋ − 𝐷′) olacağından 3.5.7 Teorem kanıtlanmış olur 

[10]. 

 Şimdi Maharaj-Matthews-Pirsic sınırının sonuçları üzerinde durulacaktır. Bu 

amaçla sıradaki önerme verilecektir. 

 3.5.8 Önerme: 𝑛1, … , 𝑛𝑚 ≥ 0 tam sayıları ve 𝐹 ∕ 𝔽𝑞 fonksiyon cisminin ikişer 

ikişer farklı 𝑄1, … , 𝑄𝑚 rasyonel placeleri göz önüne alınsın. (𝑛1, … , 𝑛𝑚) elemanının, 

(𝑄1, … , 𝑄𝑚) placelerinin Weierstrass boşluk kümesinin bir elemanı olması için gerekli ve 

yeterli koşul ℓ(∑ 𝑛𝑖. 𝑄𝑖
𝑚
𝑖=1 ) = ℓ((𝑛𝑗 − 1). 𝑄𝑗 + ∑ 𝑛𝑖. 𝑄𝑖

𝑚
𝑖=1,𝑖≠𝑗 ) olacak şekilde bir 𝑗 ∈

{1,… ,𝑚} elemanının var olmasıdır [10]. 

 Herhangi bir place'in Weierstrass boşluk kümesi klasik olarak çalışılan bir konu 

olmakla beraber, iki farklı place'in Weierstrass boşluk kümesi [11] de ve iki veya daha 

fazla farklı place'in Weierstrass boşluk kümesi [12] de tanımlanmıştır. 

 Weierstrass boşluk kümeleri kullanılarak, cebirsel geometrik kodların minimum 

uzaklığı üzerinde gelişmeler elde edilmiştir [13, Teorem 3.3, 14, Teorem 3.4]. [13, 

Teorem 3.3] ve [14, Teorem 3.4], 3.6.8 Teoreminin özel durumlarıdır [10]. Şekil 3.3 de 

bu gelişmeler verilmiştir. 

 Şimdi bir örnek verilecektir. 

 3.5.9 Örnek: 𝑦8 − 𝑦 = 𝑥10 − 𝑥3 eşitliği ile tanımlanan 𝔽8(𝑥, 𝑦) ∕ 𝔽8 fonksiyon 

cismi göz önüne alınsın. Bu fonksiyon cismi bazen 𝔽8 üzerinde Suzuki  fonksiyon  cismi 
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3.6.8 Teorem 

 

[14, Teorem 3.4] 

 

[13, Teorem 3.3] 

 

Şekil 3.3 

 

olarak da isimlendirilir ve cinsi 𝑔 = 14 tür. 𝔽8(𝑥, 𝑦) ∕ 𝔽8 fonksiyon cisminin 𝛼, 𝛽 ∈ 𝔽8 

için 𝑃𝛼,𝛽 ve 𝑃∞ olmak üzere 65 tane rasyonel place'i vardır [10]. 

 𝐺 = 27. 𝑃∞ + 22. 𝑃0,0 olsun. 𝔽8(𝑥, 𝑦) ∕ 𝔽8 fonksiyon cisminin, 𝑃∞ ve 𝑃0,0 dan 

farklı rasyonel placelerinin toplamı 𝐷 = 𝑃1 +⋯+ 𝑃63 olmak üzere 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) cebirsel 

geometrik kodu göz önüne alınsın. 

 3.5.7 Teoreminin kullanılabilmesi için, 𝐺 = 𝐻 + ⌊𝐻⌋ olacak şekilde bir 𝐻 ∈

𝐷𝑖𝑣(𝔽8(𝑥, 𝑦)) divizörünün bulunması gerekmektedir. 𝐻 = 14. 𝑃∞ + 11. 𝑃0,0 divizörü 

için ⌊𝐻⌋ = 13. 𝑃∞ + 11. 𝑃0,0 dir [10]. Böylece 3.5.7 Teorem gereğince 𝑑 ≥ 2. 𝑑𝑒𝑔𝐻 −

(2𝑔 − 2) = 2.25 − (2.14 − 2) = 24 olur. 

 Ayrıca 2𝑔 − 2 = 26 < 𝑑𝑒𝑔𝐺 = 49 < 𝑛 = 63 olduğundan 3.2.7 Teorem 

gereğince 𝑘 = 𝑛 + 𝑔 − 1 − 𝑑𝑒𝑔𝐺 = 63 + 14 − 1 − 49 = 27 olur. 

 Böylece uzunluğu 63 olan 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) cebirsel geometrik kodunun boyutu 27, 

minimum uzaklığı en az 24 tür. 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) kodu, 𝔽8 üzerinde uzunluğu 63 ve boyutu 27 

olan kodlar arasında bilinen en iyi koddur [10]. Ayrıca [13, Teorem 3.3] ve [14, Teorem 

3.4] bu koda uygulanamamaktadır. 
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 Maharaj-Matthews-Pirsic sınırı, B. Lundell ve J. McCullough tarafından 

geliştirilmiştir [15]. Sıradaki teorem kanıtıyla birlikte verilmiştir. 

 3.5.10 Teorem ( Lundell-McCullough Sınırı ): 𝑍 ≥ 0, ℒ(𝐴) = ℒ(𝐴 − 𝑍), 

ℒ(𝐵) = ℒ(𝐵 + 𝑍) koşullarını sağlayan 𝐴, 𝐵, 𝑍 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörleri göz önüne alınsın. 

(𝑠𝑢𝑝𝑝𝐴 ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐵 ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑍) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 = ∅ olsun. O zaman 𝐺 = 𝐴 + 𝐵 olmak üzere, 

𝑑(𝐶Ω(𝐷, 𝐺)) ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐺 − (2. 𝑔 − 2) + 𝑑𝑒𝑔𝑍 dir [15]. 

 Kanıt: 

 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) ≠ 0 olduğundan en az bir 𝜔 ∈ Ω𝐹(𝐺 − 𝐷), 𝜔 ≠ 0 Weil diferansiyeli 

için, minimum ağırlığa sahip olacak şekilde en az bir (𝜔𝑃1(1),𝜔𝑃2(1),… , 𝜔𝑃𝑛(1)) kod 

sözcüğü vardır. Bu kod sözcüğünün ağırlığı 𝑑 > 0 olsun. (𝜔𝑃1(1),𝜔𝑃2(1), … , 𝜔𝑃𝑛(1)) 

kod sözcüğünün ilk 𝑑 bileşeninin sıfırdan farklı ve diğerlerinin sıfır olduğu varsayılabilir. 

 𝐷′ = ∑ 𝑃𝑖
𝑑
𝑖=1  divizörü göz önüne alınsın. 3.5.7 Teoremde de olduğu gibi 𝑖 =

𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑 için 𝑃𝑖 ∉ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐸 olmak üzere, (𝜔) = 𝐺 − 𝐷′ + 𝐸 olacak şekilde en az bir 𝐸 ∈

𝐷𝑖𝑣(𝐹), 𝐸 ≥ 0 divizörü vardır. Bir doğal divizörün derecesinin 2𝑔 − 2 olacağı göz 

önünde bulundurulursa, 𝑑 = 𝑑𝑒𝑔𝐺 − (2. 𝑔 − 2) + 𝑑𝑒𝑔𝐸 elde edilir. 

 İstenilen eşitsizliğin sağlandığını göstermek için 𝑑𝑒𝑔𝐸 ≥ 𝑑𝑒𝑔𝑍 olduğunu 

göstermek yeterlidir. 𝐴 + 𝐸 ≥ 𝐴 olduğundan 2.3.12 Lemma gereğince 𝑑𝑒𝑔𝐸 ≥

ℓ(𝐴 + 𝐸) − ℓ(𝐴) olur. ℓ(𝐴) = ℓ(𝐴 − 𝑍) olduğundan 𝑑𝑒𝑔𝐸 ≥ ℓ(𝐴 + 𝐸) − ℓ(𝐴 − 𝑍) 

bulunur. 𝐴 + 𝐸 − 𝑍 ≥ 𝐴 − 𝑍 olduğundan 2.3.12 Lemma gereğince ℒ(𝐴 − 𝑍) ⊆

ℒ(𝐴 + 𝐸 − 𝑍) olacağından ℓ(𝐴 − 𝑍) ≤ ℓ(𝐴 + 𝐸 − 𝑍) olur. Böylece 𝑑𝑒𝑔𝐸 ≥ ℓ(𝐴 +

𝐸) − ℓ(𝐴 + 𝐸 − 𝑍) olur. 

 Son olarak 𝑑𝑒𝑔𝑍 = ℓ(𝐴 + 𝐸) − ℓ(𝐴 + 𝐸 − 𝑍) olduğu gösterilecektir. (𝜔) bir 

doğal divizör olduğundan Riemann-Roch Teoremi ( 2.3.48 Teorem ) gereğince, 

ℓ(𝐴 + 𝐸) = 𝑑𝑒𝑔(𝐴 + 𝐸) + 1 − 𝑔 + ℓ((𝜔) − 𝐴 − 𝐸)                                                          (3.29) 

ve 

ℓ(𝐴 + 𝐸 − 𝑍) = 𝑑𝑒𝑔(𝐴 + 𝐸 − 𝑍) + 1 − 𝑔 + ℓ((𝜔) − 𝐴 − 𝐸 + 𝑍)                               (3.30) 
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olur. (3.29) ve (3.30) eşitlikleri gereğince ℓ(𝐴 + 𝐸) − ℓ(𝐴 + 𝐸 − 𝑍) = 𝑑𝑒𝑔𝑍 + ℓ((𝜔) −

𝐴 − 𝐸) − ℓ((𝜔) − 𝐴 − 𝐸 + 𝑍) = 𝑑𝑒𝑔𝑍 + ℓ(𝐵 − 𝐷′) − ℓ(𝐵 + 𝑍 − 𝐷′) bulunur. 

 Bu nedenle 𝑑𝑒𝑔𝑍 = ℓ(𝐴 + 𝐸) − ℓ(𝐴 + 𝐸 − 𝑍) olduğunu göstermek için ℓ(𝐵 −

𝐷′) = ℓ(𝐵 + 𝑍 − 𝐷′) olduğunu göstermek yeterli olacaktır. 𝐵 + 𝑍 − 𝐷′ ≤ 𝐵 + 𝑍 

olduğundan 2.3.12 Lemma gereğince ℒ(𝐵 + 𝑍 − 𝐷′) ⊆ ℒ(𝐵 + 𝑍) = ℒ(𝐵) olur. Böylece 

ℒ(𝐵 + 𝑍 − 𝐷′) = ℒ(𝐵 + 𝑍 − 𝐷′) ∩ ℒ(𝐵) = ℒ(𝑔𝑐𝑑(𝐵 + 𝑍 − 𝐷′, 𝐵)) bulunur. 

 (𝑠𝑢𝑝𝑝𝐵 ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑍) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 = ∅ ve 𝑍 ≥ 0 olduğundan 𝑔𝑐𝑑(𝐵 + 𝑍 − 𝐷′, 𝐵) =

𝐵 − 𝐷′ dır. 

 Böylece ℒ(𝐵 + 𝑍 − 𝐷′) = ℒ(𝐵 − 𝐷′) olacağından ℓ(𝐵 − 𝐷′) = ℓ(𝐵 + 𝑍 − 𝐷′) 

olur. Dolayısıyla 3.5.10 Teorem kanıtlanmış olur [15]. 

 Şimdi Lundell-McCullough sınırının sonuçları üzerinde durulacaktır. 

 3.5.11 Sonuç: Maharaj-Matthews-Pirsic sınırı, Lundell-McCullough sınırının 

özel bir durumudur [15]. 

 Kanıt: 

 𝐴 = 𝐻, 𝐵 = ⌊𝐻⌋ ve 𝑍 = 𝐻 − ⌊𝐻⌋ divizörleri göz önüne alınsın. 3.5.2 Önerme 

gereğince 𝐻 ≥ ⌊𝐻⌋ olduğundan 𝑍 ≥ 0 dır. Ayrıca ℒ(𝐴) = ℒ(𝐴 − 𝑍), ℒ(𝐵) = ℒ(𝐵 + 𝑍) 

dir. 

 𝐻 ≥ 0 olduğundan 3.5.5 Teorem gereğince 𝑠𝑢𝑝𝑝⌊𝐻⌋ ⊆ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐻 dir. Her 𝑖 ∈

{1,… , 𝑛} için 𝑃𝑖 ∉ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐻 olduğundan (𝑠𝑢𝑝𝑝𝐴 ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐵 ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑍) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 = ∅ dir. 

Böylece 3.5.10 Teoreminin ön koşulları sağlanmış olur. 

 3.5.10 Teorem gereğince 𝐺 = 𝐴 + 𝐵 olmak üzere, 𝑑(𝐶Ω(𝐷, 𝐺)) ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐺 −

(2𝑔 − 2) + 𝑑𝑒𝑔𝑍 = 2. 𝑑𝑒𝑔𝐻 − (2𝑔 − 2) olduğundan istenilen elde edilir. 

 Sonuç olarak 3.5.11 Sonuç kanıtlanmış olur. 

 Herhangi bir 𝐺 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü verildiğinde, 𝐺 = 𝐻 + ⌊𝐻⌋ olacak şekilde bir 

𝐻 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹), 𝐻 ≥ 0 divizörü bulunamayabilir. Bu nedenle Maharaj-Matthews-Pirsic 



62 

 

sınırının kullanılamayacağı durumlar vardır. Ancak 𝐴 = 𝐺 ve 𝐵 = 𝑍 = 0 olarak alınırsa,  

Lundell-McCullough sınırı daima kullanılabilir. 

 C. Kirfel ve R. Pellikaan, bir 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place'inin Weierstrass boşluk dizisini 

kullanarak, cebirsel geometrik kodların minimum uzaklığı üzerinde gelişme elde 

etmişlerdir [16]. 

 3.5.12 Tanım: Herhangi bir 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place'i ve 𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü göz önüne 

alınsın. ℒ(𝐴 + 𝛼. 𝑃) = ℒ(𝐴 + (𝛼 − 1). 𝑃) olacak şekildeki bir 𝛼 ∈ ℤ tamsayısına, 𝑃 

place'inde bir 𝐴-boşluk denir [15]. 

 3.5.13 Teorem ( Kirfel-Pellikaan Sınırı ): Her 𝑖 ∈ {1,… , 𝑛} için 𝑃 ≠ 𝑃𝑖 olacak 

şekilde bir 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place'i ve (𝑠𝑢𝑝𝑝𝐹 ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐺) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 = ∅ koşulunu sağlayan 𝐹, 𝐺 ∈

𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörleri göz önüne alınsın. 𝛼, 𝛼 + 1,… , 𝛼 + 𝑡 ∈ ℤ tamsayılarının her biri, 𝑃 

place'inde bir 𝐹-boşluk ve 𝛽 − 𝑡, 𝛽 − 𝑡 + 1,… , 𝛽 ∈ ℤ tamsayılarının her biri, 𝑃 place'inde 

bir 𝐺-boşluk olsun. O zaman 𝐻 = 𝐹 + 𝐺 + (𝛼 + 𝛽 − 1). 𝑃 olmak üzere, 𝑑(𝐶Ω(𝐷, 𝐺)) ≥

𝑑𝑒𝑔𝐻 − (2𝑔 − 2) + (𝑡 + 1) dır [15]. 

 Sıradaki sonuç kanıtıyla birlikte verilmiştir. 

 3.5.14 Sonuç: Kirfel-Pellikaan sınırı, Lundell-McCullough sınırının özel bir 

durumudur [15]. 

 Kanıt: 

 𝐴 = 𝐹 + (𝛼 + 𝑡). 𝑃, 𝐵 = 𝐺 + (𝛽 − 𝑡 − 1). 𝑃 ve 𝑍 = (𝑡 + 1). 𝑃 divizörleri göz 

önüne alınsın. 𝑍 ≥ 0 dır. Ayrıca (𝑠𝑢𝑝𝑝𝐴 ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐵 ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑍) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 = ∅ dır. 

 𝛼, 𝛼 + 1,… , 𝛼 + 𝑡 ∈ ℤ tamsayılarının her biri, 𝑃 place'inde bir 𝐹-boşluk 

olduğundan ℒ(𝐹 + (𝛼 + 𝑡). 𝑃) = ℒ(𝐴 + (𝛼 + 𝑡 − 1). 𝑃) = ⋯ = ℒ(𝐹 + (𝛼 − 1). 𝑃) olur. 

Böylece ℒ(𝐴) = ℒ(𝐴 − 𝑍) elde edilir. 

 𝛽 − 𝑡, 𝛽 − 𝑡 + 1,… , 𝛽 ∈ ℤ tamsayılarının her biri, 𝑃 place'inde bir 𝐺-boşluk 

olduğundan ℒ(𝐺 + 𝛽. 𝑃) = ℒ(𝐺 + (𝛽 − 1). 𝑃) = ⋯ = ℒ(𝐺 + (𝛽 − 𝑡 − 1). 𝑃) olur. 

Böylece ℒ(𝐵) = ℒ(𝐵 + 𝑍) elde edilir. 
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 O zaman 3.5.10 Teorem gereğince 𝐺 = 𝐴 + 𝐵 olmak üzere, 𝑑(𝐶Ω(𝐷, 𝐺)) ≥

𝑑𝑒𝑔𝐺 − (2𝑔 − 2) + 𝑑𝑒𝑔𝑍 = 𝑑𝑒𝑔(𝐹 + 𝐺 + (𝛼 + 𝛽 − 1). 𝑃) − (2𝑔 − 2) + (𝑡 + 1) olur. 

 Böylece 3.5.14 Sonuç kanıtlanmış olur [15]. 

 Bunlara ek olarak [17, Teorem 2.1],[13, Teorem 3.4] ve [14, Teorem 3.3], 3.5.10 

Teoreminin özel durumlarıdır [18]. Şekil 3.4 de bu gelişmeler verilmiştir. 

 Şimdi Lundell-McCullough sınırının, kodlara nasıl uygulanacağına dair örnekler 

verilecektir. Bu amaçla önce sıradaki tanım verilecektir. 

 3.5.15 Tanım: 𝑦𝑞 + 𝑦 = 𝑥𝑞+1 eşitliği ile tanımlanan 𝔽𝑞2(𝑥, 𝑦) ∕ 𝔽𝑞2 fonksiyon 

cismine Hermitian fonksiyon cismi denir ve cinsi 𝑔 = 𝑞. (𝑞 − 1) ∕ 2 dir [10]. 

 Her 𝛼 ∈ 𝔽𝑞2 elemanı için, 𝛽𝑞 + 𝛽 = 𝛼𝑞+1 eşitliğini sağlayan tam olarak 𝑞 tane 

𝛽 ∈ 𝔽𝑞2 elemanı vardır. 𝔽𝑞2(𝑥, 𝑦) ∕ 𝔽𝑞2 Hermitian fonksiyon cisminin bu şekildeki 𝛼, 

𝛽 ∈ 𝔽𝑞2 elemanlarına karşılık bir 𝑃𝛼,𝛽 rasyonel place'i vardır. Böylece 𝔽𝑞2(𝑥, 𝑦) ∕ 𝔽𝑞2 

Hermitian fonksiyon cisminin, 𝑥 ve 𝑦 elemanlarının ortak kutbu 𝑃∞ da dahil olmak üzere 

toplam 𝑞3 + 1 tane rasyonel place'i vardır. 

 3.5.16 Örnek: 𝑦4 + 𝑦 = 𝑥5 eşitliği ile tanımlanan 𝔽16(𝑥, 𝑦) ∕ 𝔽16 Hermitian 

fonksiyon cismi göz önüne alınsın. Bu fonksiyon cisminin cinsi 6 dır ve 65 tane rasyonel 

place'i vardır. Ayrıca ℒ(11. 𝑃∞) = ℒ(10. 𝑃∞) ve ℒ(7. 𝑃∞) = ℒ(6. 𝑃∞) dır. 

 𝐴 = 11. 𝑃∞, 𝐵 = 6. 𝑃∞ ve 𝑍 = 𝑃∞ olsun. 𝔽16(𝑥, 𝑦) ∕ 𝔽16 fonksiyon cisminin, 𝑃∞ 

dan farklı rasyonel placelerinin toplamı 𝐷 = 𝑃1 +⋯+ 𝑃64 ile gösterilsin. O zaman 𝐺 =

𝐴 + 𝐵 olmak üzere 3.5.10 Teorem gereğince 𝑑(𝐶Ω(𝐷, 𝐺)) ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐺 − (2𝑔 − 2) +

𝑑𝑒𝑔𝑍 = 17 − (2.6 − 2) + 1 = 8 olur. 

 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) kodunun tasarlanmış uzaklığı 𝑑𝑒𝑔𝐺 − (2𝑔 − 2) = 17 − (2.6 − 2) = 7 

dır. Böylece Lundell-McCullough sınırı kullanılarak, tasarlanmış uzaklık üzerinde 1 

birim gelişme elde edildiği gösterilmiş olur. Bu gelişme Kirfel-Pellikaan sınırı 

kullanılarak da elde edilebilir. Ancak 𝐺 = 𝐻 + ⌊𝐻⌋ olacak şekilde bir 𝐻 ∈

𝐷𝑖𝑣(𝔽16(𝑥, 𝑦)) divizörü olmadığından, Maharaj-Matthews-Pirsic sınırı bu koda 

uygulanamamaktadır.  
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          3.6.14 Teorem                           3.6.8 Teorem                         [14, Teorem 3.3]           

          

        [17, Teorem 2.1]                                                                         [13, Teorem 3.4] 

                                                                        

Şekil 3.4 

 

 [19] gereğince 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) kodunun minimum uzaklığı 8 dir. Böylece Lundell-

McCullough ve Kirfel-Pellikaan sınırı minimum uzaklığı karşılamaktadır [15]. 

 3.5.17 Örnek: 3.6.17 Örnekte verilen 𝔽16(𝑥, 𝑦) ∕ 𝔽16 fonksiyon cismi göz önüne 

alınsın. 𝔽16(𝑥, 𝑦) ∕ 𝔽16 fonksiyon cisminin, 𝑃0,0 ve 𝑃∞ dan farklı rasyonel placelerinin 

toplamı 𝐷 = 𝑃1 +⋯+ 𝑃63 ile gösterilsin. 𝐺 = 2. 𝑃0,0 + 8. 𝑃∞ olmak üzere 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) 

kodu göz önüne alınsın. 

 ℒ(2. 𝑃0,0 + 6. 𝑃∞) = ℒ(5. 𝑃∞) ve ℒ(2. 𝑃0,0 + 3. 𝑃∞) = ℒ(2. 𝑃∞) dır. 𝐴 = 2. 𝑃0,0 +

6. 𝑃∞, 𝐵 = 2. 𝑃∞ ve 𝑍 = 2. 𝑃0,0 + 𝑃∞ olmak üzere 3.6.11 Teorem gereğince 

𝑑(𝐶Ω(𝐷, 𝐺)) ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐺 − (2𝑔 − 2) + 𝑑𝑒𝑔𝑍 = 10 − (2.6 − 2) + 3 = 3 elde edilir. 

 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) kodunun tasarlanmış uzaklığı 𝑑𝑒𝑔𝐺 − (2𝑔 − 2) = 10 − (2.6 − 2) = 0 

dır. Böylece Lundell-McCullough sınırı kullanılarak, tasarlanmış uzaklık üzerinde 3 

birim gelişme elde edildiği gösterilmiş olur [15]. 

 Efektif divizörlerin kullanılması durumunda, Maharaj-Matthews-Pirsic sınırı ve 

Kirfel-Pellikaan sınırı bu gelişmeyi sağlayamamaktadır. 𝐺 = 𝐻 + ⌊𝐻⌋ olacak şekildeki 

en iyi 𝐻 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝔽16(𝑥, 𝑦)) divizörünün seçimi, 𝐻 = 2. 𝑃0,0 + 4. 𝑃∞ dır. Bu durumda 

Maharaj-Matthews-Pirsic sınırı gereğince 𝑑 ≥ 2. 𝑑𝑒𝑔𝐻 − (2𝑔 − 2) = 2.6 − (2.6 −

2) = 2 elde edilir. Benzer şekilde Kirfel-Pellikaan sınırı için en ideal seçimler 
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yapıldığında 𝐹 = 𝐺 = 2. 𝑃0,0 + 4. 𝑃∞, 𝑃 = 𝑃0,0, 𝛼 = 1, 𝛽 = 1 ve 𝑡 = 1 olmak üzere 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺) kodunun minimum uzaklığı için 𝑑 ≥ 2 elde edilir [15]. 

 𝐴 ve 𝐵 divizörlerinin efektif olduğu durumlarda Lundell-McCullough sınırı, 

tasarlanmış uzaklık üzerinde genellikle iyi sonuçlar vermektedir. Şimdi 𝐴 veya 𝐵 

divizörlerinin efektif olmadığı durumlarda Lundell-McCullough sınırının daha iyi 

sonuçlar verebileceği gösterilecektir. 

 3.5.18 Örnek: 3.5.9 Örnekte verilen 𝔽8(𝑥, 𝑦) ∕ 𝔽8 Suzuki fonksiyon cismi göz 

önüne alınsın. 𝑃∞ dan farklı rasyonel placelerinin toplamı 𝐷 = 𝑃1 +⋯+ 𝑃64 ile 

gösterilsin. 𝐺 = 32. 𝑃∞ olmak üzere 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) kodu göz önüne alınsın. 

 ℒ(−5. 𝑃0,0 + 17. 𝑃∞) = ℒ(−5. 𝑃0,0 + 15. 𝑃∞) ve ℒ(5. 𝑃0,0 + 15. 𝑃∞) = ℒ(5. 𝑃0,0 

+ 13. 𝑃∞) dır. Böylece 𝐴 = 5. 𝑃0,0 + 15. 𝑃∞, 𝐵 = −5. 𝑃0,0 + 17. 𝑃∞ve 𝑍 = 2. 𝑃∞ olmak 

üzere 3.5.10 Teorem gereğince 𝑑(𝐶Ω(𝐷, 𝐺)) ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐺 − (2𝑔 − 2) + 𝑑𝑒𝑔𝑍 = 32 −

(2.14 − 2) + 2 = 8 elde edilir. 

 𝐴 ve 𝐵 divizörleri efektif olacak şekilde en ideal seçimler yapıldığında, 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) 

kodunun minimum uzaklığı için 𝑑 ≥ 7 elde edilir [15]. 

 Lundell-McCullough sınırı C. Güneri, H. Stichtenoth ve İ. Taşkın tarafından 

geliştirilmiştir [18]. 

 Sıradaki lemma kanıtıyla birlikte verilmiştir. 

 3.5.19 Lemma: ℒ(𝐴) ⊆ ℒ(𝐵), 𝐻 ≥ 0 ve her 𝑃 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐻 place'i için 𝑣𝑃(𝐴) =

𝑣𝑃(𝐵) olacak şekildeki 𝐴, 𝐵 ve 𝐻 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörleri göz önüne alınsın. O zaman 

ℒ(𝐴 − 𝐻) ⊆ ℒ(𝐵 − 𝐻) dır [18]. 

 Kanıt: 

 Herhangi bir 𝑥 ∈ ℒ(𝐴 − 𝐻), 𝑥 ≠ 0 elemanı göz önüne alınsın. ℒ(𝐴 − 𝐻) 

Riemann-Roch uzayının tanımı gereğince (𝑥) ≥ −𝐴 + 𝐻 dır. 

 Herhangi bir 𝑃 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐻 place'i için 𝑣𝑃(𝐴) = 𝑣𝑃(𝐵) olduğundan 𝑣𝑃(𝑥) ≥

−𝑣𝑃(𝐴) + 𝑣𝑃(𝐻) = −𝑣𝑃(𝐵) + 𝑣𝑃(𝐻) olur. Böylece 𝑥 ∈ ℒ(𝐵 − 𝐻) olur. 
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 Şimdi herhangi bir 𝑃 ∉ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐻 place'i göz önüne alınsın. 𝐻 ≥ 0 olduğundan 𝐴 −

𝐻 ≤ 𝐴 dır. 2.3.12 Lemma gereğince ℒ(𝐴 − 𝐻) ⊆ ℒ(𝐴) ⊆ ℒ(𝐵) elde edilir. Böylece 𝑥 ∈

ℒ(𝐵) dir. 𝑃 ∉ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐻 olduğundan 𝑣𝑃(𝐻) = 0 olacağına dikkat edilirse 𝑣𝑃(𝑥) ≥

−𝑣𝑃(𝐵) = −𝑣𝑃(𝐵) + 𝑣𝑃(𝐻) bulunur. Böylece 𝑥 ∈ ℒ(𝐵 − 𝐻) olur. 

 Sonuç olarak ℒ(𝐴 − 𝐻) ⊆ ℒ(𝐵 − 𝐻) olduğu görülmüş olur [18]. 

 3.5.20 Sonuç: ℒ(𝐴) = ℒ(𝐵), 𝐻 ≥ 0 ve her 𝑃 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐻 place'i için 𝑣𝑃(𝐴) =

𝑣𝑃(𝐵) olacak şekildeki 𝐴, 𝐵 ve 𝐻 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörleri göz önüne alınsın. O zaman 

ℒ(𝐴 − 𝐻) = ℒ(𝐵 − 𝐻) dır [18]. 

 3.5.21 Not: ℒ(𝐴) ⊆ ℒ(𝐵) ve 𝐻 ≥ 0 olacak şekildeki 𝐴, 𝐵 ve 𝐻 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) 

divizörleri göz önüne alınsın. En az bir 𝑃 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐻 place'i için 𝑣𝑃(𝐴) ≠ 𝑣𝑃(𝐵) olsun. Bu 

durumda 3.5.19 Lemmanın gerçeklenemeyebileceği gösterilecektir. 

 𝐴 = 𝑃 ve ℓ(𝐴) = 1 olacak şekilde bir 𝑃 ∈ 𝒫𝐹 place'i göz önüne alınsın. 𝐵 = 0 ve 

𝐻 = 𝑃 olsun. ℓ(𝐴) = 1 olduğundan ℒ(𝐴) = 𝔽𝑞 dır. Ayrıca 𝐵 = 0 olduğundan 2.3.11 

Lemma a) gereğince ℒ(𝐵) = 𝔽𝑞 dır. Bu durumda ℒ(𝐴) ⊆ ℒ(𝐵) olur. 

Ancak ℒ(𝐴 − 𝐻) = ℒ(0) = 𝔽𝑞 ve 2.3.11 Lemma b) gereğince ℒ(𝐵 − 𝐻) =

ℒ(−𝑃) = {0} olduğundan ℒ(𝐴 − 𝐻) ⊈ ℒ(𝐵 − 𝐻) dır [18]. 

Sıradaki teorem  kanıtıyla birlikte verilmiştir. 

3.5.22 Teorem ( Güneri-Stichtenoth-Taşkın Sınırı ): (𝑠𝑢𝑝𝑝𝐴 ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐵 ∪

𝑠𝑢𝑝𝑝𝐶 ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑍) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 = ∅, ℒ(𝐴) = ℒ(𝐴 − 𝑍), ℒ(𝐵) = ℒ(𝐵 + 𝑍) ve ℒ(𝐶) =

ℒ(𝐵) olacak şekildeki 𝐴, 𝐵, 𝐶 ve 𝑍 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörleri göz önüne alınsın. O zaman 

𝐺 = 𝐴 + 𝐵 olmak üzere 𝑑(𝐶Ω(𝐷, 𝐺)) ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐺 − (2. 𝑔 − 2) + 𝑑𝑒𝑔𝑍 + (𝑖(𝐴) − 𝑖(𝐺 −

𝐶)) dır [18]. 

Kanıt: 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺) ≠ 0 olduğundan en az bir 𝜔 ∈ Ω𝐹(𝐺 − 𝐷), 𝜔 ≠ 0 Weil diferansiyeli 

için, minimum ağırlığa sahip olacak şekilde en az bir (𝜔𝑃1(1),𝜔𝑃2(1),… , 𝜔𝑃𝑛(1)) kod 

sözcüğü vardır. Bu kod sözcüğünün ağırlığı 𝑑 > 0 olsun. (𝜔𝑃1(1),𝜔𝑃2(1), … , 𝜔𝑃𝑛(1)) 

kod sözcüğünün ilk 𝑑 bileşeninin sıfırdan farklı ve diğerlerinin sıfır olduğu varsayılabilir. 
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𝐷′ = ∑ 𝑃𝑖
𝑑
𝑖=1  divizörü göz önüne alınsın. 3.5.7 Teoremde de olduğu gibi 𝑖 =

𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑 için 𝑃𝑖 ∉ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐸 olmak üzere, (𝜔) = 𝐺 − 𝐷′ + 𝐸 olacak şekilde en az bir 𝐸 ∈

𝐷𝑖𝑣(𝐹), 𝐸 ≥ 0 divizörü vardır. Bir doğal divizörün derecesinin 2𝑔 − 2 olacağı göz 

önünde bulundurulursa, 𝑑 = 𝑑𝑒𝑔𝐺 − (2. 𝑔 − 2) + 𝑑𝑒𝑔𝐸 elde edilir. 

𝑑𝑒𝑔𝐸 ≥ 𝑑𝑒𝑔𝑍 + (𝑖(𝐴) − 𝑖(𝐺 − 𝐶)) olduğu gösterilecektir. 2.3.25 Tanım 

gereğince 𝑖(𝐴) = ℓ(𝐴) − 𝑑𝑒𝑔𝐴 + 𝑔 − 1 ve 𝑖(𝐴 + 𝐸) = ℓ(𝐴 + 𝐸) − 𝑑𝑒𝑔(𝐴 + 𝐸) +

𝑔 − 1 dir. Böylece 𝑑𝑒𝑔𝐸 = (ℓ(𝐴 + 𝐸) − ℓ(𝐴)) + (𝑖(𝐴) − 𝑖(𝐴 + 𝐸)) dir. 

Şimdi ℓ(𝐴 + 𝐸) − ℓ(𝐴) ≥ 𝑑𝑒𝑔𝑍 olduğu gösterilecektir. ℓ(𝐴) = ℓ(𝐴 − 𝑍) 

olduğundan ℓ(𝐴 + 𝐸) − ℓ(𝐴) = ℓ(𝐴 + 𝐸) − ℓ(𝐴 − 𝑍) olur. 𝐸 ≥ 0 olduğundan 2.3.12 

Lemma gereğince ℓ(𝐴 + 𝐸) − ℓ(𝐴 − 𝑍) ≥ ℓ(𝐴 + 𝐸) − ℓ((𝐴 − 𝑍) + 𝐸) elde edilir. 

Riemann-Roch Teoremi ( 2.3.48 Teorem ) gereğince, 

ℓ(𝐴 + 𝐸) = 𝑑𝑒𝑔(𝐴 + 𝐸) + 1 − 𝑔 + ℓ((𝜔) − 𝐴 − 𝐸)                                                    (3.31) 

ve 

ℓ((𝐴 − 𝑍) + 𝐸) = 𝑑𝑒𝑔((𝐴 − 𝑍) + 𝐸) + 1 − 𝑔 + ℓ((𝜔) − (𝐴 − 𝑍) − 𝐸)                 (3.32) 

olduğundan ℓ(𝐴 + 𝐸) − ℓ((𝐴 − 𝑍) + 𝐸) = 𝑑𝑒𝑔𝑍 + ℓ((𝜔) − 𝐴 − 𝐸) − ℓ((𝜔) − (𝐴 −

𝑍) − 𝐸) olur. (𝜔) = 𝐺 − 𝐷′ + 𝐸 olduğundan 𝑑𝑒𝑔𝑍 + ℓ((𝜔) − 𝐴 − 𝐸) − ℓ((𝜔) − (𝐴 −

𝑍) − 𝐸) = 𝑑𝑒𝑔𝑍 + ℓ(𝐵 − 𝐷′) − ℓ((𝐵 + 𝑍) − 𝐷′) olur. 

 ℒ(𝐵) = ℒ(𝐵 + 𝑍) ve her 𝑃 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷′ place'i için 𝑣𝑃(𝐵) = 𝑣𝑃(𝐵 + 𝑍) 

olduğundan 3.5.20 Sonuç gereğince ℓ(𝐵 − 𝐷′) = ℓ((𝐵 + 𝑍) − 𝐷′) olur. Böylece ℓ(𝐴 +

𝐸) − ℓ(𝐴) ≥ 𝑑𝑒𝑔𝑍 olduğu görülmüş olur. 

 Şimdi 𝑖(𝐺 − 𝐶) ≥ 𝑖(𝐴 + 𝐸) olduğu gösterilecektir. 2.3.47 Teorem gereğince 

𝑖(𝐺 − 𝐶) = ℓ((𝜔) − 𝐺 + 𝐶) dır. (𝜔) = 𝐺 − 𝐷′ + 𝐸 olduğu göz önünde bulundurulursa 

ℓ((𝜔) − 𝐺 + 𝐶) = ℓ(𝐶 − 𝐷′ + 𝐸) elde edilir. 𝐸 ≥ 0 olduğundan 2.3.12 Lemma 

gereğince ℓ(𝐶 − 𝐷′ + 𝐸) ≥ ℓ(𝐶 − 𝐷′) olur. ℒ(𝐶) = ℒ(𝐵) ve her 𝑃 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷′ place'i 

için 𝑣𝑃(𝐶) = 𝑣𝑃(𝐵) olduğundan 3.5.20 Sonuç gereğince ℓ(𝐶 − 𝐷′) = ℓ(𝐵 − 𝐷′) dir. 

(𝜔) = 𝐺 − 𝐷′ + 𝐸 olduğu göz önünde bulundurulursa ℓ(𝐵 − 𝐷′) = ℓ((𝜔) − 𝐴 − 𝐸) 
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olur. 2.3.47 Teorem gereğince 𝑖(𝐴 + 𝐸) = ℓ((𝜔) − 𝐴 − 𝐸) olduğundan 𝑖(𝐺 − 𝐶) ≥

𝑖(𝐴 + 𝐸) olduğu görülmüş olur. 

 Sonuç olarak ℓ(𝐴 + 𝐸) − ℓ(𝐴) ≥ 𝑑𝑒𝑔𝑍 ve 𝑖(𝐺 − 𝐶) ≥ 𝑖(𝐴 + 𝐸) olduğundan 

𝑑𝑒𝑔𝐸 ≥ 𝑑𝑒𝑔𝑍 + (𝑖(𝐴) − 𝑖(𝐺 − 𝐶)) olduğu görülmüş olur. Böylece 3.5.22 Teorem 

kanıtlanmış olur [18]. 

 3.5.23 Not: 3.5.22 Teorem göz önüne alınsın. 𝐶 = 𝐵 olduğu varsayılsın. 𝐺 = 𝐴 +

𝐵 olduğundan 𝑖(𝐴) − 𝑖(𝐺 − 𝐶) = 𝑖(𝐴) − 𝑖(𝐴) = 0 olur. Böylece 𝑖(𝐴) − 𝑖(𝐺 − 𝐶) ≥ 0 

olduğu varsayılabilir [18]. 

 3.5.24 Sonuç: Lundell-McCullough sınırı, Güneri-Stichtenoth-Taşkın sınırının 

özel bir durumudur [18]. 

 Kanıt: 

 𝑍 ≥ 0, ℒ(𝐴) = ℒ(𝐴 − 𝑍), ℒ(𝐵) = ℒ(𝐵 + 𝑍) olacak şekildeki 𝐴, 𝐵, 𝑍 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) 

divizörleri göz önüne alınsın. (𝑠𝑢𝑝𝑝𝐴 ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐵 ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑍) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 = ∅ ve 𝐺 = 𝐴 + 𝐵 

olsun. 𝐶 = 𝐵 olarak tanımlanırsa 3.5.22 Teoreminin ön koşulları sağlanmış olur. 

 Böylece 3.5.22 Teorem gereğince 𝑑(𝐶Ω(𝐷, 𝐺)) ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐺 − (2. 𝑔 − 2) + 𝑑𝑒𝑔𝑍 +

(𝑖(𝐴) − 𝑖(𝐺 − 𝐶)) olur. 𝐶 = 𝐵 olduğundan 𝑖(𝐴) − 𝑖(𝐺 − 𝐶) = 𝑖(𝐴) − 𝑖(𝐴) = 0 dır. Bu 

durumda 𝑑(𝐶Ω(𝐷, 𝐺)) ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐺 − (2. 𝑔 − 2) + 𝑑𝑒𝑔𝑍 olacağından istenilen elde edilir. 

 3.5.25 Örnek: 3.5.9 Örnekte verilen 𝔽8(𝑥, 𝑦) ∕ 𝔽8 fonksiyon cismi göz önüne 

alınsın. 

 𝐺 = 17. 𝑃∞ + 11. 𝑃0,0 olsun. 𝔽8(𝑥, 𝑦) ∕ 𝔽8 fonksiyon cisminin, 𝑃∞ ve 𝑃0,0 dan 

farklı rasyonel placelerinin toplamı 𝐷 = 𝑃1 +⋯+ 𝑃63 olmak üzere 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) cebirsel 

geometrik kodu göz önüne alınsın. 

 ℒ(13. 𝑃∞ + 3. 𝑃0,0) = ℒ(15. 𝑃∞ + 3. 𝑃0,0) ve ℒ(8. 𝑃0,0) = ℒ(2. 𝑃∞ + 8. 𝑃0,0) = 

ℒ(4. 𝑃∞ + 8. 𝑃0,0) dır. Bu nedenle 𝐴 = 15. 𝑃∞ + 3. 𝑃0,0, 𝐵 = 2. 𝑃∞ + 8. 𝑃0,0, 𝐶 = 8. 𝑃0,0 

ve 𝑍 = 2. 𝑃∞ olarak tanımlanırsa 3.5.22 Teoreminin ön koşulları sağlanmış olur. Böylece 

3.5.22 Teorem gereğince 𝑑(𝐶Ω(𝐷, 𝐺)) ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐺 − (2. 𝑔 − 2) + 𝑑𝑒𝑔𝑍 + (𝑖(𝐴) − 𝑖(𝐺 −

𝐶)) = 28 − (2.14 − 2) + 2 + 1 = 5 elde edilir. 
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 Lundell-McCullough sınırı bu gelişmeyi sağlayamamaktadır. Lundell-

McCullough sınırı gereğince, 𝐶Ω(𝐷, 𝐺) kodunun minimum uzaklığı için 𝑑 ≥ 4 elde edilir 

[18]. 

 3.5.26 Not: 3.5.22 Teorem göz önüne alınsın. ℒ(𝐴) = ℒ(𝐴 − 𝑍) olduğundan  

2.3.25 Tanım gereğince 𝑖(𝐴 − 𝑍) − 𝑖(𝐴) = ℓ(𝐴 − 𝑍) − 𝑑𝑒𝑔(𝐴 − 𝑍) + 𝑔 − 1 − ℓ(𝐴) +

𝑑𝑒𝑔𝐴 − 𝑔 + 1 = 𝑑𝑒𝑔𝑍 olur. 

 Böylece 𝑑𝑒𝑔𝑍 + 𝑖(𝐴) − 𝑖(𝐺 − 𝐶) = 𝑖(𝐴 − 𝑍) − 𝑖(𝐺 − 𝐶) elde edilir. 2.3.23 

Teorem a) gereğince 𝑖(𝐺 − 𝐶) ≥ 0 olduğundan 𝑑𝑒𝑔𝑍 + 𝑖(𝐴) − 𝑖(𝐺 − 𝐶) ≤ 𝑖(𝐴 − 𝑍) 

bulunur. Bu nedenle Güneri-Stichtenoth-Taşkın sınırı kullanılarak bir cebirsel geometrik 

kodun tasarlanmış uzaklığı üzerinde elde edilebilecek gelişme 𝑖(𝐴 − 𝑍) sayısı ile 

sınırlıdır [18]. 

 Güneri-Stichtenoth-Taşkın sınırı, I. Duursma ve S. Park tarafından geliştirilmiştir 

[20]. 

 Sıradaki lemma kanıtıyla birlikte verilmiştir. 

 3.5.27 Lemma: 𝐷′, 𝐸 ≥ 0 ve 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐸 ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷′ = ∅ olmak üzere, (𝜔) = 𝐺 −

𝐷′ + 𝐸 olacak şekilde bir 𝜔 ∈ Ω𝐹, 𝜔 ≠ 0 Weil diferansiyeli göz önüne alınsın. 𝑍 ≥ 0 ve 

𝑠𝑢𝑝𝑝𝑍 ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷′ = ∅ olmak üzere, 𝐺 = 𝐴 + 𝐵 + 𝑍 olsun. O zaman 𝑑𝑒𝑔𝐷′ ≥ ℓ(𝐴) −

ℓ(𝐴 − 𝐷′) + ℓ(𝐵) − ℓ(𝐵 − 𝐷′) dır [20]. 

 Kanıt: 

 𝜑1: ℒ(𝐴) ∕ ℒ(𝐴 − 𝐷′) ⟶ ℒ(𝐴 + 𝐸) ∕ ℒ(𝐴 + 𝐸 − 𝐷′), 𝑥 + ℒ(𝐴 − 𝐷′) ⟼ 𝑥 + 

ℒ(𝐴 + 𝐸 − 𝐷′) şeklinde tanımlı dönüşüm göz önüne alınsın. 𝜑1 dönüşümü iyi tanımlı, 

kapalı ve 𝔽𝑞-lineerdir. 

𝐾𝑒𝑟𝜑1 = {ℒ(𝐴 − 𝐷′)} olduğu gösterilecektir. 𝜑1(ℒ(𝐴 − 𝐷′)) = ℒ(𝐴 + 𝐸 − 𝐷′) 

olduğundan ℒ(𝐴 − 𝐷′) ∈ 𝐾𝑒𝑟𝜑1 dır. Diğer taraftan herhangi bir 𝑥 + ℒ(𝐴 − 𝐷′) ∈ 𝐾𝑒𝑟𝜑1 

elemanı göz önüne alınsın ve 𝑥 ∉ ℒ(𝐴 − 𝐷′) olduğu kabul edilsin. 

𝑥 ∈ ℒ(𝐴) olduğundan en az bir 𝑃 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷′ place'i için 𝑣𝑃(𝑥) < −𝑣𝑃(𝐴 − 𝐷′) 

dir. Ayrıca 𝑥 + ℒ(𝐴 − 𝐷′) ∈ 𝐾𝑒𝑟𝜑1 olduğundan 𝑥 ∈ ℒ(𝐴 + 𝐸 − 𝐷′) dır. Böylece 
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𝑣𝑃(𝑥) ≥ −𝑣𝑃(𝐴 + 𝐸 − 𝐷′) elde edilir. 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐸 ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷′ = ∅ olduğundan 𝑣𝑃(𝐸) = 0 

dır. Bu sebeple 𝑣𝑃(𝑥) ≥ −𝑣𝑃(𝐴 − 𝐷′) elde edilir. Ancak bu 𝑣𝑃(𝑥) < −𝑣𝑃(𝐴 − 𝐷′) 

olması ile çelişir. Bu nedenle 𝑥 ∈ ℒ(𝐴 − 𝐷′) dir. Böylece 𝑥 + ℒ(𝐴 − 𝐷′) ∈ {ℒ(𝐴 − 𝐷′)} 

olacağından istenilen elde edilir. 

𝐾𝑒𝑟𝜑1 = {ℒ(𝐴 − 𝐷′)} olduğundan 𝜑1 dönüşümü birebirdir. 

𝜑2: ℒ(𝐵) ∕ ℒ(𝐵 − 𝐷′) ⟶ ℒ(𝐵 + 𝑍) ∕ ℒ(𝐵 + 𝑍 − 𝐷′), 𝑥 + ℒ(𝐵 − 𝐷′) ⟼ 𝑥 + 

ℒ(𝐵 + 𝑍 − 𝐷′) şeklinde tanımlı dönüşüm göz önüne alınsın. 𝜑2 dönüşümü iyi tanımlı, 

kapalı ve 𝔽𝑞-lineerdir. 𝜑2 dönüşümünün birebir olduğu benzer şekilde gösterilebilir. 

2.3.25 Tanım gereğince 𝑖(𝐴 + 𝐸) = ℓ(𝐴 + 𝐸) − 𝑑𝑒𝑔(𝐴 + 𝐸) + 𝑔 − 1 ve 𝑖(𝐴 +

𝐸 − 𝐷′) = ℓ(𝐴 + 𝐸 − 𝐷′) − 𝑑𝑒𝑔(𝐴 + 𝐸 − 𝐷′) + 𝑔 − 1 dir. Böylece 𝑑𝑒𝑔𝐷′ = ℓ(𝐴 +

𝐸) − ℓ(𝐴 + 𝐸 − 𝐷′) + 𝑖(𝐴 + 𝐸 − 𝐷′) − 𝑖(𝐴 + 𝐸) elde edilir. 

2.3.47 Teorem gereğince 𝑖(𝐴 + 𝐸 − 𝐷′) = ℓ((𝜔) − 𝐴 − 𝐸 + 𝐷′) ve 𝑖(𝐴 + 𝐸) =

ℓ((𝜔) − 𝐴 − 𝐸) dir. (𝜔) = 𝐺 − 𝐷′ + 𝐸 olduğu göz önünde bulundurulursa 𝑑𝑒𝑔𝐷′ =

ℓ(𝐴 + 𝐸) − ℓ(𝐴 + 𝐸 − 𝐷′) + ℓ(𝐵 + 𝑍) − ℓ(𝐵 + 𝑍 − 𝐷′) olur. 

𝜑1 ve 𝜑2 dönüşümleri birebir olduğundan sırasıyla, 

ℓ(𝐴 + 𝐸) − ℓ(𝐴 + 𝐸 − 𝐷′) ≥ ℓ(𝐴) − ℓ(𝐴 − 𝐷′)                                                              (3.33) 

ve 

ℓ(𝐵 + 𝑍) − ℓ(𝐵 + 𝑍 − 𝐷′) ≥ ℓ(𝐵) − ℓ(𝐵 − 𝐷′)                                                              (3.34) 

olur. Böylece 𝑑𝑒𝑔𝐷′ ≥ ℓ(𝐴) − ℓ(𝐴 − 𝐷′) + ℓ(𝐵) − ℓ(𝐵 − 𝐷′) olacağından kanıt 

tamamlanmış olur [20]. 

 3.5.28 Not: 3.5.27 Lemma göz önüne alınsın. 𝑍 ≥ 0 şartı daha zayıf olan ℒ(𝐵) ⊆

ℒ(𝐵 + 𝑍) şartı ile değiştirilebilir. Ancak bu 𝑑𝑒𝑔𝐷′ için daha iyi bir alt sınırın elde 

edilmesini sağlamaz. 

ℒ(𝐵) ⊆ ℒ(𝐵 + 𝑍) ve 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑍 ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷′ = ∅ olmak üzere, 𝐺 = 𝐴 + 𝐵 + 𝑍 olsun. 

𝑍+, 𝑍− ≥ 0 ve 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑍+ ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑍− = ∅ olmak üzere 𝑍 = 𝑍+ − 𝑍− yazılabilir. Böylece 

Riemann-Roch uzayı tanımı gereğince ℒ(𝐵) = ℒ(𝐵) ∩ ℒ(𝐵 + 𝑍) = ℒ(𝐵 − 𝑍−) olur. 
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Ayrıca 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑍 ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷′ = ∅ olduğundan her 𝑃 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷′ place'i için 𝑣𝑃(𝐵) =

𝑣𝑃(𝐵 − 𝑍
−) dir. Böylece 3.5.20 Sonuç gereğince ℒ(𝐵 − 𝐷′) = ℒ(𝐵 − 𝑍− − 𝐷′) dir. 

𝑍+ ≥ 0 ve 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑍+ ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷′ = ∅ olmak üzere 𝐺 = 𝐴 + (𝐵 − 𝑍−) + 𝑍+ 

şeklinde yazılabileceğinden 3.5.27 Lemma gereğince 𝑑𝑒𝑔𝐷′ ≥ ℓ(𝐴) − ℓ(𝐴 − 𝐷′) +

ℓ(𝐵 − 𝑍−) − ℓ(𝐵 − 𝑍− −𝐷′) = ℓ(𝐴) − ℓ(𝐴 − 𝐷′) + ℓ(𝐵) − ℓ(𝐵 − 𝐷′) olur [20]. 

Sıradaki teorem kanıtıyla birlikte verilmiştir. 

 3.5.29 Teorem ( ABZ Sınırı ): 𝑍 ≥ 0 ve (𝑠𝑢𝑝𝑝𝐴 ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐵 ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑍) ∩

𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 = ∅ olmak üzere, 𝐺 = 𝐴 + 𝐵 + 𝑍 olsun. O zaman 𝑊 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) bir doğal divizör 

ve 𝐶 = 𝐺 −𝑊 olmak üzere, 

𝑑(𝐶Ω(𝐷, 𝐺)) ≥ ℓ(𝐴) − ℓ(𝐴 − 𝐶) + ℓ(𝐵) − ℓ(𝐵 − 𝐶)                                                   (3.35) 

dır [20]. 

 Kanıt: 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺) ≠ 0 olduğundan en az bir 𝜔 ∈ Ω𝐹(𝐺 − 𝐷), 𝜔 ≠ 0 Weil diferansiyeli 

için, minimum ağırlığa sahip olacak şekilde en az bir (𝜔𝑃1(1),𝜔𝑃2(1),… , 𝜔𝑃𝑛(1)) kod 

sözcüğü vardır. Bu kod sözcüğünün ağırlığı 𝑑 > 0 olsun. (𝜔𝑃1(1),𝜔𝑃2(1), … , 𝜔𝑃𝑛(1)) 

kod sözcüğünün ilk 𝑑 bileşeninin sıfırdan farklı ve diğerlerinin sıfır olduğu varsayılabilir. 

 𝐷′ = ∑ 𝑃𝑖
𝑑
𝑖=1  divizörü göz önüne alınsın. 3.5.7 Teoremde de olduğu gibi 𝜔 ∈

Ω𝐹(𝐺 − 𝐷′) dir ve 𝑖 = 𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑 için 𝑃𝑖 ∉ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐸 olmak üzere, (𝜔) = 𝐺 − 𝐷′ + 𝐸 

olacak şekilde en az bir 𝐸 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹), 𝐸 ≥ 0 divizörü vardır. 

 Ayrıca 𝑍 ≥ 0, 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑍 ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 = ∅ ve 𝐺 = 𝐴 + 𝐵 + 𝑍 olduğundan 3.5.27 

Lemma gereğince 𝑑𝑒𝑔𝐷′ ≥ ℓ(𝐴) − ℓ(𝐴 − 𝐷′) + ℓ(𝐵) − ℓ(𝐵 − 𝐷′) olur. 

 Şimdi 𝐶 = 𝐺 − (𝜔) olmak üzere 𝑑𝑒𝑔𝐷′ ≥ ℓ(𝐴) − ℓ(𝐴 − 𝐶) + ℓ(𝐵) − ℓ(𝐵 −

𝐶) olduğu gösterilecektir. 2.3.47 Teorem gereğince Ω𝐹(𝐺 − 𝐷′) ≃ ℒ((𝜔) − 𝐺 + 𝐷′) 

olur. (𝜔) − 𝐺 + 𝐷′ = 𝐷′ − 𝐶 dir. Ayrıca 𝜔 ∈ Ω𝐹(𝐺 − 𝐷′), 𝜔 ≠ 0 olduğundan ℒ(𝐷′ −

𝐶) ≠ { 0 } dır. 2.3.9 Teorem gereğince 𝐻~𝐷′ − 𝐶 ve 𝐻 ≥ 0 olacak şekilde en az bir 𝐻 ∈

𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörü vardır. Bu durumda 𝐴 − 𝐶~𝐴 − 𝐷′ + 𝐻 olacağından 2.3.10 Lemma b) 
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gereğince ℓ(𝐴 − 𝐶) = ℓ(𝐴 − 𝐷′ + 𝐻) olur. 𝐻 ≥ 0 olduğundan 2.3.12 Lemma gereğince 

ℓ(𝐴 − 𝐶) ≥ ℓ(𝐴 − 𝐷′) olur. Benzer şekilde ℓ(𝐵 − 𝐶) ≥ ℓ(𝐵 − 𝐷′) olduğu da 

gösterilebilir. Sonuç olarak 𝑑𝑒𝑔𝐷′ ≥ ℓ(𝐴) − ℓ(𝐴 − 𝐶) + ℓ(𝐵) − ℓ(𝐵 − 𝐶) olduğu 

görülmüş olur. 

 𝑑(𝐶Ω(𝐷, 𝐺)) = 𝑑𝑒𝑔𝐷
′ olduğundan 3.5.29 Teorem kanıtlanmış olur [20]. 

 3.5.30 Not: 3.5.29 Teorem göz önüne alınsın. ABZ sınırı kullanılarak bir cebirsel 

geometrik kodun minimum uzaklığı üzerinde elde edilebilecek gelişmenin 𝑑𝑒𝑔𝐶 + 𝑑𝑒𝑔𝑍 

sayısı ile sınırlı olacağı gösterilecektir. 

 2.3.25 Tanım gereğince 𝑖(𝐴) = ℓ(𝐴) − 𝑑𝑒𝑔𝐴 + 𝑔 − 1 ve 𝑖(𝐴 − 𝐶) = ℓ(𝐴 −

𝐶) − 𝑑𝑒𝑔(𝐴 − 𝐶) + 𝑔 − 1 dir. Böylece ℓ(𝐴) − ℓ(𝐴 − 𝐶) + ℓ(𝐵) − ℓ(𝐵 − 𝐶) = 𝑑𝑒𝑔𝐶 

+ 𝑖(𝐴) − 𝑖(𝐴 − 𝐶) + ℓ(𝐵) − ℓ(𝐵 − 𝐶) olur. 2.3.47 Teorem gereğince 𝑖(𝐴) = ℓ(𝑊 −

𝐴) ve 𝑖(𝐴 − 𝐶) = ℓ(𝑊 − 𝐴 + 𝐶) dir. 𝑊 = 𝐺 − 𝐶 olduğu da göz önünde bulundurulursa 

ℓ(𝐴) − ℓ(𝐴 − 𝐶) + ℓ(𝐵) − ℓ(𝐵 − 𝐶) = 𝑑𝑒𝑔𝐶 + ℓ(𝐵 + 𝑍 − 𝐶) − ℓ(𝐵 + 𝑍) + ℓ(𝐵) − 

ℓ(𝐵 − 𝐶) bulunur. Yine 2.3.25 Tanım gereğince 𝑖(𝐵 + 𝑍 − 𝐶) = ℓ(𝐵 + 𝑍 − 𝐶) −

𝑑𝑒𝑔(𝐵 + 𝑍 − 𝐶) + 𝑔 − 1 ve 𝑖(𝐵 − 𝐶) = ℓ(𝐵 − 𝐶) − 𝑑𝑒𝑔(𝐵 − 𝐶) + 𝑔 − 1 olduğundan 

ℓ(𝐴) − ℓ(𝐴 − 𝐶) + ℓ(𝐵) − ℓ(𝐵 − 𝐶) = 𝑑𝑒𝑔𝐶 + 𝑑𝑒𝑔𝑍 + 𝑖(𝐵 + 𝑍 − 𝐶) − ℓ(𝐵 + 𝑍) + 

ℓ(𝐵) − 𝑖(𝐵 − 𝐶) olur. 2.3.47 Teorem gereğince 𝑖(𝐵 + 𝑍 − 𝐶) = ℓ(𝑊 − 𝐵 − 𝑍 + 𝐶) ve 

𝑖(𝐵 − 𝐶) = ℓ(𝑊 − 𝐵 + 𝐶) dir. Yine 𝑊 = 𝐺 − 𝐶 olduğu göz önünde bulundurulursa 

ℓ(𝐴) − ℓ(𝐴 − 𝐶) + ℓ(𝐵) − ℓ(𝐵 − 𝐶) = 𝑑𝑒𝑔𝐶 + 𝑑𝑒𝑔𝑍 + ℓ(𝐴) − ℓ(𝐴 + 𝑍) + ℓ(𝐵) −

ℓ(𝐵 + 𝑍) elde edilir. 

 𝑍 ≥ 0 olduğundan 2.3.12 Lemma gereğince ℓ(𝐴 + 𝑍) ≥ ℓ(𝐴) ve ℓ(𝐵 + 𝑍) ≥

ℓ(𝐵) olur. Böylece istenilen elde edilir [20]. 

 3.5.31 Sonuç: Güneri-Stichtenoth-Taşkın sınırı, ABZ sınırının özel bir 

durumudur [20]. 

 Kanıt: 

(𝑠𝑢𝑝𝑝𝐴 ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐵 ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐶 ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑍) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 = ∅, ℒ(𝐴) = ℒ(𝐴 − 𝑍), ℒ(𝐵) =

ℒ(𝐵 + 𝑍) ve ℒ(𝐶) = ℒ(𝐵) olacak şekilde 𝐴, 𝐵, 𝐶 ve 𝑍 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) divizörleri göz önüne 

alınsın ve 𝐺 = 𝐴 + 𝐵 olsun. 
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Eğer gerekli ise 𝐶 divizörü, 𝑔𝑐𝑑(𝐶, 𝐵 + 𝑍) divizörüyle değiştirilerek 𝐶 ≤ 𝐵 + 𝑍 

olduğu varsayılabilir. Böylece en az bir 𝐻 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹), 𝐻 ≥ 0 divizörü için 𝐶 + 𝐻 = 𝐵 +

𝑍 olur. Bu durumda 𝐺 = (𝐴 − 𝑍) + 𝐶 + 𝐻 şeklinde yazılabilir. Ayrıca 𝐻 ≥ 0 ve 

(𝑠𝑢𝑝𝑝(𝐴 − 𝑍) ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐶 ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐻) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷 = ∅ olduğundan 3.5.29 Teoreminin ön 

koşulları sağlanmış olur. O zaman 𝑊 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝐹) bir doğal divizör ve 𝑇 = 𝐺 −𝑊 olmak 

üzere 3.5.29 Teorem gereğince 𝑑(𝐶Ω(𝐷, 𝐺)) ≥ ℓ(𝐴 − 𝑍) − ℓ(𝐴 − 𝑍 − 𝑇) + ℓ(𝐶) −

ℓ(𝐶 − 𝑇) olur. 3.5.30 Nottakine benzer bir şekilde ℓ(𝐴 − 𝑍) − ℓ(𝐴 − 𝑍 − 𝑇) + ℓ(𝐶) −

ℓ(𝐶 − 𝑇) = 𝑑𝑒𝑔𝑇 + 𝑑𝑒𝑔𝐻 + ℓ(𝐴 − 𝑍) − ℓ(𝐴 − 𝑍 + 𝐻) + ℓ(𝐶) − ℓ(𝐶 + 𝐻) olduğu 

gösterilebilir. 

𝐻 = 𝐵 + 𝑍 − 𝐶, ℒ(𝐵) = ℒ(𝐵 + 𝑍) ve ℒ(𝐶) = ℒ(𝐵) olduğu göz önünde 

bulundurulursa ℓ(𝐶) − ℓ(𝐶 + 𝐻) = 0 olur. 

ℒ(𝐴) = ℒ(𝐴 − 𝑍) ve 𝐺 = (𝐴 − 𝑍) + 𝐶 + 𝐻 olduğundan ℓ(𝐴 − 𝑍) − ℓ(𝐴 − 𝑍 + 

𝐻) = ℓ(𝐴) − ℓ(𝐺 − 𝐶) olur. 2.3.25 Tanım gereğince 𝑖(𝐴) = ℓ(𝐴) − 𝑑𝑒𝑔𝐴 + 𝑔 − 1 ve 

𝑖(𝐺 − 𝐶) = ℓ(𝐺 − 𝐶) − 𝑑𝑒𝑔(𝐺 − 𝐶) + 𝑔 − 1 olduğundan ℓ(𝐴) − ℓ(𝐺 − 𝐶) = 𝑖(𝐴) −

𝑖(𝐺 − 𝐶) + 𝑑𝑒𝑔𝑍 − 𝑑𝑒𝑔𝐻 elde edilir. 

Ayrıca 𝑇 = 𝐺 −𝑊 ve 2.3.49 Sonuç gereğince 𝑑𝑒𝑔𝑊 = 2𝑔 − 2 olduğundan 

𝑑𝑒𝑔𝑇 = 𝑑𝑒𝑔𝐺 − 2𝑔 + 2 dir. 

Sonuç olarak 𝑑(𝐶Ω(𝐷, 𝐺)) ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐺 − 2𝑔 + 2 + 𝑑𝑒𝑔𝑍 + 𝑖(𝐴) − 𝑖(𝐺 − 𝐶) elde 

edileceğinden kanıt tamamlanır [20]. 

 3.5.9 Örnekte verilen 𝔽8(𝑥, 𝑦) ∕ 𝔽8 fonksiyon cismi göz önüne alınsın. 𝔽8(𝑥, 𝑦) ∕

𝔽8 fonksiyon cisminin, 𝑃∞ ve 𝑃0,0 dan farklı rasyonel placelerinin toplamı 𝐷 = 𝑃1 +⋯+

𝑃63 ile gösterilsin. Lundell-McCullough, Güneri-Stichtenoth-Taşkın ve ABZ sınırı için 

en uygun seçimler yapılarak elde edilen gelişmeler sırasıyla 𝑑𝐿𝑀, 𝑑𝐺𝑆𝑇 ve 𝑑𝐴𝐵𝑍 ile 

gösterilmek üzere Tablo 3.1 de bu gelişmeler verilmiştir. 𝑑𝐺𝑂𝑃 ile bu geometrik cebirsel 

kodların tasarlanmış uzaklıkları gösterilmektedir. 
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Kod  𝑑𝐺𝑂𝑃   𝑑𝐿𝑀   𝑑𝐺𝑆𝑇   𝑑𝐴𝐵𝑍  

     

𝐶Ω(𝐷, 𝐺 = 22. 𝑃∞ + 4. 𝑃0,0) 0  3 4 4 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺 = 21. 𝑃∞ + 5. 𝑃0,0) 0 3 4 4 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺 = 20. 𝑃∞ + 6. 𝑃0,0) 0 4 5 5 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺 = 20. 𝑃∞ + 7. 𝑃0,0) 1 4 5 5 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺 = 23. 𝑃∞ + 4. 𝑃0,0) 1 4 5 5 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺 = 21. 𝑃∞ + 6. 𝑃0,0) 1 4 5 5 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺 = 22. 𝑃∞ + 6. 𝑃0,0) 2 5 6 6 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺 = 24. 𝑃∞ + 4. 𝑃0,0) 2 4 5 5 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺 = 24. 𝑃∞ + 5. 𝑃0,0) 3 5 6 6 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺 = 24. 𝑃∞ + 6. 𝑃0,0) 4 6 7 7 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺 = 26. 𝑃∞ + 4. 𝑃0,0) 4 6 7 7 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺 = 24. 𝑃∞ + 3. 𝑃0,0) 1 3 3 3 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺 = 27. 𝑃∞)  1 2 2 2 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺 = 30. 𝑃∞ + 1. 𝑃0,0) 5 7 7 8 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺 = 32. 𝑃∞ + 1. 𝑃0,0) 7 9 9 10 

𝐶Ω(𝐷, 𝐺 = 40. 𝑃∞)  14 15 15 15 

 

Tablo 3.1 [20]. 
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BÖLÜM 4 

 

 

SONUÇLAR VE TARTIŞMA 

 

 

 Bu çalışmada, fonksiyon cismi teorisi ile kodlama teorisi arasındaki literatürde 

verilen ilişki incelenmiştir. Cebirsel geometrik kodların parametreleri hakkında, 

fonksiyon cismi teorisinin en önemli teoremi olan Riemann-Roch teoremi yardımıyla 

yorumda bulunulabilir ve böylece iyi parametrelere sahip kodlar elde edilebilir. Reed-

Solomon, BCH ve "klasik" Goppa kodları gibi pratikte kullanılan en önemli kodlardan 

bazıları cebirsel geometrik kodlar olarak temsil edilebilir. Belli cebirsel geometrik kodlar, 

asimptotik Gilbert-Varshamov Sınırını geçmektedir. Ayrıca bir divisorün tabanı kavramı 

yardımıyla cebirsel geometrik kodların tasarlanmış uzaklığı üzerinde bir dizi gelişme elde 

edilebilmektedir. 
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