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Yiiksek Lisans Tezi

@-Ikinci ve n-Yaklasik ikinci Alt Modiiller
T.U. Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal1

OZET

Bu calismada, ¢-ikinci ve n-yaklasik ikinci alt modiillerin ¢esitli cebirsel 6zellikleri
belirlenmis, bu alt modiillerin literatiirde yer alan diger cebirsel yapilarla olan iligkileri
incelenmis ve bu alt modiil siniflar1 vasitasiyla modiil ve halka karakterizasyonlar1 elde

edilmisgtir.
Bu tez bes boliimden olusmaktadir:

I. Boliimde, asal alt modiiller, ikinci alt modiiller ve bu kavramlarin genellemeleri ile

ilgili literatiir aragtirmalarina yer verilmistir.

II. Boliimde, halka ve modiil teori ile ilgili tezde kullanilacak olan 6n bilgiler

verilmistir.

III. Boliimde, ¢-ikinci alt modiiller simifi ele alinmig ve bu alt modiil siifinin

birtakim cebirsel 6zellikleri ve karakterizasyonlar1 verilmistir.

IV. Boliimde, ¢-ikinci alt modiillerin 6zel bir hali olan n-yaklasik ikinci alt modiiller
ele alinmig, modiil ve halkalarin yapisi ile n-yaklasik ikinci alt modiillerin yapisi
iligkilendirilmistir. Ayrica, yaklasik ikinci radikal ve yaklasitk m*-sistem kavramlari
tanimlanmis ve yaklasik m*-sistem kiimeleri araciligiyla bir alt modiiliin yaklasik ikinci

radikalinin bir karakterizasyonu verilmistir.

V. Boliimde, I11. ve IV. boliimdeki ¢caligsmalar sonrasindaki ¢ikarimlarimizdan olusan
sonu¢ ve tartisma boliimii verilmistir.

Yil 12021
Sayfa Sayisi : 66
Anahtar Kelimeler  : Ikinci alt modiil, ¢-ikinci alt modiil, n-yaklasik ikinci alt modiil,



yaklasik ikinci radikal, yaklasik m™*-sistem



Master of Science Thesis

¢-Second and n-Almost Second Submodules
Trakya University Institute of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

ABSTRACT

In this study, various algebraic properties of ¢-second and n-almost second
submodules were determined, the relations of these submodules with other algebraic
e3structures in the literature were examined, and module and ring characterizations were
obtained via these submodule classes.

This thesis consists of five chapters.

In Section I, literature researches about prime submodules, second submodules and
generalizations of these concepts are given.

In Section II, preliminary information that will be used in the thesis on ring and
module theory is given.

In Section III, the class of ¢-second submodules is discussed and some algebraic

properties and characterizations of this submodule class are given.

In Section IV, n-almost second submodules, which are special case of ¢-second
submodules, are discussed, the structure of modules and rings and the structure of n-almost
second submodules are related. In addition, the concepts of almost second radical and almost
m*-system are defined and a characterization of almost second radical of a submodule is

given by means of almost m*-system sets.

In Section V, the results and discussion section consisting of our conclusions after

the studies in Section III and IV are given.

Year 12021
Number of Pages : 66

Keywords : Second submodule, ¢-second submodule, n-almost second

submodule, almost second radical, almost m*-system
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

- Kapsama

G Kesin kapsama

¢z Alt kiimesi degil

S¢ S kiimesinin tiimleyeni

I <R I, R’nin bir ideali

N<M N, M’nin bir alt modiili

Cek(f) f homomorfizmasinin ¢ekirdegi

Gor(f) f homomorfizmasinin goriintiisii

anng(M) M modiliintin, R halkasi i¢indeki sifirlayani

R[x4,...,X,] R halkasi lizerinde, x4, ..., x,, degiskenlerine bagl polinomlar halkasi

R[[x4, ..., xn]] R halkasi iizerinde, x4, ..., x,, degiskenlerine bagli kuvvet serileri halkasi

J(R) R halkasinin Jacobson radikali
Z Tam sayilar kiimesi

A Pozitif tam sayilarin kiimesi
Q Rasyonel sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi



BOLUM 1

GIRIS

Halka teorisinde bir halkanin tiim 6z ideallerinin, baz1 6zel ideallerin ¢arpimi ya da
arakesiti olarak yazilabilmesi uzun yillardir ilgi géren 6nemli bir konudur. Ciinkii bu sayede
bir 6z idealin yapisi carpimdaki ya da arakesitteki ideallerin elverisli 6zellikleri yardimiyla
daha kolay belirlenebilir. Bu konu tizerindeki arastirmalarda kullanilan en temel araglar asal
idealler ve asal ideallerin gesitli genellemeleri olmustur. Ornegin, Dedekind bdlgeleri her 6z
ideali sonlu sayida asal idealin carpimi olarak yazilabilen tamlik bolgeleridir ve bu halka
sinifi cebirsel geometri ve cebirsel sayilar teorisindeki bircok caligmanin temelini olusturur.
Baska bir 6rnek olarak, her 6z ideali, asal ideallerin bir genellemesi olan asalimsi ideallerin
sonlu bir arakesiti seklinde yazilabilen Laskerian halkalar da Noetherian halkalarin bir
genellemesi olarak degismeli cebirde 6nemli bir yere sahiptir. Bu nedenle, asal ideallerin
kapsamini genisletmek ve daha genis halka siniflarinda calisabilmek amaciyla asal ideallerin
bir¢ok farkli genellemesi yapilmis ve tiim 6z idealleri bu genellenmis asal ideallerin ¢arpimi1
ya da arakesiti seklinde yazilabilen halkalar karakterize edilmeye calisilmistir (Anderson ve
Smith, 2003; Anderson ve Bataineh, 2008; Bhatwadekar ve Sharma, 2005; Ebrahimpour,
2014; Ebrahimpour ve Nekooei, 2012).

Asal alt modiiller Dedekind bolgeleri, Priifer bolgeleri, aritmetik halkalar gibi 6nemli
halka siniflarinin karakterizasyonlarin1 verdigi icin, degismeli halka teorisinde énemli bir
role sahiptir. Asal alt modiil kavrami, ilk olarak 1965 yilinda, E. H. Feller ve E. W.
Swokowski tarafindan tanimlanmistir (Feller ve Swokowski, 1965). R degismeli bir halka,
M bir R-modiil ve N, M’nin bir 6z alt modiilii olsun. Her r € R ve m € M i¢in rm € N
olmasi v € (N:yp M) veyam € N olmasini gerektiriyorsa N’ye M’nin asal alt modiilii denir

(Feller ve Swokowski, 1965). (0), M’nin asal alt modiilii ise M’ye asal modiil denir. Tanim



kullanilarak gosterilebilir ki; M asal modiildiir ancak ve ancak M # (0)’dir ve M nin sifirdan

farkli her K alt modiilii i¢in anng (M) = anng (K)’dir (Feller ve Swokowski, 1965).

Asal alt modiiller ile ilgili caligmalar 1990’lardan itibaren yayginlastiktan sonra asal
ideallerin genellemelerinin modiil teorideki karsiliklar1 arastirilmaya baslanmis ve bu
baglamda asal alt modiillerin bir¢cok farkli genellemesi yapilmistir (Atani ve Farzalipour,
2007; Behboodi ve Koohy, 2004; Ebrahimpour ve Nekooei, 2013; Khashan, 2012; Moradi
ve Azizi, 2015; Sarag, 2009; Zamani, 2010). Ornegin, Zamani, (2010) makalesinde ¢-asal
alt modiiller ile n-yaklasik asal alt modiiller tanimlanmis ve bu alt modiil siiflarinin gesitli

ozellikleri aragtirilmigtir.

Tez kapsaminda asal ideallerin genellemelerinden hafif asal, yaklasik asal ve ¢-asal
idealler etkin bir bi¢imde kullanilacaktir. Simdi bu ideallerin ve bunlarin modiil teorideki alt
modiil karsiliklarinin tanimlarini vererek 6nemlerini agiklayalim. Degismeli halkalarin hafif
asal idealleri 2003 yilinda D. Anderson ve E. Smith tarafindan Anderson ve Smith, (2003)
makalesinde tanimlanmistir. R degismeli bir halka ve P, R’nin bir 6z ideali olsun. a,b € R
olmak tizere, 0+ ab € P olmasi a € P veya b € P olmasini gerektiriyorsa P’ye R’nin hafif
asal ideali denir. Anderson ve Smith, (2003) makalesinde hafif asal ideallerin birtakim
karakterizasyonlar1 verilmis ve asal idealler ile olan benzerlikleri ve farkliliklar1 ortaya
koyulmustur. Ayrica her 6z ideali ve her temel ideali hafif asal ideallerin bir ¢arpim1 olarak
yazilabilen degismeli halkalar tamamen karakterize edilmistir. Atani ve Farzalipour, (2007)
makalesinde S. Atani hafif asal ideal kavramini hafif asal alt modiil kavramina
genigletmistir. R degismeli bir halka, M bir R-modiil ve N, M’nin bir 6z alt modiilii olsun.
Herhangi »€R ve m€M igin, 0# rm € N olmast m €N veya r € (N:g M) olmasimi
gerektiriyorsa, N’ye M’ nin bir hafif asal alt modiilii denir (Atani ve Farzalipour, 2007).
2005 yilinda S. M. Bhatwadekar ve P. K. Sharma, Bhatwadekar ve Sharma, (2005)
makalesinde tek tiirlii ¢arpanlarina ayrilabilen bolgeleri incelemek i¢in yaklasik asal ideal
kavramini tanimlamuslardir: R degismeli bir halka olsun. a, b € R olmak iizere, ab € P\P?
olmasi a € P veya b € P olmasimi gerektiriyorsa P’ye R’nin yaklasik asal ideali denir
(Bhatwadekar ve Sharma, 2005). Daha genel olarak, n = 2, a,b € R olmak tizere, ab €
P\P™ olmasi a € P veya b € P olmasii gerektiriyorsa P’ye R’nin n-yaklasik asal ideali
denir (Anderson ve Bataineh, 2008). Bu tanimlardan anlasilmaktadir ki: degismeli bir

halkada;



Asal ideal = Hafif asal ideal = (n + 1) — yaklasik asal ideal

= n — yaklasik asal ideal = Yaklasik asal ideal
gerektirmeleri dogrudur. Ancak Anderson ve Bataineh, (2008) makalesinde, bu
gerektirmelerin tersine ¢evrilemeyecegi aksi 6rnekler verilerek gosterilmistir. Anderson ve
Bataineh, (2008) makalesinde asal, hafif asal ve yaklasik asal idealleri catis1 altina alan ¢-
asal idealler tanimlanarak bu ideal simifinin birtakim 6zellikleri ortaya koyulmus ve her 6z
ideali yaklagik asal ideallerin bir carpimi olan degismeli halkalarin tam bir karakterizasyonu
verilmistir. R degigmeli bir halka, S(R) R’nin tiim ideallerinin kiimesi, ¢p: S(R) — S(R) U
{@} bir fonksiyon ve 7, R’nin bir 6z ideali olsun. x,y € R olmak iizere xy € I\¢(I) olmasi
x €1 veya y €1 olmasin1 gerektiriyorsa I’ya R’nin ¢-asal ideali denir (Anderson ve
Bataineh, 2008). Zamani, (2010) makalesinde N. Zamani bu kavramin modiil teorideki
genellemesi olan ¢p-asal alt modiilleri tanimlamistir: R degismeli bir halka, M bir R-modiil,
¢: S(M) = S(M) U {@} bir fonksiyon ve N, M nin bir 6z alt modiilii olsun. r € R ve x € M
olmak tizere rx € N\¢(N) olmasi r € (N:g M) veya x € N olmasini gerektiriyorsa N’ye
M’nin ¢p-asal alt modiilii denir. Ozel olarak, ¢po: S(M) - S(M) U {@}, po(N)=(0) (VN €
S(M)) olarak tanimlanan ¢, fonksiyonu i¢in bir alt modiiliin ¢4-asal olmasi ile hafif asal
olmasi denktir. Ayrica ¢,:S(M) - S(M) U {@}, ¢,,(N) = (N:x M) "IN (VN € S(M))
olarak tanimlanan ¢,, fonksiyonu i¢in ¢,-asal bir alt modiile n-yaklasik asal alt modiil
denir. ¢,-asal bir alt modiile de kisaca yaklasik asal alt modiil denir. Bu tanimlardan, alt

modiiller i¢in asagidaki gerektirmelerin dogru oldugu goriilmektedir.

Asal altmodil = Hafif asal altmodiil = (n + 1) — yaklasik asal alt modiil
= n — yaklasik asal altmodiil (n > 2) = Yaklasik asal altmodiil
Moradi ve Azizi, (2015) ve Zamani, (2010) makalelerinde bu gerektirmelerin tersine

cevrilemeyecegi aksi 6rnekler verilerek gosterilmistir.

R degismeli bir halka, M bir R-modiil ve (0) # N < M olsun. Her a € R igin aN =
(0) veya aN = N ise N’ye M’nin ikinci alt modiilii denir (Yassemi, 2001). N alt modiilii
icinde kapsanan tiim ikinci alt modiillerin toplamina N nin ikinci radikali denir ve sec(N) ile
gosterilir (Ansari-Toroghy ve Farshadifar, 2013; Ceken, Alkan, Smith, 2013b). Ceken,
Alkan ve Smith, (2013b) makalesinde m*-sistem kavrami tanimlanarak bir alt modiiliin
ikinci radikali m*-sistem kiimeleri vasitasiyla karakterize edilmistir. Bu tezde tanimlanacak

olan yeni kavramlar sayesinde ikinci radikal ve m*-sistem kavramlarinin bir genellemesi



sunulacak ve ikinci radikaller i¢in elde edilen sonuglar daha genel bir kapsama
genisletilecektir. ikinci alt modiiller ve alt modiillerin ikinci radikalleri ile ilgili daha fazla
bilgi (Ansari-Toroghy ve Farshadifar, 2013; Ceken, Alkan ve Smith, 2013a; Ceken vd.,
2013b; Ceken ve Alkan, 2015; Yassemi, 2001) makalelerinde bulunabilir.

Son yillarda, ikinci alt modiiller ile ilgili galigmalarin artmasi ile birlikte, bu alt modiil
sinifinin  genellemeleri arastirllmaya baslanmis, bunun i¢in asal alt modiillerin
genellemelerinin dual kavramlar1 tanimlanmaya ¢alisilmis ve bu alt modiil siniflarinin da
ilging ve Onemli cebirsel Ozelliklere sahip olduklar1 goriilmiistiir (Ansari-Toroghy ve
Farshadifar, 2019; Ansari-Toroghy, Farshadifar ve Maleki-Roudpodhti, 2021; Beyranvand
ve Rastgoo, 2016; Ceken ve Alkan, 2016; Ceken, 2019; Farshadifar ve Ansari-Toroghy,
2020).

Tezimizde, Farshadifar ve Ansari-Toroghy, (2020) makalesinde tanimlanan ¢-ikinci
ve n-yaklasik ikinci alt modiil siniflarinin ¢esitli 6zellikleri arastirilacak, bu yeni alt modiil
siiflarinin ikinci alt modiiller ile olan benzerlikleri ve farkliliklar1 ortaya konulacak ve

bdylece ikinci alt modiiller i¢in elde edilen sonuclar daha genel bir kapsama genisletilecektir.



BOLUM 2

ON BILGILER

2.1. Sirali Kiimeler ve Halkalar ile Ilgili Temel Kavramlar

Tamim 2.1.1. S bir kiime ve <, S {izerinde bir bagint1 olmak tizere (S, <) sistemi
i) Hera € Si¢in a < a (yansima 6zelligi)
ii) a<bveb < aisea = b (ters simetri 6zelligi)
iii) a<bveb <cikena < c (gegisme 6zelligi)
ozelliklerini sagliyor ise S’ye sirali kiime denir. Eger (S, <) sirali kiimesinde her a,b € S

icina < b veya b < a ise bu sirali kiimeye tam sirah denir (Callialp ve Tekir, 2009).

Tanim 2.1.2. (S, <) sirali bir kiime ve b € S olsun. S i¢inde b’den kesin biiyiik baska bir

eleman yoksa b’ye S’nin bir maksimal elemani denir (Callialp ve Tekir, 2009).

Tamm 2.1.3. Siral1 bir kiimenin tam siral1 bir alt kiimesine zincir denir (Callialp ve Tekir,

2009).

Lemma 2.1.4 (Zorn Lemma) Bostan farkli bir S sirali kiimesinin, her zincirinin S de bir iist

sinir1 varsa S sirali kiimesinin en az bir maksimal elemani vardir (Callialp ve Tekir, 2009).

Tanim 2.1.5. R bos olmayan bir kiime, + ve - R lizerinde taniml1 ikili islemler olsun. Eger
i)  (R,+) degismeli bir grup,
ii) Hera,b,c€Rigin(a-b) c=a-(b-c) (birlesme 6zelligi)

iii) Hera,b,c €Ricina-(b+c)=a- b+ a-c,(soldandagilma)ve (a+b)-c=a-

b + a- c, (sagdan dagilma)



kosullar1 saglaniyor ise R kiimesine bu ikili islemlere gore bir halka denir ve (R, +,)

ile gosterilir.
Hera,b € Rigina b = b - a kosulunu sagliyorsa R’ye de@ismeli halka denir.

Hera €R icin a1z = 15 - a = a olacak sekilde bir 1 € R varsa R’ye birimli

halka denir (Aydin ve Kandamar, 2015).

R bir halka ise + isleminin birimine halkanin sifir1 veya etkisiz elemani denir ve Og
olarak gosterilir. R halkasinin - islemine goére birim elemani olmayabilir, eger varsa bu

elemana halkanin birimi denir ve 1 ile gosterilir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Ornek 2.1.6. (Z,+,), (Q, +,"), (R, +,") ve (C, +,) birimli ve degismeli halkalardir (Aydin
ve Kandamar, 2015).

Ornek 2.17. 2Z = {2n| n € Z} ¢ift tam sayilarin kiimesi, tam sayilarda bilinen toplama ve
carpma islemlerine gore degismeli bir halkadir. Fakat birimli degildir. Ciinkii 6 € 2Z i¢in
x.6 = 6 olacak bi¢cimde bir x € 27Z eleman1 yoktur (Aydin ve Kandamar, 2015).

Tanim 2.1.8. R birimli bir halka ve a € R olsun.
i) Eger c.a = 13 olacak sekilde bir ¢ € R var ise a elemanina sol tersinir eleman, ¢
elemanina da a elemaninin sol tersi denir.
ii) Eger a.b = 1j olacak sekilde bir b € R var ise a elemanina sag tersinir eleman, b
elemanina da a elemaninin sag tersi denir.
iii)  Eger bir a € R eleman1 hem sol tersinir hem de sag tersinir ise a elemanina tersinir

eleman (birimsel eleman) denir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.9. R birimli bir halka olsun. R halkasinin bir a elemaninin hem sag hem de sol

tersi var ise bunlar aynidir (Aydin ve Kandamar, 2015).

(R, +,”) birhalka,a € R,n € Z, s € Z* ve t € Z~ olsun. Bu durumda

r n tane

a+a+... +a nezt
na = Og , n=0
L(—a) +(-a)++(-a) nez
—n tane



olarak tanimlanir. R halkasi birimli ise a® = 1, a elemaninin R halkasinda ¢arpmaya gore

—t tane

tersia ! variseat = a~1-a!-..-a"! olur (Aydin ve Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.10. (R,+,”) bir halka ve a € R olsun. O zaman, Oy -a = a -0z = 0;’dir
(Aydin ve Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.11. (R, +,7) bir halka olsun.
i) Hera,b€Ri¢in(—a)-b=a-(—b) =—(a-b)
ii) Hera,b€Ric¢in(—a) - (—b)=a-b

dir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.12. (R, +,7) bir halka olsun.
i) Hern€Zvehera,b €Ricin (na) b =a-(nb) =n(a-b)
i) Hera;,b; €RRicin (Tl a) (T, b)) = Xy Xy a; - by

esitlikleri saglanir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Sonu¢ 2.1.13. (R,+,)) bir halka olsun. O zaman her a,b € R ve m,n €Z igin
(mn)(a - b) = (ma) - (nb) = (na) - (mb) esitlikleri saglanir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Teorem 2.1.14 (Binom Teoremi) (R, +,) birimli ve degismeli bir halka, n pozitif bir
tamsay1 ve a, b, a,, a,, ..., a, € R olsun. Bu durumda
) (a+b)"=3Xpo(})akpm*
i) +i++ig=n olmak lizere (a; +a,+-+a))" =
n! i1 iy is
D@D 1 G2 s

esitlikleri saglanir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Tamm 2.1.15. (R, +,7) bir halka olsun. R halkasinda sifirdan farkli bir a elemanii¢ina - b =
O olacak bi¢cimde sifirdan farkli bir b € R var ise a elemanina sol sifir bolen denir. Eger
¢ * a = Oy olacak sekilde sifirdan farkli bir ¢ € R var ise a elemanina sag sifir bélen denir.

Eger a hem sag hem de sol sifir bolen ise a elemanina sifir bélen denir (Aydin ve Kandamar,

2015).



Ornek 2.1.16. Z4 halkasinda 2 # 0 ve 3 # 0 olmasina ragmen 2 - 3 = 6 = 0 oldugundan
Z sifir bolenli halkadir. 2 ve 3, Zg halkasinin sifir blenleridir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Tanmm 2.1.17. Sifir bolen bulundurmayan bir halkaya sifir bolensiz halka denir. Yani, bir
(R, +,") halkasmin sifir bolensiz olmasi igin gerek ve yeter kosul her a,b € R i¢ina- b =

Og iken a = Ox veya b = O olmasidir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Ornek 2.1.18. Z halkas: sifir bolensiz bir halkadir. Ciinkii her a,b € Z icin a.b = 0 iken
a = 0 veya b = 0 olur (Aydin ve Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.19. n € Z* olmak iizere Z, halkasinda, 0 # m elemanmin sifir bélen olmasi

icin gerek ve yeter kosul ebob(m, n) # 1 olmasidir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Ornek 2.1.20. p bir asal say1 olmak iizere, Z,, halkasinin sifir bolenlerini aragtiralim. p asal
say1 oldugundan p, kendisinden kiigiik olan biitiin pozitif tamsayilar ile aralarinda asaldir. O
halde Z, = 0,1, ..., p — 1} halkasmnin sifir b6len elemani yoktur. Sonug olarak p asal say1

ise Z,, sifir bolensiz halkadir (Aydin ve Kandamar, 2015).

€67

(R, +,) halkasinda “+” islemine gore kisaltma 6zelligi vardir. Fakat her halka

e

islemine gore kisaltma 6zelligini saglamaz. Bundan sonra halkada kisaltma, islemine
gore kisaltma anlami tasiyacaktir. Yani, bir (R, +,-) halkasinda 0 # a € R olmak tizere
a-b=a-cikenb =c soldan kisaltma
b-a=c-aikenb =c sagdan kisaltma

ozellikleri saglaniyor ise R halkasinda kisaltma vardir denir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.21. R halkasimin sifir bélensiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul sag ve sol

kisaltma 6zelliginin saglanmasidir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Tamm 2.1.22. Sifir bolensiz, birimli (1z # 0z) ve degismeli bir halkaya tamhk bolgesi
denir. Birimli ve degigmeli bir halkanin sifirdan farkli her elemani tersinir ise bu halkaya

cisim denir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Ornek 2.1.23. Z, Q, R ve C halkalari tamlik bolgeleridir. Hatta Q, R ve C halkalar1 cisimdir
(Aydin ve Kandamar, 2015).



Ornek 2.1.24. Z¢ sifir bolen icerdiginden tamlik bolgesi degildir (Aydin ve Kandamar,
2015).

Ornek 2.1.25. Rasyonel katsayili polinom halkas1 Q[x] bir tamlik bolgesidir. Fakat cisim
degildir. Ciinkii 1 — x polinomunun ¢arpmaya gore tersi yoktur (Aydin ve Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.26. Her sonlu tamlik bolgesi cisimdir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.27. Her cisim tamlik bdlgesidir (Aydin ve Kandamar, 2015).
Yukarida verilen tanimlar kullanilarak agsagidaki 6zellikler goriilebilir.
i)  Bir cisimde sifirdan farkli her elemanin carpimsal tersi tektir.
i)  Her tamlik bolgesinin ve cismin en az iki eleman vardir.
iii)  Birimli ve degismeli bir R halkasinin cisim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R
kiimesinin sifirdan farkli elemanlarinin kiimesinin, ¢arpma islemine gore bir grup

olmasidir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.28. n € Z* olmak iizere Z, halkasinin cisim olmasi icin gerek ve yeter kosul n

pozitif tam sayisinin asal olmasidir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Tamm 2.1.29. R bir halka olsun. Her a € R i¢in n.a = 0 olacak sekilde bir n pozitif tam
sayis1 var ise bu o0zelligi saglayan n sayilarmin en kii¢iigline R halkasinin karakteristigi
denir ve charR = n ile gosterilir. Eger boyle bir n sayist yok ise R halkasinin karakteristigi

sifirdir denir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Ornek 2.1.30. n > 1 bir tam say1 olmak iizere Z,, halkasinin karakteristigi yani char Z,, =

n’dir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.31. Bir tamlik bolgesinin karakteristigi ya sifirdir ya da bir asal sayidir. Ozel

olarak bir cismin karakteristigi ya sifirdir ya da bir asal sayidir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Ornek 2.1.32. QR ve C cisimlerinin karakteristigi sifirdir. Eger p bir asal say1 ise Z,

karakteristigi p olan bir cisimdir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Teorem 2.1.33. R birimli bir halka olsun. Buna gore;

i) n.1i = 0y olacak sekilde bir n pozitif tamsayisi yok ise charR = 0 dir.



ii) n.1lz = 0y esitligini saglayan pozitif n tamsayilarinin en kii¢cligii, R halkasinin

karakteristigine esittir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Tamm 2.1.34. R bir halka ve @ # S € R olsun. Eger S, R halkas: {izerindeki islemlere gore

bir halka oluyor ise S kiimesine R halkasinin bir alt halkasi1 denir (Aydin ve Kandamar,

2015).

Onerme 2.1.35. R bir halka ve @ # S € R olsun. S, R’nin alt halkasidir ancak ve ancak her
a,b € Sigina—>b,a.b €S dir.

Tamm 2.1.36. R bir halka ve @ # I € R olsun. Her a,b € I ve her r € R igin
i) a—belve
i) r.ael(a.rel
kosullar saglaniyorsa I’ya, R’nin sol (sag) ideali denir. Eger I, R halkasinin hem sol hem

de sag ideali ise I’ya, R’nin ideali denir ve I < R yazilir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Aciktir ki; R ve {0z} kiimeleri, her zaman R halkasinin idealleridir (Aydin ve
Kandamar, 2015).

Tammm 2.1.37. Bir R halkasinin, R ve {0g} ideallerine asikar idealler denir. R’nin

kendisinden farkl1 bir idealine 6z ideal denir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Ornek 2.1.38. Z, R halkasinin bir alt halkasidir. Fakat ideali degildir. Ciinkii V2 € Rve 3 €
Z i¢in 3v2 ¢ Z dir. Diger taraftan 27, Z halkasinin bir idealidir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.39. R birimli bir halka ve I, R halkasmin bir sol (ya da sag) ideali olsun.
I=Re 1€l
dir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.40. I, birimli bir R halkasinin sifirdan farkli bir ideali olsun. I bir 6z idealdir

ancak ve ancak [ i¢inde tersinir eleman yoktur (Aydin ve Kandamar, 2015).
Sonug 2.1.41. Bir cismin {0z} den baska bir 6z ideali yoktur (Aydin ve Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.42. {4;|i € I}, R halkasinin ideallerinin bir ailesi olsun. O zaman, N;e; 4;

kiimesi de bir R’nin bir idealdir (Aydin ve Kandamar, 2015).
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Tanimm 2.1.43. X, R halkasmin bir alt kiimesi ve {4;|i € I}, R’nin X’i kapsayan tiim
ideallerinin ailesi olsun.
i) N;g A; idealine X ile iiretilen ideal denir ve (X) ile gosterilir. X kiimesinin
elemanlarina (X) idealinin iiretegleri denir.
ii) Eger X = {x1, x5, ..., x5} ise (X) ideali (xq, x5, ..., x,) ile gosterilir ve (X) ideali
sonlu iireteclidir denir.
iii) Eger X = {a} ise (X) = (a) idealine temel ideal denir.
iv)  Her ideali temel ideal olan halkaya temel ideal halkas1 denir.
v)  Bir R temel ideal halkasi ayni1 zamanda bir tamlik bdlgesi ise R halkasina temel ideal

bolgesi denir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Ornek 2.1.44. Z tam sayilar halkas1 ve Q[x] rasyonel katsayili polinomlar halkas1 birer
temel ideal bolgesidir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Teorem 2.1.45. R bir halka, a € R ve X € R olsun.
i) (@={ra+as+na+) r.asrs s €RmeEN,n € Z} bicimindedir.
ii)  Eger R birimli ise (a) = {3[%, 1;-a. s;|r;, s; € R,m € N} dir.
iii) R birimli ve degismeli halka ise (a) = {r.a + na|r € R,n € Z } dir.
iv)  Ra = {r.a|r € R} (aR = {a.r|r € R}), R halkasinin bir sol (sag) idealidir. Eger R
birimli ise a € Ra ve a € aR dir.
v) R birimli ve degismeli halka ise Ra = (a) = aR dir.
vi) R birimli ve degismeli halka ise
vi) (X)) ={3% raln €R,mEN,q; € X}
dir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.46. R bir halka ve {4,};¢;, R’nin ideallerinin bir ailesi olsun. U;¢; 4; nin iirettigi
ideale {A;};c; ideal ailesinin toplami denir ve Y;¢; 4; ile gosterilir (Aydin ve Kandamar,

2015).

Onerme 2.1.47. R bir halka ve {4;};¢;, R’nin ideallerinin bir ailesi olsun.

ZAiz Zaj|aj€Aj,]§1ve]sonlu

i€l i€l
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esitligi saglanir. Ozel olarak,
A +A,++A,={a;+a,+-+a,la; €EA;,i =12, ..,n}
olur (Aydin ve Kandamar, 2015).

A # @ ve B # @, R halkasmin alt kiimeleri olsun. Bu durumda

A'B ={a1b1+a2b2+"'+anbn|nEN,al’ EA,bl' EB}={Z aibi|ai EA,bl' EB}

sonlu

ile tanimlanir. Genel olarak,

AA, . A, = { z ay.0y....a,a; €A, i =12, ...,n}

sonlu

yazilir. Eger her i i¢in A; = A ise o zaman
AjA, ... A, =AA..A=A"
ile gosterilir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.48. R bir halka, I,] < R olsun. Bu durumda

Z aibi|ai EI,bi E]}

sonlu

kiimesi, R halkasinin bir idealidir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Ij=

Teorem 2.1.49. A, A4, A,, ..., A, B ve C, R halkasinin idealleri olsun.
i) A +A,+ -+ A, veAjA; ... A, kiimeleri de R halkasinin idealleridir.
i) (A+B)+C=A+(B+0)
iii) (A.B).C=A.(B.C)=A.B.C
ivy B.(A;+A,+-+A,)=B.A,+B.A,+-+B.A,ve(A; + A, + -+ A4,).C =
A.C+A,.C+-+A,C
esitlikleri saglanir (Aydin ve Kandamar, 2015).

I, R halkasinin bir ideali olsun. (R, +) degismeli grup oldugundan I, R halkasinin

normal alt grubudur. O halde

R/I={r+I|r €R}
bolim grubundan bahsedebiliriz. R/ tizerinde toplama isleminin

(@+D+B+D=(+b)+1
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ile verildigini amimsayalim. R/I bu toplama islemine gore bir degismeli gruptur. R/I
lizerinde
(a+D-b+D)=(a-b)+1

biciminde bir - islemi tanimlamak anlamlidir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Teorem 2.1.50. I, R halkasinin bir ideali olsun. O zaman R/I toplamsal grubu
(a+D)-b+1)=(a"b)+1

ile tanimlanan ¢arpma islemi ile bir halka olur (Aydin ve Kandamar, 2015).

Tanmm 2.1.51. R bir halka ve I, R’nin bir ideali olsun. Teorem 2.1.50’de tanimlanan R/I
halkasina modulo I ya gore kalan simif halkasi denir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.52. I, R halkasmin bir ideali olsun. Asagidaki ifadeler gerceklenir.
i) R degismeli halka ise R/I degismelidir.
iil) R birimli halka ise R/I birimli halkadir ve 1; € R i¢in 1z + I, R/I halkasimin
birimidir.
iii)  Birimli bir R halkasinda r € R tersinir (birimsel) eleman ise o zaman r +1 € R/I
elemant da tersinir (birimsel) ve tersi (r + )™ = =1 + I dir (Aydmn ve Kandamar,

2015).

Onerme 2.1.53.1 ve J bir R halkasmin idealleri ve I S olsun. J/I, R/I kalan smif
halkasinin bir idealidir. Tersine; K, R/I halkasinin bir ideali ise K=J/I, I < ] olacak sekilde
bir J ideali vardir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Tamim 2.1.54. (R, +,") ve (§,A,°) iki halka olsun. f: R — S fonksiyonu her a, b € R i¢in
fla+b) = f(a)Af(b)
fla-b) =f(a)e(b)
kosullarini sagliyor ise f fonksiyonuna halka homomorfizmasi denir (Aydin ve Kandamar,

2015).

Tamm 2.1.55. f bir halka homomorfizmasi olsun.
i)  f bire-bir ise f homomorfizmasina halka monomorfizmasi,
ii)  f oOrten ise f homomorfizmasina halka epimorfizmasi,

iii)  f bire-bir ve Orten ise f homomorfizmasina halka izomorfizmasi
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ad1 verilir. f : R — S halka izomorfizmasi ise R halkasi ile S halkasi izomorftur denir ve

R = § ile gosterilir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Tammm 2.1.56. f : R — R homomorfizmasina R halkasinin endomorfizmas1 ve f
izomorfizma ise f fonksiyonuna R halkasinin otomorfizmasi denir. R nin tiim
endomorfizmalarinin kiimesi End (R), tim otomorfizmalarinin kiimesi Aut(R) ile gosterilir

(Aydin ve Kandamar, 2015).

Ornek 2.1.57.¢: Z—Z,, ¢(x)=x ile tammlanan ¢ fonksiyonu bir halka

epimorfizmasidir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.58.(R,+,) ve (S,A,0) iki halka olmak iizere f:R — S bir halka
homomorfizmasi verilsin.

i) f(0g) =04

i) VreRiginf(—r)=—f()
esitlikleri saglanir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.59. (R,+,) ve (S,A,0) birimli iki halka olmak iizere f:R — S halka
epimorfizmasi ise f(1z) = 15 dir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.60. R, S, T ii¢ halka, f : R — Sve g : S — T iki halka homomorfizmasi olsun.
O zaman g o f : R — T bir halka homomorfizmasidir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Tamm 2.1.61. f : R — S bir halka homomorfizmasi olsun.

Cekf ={a€R|f(a) =05} (=f"({0D)

kiimesine f homomorfizmasinin ¢ekirdegi,

Gor f = (fWIx€R} (=fR))
kiimesine f homomorfizmasinin goriintiisii (goriintii kiimesi) denir (Aydin ve Kandamar,

2015).

Onerme 2.1.62. f : R — S bir halka homomorfizmasi olsun. f bire-bir déniisiimdiir ancak

ve ancak Cek f = {0} dir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.63. f:R— S bir halka homomorfizmas: olsun. Asagidaki ifadeler

gerceklenir.
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i) Cekf, R halkasinin bir idealidir.
ii) B, S halkasinin bir ideali ise f ~1(B) kiimesi de R halkasimin bir idealidir (Aydin ve
Kandamar, 2015).

Onerme 2.1.64. f : R — S bir halka homomorfizmasi olsun.
i) GOr f, S halkasmin bir alt halkasidir.
ii)  f orten ve A, R halkasinin bir ideali ise f(A) kiimesi de S halkasinin bir idealidir
(Aydin ve Kandamar, 2015).

Teorem 2.1.65. R, birimi 1, olan bir halka ve charR = n > 0 olsun. Buna gore; ¢ : Z —

R, ¢(m) = m. 15 ile tamimlanan ¢ dontsiimii bir halka homomorfizmasidir. Ayrica
Cekop =nZ = {kn|k € Z}

dir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Teorem 2.1.66. {R;| i € I} halkalarin bos olmayan bir ailesi olsun. R; toplamsal degismeli
gruplarinin dik ¢arpimi [] R; olsun. Buna gore
i) [lie; R; bilesensel toplama ve {a;};e; " {bi}ic; = {a;b;}ie; carpma islemi ile bir
halkadir.
ii) Heri € I igin R; halkasinin birimi var ise o zaman [];¢; R; halkasi, birimlidir.
iii) Herk €1 i¢in my, : [[;;R; — Ry, {a;};e; — ai ile tamimlanan dogal izdiisiim
doniisiimil, bir halka epimorfizmasidir.
iv)  Herk € ligin iy : Ry — [lie/ R, ax — {a;} ({a;} elemaninin q; bilesenleri i # k
icin a; = 0) ile tanimlanan i¢cerme doniisiimii, bir halka homomorfizmasidir (Aydin

ve Kandamar, 2015).

Teorem 2.1.67. {R;|i € I} halkalarin bos olmayan bir ailesi olsun. S bir halka ve

{w; : S — R; | i € I} halka homomorfizmalarinin bir ailesi olsun. O zaman her i € [ i¢in

os—]]x

halka homomofizmas1 vardir (Aydin ve Kandamar, 2015).

;@ = @; olacak sekilde bir tek
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Teorem 2.1.68. {R;} |-, halkalarin bos olmayan bir ailesi, R = [[[=; R; ve I S R olsun. I,
R’nin bir idealidir ancak ve ancak her i € {1, ..., n} icin [;, R; nin bir ideali olmak {izere I =

[T, I; bi¢imindedir (Aydin ve Kandamar, 2015).
Teorem 2.1.69. I, R halkasinin bir ideali ise 0 zaman

m:R—R/I, nlr)=r+I
ile tanimlanan doniisiim bir halka epimorfizmasidir ve Cek = I dir (Aydin ve Kandamar,

2015).

Tamm 2.1.70. Teorem 2.1.69°da tanimlanan  : R — R/I 6rten halka homomorfizmasina

dogal halka homomorfizmasi denir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Teorem 2.1.71. f: R — S bir halka homomorfizmasi, I, R nin bir ideali ve I S Cek f olsun.

O zaman asagidaki diyagrami degismeli yapacak sekilde, yani mf = f olacak sekilde

R L s
nl O 2f

R/I
teklikle belirli bir f: R/I — S halka homomorfizmasi vardir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Sonug 2.1.72 (I.izomorfizma Teoremi) Eger f: R — S bir halka homomorfizmasi ise o
zaman asagidaki diyagrami degismeli yapacak sekilde

R EA Gor fcS

Tl O 2 f

R/Cek f
teklikle belirli bir £ halka homomorfizmas1 vardir. Yani,
R/Cek f = Gor f

olur (Aydin ve Kandamar, 2015).

Teorem 2.1.73. f: R — S bir halka homomorfizmasi olsun. I, R halkasinin, J, S halkasinin
idealleri ve f(I) < ] ise

f:R/I1—S/], fla+D)=f(a)+]
olarak tanimlanan f bir halka homomorfizmasidir. f homomorfizmasinin bir halka

izomomorfizmasi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
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Imf+]=S5 ve f71(J)cl
olmasidir. Eger f, f(I) =] kosulunu saglayan bir epimorfizma ve ker f € I ise f bir

izomorfizmadir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Teorem 2.1.74. I ve J, R halkasinin idealleri olsun.
i)  (ILizomorfizma Teoremi) I/I nJ] = (I +])/] dir.
ii)y  (IIL.izomorfizma Teoremi) Eger I S ] ise J/I, R/I halkasmin bir idealidir ve
(R/1)/(J/I) = R/] dir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Teorem 2.1.75. (Cin Kalan Teoremi) n > 2 olmak tizere I3, I, ..., I,,, birimli ve degismeli
bir R halkasinin idealleri olsun. Her i # j (i,j = 1,2,...,n) igin [; + I; = R ise r € R olmak
uzere:
) fN=0+I,r+1L,..,r+1,) ile tanimlanan f:R — R/11 X R/IZ e X R/In
homomorfizmasi 6rtendir.
i) LL.L,=LNnLN..NILve R/1112 =Ry xRy xRy die (Callalp ve
n 1 2 n

Tekir, 2009).

Tanimm 2.1.76. P, bir R halkasinin 6z ideali olsun. R halkasindaki herhangi iki A ve B
idealleri i¢in AB € P olmast A € P veya B € P olmasimi gerektiriyorsa P’ye asal ideal

denir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Teorem 2.1.77. R bir halka ve P (P # R) bir ideal olsun. Her a, b € R igin
a.b€P = a€Pveyab€P (%)
kosulu saglantyorsa P asal idealdir. Tersine P asal ideal ve R birimli ve degismeli halka ise

o zaman P ideali (*) kosulunu saglar (Aydin ve Kandamar, 2015).

Ornek 2.1.78. Herhangi bir tamlik bélgesinde sifir ideali (0) asal idealdir (Aydin ve
Kandamar, 2015).

Ornek 2.1.79. p asal say1 olmak iizere, p ile iiretilen ideal (p), Z halkasinin asal idealidir

(Aydin ve Kandamar, 2015).

Tanim 2.1.80. R degismeli bir halka ve S © R olsun. 1, € S ve her 54,5, € S icin 515, € S

ise S’ye R’nin ¢arpimsal kapali alt kiimesi denir (Callialp ve Tekir, 2009).
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Onerme 2.1.81. R degismeli bir halka olsun. P, R’nin bir asal ideali ise S := R\P, R’nin
carpimsal kapali bir alt kiimesidir (Callialp ve Tekir, 2009).

Teorem 2.1.82. Birimli ve degismeli bir halkada bir P idealinin asal olmas1 i¢in gerek ve

yeter kosul R /P kalan sinif halkasinin tamlik bolgesi olmasidir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Tanim 2.1.83. M, R halkasinin bir 6z ideali olsun. M € N € R kosulunu saglayan her N
idealii¢in N = M veya N = R kosulu saglaniyorsa M idealine R halkasinin maksimal ideali

denir. R halkasinin tiim maksimal ideallerinin kiimesi Max(R) ile gosterilir (Aydin ve

Kandamar, 2015).

Ornek 2.1.84. (3) ideali, Z halkasinin maksimal idealidir. (6) ideali ise Z halkasmin
maksimal ideali degildir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Teorem 2.1.85. Birimli ve sifirdan farkli bir R halkasinin en az bir maksimal ideali vardir.
R halkasimnin her 6z ideali R’nin bir maksimal ideali tarafindan kapsanir (Aydin ve

Kandamar, 2015).

Teorem 2.1.86. R birimli ve degismeli bir halka olsun. R’nin her maksimal ideali asaldir

(Aydin ve Kandamar, 2015).
Her asal ideal maksimal ideal olmayabilir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Ornek 2.1.87. Z halkasinda (0) ideali asaldir fakat maksimal ideal degildir. Ciinkii; (0) &
(6) & Z’dir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Teorem 2.1.88. R birimli ve degismeli bir halka, 0 # 1z ve M, R halkasinin bir ideali
olsun. O zaman M nin maksimal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R /M halkasinin cisim

olmasidir (Aydin ve Kandamar, 2015).

Sonug 2.1.89. R birimli (0 # 1z) ve degismeli bir halka olsun. O zaman asagidaki ifadeler
denktir.

i) R bir cisimdir.

ii) R halkasinin (03)’den baska 6z ideali yoktur.

iii)  (0g), R halkasinin maksimal idealidir.
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iv) . Her 0 # f : R — S halka homomorfizmasi, bir monomorfizmadir (Aydin ve

Kandamar, 2015).

Tamm 2.1.90. R bir tamlik bolgesi olsun. R’nin her 6z ideali sonlu sayida asal idealin bir

carpimi ise R’ye Dedekind bolgesi denir.
Ornek 2.1.91. Her temel ideal bolgesi Dedekind bolgesidir.
Teorem 2.1.92. R Dedekind bolgesi olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.

i)  R’nin her 6z ideali asal ideallerin bir sonlu ¢arpimi olarak, (sira gozetilmeden) tek
tiirlii yazilabilir.
ii) R Noetherian tamlik bolgesidir.

iii)  R’nin sifirdan farkl her asal ideali maksimaldir.

Tamm 2.1.93. R birimli ve degigmeli bir halka olsun. R halkasinin tam bir tane maksimal
ideali varsa R’ye yerel (lokal) halka denir. Maksimal ideali m olan yerel bir halka (R, m)

ile gosterilir. R/m cismine kahnt1 (reziidii) cismi denir (Callialp ve Tekir, 2009).

Onerme 2.1.94. R birimli ve degismeli bir halka olsun. R’nin yerel halka olmasi igin gerek

ve yeter kosul R’nin birimsel olmayan elemanlarinin bir ideal olusturmasidir (Callialp ve

Tekir, 2009).

Ornek 2.1.95. Herhangi bir F cismi tek maksimal ideali (0) olan bir yerel halkadir (Callialp
ve Tekir, 2009).

Ornek 2.1.96. p bir asal say1 olmak iizere
m
L) = {g €Ql(mn) =1 vep’rn}

temel ideal bolgesi bir yerel halkadir. Tek maksimal ideali de pZ,)’dir (Calhalp ve Tekir,
2009).

Tamm 2.1.97. R bir halka ve e € R olsun. e? = e ise e’ye idempotent eleman denir (Callialp

ve Tekir, 2009).
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Ornek 2.1.98. Yerel bir halkanin 0 ve 1°den baska idempotent eleman1 yoktur (Callialp ve
Tekir, 2009).

Tanim 2.1.99. R bir halka ve a € R olsun. a™ = 0 olacak sekilde bir n pozitif tam sayisi

varsa a’ya nilpotent eleman denir (Callialp ve Tekir, 2009).

Onerme 2.1.100. R birimli ve degismeli bir halka olsun. R halkasinin tek bir asal ideali
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R’deki her elemanin ya birimsel ya da nilpotent olmasidir

(Callalp ve Tekir, 2009).

Tamm 2.1.101. R birimli ve degismeli bir halka olsun. R halkasinin tiim maksimal

ideallerinin arakesitine Jacobson radikali denir ve J(R) ile gosterilir. Su halde
= (] M
MeMax(R)
dir (Callialp ve Tekir, 2009).
Yerel bir halkanin Jacobson radikali tek maksimal idealidir (Callialp ve Tekir, 2009).

Ornek 2.1.102. J(Z) = Npez asat(P) = (0)’dir (Callialp ve Tekir, 2009).

Onerme 2.1.103. R birimli ve degismeli bir halka olsun. a € R elemanmin, Jacobson
radikalinde olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her v € R i¢in, 1 — ar € R elemaninin birimsel

olmasidir (Callalp ve Tekir, 2009).

Ornek 2.1.104. R birimli ve degismeli bir halka olsun. J(R/J(R)) = Og /j(®) dir (Callialp
ve Tekir, 2009).

Ornek 2.1.105. R birimli ve degismeli bir halka olsun. R halkasinin Jacobson radikali
J(R)’de sifirdan farkli idempotent eleman yoktur (Callialp ve Tekir, 2009).

2.2. Modiiller ile Ilgili Temel Kavramlar
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Tanim 2.2.1. (M, +) degismeli bir grup ve R bir halka olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan

: RxM — M : .
ve skaler ¢arpim olarak adlandirilan bir - : rm) — r-m fonksiyonu varsa M ye bir

sol R —modiil denir.
i) Herr,séRvemeMigin(r+s) - m=r-m+s-m
ii) HerreRvemmneMiginr-(m+n)=r-m+r-n
iii)y Herr,seRvemeMigin(rs) - m=r-(s-m)
Ek olarak, R birimli bir halka ise
iv) Herm € M icin 1 - m = m (Anderson ve Fuller, 1992).

Benzer sekilde bir sag R —modiil $6yle tanimlanir: (M, +) degismeli bir grup ve R bir
halka olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan ve skaler ¢arpim olarak adlandirilan bir -:

IE/ImTTI)? : mj\/_lr fonksiyonu varsa M ye bir sag R —modiil denir.
i) Herr,seRvemeMiginmm-(r+s)=m-r+m-s
ii) HerreRvemmeMigimn(m+n)-r=m-r+n-r
iiiy Herr,seRvemeMiginm-(rs)=(m-r)-s

Ek olarak R birimli bir halka ise

iv) Herm € M i¢ginm - 1, = m (Anderson ve Fuller, 1992).

Ornek 2.2.2. V, bir K cismi iizerinde vektdr uzayr ise V bir sol (sag) K —modiildiir

(Anderson ve Fuller, 1992).

Bu kisimdan sonra skaler ¢arpim - i¢in 7 € R ve m € M olmak iizere r - m yerine

kisaca rm yazilacaktir.

.. ) . RxS — §
Ornek 2.2.3. S bir halka ve R, S’ nin bir alt halkasi1 olsun. Bu durumda - :
(r,s) w— 7rs

skaler ¢carpimui ile S bir sol R —modiildiir (Anderson ve Fuller, 1992).

Ornek 2.2.4. Q rasyonel sayilar kiimesi, R reel sayilar kiimesi ve C karmasik sayilar kiimesi

birer sol (sag) Z —modiildiir (Anderson ve Fuller, 1992).
Ornek 2.2.5. Her R halkas1 bir sol (sag) R —modiildiir (Anderson ve Fuller, 1992).

Ornek 2.2.6. (R, +,") bir halka ve I, R’nin bir sol (sag) ideali ise sol (sag) ideal tanimina
gore I bir sol (sag) R —modiildiir (Anderson ve Fuller, 1992).
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Ornek 2.2.7. R bir halka ve I, R’nin bir sol ideali olsun. O zaman R/I degismeli grubu,

RXR/I — R/
(a4 — ra+l

(Anderson ve Fuller, 1992).

seklinde tanimlanan skaler ¢arpim ile bir sol R —modiildir

Ornek 2.2.8. Her degismeli grup bir Z —modiildiir (Anderson ve Fuller, 1992).

Onerme 2.2.9. R bir halka ve M bir sol R —modiil olsun. Asagidaki dzellikler saglanr.
ii) R birimliise (—13z)-m = —m

ili) Hera € Ri¢ina- 0y = 0y (Anderson ve Fuller, 1992).

Bu kisimdan sonra ele alinan tiim halkalar birimli olacak ve R birimli bir halkay1
temsil edecektir. Aksi belirtilmedik¢e tiim modiiller sol modiil olarak alinacak ve sol

R —modiil yerine kisaca R —modiil ifadesi kullanilacaktir.

Tanmm 2.2.10. M bir R —modiil ve N, M’nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. N, M deki
toplama islemi ve skaler ¢arpma ile kendi basima bir R —modiil ise N’ye M’nin bir alt

modiili denir ve N < M ile gosterilir (Anderson ve Fuller, 1992).

Ornek 2.2.11. M bir R —modiil olmak iizere M ve {0,,} her zaman M nin alt modiilleridir

(Anderson ve Fuller, 1992).

Onerme 2.2.12. M bir R —modiil ve ® # N € M olsun. N, M’nin bir alt modiiliidiir ancak
ve ancak

i) Oy€EN

ii) Hera, b€ Nigina—b €N
ilif HerreRvea€Niginra€N

kosullar1 saglanir (Anderson ve Fuller, 1992).

Onerme 2.2.13. M bir R —modiil ve {N;};¢;, M’nin alt modiillerinin bir ailesi olsun. O

zaman (\;¢; N; de M’nin bir alt modiiliidiir (Anderson ve Fuller, 1992).

Uyan 2.2.14. 1ki ya da daha fazla alt modiiliin birlesimi bir alt modiil olmak zorunda

degildir. Ornegin; Z —modiil Z nin 27Z ve 3Z alt modiilleri i¢in 27 U 37Z kiimesi Z’nin bir alt
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modiili degildir. Ciinkii, 2,3 € Z fakat 3+ 2 =5 ¢ 2Z U 3Z’dir (Anderson ve Fuller,
1992).

Tamm 2.2.15. M bir R —modiil ve X € M olsun. X in iirettigi alt modiil, M ’nin X’i kapsayan

tim alt modiillerinin arakesiti olarak tanimlanir ve (X) ile gosterilir (Anderson ve Fuller,

1992).

Onerme 2.2.16. M bir R —modiil ve X S M olsun. Asagidakiler saglanr.
i) X=0ise(X)=1{0y}
i) X#QiseX)=0L,mm;|rneRmeX,nel"}

iii) X = {x1, x5, ..., x,} sonlu kiimesi i¢in

iv) (X)) = (x1, x5, .., %) = DL 1% |1; € R} (Anderson ve Fuller, 1992).

Tamm 2.2.17. M bir sol R —modiil olsun.
i) M = (X) olacak sekildeki bir X kiimesine, M nin bir iireteci denir.
ii) Eger M = (m) = {rm|r € R} = Rm ise M’ye devirli modiil denir.
iii) Eger X = {xy, x5, ..., x,,} seklinde sonlu bir kiime ve M = (X) = Rx; + Rx, + - +

Rx, ise M’ye sonlu iiretilmis bir R —modiil denir (Anderson ve Fuller, 1992).

Ornek 2.2.18. R birimli halkasmi sol R —modiil olarak diisiiniirsek R = R1; olarak
yazildigindan R devirli R —modiildiir (Anderson ve Fuller, 1992).

Ornek 2.2.19. Q sonlu iiretilmis Z —modiil degildir (Anderson ve Fuller, 1992).

Onerme 2.2.20. R bir halka, I, R’nin bir ideali ve M bir R —modiil olsun.

n
IM = {Zrimi |, €I,m; e M\,n €N
i=1
ile gosterelim. O zaman IM, M nin bir alt modiiliidiir ve asagidakiler saglanir.
i) Ive]J, R’nin iki ideali ise I(JM) = (IJ)M dir.
ii) R degismeli bir halka ve I = Ra bir temel ideal ise IM = (Ra)M = aM =
{am| m € M} dir (Anderson ve Fuller, 1992).
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Tanmmm 2.2.21. M bir R —modiil ve {N;};c;, M’nin alt modiillerinin bir ailesi olsun.
U;e; N;’nin trettigi alt modiile, {N;};c; alt modiil ailesinin toplami denir ve ),;¢; N; ile

gosterilir (Anderson ve Fuller, 1992).

Onerme 2.2.22. M bir R —modiil ve {N;};¢;, M nin alt modiillerinin bir ailesi olsun.

ZNiz Zajuglve]sonlu

i€l i€l

esitligi saglanir (Anderson ve Fuller, 1992).

Onerme 2.2.23. R bir halka, M bir R —modiil ve @ # X S M olsun.
anng(X) ={r € R|herx € Xicinrx = 0y}
seklinde tanimlanan kiime, R’nin bir sol idealidir. anngz(X) kiimesine X’in R i¢indeki

sifirlayani denir (Anderson ve Fuller, 1992).

Eger X, M’nin bir alt modiilii ise anng (X), R’nin bir idealidir (Anderson ve Fuller,

1992).

Tanmim 2.2.24. M bir R —modiil olsun. anngz (M) idealine, M’nin sifirlayam denir. Eger

anng (M) = {0} ise M’ye sadik (faithful) modiil denir (Anderson ve Fuller, 1992).

Onerme 2.2.25. M bir R —modiil, N < M ve @ # X S M olsun.
(N:gX)={reR|rXc N}={reR|Herx € Xicinrx € N}
kiimesi tanimlaniyor. Asagidaki ifadeler dogrudur.
i)  (N:z X), R’nin bir sol idealidir.

ii) X < M ise (N:g X), R’nin bir idealidir.

iii) R degismeli bir halka ise (N:g X) = (N:g (X)) esitligi vardr.

iv) I, R halkasinin bir ideali ise I(N: M) = (IN: M) esitligi vardir (Anderson ve Fuller,

1992).

Onerme 2.2.26. M bir R —modiil, {N;};c;, M nin alt modiillerinin bir ailesi, N < M ve @ #
X € M olsun. Asagidaki esitlikler saglanir.

) (N Niig X) = Nier(Niig X)

i)  (N:zgXierN;) = Nie(N:g N;) (Anderson ve Fuller, 1992).
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Onerme 2227. M bir  R-modiil, N<M ve I<R olsun.
(N:yI):=={me M:Im < N}
kiimesi tanimlaniyor. Asagidaki ifadeler dogrudur.
i)  (N:y I), M’nin bir alt modilidiir.
i) I<]ise(N:iyJ) S (N:p D) dir.
iii) N<MveNCLise(N:yl) < (L:I)dm.
iv)  {A;}iep, R’nin ideallerinin bir ailesi ise (N:p XieaA4;) = Niea(N:ip 4;) esitligi
saglanir.
v)  {N;};en, M’ nin alt modiillerinin bir ailesi ise (N;ep Niiy 1) = Nyea(Niip 1) esitligi
saglanir.

vi) R degismeli halka, J ve K, R’nin idealleri ise ((N:p; J):m K)) = ((N:yy K):ir J)) =
(N:y JK) esitlikleri saglanir (Anderson ve Fuller, 1992).

Tanim 2.2.28. M bir R —modiil ve N < M olsun. M /N toplamsal b6liim grubunu gz 6niine
alalim.
M/N ={m+ N|m € M}
grubunda toplama islemi, herm + N,m' + N € M /N igin
(m+ N)+ (m'+ N) =(m+m') + N olarak tanimlanir.
“:RXM/N — M/N
skaler carpimini soyle tanimlayalim; herr € R vem + N € M/N igin
r-(m+N)=rm+N
Bu skaler ¢arpim ile M /N bir R —modiildiir. M /N’ye boéliim modiilii denir (Anderson ve
Fuller, 1992).

Onerme 2.2.29. M bir R —modiil ve I, R’nin bir ideali olsun. I € anng (M) ise

2 RixM — M

(r+I,m) +— rm

seklinde tanimlanan skaler ¢arpim ile M bir (R / 1) —modildir (Anderson ve Fuller, 1992).

Onerme 2.2.30. M bir R-modiil ve I < R olsun. M’nin R —alt modiilleri ile R/ I —alt

modiilleri aynidir (Anderson ve Fuller, 1992).

Onerme 2.2.31. M bir R —modiil ve N < M olsun. Asagidaki ifadeler gerceklenir.
i) I, R’nin bir ideali ise anng(R/I) = I’dir.
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i) Msadik (R/, ) —modildir.

ili) M sonlu iiretilmis ise M / N de sonlu tiretilmistir.

iv) Nve M /  sonlu tiretilmis ise M sonlu tretilmistir (Anderson ve Fuller, 1992).

Lemma 2.2.32. M bir R —modiil ve I, R’nin bir ideali olsun. O zaman,
i)y Ic annR(M/IM)’dir.

iy M/}, . R/, izerinde bir modiildiir (Anderson ve Fuller, 1992).

Teorem 2.2.33 (Modiiler Kural) M bir R —modiil ve K,L,N < M olsun. K € N ise N N
(K + L) =K + (N n L) dir (Anderson ve Fuller, 1992).

Teorem 2.2.34 (Genel Determinant Argiimani) R degismeli bir halka ve I < R olsun. M
sonlu tiretilmis bir R —modiil ve IM = M ise bir y € I i¢in, (1 + y)M = 0’dir (Anderson ve
Fuller, 1992).

Teorem 2.2.35 (Nakayama Lemma) M sonlu tiretilmis bir R —modiil, I < R ve I € J(R)
olsun. M = IM ise M = (0)’dir (Anderson ve Fuller, 1992).

Tamm 2.2.36. M ve N, R —modiiller olmak iizere f : M — N bir fonksiyon olsun.
i) Hera,b € Migin f(a+b) = f(a) + f(b)
ii) Herr € Rvex € M igin f(rx) = rf(x)
ozellikleri saglaniyorsa f’ye bir R —modiil homomorfizmasi denir (Anderson ve Fuller,

1992).

Tanmm 2.2.37. M ve N, R —modiller olmak fiizere f: M — N bir R —modiil
homomorfizmasi olsun.

i) f oOrtenise f’ye epimorfizma,

ii)  f bire-bir ise f’ye monomorfizma ve

ili)  f bire-bir ve oOrten ise f’ye izomorfizma denir ve M = N yazilir (Anderson ve

Fuller, 1992).

Tanim 2.2.38. M bir R —modiil olsun. f : M — M bir R —modiil homomorfizmasi ise f’ye

endomorfizma denir (Anderson ve Fuller, 1992).

26



Onerme 2.2.39. M ve N, R —modiiller olmak iizere, f+M— N bir R—modiil
homomorfizmasi olsun. Asagidaki ifadeler gergeklenir.
i) f(0y) =0y veherm € M igin f(—m) = —f(m) dir.
ii)  /nin ¢ekirdegi Cekf = {m € M| f(m) = 0y} olarak tanimlanir. Cekf, M nin bir alt
modiiliidiir.
iii)  f bire-birdir ancak ve ancak Cekf = {0,,} dir.
iv)  Gorf = {f(m)|m € M} kiimesi, f'nin goriintii kiimesi olarak adlandirilir. Gorf,
N’nin bir alt modiiliidiir (Anderson ve Fuller, 1992).

Ornek 2.2.40. R degismeli bir halka, M bir R —modiil ve a € R olsun. f, : M — M, her
meM igin f,(m)=am olarak tamimlanan f, , bir R —modil homomorfizmasidir

(Anderson ve Fuller, 1992).

Onerme 2.2.41. M ve N, R —modiiller olmak iizere, f+M— N bir R—modiil
homomorfizmasi olsun.

i) f ortenise anng(M) S anngz(N) dir.

ii)  f bire-bir ise anngz(N) S anng (M) dir.

iii)  f bir izomorfizma ise anng(M) = anngz(N) dir (Anderson ve Fuller, 1992).

Teorem 2.2.42 (I.izomorfizma Teoremi) M ve N, R —modiiller olmak iizere, f+M—N
bir R —modiil homomorfizmasi, K < M ve K S Cekf olsun. Buna gére m: M — M /K

dogal homomorfizma olmak tizere f = f'm olacak sekilde tek bir f': M/K — N,

R —modiil homomorfizmas: vardir. Ozel olarak, K = Cekf almirsa M /C ekf = Gorf =

f(M)’dir (Anderson ve Fuller, 1992).

Teorem 2.2.43. M ve N, R —modiiller olmak {izere, f : M — N orten bir R —modiil

homomorfizmasi ve L < M olsun. Cekf € L ise M / L= N / £ L)’dir (Anderson ve Fuller,

1992).

Onerme 2.2.44. M ve N, R —modiiller olmak iizere, f : M — N orten bir R —modiil
homomorfizmasi ve K < N olsun. O zaman:
i)  f1(K), M’nin bir alt modiiliidiir.

ii) M/f—l(K) = N/f(L)’dir (Anderson ve Fuller, 1992).
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Teorem 2.2.45 (IL.izomorfizma Teoremi) M bir R —modiil olmak iizere M; ve M,, M’nin
iki alt modiilii olsuin. O zaman:

M M, +M
Ymam, = M,

olur (Anderson ve Fuller, 1992).

Onerme 2.2.46. M ve N, R —modiiller olmak iizere, f : M — N &rten bir R —modiil
homomorfizmasi, Sy = {L < M|Cekf S L} ve Sy, N’nin tim alt modiillerinin kiimesi
olmak iizere:

¢: Sy — Sy, herL €Sy icin p(L) = f(L) ve

@ :Sy — Sy ,herK € Sy icin p(K) = f~1(K)
olarak tanimlanan fonksiyonlar birbirinin tersidir. Sonug olarak M ’nin Cekf’yi kapsayan alt
modiilleri ile N’nin tiim alt modiilleri arasinda birebir esleme vardir (Anderson ve Fuller,

1992).

Sonug 2.2.47. M bir R —modiil ve N < M olsun. M / y nin tim alt modillerinin kiimesi
{L/yIN <L <M}
olur (Anderson ve Fuller, 1992).

Teorem 2.2.48 (I11.izomorfizma Teoremi) M bir R —modiil olmak iizere M; ve M, , M nin

alt modiilleri olsun. M; € M, ise

(M Ml)/

~M /
(Mz / ) - /M,
M;
olur (Anderson ve Fuller, 1992).

Onerme 2.2.49. M bir R —modiil ve m € M olsun. g,, : R — Rm, her r € R i¢in g,,(r) =

rm olarak tanimlanan g,,, orten bir R —modiil homomorfizmasidir ve Cekg,, = anng(m)

dir. Bunun sonucu olarak R = Rm’dir (Anderson ve Fuller, 1992).
anng(m)

Onerme 2.2.50. M bir R —modiil olsun. M devirli R —modiildiir ancak ve ancak M = R / I

olacak sekilde bir I sol ideali vardir (Anderson ve Fuller, 1992).
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Tanim 2.2.51. M bir R —modiil olsun. M’ nin {0} ve kendisinden baska alt modiilii yoksa
M’ye basit modiil denir (Anderson ve Fuller, 1992).

Ornek 2.2.52. Bir F cismi basit F —modiildiir (Anderson ve Fuller, 1992).

Tamm 2.2.53. M bir R —modiil ve N, M’nin bir 6z alt modiilii olsun. N’yi kapsayan N’den
baska 6z alt modiil yoksa, N’ye M nin bir maksimal alt modiilii denir (Anderson ve Fuller,

1992).

Onerme 2.2.54. M bir R —modiil ve N, M’nin bir 6z alt modiilii olsun. N, M ’nin maksimal

alt modiiliidiir ancak ve ancak M / ny basit modiildiir (Anderson ve Fuller, 1992).

Onerme 2.2.55. M bir R —modiil ve {K;};c;, M nin alt modiillerinin bir zinciri olsun. O

zaman U;¢; K;, M’ nin bir alt modiiliidiir (Anderson ve Fuller, 1992).

Onerme 2.2.56. M sonlu iiretilmis bir R —modiil ise M’nin her 6z alt modiilii bir maksimal

alt modiil tarafindan kapsanir (Anderson ve Fuller, 1992).

Onerme 2.2.57. M bir R —modiil olsun. Asagidaki ifadeler gerceklenir.
i) M basit R —modiildiir ancak ve ancak her 0 # m € M i¢gin M = Rm’dir.
ii) R degismeli bir halka ve M basit R —modiil ise her 0 # m € M i¢in anngz(m), R’nin
bir maksimal idealidir (Anderson ve Fuller, 1992).

Tanmmm 2.2.58. M bir R-modiil olsun. M’nin tim maksimal alt modiillerinin arakesitine
M’nin Jacobson radikali denir ve J(M) ile gosterilir. M nin maksimal alt modiilii yoksa

J(M)=M olarak tanimlanir (Anderson ve Fuller, 1992).

Tamim 2.2.59. M modiilii basit alt modiillerin bir toplam1 seklinde yazilabiliyorsa M’ye yari-

basit (semisimple) modiil denir (Anderson ve Fuller, 1992).

Ornek 2.2.60. p ve g asal sayilar olmak iizere, Z,q yari-basit Z-modiildiir (Anderson ve

Fuller, 1992).

Tanim 2.2.61. M bir R-modiil olsun. M’nin her 6z alt modiilii maksimal alt modiillerin bir
arakesiti olarak yazilabiliyorsa M’ye es yari-basit (co-semisimple) modiil denir (Wisbauer,

1991).
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Onerme 2.2.62. Her yari-basit modiil es yari-basittir (Wisbauer, 1991).

Tamim 2.2.63. M bir R-modiil olsun. M’nin sadece bir tane maksimal alt modiilii varsa M’ye

yerel modiil denir (Anderson ve Fuller, 1992).

Tanim 2.2.64. M bir R —modul olsun. M’nin alt modullerinin her
ngNnggg
artan zinciri sonlu bir adimda durursa, yani N, = Ny 41 = Nj,, = -+ olacak sekilde bir k €

Z* varsa M’ye Noetherian modiil denir (Anderson ve Fuller, 1992).

Teorem 2.2.65. M bir R —modiil olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.
i) M Noetherian modiildiir.
ii)  M’nin her alt modiilii sonlu iiretilmistir.
ili)  M’nin alt modiillerinin bostan farkli herhangi bir ailesinin en az bir maksimal

elemani vardir (Anderson ve Fuller, 1992).
Ornek 2.2.66. Her sonlu R —modiil Noetherian modiildiir (Anderson ve Fuller, 1992).

Ornek 2.2.67. Her temel ideal bolgesi kendi iizerinde Noetherian modiildiir (Anderson ve

Fuller, 1992).

Onerme 2.2.68. F bir cisim ve V, F iizerinde bir vektor uzay1 olsun. Asagidaki ifadeler
birbirine denktir.
i)  V sonlu boyutlu bir F —vektor uzayidir.

ii)  V Noetherian F —modiildiir (Anderson ve Fuller, 1992).

Ornek 2.2.69. Q[x] Noetherian Q-modiil degildir. Ciinkii Q[x] sonlu boyutlu bir Q-vektor
uzay1 degildir (Anderson ve Fuller, 1992).

Teorem 2.2.70. M bir R —modiil ve N, M’nin bir alt modilii olsun. M’nin Noetherian
R —modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul N ve M / y nin Noetherian R —modiil olmasidir

(Anderson ve Fuller, 1992).

Onerme 2.2.71. M bir R—modiil, I <R ve IS anng(M)olsun. M Noetherian

R —modiildiir ancak ve ancak M Noetherian / 7 —modiildir (Anderson ve Fuller, 1992).
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Tanmm 2.2.72. R halkasi, sol (sag) R —modiil olarak Noetherian ise R’ye sol (sag)
Noetherian halka denir. R hem sol hem de sag Noetherian halka ise R’ye Noetherian halka

denir. R degismeli halka ise sol ya da sag kelimeleri kullanilmaz (Anderson ve Fuller, 1992).

Teorem 2.2.73. R’nin sol (sag) Noetherian halka olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul her sonlu

tiretilmis sol (sag) R —modiiliin, Noetherian olmasidir (Anderson ve Fuller, 1992).

Teorem 2.2.74. R degismeli bir halka ve M Noetherian R —modiil ve ise R/ann (M)
R

Noetherian halkadir (Anderson ve Fuller, 1992).

Teorem 2.2.75 (Krull Arakesit Teoremi) R degismeli Noetherian bir halka, ] < R vel €
J(R) olsun. Bu takdirde, N2, I* = (0)’dir (Callialp ve Tekir, 2009).

Tanim 2.2.76. M bir R —modiil olsun. M nin alt modiillerinin her
Nl 2 NZ 2 b
azalan zinciri, sonlu bir adimda duruyorsa yani N, = Ny ,; = Ny, = -+ olacak sekilde bir

k € Z* varsa M’ye Artinian modiil denir (Anderson ve Fuller, 1992).
Ornek 2.2.77. Her sonlu modiil Artiniandir (Anderson ve Fuller, 1992).

Ornek 2.2.78. Z Artinian Z —modiil degildir. Ciinkii 27 2 22Z 2 23Z 2 - 22*Z 2
2k+17 2 ... azalan zinciri durmaz. Ayni zincirden dolay1 Q da Artinian Z —modiil degildir

(Anderson ve Fuller, 1992).

Tanim 2.2.79. M bir R —modiil olsun. {N,},ea, M’nin alt modiillerinin bostan farkli bir
ailesi olsun. Ngep Ny = (0) iken Ngeps N, = (0) olacak bigimde sonlu A* € A kiimesi
varsa M’ye sonlu es iiretilmis (finitely cogenerated) modiil denir (Anderson ve Fuller,

1992).

Teorem 2.2.80. Sonlu es iiretilmis bir modiiliin en az bir basit alt modiilii vardir (Anderson

ve Fuller, 1992).

Teorem 2.2.81. M yari-basit R-modiil olsun. M sonlu iiretilmistir ancak ve ancak M sonlu es

tiretilmistir (Anderson ve Fuller, 1992).
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Teorem 2.2.82. M sonlu es lretilmis es yari-basit R-modiil ise M yari-basit modiildiir

(Wisbauer, 1991).

Teorem 2.2.783. M bir R —modiil olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.
i) M Artinian R —modiildiir.
ii)  M’nin alt modiillerinin bostan farkli her ailesinin bir minimal eleman1 vardir.

iili)  M’nin her bolim modiilii sonlu es tiretilmistir (Anderson ve Fuller, 1992).

Teorem 2.2.84. V, F cismi lizerinde bir vektdr uzay1 olsun. Asagidaki ifadeler birbirine
denktir.

i)  V sonlu boyutludur.

ii)  V Artinian F —modiildiir (Anderson ve Fuller, 1992).

Ornek 2.2.85. Q Artinian Q —modiildiir (Anderson ve Fuller, 1992).

Ornek 2.2.86. R, Q iizerinde sonsuz boyutlu bir vektér uzayr oldugundan R Artinian
Q —modiil degildir (Anderson ve Fuller, 1992).

Tanim 2.2.87. R halkasi, sol idealler iizerinde azalan zincir kosulunu sagliyorsa R’ye sol
Artinian halka denir. Benzer sekilde sag Artinian halka, tanimlanabilir. R, hem sol hem de
sag Artinian halka ise R’ye Artinian halka denir. R degismeli halka ise sol ya da sag

kelimeleri kullanilmaz (Anderson ve Fuller, 1992).
Teorem 2.2.88. Her Artinian tamlik bolgesi cisimdir (Anderson ve Fuller, 1992).

Teorem 2.2.89. M bir R —modiil ve N, M ’nin bir alt modiilii olsun. M ’nin Artinian olmasi

icin gerek ve yeter kosul N ve M / N nin Artinian olmasidir (Anderson ve Fuller, 1992).

Teorem 2.2.90. R degismeli bir halka ve M sonlu liretilmis bir R —modiil olsun. M Artinian

R —modil ise R /an Artinian halkadir (Anderson ve Fuller, 1992).

ng(M)

Uyar 2.2.91. R degismeli bir halka olsun. O zaman, R / anng( M)’nin Artinian R —modiil
R

olmasi ile Artinian halka olmasi birbirine denktir (Anderson ve Fuller, 1992).
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Onerme 2.2.92. {R;} ™, degismeli halkalarin bos olmayan bir ailesi, her i € {1, ...,n} icin
M; bir R;-modiil olmak tizere R = [[}-; R; ve M = [[;=; M; olsun. M asagidaki toplama
islemi ve skalerle carpmaya gore bir R-modiildiir.
Her {a;}1~,, {b;}\=; € M ve her {r;}}~, € R igin,
{ai}iz: + {bi}iz, = {a; + bi}izy
{rificifaic; = (naidic,
Onerme 2.2.93. {R;} ™, degismeli halkalarin bos olmayan bir ailesi, her i € {1, ...,n} icin
M; bir R;-modiil olmak iizere R =[[}; R; ve M =[[}.;M; olsun. O zaman, M R-

modiiliiniin her N alt modiilii, N;, M; nin bir R;-alt modiilii olmak iizere N =[]}, N;

bi¢imindedir (Anderson ve Fuller, 1992).
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BOLUM 3

@-IKINCi ALT MODULLER

Tezin geri kalan kisminda tiim halkalar birimli ve degismeli olacak ve R bdyle bir
halkay1 temsil edecektir. R halkasinin tiim ideallerinin kiimesi S(R) ile, bir M modiiliiniin

tiim alt modiillerinin kiimesi S(M) ile gosterilecektir.

Bu boliimde ¢-ikinci alt modiiller sinifi ele alinarak bu alt modiil sinifinin birtakim

cebirsel 6zellikleri ve karakterizasyonlar1 verilecektir.

Tanmm 3.1. M bir R-modiil, (0) # N <M ve ¢:S(M) - S(M) bir fonksiyon olsun.
Herhangi bir a € R ve K <M i¢in, aN € K ve ap(N) € K olmast N € K veya a €
anng(N) olmasimi gerektiriyorsa N’ye M’nin ¢-ikinci alt modiilii denir (Farshadifar ve
Ansari-Toroghy,2020).

@u:S(M) - S(M) fonksiyonu her L € S(M) igin ¢y (L) = M olarak tanimlansn.
M’nin @p-ikinci alt modiiliine zayif  ikinci alt modiil denir.
n>2 olmak izere, ¢,:S(M)— S(M) fonksiyonu her L € S(M) i¢in ¢,(L) =
(L:p anng (L)1) olarak tanimlansin. M’nin ¢, -ikinci alt modiiliine n-yaklasik ikinci alt
modiil denir. Ozel olarak n = 2 i¢in M nin 2-yaklasik ikinci alt modiiliine yaklasik ikinci

alt modiil denir.

Tezin geri kalan kisminda, aksi belirtilmedikge, ¢:S(M) — S(M) bir fonksiyon

olacaktir.

M bir R-modiil ve N < M olsun. ¢(N)\N = (¢(N) U N)\N oldugundan, genelligi
kaybetmeden, tezin geri kalan kisminda N € ¢ (N) oldugu kabul edilecektir.

Tanimdan agiktir ki; herhangi bir ¢:S(M) = S(M) fonksiyonu i¢in M modiilii

kendisinin ¢-ikinci alt modiiliidiir. Ayrica her ikinci alt modiil ¢-ikinci alt modiildiir ancak
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bunun tersi dogru degildir. Ornegin Z, kendisinin @-ikinci Z-alt modiiliidiir ancak ikinci alt

modili degildir.

Teorem 3.2. M bir R-modiil, N, M’nin ¢-ikinci alt modiilii ve @ (N) & (N:y anng(N))

olsun. O zaman, N, M’nin ikinci alt modiiliidiir (Farshadifar ve Ansari-Toroghy, 2020).

Kanit. a € R ve K < M olmak iizere, aN € K olsun. a@p(N) € K ise kanit biter. O halde,
ap(N) € K olsun. ap(N) € N oldugunu kabul edelim. O zaman, aN € aN ve ap(N) &
aN olur. N, ¢-ikinci alt modiil oldugundan, N = aN veya a € anng(N)’dir. Bu da N’nin
ikinci alt modil oldugunu gosterir. Simdi, a@(N) € N oldugunu kabul edelim.
anng(N)p(N) € N oldugundan (Ra + anng(N))N € NnK ve (Ra +
anng (N))@(N) € N n K’dir. N, ¢-ikinci alt modiil oldugundan N € K veya a € anng(N)

olur. Bu da N’nin ikinci alt modiil oldugunu gosterir.

Teorem 3.3. M bir R-modiil ve O, M’nin sifirdan farkli bir alt modiilii olsun. Asagidaki
ifadeler denktir.
i) O, M’nin ¢-ikinci alt moduliidiir.
ii) M’nin, Q € X olacak sekildeki her X alt modilii i¢in (X:z Q) = anngz(Q) U
(X:r 9(Q)) esitligi saglanr.
iii) M’nin, Q € X olacak sekildeki her X alt modiilii i¢in (X:; Q) = anng(Q) veya
(X1 Q) = (X1q ¢(Q)) dur.
iv)  R’nin bir / ideali ve M’nin bir L alt modiilii i¢in /Q € L ve Ip(Q) € L olmasi I €
anng (Q) veya Q S L olmasini gerektirir.
v)  R’nin, [ € anngz(Q) olacak sekildeki her 7 ideali i¢in IQ = Q veya IQ = I¢(Q)’ dur
(Farshadifar ve Ansari-Toroghy, 2020).

Kanit. i) = ii) X, M’nin bir alt modiili, Q € X ve a € (X:z Q) olsun. a € annz(Q) ise
kanit biter. a € anngz(Q) oldugunu kabul edelim. Q, ¢-ikinci alt modiil oldugundan,
ap(Q) € X ise Q € X olur ki bu bir ¢eligkidir. O halde ap(Q) S X olmalidir. Su halde a €

(X:R (p(Q)) ve dolayisiyla (X:z Q) € anngz(Q) U (X:R <p(Q)) olur. Q € p(Q) ve

anng(Q) € (X:g Q) oldugundan ters kapsama her zaman saglanir. Boylece (X:z Q) =

anng(Q) U (X:R <p(Q)) olur.
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ii) = iii) Bir ideal iki idealin birlesimine esit ise birlesimdeki ideallerden birine esittir.
Buna gore 111) saglanir.

iii) = iv) | < R ve L < M olmak iizere IQ S L ve Ip(Q) & L olsun. Aksine, I £ annz(Q)
ve Q € L oldugunu varsayalim. a € I olsun. a & anng(Q) ise (L:g Q) # anng(Q)’ dur.
iii)’den dolay1 (L:g Q) = (L:g (Q))’dur. Su halde ap(Q) €L olur. a € anng(Q) NI
olsun. u € I\anng(Q) alalim. O zaman, a + u € I\anng(Q) olur. up(Q) € L ve (a+
u)@(Q) € L’dir. Buradan a@(Q) € L oldugu goriiliir. Buna gore, her a € I i¢in ap(Q) S
L ve dolayisiyla I (Q) € L olur. Bu ise bir geligkidir. O halde I € anngz(Q) veya Q € L
olmalidir.

iv) = v) I <R ve I £ anng(Q) olsun. Aksine, IQ # Q ve IQ # Ip(Q) oldugunu
varsayalim. O zaman, I1Q € IQ ve Ip(Q) € IQ olur. iv)’den dolay1 Q = 1Q veya I C
anng(Q) olur ki bu bir ¢eliskidir.

v) =1i)a € Rve L < M olmak iizere aQ S L ve ap(Q) £ L olsun. a & anngx(Q) ise v)’den

dolay1 aQ = Q’dur, buradan Q € L olur. Boylece Q, M’nin ¢-ikinci alt modiiliidiir.

Teorem 3.4. M bir R-modiil ve N, M’nin @-ikinci alt modiilii olsun. My, ..., M}, M’nin alt
modiilleri ve her bir i (1 < i < k) igin anngx(M;), R’nin maksimal ideali olmak tizere N =

M; + -+ + M, olsun. O zaman ya N, M nin ikinci alt modiiliidiir ya da N = ¢ (N)’dir.

Kamt. Genelligi kaybetmeden herhangi bir i (1 <i <k) icin N € 2?21,1'#—' j M; oldugunu
kabul edebiliriz. Teorem 3.3’den dolay1 (Zle,# iMj:g N ) = anng(N) veya
(B ries My w N) = (Z0yies My g @(N) )i, Bir i(1<i<k) icin ilk durum
saglaniyorsa, anng(M;) < (Zﬁl_# iMj:g N ) = anng(N) ve hipotezden dolay:
anng (M;) = anng(N) olur. anng(N) maksimal ideal oldugundan N, M’nin ikinci alt
modiliidiir. Simdi, her bir i (1 <1 < k) igin (Z¥_1 15 My g N) = (Z¥y 10y M 12 0 (V)
oldugunu kabul edelim. anng(M;) S anng(N) ise anng(N) maksimal ideal olacagindan
N, M’nin ikinci alt modiilii olur. Bu yiizden anngz(M;) € anng(N) oldugunu kabul
edebiliriz. r € anng(M;)\anng(N) alalim. O zaman, bir i (2<i<k) i¢in r ¢
anng (M;)’dir. anng(M;), R’nin maksimal ideali oldugundan Rr + anngz(M;) = R’dir.
Diger taraftan, r € anng(M,) € (2?:2 Mj:g N) = (Z?:z M;:g ¢(N)) dir. Buradan, R =

(Xhoy Mjig @(N)) + anng(M;)’dir. Buna gére, @(N) S X¥_, M; + anng(M;)@(N) S
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?:2 M] + (Z?=1,i¢j Mj:R N)(p(N) olur. (Z?=1,i¢j M] ‘R N) .¢_ annR(N) Ve
(Z?:l,i;ﬁj M; g N)N # N oldugundan Teorem 3.3’den dolayi, (Z?=1,i¢j M; g N)qo(N) =
(Xf-1i2jM;:g N)N'dir. Buradan, @(N) € ¥5_,M; + (Z4_1,2;M;:r N)N S X5, M; +

¥eriejM; = My + -+ My, = N’dir.

Sonug 3.5. M bir R-modiil ve N, M’nin @-ikinci alt modiilii olsun. Asagidaki ifadelerden biri
saglanirsa ya N, M’nin ikinci alt modiiliidiir ya da N = ¢ (N)’dir.

i) M sonlu iiretilmis yari-basit R-modiildiir.

ii) M sonlu es iiretilmis es yari-basit R-modiildiir.

Kamit. i) M’nin her S basit alt modiilii i¢in anngz(S), R’ nin maksimal idealidir. M sonlu
tiretilmis yari-basit modiil oldugundan My, ..., M} basit alt modiil olmak lizere N = M; +
-+ 4+ M}, bicimindedir. Teorem 3.4’den dolay1 ya N, M nin ikinci alt modiilidiir ya da N =
@(N)’dir.

ii) Sonlu es iiretilmis, es yari-basit bir modiil yari-basittir. Sonlu es iiretilmis yari-basit modiil

de sonlu iiretilmistir. Bdylece istenen sonug 1)’den elde edilir.

Tamim 3.6. M bir R-modiil olsun. M’nin her N alt modiilii icin N = (0:y, I) olacak sekilde
bir / ideali varsa M’ye es ¢arpimsal (comultiplication) modiil denir (Ansari-Toroghy ve

Farshadifar, 2007a).

Onerme 3.7. M bir R-modiil olsun. M es ¢arpimsal modiildiir ancak ve ancak M’nin her N

alt modiilii N = (0:,, anng(N)) bigimindedir (Ansari-Toroghy ve Farshadifar, 2007a).

Asagidaki 6nermede y-asal idealler kullanilarak es ¢arpimsal modiillerin ¢-ikinci alt

modiillerinin bir karakterizasyonu verilmistir.

Onerme 3.8. 1: S(R) —» S(R) U {@} bir fonksiyon, M bir R-modiil ve (0) # N < M olsun.
Asagidaki ifadeler gerceklenir.

i) anngz(e(N)) € Y(anngz(N)) ve N, M’nin @-ikinci alt modiilii ise anng(N), R’nin
-asal idealidir.
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ii) M es carpimsal bir R-modiil ve anng(@(N)) = ¥(anng(N)) olsun. N, M’nin ¢-
ikinci alt modiiliidiir ancak ve ancak anngz(N), R’nin -asal idealidir (Ansari-

Toroghy ve Farshadifar, 2020).

Kanit. i) N # (0) oldugundan anngz(N) # R’dir. a,b € R olmak lizere ab € anniz(N)\
Y (anngz(N)) olsun. anngz (@(N)) S Y(anngz(N)) oldugundan aN < (0:y b) ve ap(N) &
(0:p b) elde edilir. N, M’nin ¢-ikinci alt modiilii oldugundan a € anniy(N) veya N ©
(0:p b)’dir. Suhalde a € anng(N) veya b € anng(N)’dir. Boylece anng (N), R nin p-asal

idealidir.

ii) N, M’nin ¢@-ikinci alt modiilii ise 1)’den dolay1 anngz(N), R’nin -asal idealidir. Kabul
edelim ki; anng(N), R’nin Y-asal ideali olsun. a € R ve K < M olmak {izere, aN S K ve
ap(N) € K olsun. M es ¢arpimsal modiil oldugundan, R’nin bir / ideali i¢in K = (0:y, )
bicimindedir. Buna gore, alN = (0) ve algp(N) # (0)’dir. Buradan, al € anng(N) ve
al & anng(p(N)) = P(anng(N)) olur. anng(N), R’nin 1-asal ideali oldugundan a €
anng(N) veya I € anng(N)’dir. Su halde, a € anng(N) veya (0:; anng(N)) =N <
(0:py I) = K’dir. Béylece N, M’nin ¢-ikinci alt modiiliidiir.

Tanim 3.9. M bir R-modil ve N,K<M olsun. N ve Knn es carpimi
(0:y anng(N)anng (K)) olarak tanimlanir ve C(NK) ile gdsterilir (Ansari-Toroghy ve
Farshadifar, 2007b).

Asagidaki 6nermede es c¢arpim kavrami kullanilarak es ¢arpimsal modiillerin ¢-

ikinci alt modiillerinin bir karakterizasyonu verilmistir.

Onerme 3.10. M es carpimsal bir R-modiil ve (0) # N < M olsun. Asagidaki ifadeler

birbirine denktir.

i) N, M’nin ¢-ikinci alt modiiliidiir.
ii) Kve L, M’nin alt modiilleri olmak tizere N € C(KL) ve ¢(N) € C(KL) olmast N S

K veya N € L olmasini gerektirir.

Kamt. (i) = (ii) K ve L, M’nin alt modilleri olmak iizere N S C(KL) =
(0:py anng(K)anng (L)) ve @(N) € C(KL) olsun. O zaman, anng(L)N S
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(0:py anng(K)) = K ve anng(L)p(N) € (0:4 anng(K)) = K dir. N, M’nin ¢-ikinci alt
modiilii oldugundan, anngz(L) € anng(N) veya N € K’dir. Buradan, (0: v anng (N)) =

N < (0:y anng(L)) = L veya N € K olur.

(ii) > (i) I £ R ve K < M olmak tizere IN € K ve Io(N) € K olsun. M es carpimsal
modiil oldugundan, R’nin bir J ideali i¢in K = (0:), J) bi¢imindedir. Buna gore, I/N=(0) ve
IJo(N) # (0)’dir. Buradan, N € (0:,1)) = C((0:yDK) ve @(N) & C((0:y DK).
Kabulden dolay1, N € (0:y, 1) veya N € K’dir. Boylece I € anng(N) veya N € K olur ki

bu N’nin ¢-ikinci alt modiil oldugunu gosterir.

Onerme 3.11. M bir R-modiil ve K <M olsun. ¢X:S(K) - S(K), her L € S(K) icin
©¥(L) = ¢(L) N K seklinde taniml fonksiyon olmak iizere, K’nin bir N alt modiilii i¢in
asagidaki ifadeler gergeklenir.

i) N, M’nin @-ikinci alt modiilii ise N, K’nm ¢X-ikinci alt modiiliidiir.
ii)  @(N) € K olsun. N, K’nin ¢X-ikinci alt modiiliidiir ancak ve ancak N, M’nin ¢-
ikinci alt modiiliidiir.
iii) K < ¢@(N) ve N, M’nin ¢-ikinci alt modiilii ise N, K’nin zay1f ikinci alt modiiliidiir.
iv)  @(N) € ¢(K), K, M’nin ¢-ikinci alt modiilii ve N, K’nin zayif ikinci alt modiilii ise
N, M’nin ¢-ikinci alt modiildiir.

Kamit. i) a € R ve L, K’nin bir alt modiilii olmak iizere aN € L ve a@pX(N) & L olsun. O
zaman a(@(N)NK) € L ve dolayisiyla ap(N) € L’dir. N, M’nin ¢-ikinci alt modiilii

oldugundan a € anngx(N) veya N € L’dir. Béylece N, K’nin @X-ikinci alt modiiliidiir.

ii) 9(N) € K ise X(N) = @(N) olur. Kisim i) ve tanim kullanilarak istenen sonug elde

edilir.
iii) K € @(N) ise X (N) = K olur ve tanim kullanilarak istenen sonug elde edilir.

iv) a € R ve L, M’nin bir alt modiilii olmak tizere aN € L ve ap(N) & L olsun. O zaman,
hipotezden dolay1 ap(K) € L’dir. aK € L ise a € anng(K) € anngz(N) veyaN C K C L
olur ve kanit biter. aK € L ise aK = apg(N) € LN K ve aN € L N K olur. N, K’nin zayif
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ikinci alt modiilii oldugundan a € anng(N) veya N € L elde edilir. Béylece N, M’nin ¢-

ikinci alt modiildiir.

Onerme 3.12. r € {1,2} icin R; bir halka ve M; bir R;-modiil olmak iizere R = R; X R, ve
M = M; X M, olsun. N;, M;’in zayif ikinci alt modiilii ve ¢ (N; X {0}) € M; X {0} ise N; X
{0}, M’nin ¢-ikinci alt modiiliidiir.

Kamt. N; X {0} # {0,,} oldugu agiktir. (1, 7;) € R ve K; X K,, M nin bir alt modiilii olmak
tizere (11, 12)(N; X {0}) € K; X K, ve (11, 15)@((N; X {0})) € K; X K, olsun. Hipotezden
dolay1 (ry,15)(M; X {0}) € K; X K, dir. Buna gore, r,N; € K; ve ryM; € K;’dir. N;,
M;’in zayif ikinci alt modiilii oldugundan r; € anng (N;) veya N; € K; elde edilir. Bu
durumda (ry,7;) € anng (N;) X R, = anng(N; X {0}) veya Ny X {0} € K; X K, olur ve

kanait biter.

M bir R-modiil olsun. ¢, fonksiyonu, ¢,:S(M) — S(M), her L € S(M) igin

0o (L) = e+ (Liy anng (L)Y) seklinde tanimlanan fonksiyon olacaktir.

M bir R-modiil ve ¢,:S(M) — S(M) iki fonksiyon olsun. Her N € S(M) i¢in
@(N) € YP(N) ise ¢ < yazilacaktir.

Sonug 3.13. r € {1,2} i¢in R; bir halka ve M; bir R;-modiil olmak iizere R = R; X R, ve
M = My X M, olsun. ¢:S(M) —» S(M), ¢ < ¢, olacak sekilde bir fonksiyon ve N;, M;’in

zayif ikinci alt modiilii ise N; X {0}, M’nin @-ikinci alt modiiltidiir.
Kanit.

PNy X {0) € g, (Ny X {0])
= > Ny X {0y (anng(Ny x {01)))

iEZT

= z (Nyty, anng, (Np)Y) X (0:p, R,)

iEZT

= Z (N13M1 anan(Nl)i) X {OMz} S M; x {0y}

IEZT

olur. Onerme 3.12°den dolay1 N; X {0}, M’nin ¢-ikinci alt modiiliidiir.
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BOLUM 4

n-YAKLASIK iKINCi ALT MODULLER VE BiR MODULUN
YAKLASIK IKiNCI RADIKALI

Bu béliimde n-yaklasik ikinci alt modiillerin ¢esitli cebirsel 6zellikleri arastirilacak
ve Ceken, Alkan ve Smith, (2013b) makalesinde tanimlanan ikinci radikal kavraminin bir

genellemesi verilecektir.

Onerme 4.1. M bir asal R-modiil ve N, M’nin yaklasik ikinci bir 6z alt modiilii olsun. O

zaman N, M’nin bir asal alt modiliidiir.

Kamt. r € R, m € M olmak iizere rm € N olsun. M asal R-modiil oldugundan anngz(N) =
anng(M)’dir.r € anngz(N) ise v € (N:g M) olur ve kanit biter. Bu yiizden r € anni (N)
oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda, Teorem 3.3’den dolayr rN = N veya rN =
r(N:M anng (N)) = r(N:M anng (M)) = rM olur. rN = N ise rm = rn olacak sekilde bir
n € N vardir. r(m —n) = 0 ve M asal R-modiil oldugundan m —n =0,yanim =n € N
elde edilir. rN = rM ise yine rm € rN olur bir 6nceki durumda oldugu gibi m € N elde

edilir. Béylece N, M nin bir asal alt modiiliidiir.

Teorem 4.2. M bir R-modiil olsun. P; N ...N B, € anng(M) olacak sekilde P, ..., P,
maksimal idealleri varsa, R’nin herhangi bir 7 ideali i¢in (0:p,I) = (0)’dir veya (0:p 1),
M’nin yaklasik ikinci alt modiiliidiir.

Kamt. (0:),1) # (0) oldugunu kabul edelim. ilk olarak, (0:),1) = (0:31?) oldugunu
gosterecegiz. (0:y 1) S (0:),1?) oldugu aciktir. m € (0:3,I?) ve a € I olsun. Genelligi
kaybetmeden, a € P, N..N P, ve a & P;,1 U ...UP, olacak sekilde bir t (0 <t <n)

bulundugunu sdyleyebiliriz. Herhangi bir i (t +1 <i <n) i¢cin R = P; + Ra’dir. Buna
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gore 1 = x; + 1;a olacak sekilde x; € P;, r; € R vardir. Boylece, 1 = x;,4 ... x,, + b olacak
sekilde bir b € I bulunabilir ve buradan, a = ax;,1 ... x, + ab elde edilir. ax;,q ...x, €
anng (M) ve abm = 0 oldugundan am = 0 bulunur. Bdylece, Im = (0) ve dolayisiylam €
(0:py )  bulunur. Buna gore (0:, 1) = (0:p12)dir.  Agiktir  ki;  (0:, 1) €
((0:py 1):pg anng (034, 1)) dr. Diger taraftan, ((0:4y D1y anng (0:4, 1)) =
(0:3 Ianng (0:4, 1)) € (0:4y I2) = (0:4, ) dir. Boylece (0: ) = ((0:p Dz anng(0:, 1)

elde edilir ve bu sonug (0:, I)’nin, M nin yaklagik ikinci alt modiilii oldugunu gosterir.

Teorem 4.3. M bir R-modiil, a € R, (0:);a) # (0) ve (0:; a) = aM olsun. O zaman,
(0:p @), M’nin yaklasik ikinci alt modiilidiir ancak ve ancak (0:p a), M’nin ikinci alt

modiludir.

Kanit. (0:); a), M’nin ikinci alt modiilii ise yaklagik ikinci alt modiil olacagi agiktir.
Tersine, (0:p; @) ’nin, M’nin yaklasik ikinci alt modiilii oldugunu kabul edelim. b € R ve
K < M olmak iizere b(0:y @) S K olsun. Eger, b((0:y @)1y anng(0:y, @) = bM & K ise
kanit biter. Bu ylizden, bM € Koldugunu kabul edebiliriz. (b + a)(0:3, a) € K’dir. Eger,
(b + a)M £ K ise (0:p @), M’nin yaklasik ikinci alt modiilii oldugundan (0:y; a) € K veya
b € anng(0:p @)’dir. Bu yiizden, (b + a)M S K’dir. Buna gore, bM S K olmasi aM =

(0:p @) € K olmasimi gerektirir. Béylece (0:y, @), M’nin ikinci alt modiiludiir.

Tamm 4.4. M bir R-modiil olsun. M’nin her N alt modiilii igin N = C(N?) ise M’ye fully
coidempotent modiil denir (Ansari-Toroghy ve Farshadifar, 2012).

On Teorem 4.5. M bir R-modiil olsun. M fully coidempotent modiildiir ancak ve ancak

M’nin her N alt modiilii ve her m pozitif tam sayisi i¢in N = (N:, anng(N)™) dir.

Kamt. M’nin fully coidempotent R-modiil oldugunu kabul edelim. N, M’nin bir alt modiilii
ve m bir pozitif tam say1 olsun. N = (N :y anng (N )) oldugunu gostermek yeterlidir. Ciinkii
daha sonra tiimevarim ile N = (N: anng(N)™) oldugu gorilir. N = C(N?) =
(0:y anng(N)?)’dir.  Ayrica, N S (0:p anng(N))  olmast  (N:y anng(N)) €
((0:p anngx(N)):y anng (N)) = (0:py anng(N)?) = N olmasim  gerektirir.  Yani,
(N:y anng(N)) € Ndir. Diger kapsama her zaman saglandigindan (N:y, anng(N)) = N

olur. Timevarimile N = (N:y, anng(N)™) oldugu goriiliir. Tersine, M’nin her N alt modiilii
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ve her m pozitif tam sayisi igin N = (N:y; anng(N)™) oldugunu kabul edelim. O zaman,

N = (N M anng (N))’dir. Buradan,
C(N?) = (0:; anng(N)?) € (N:p; anng(N)?) = ((N:M anng(N)):y anng (N))

= (N:y anng(N)) = N
elde edilir. Boylece, C(N?) € N bulunur. Diger kapsama her zaman saglandigindan N =

C(N?) olur.

Teorem 4.6.n,m > 2,R,, ..., R,, degismeli halkalar, heri (1< i < m) i¢in M; sifirdan farkl
bir R;-modill, R =R; X ..XR,,, ve M = M; X ... X M, olsun. O zaman, M’ nin sifirdan
farkli her alt modiilii n-yaklasik ikinci alt modiildiir ancak ve ancak M fully coidempotent

R-moduldiir.

Kanit. M nin sifirdan farkli her alt modiiliiniin n-yaklagik ikinci alt modiil oldugunu kabul
edelim. Bu durumda, M’nin sifirdan farkli her alt modiilii yaklasik ikinci alt modiildiir. Her
i €{1,..,m} i¢in M; modiiliniin fully coidempotent oldugunu gostermek yeterlidir. Bu

durumda M de fully coidempotent modiil olacaktir. Aksine, M;’in fully coidempotent
olmadigini varsayalim. O zaman, On Teorem 4.5’den dolay: (Nl:M1 anng, (N1)> ZN;

olacak sekilde M;’nin bir N; alt modiilii vardir. Buna gore, (1,0, ...,0)(N; X M, X ... X
Mp) SNy X0%x..X0 ve (1,0,..,00(Ny X My X ... X Mpyip anng(Ny X My X ... X
Mm)) & N; X 0 X ... X 0°dir. Hipotezden dolay1, N; X M, X ... X M,,,, M’nin yaklagik ikinci
alt modiiliidiir. Bu yiizden (1,0, ...,0) € anng(N; X M, X ... X M,;) veya N; X M, X ... X
M,, € N; X 0 X ... x 0°dir. Buradan, N; = (0) veya i € {2, ..., m} i¢cin M; = (0) olur ki bu
durumlar birer ¢eliskidir. O halde M; fully coidempotent modiildiir. Benzer sekilde her bir
i €{2,...,m}i¢in M; modiiliiniin fully coidempotent oldugu gosterilebilir. Boylece M fully
coidempotent modiildiir. Tersine M fully coidempotent modiil ise On Teorem 4.5’den dolay1
M’nin sifirdan farkli her N alt modiilii icin N = (N:y, anng(N)* 1) = ¢,,(N) dir ve bu

durumda N’nin n-yaklasik ikinci alt modiil olacagi agiktir.

Sonu¢ 4.7.n,m = 2, Ry, ..., R, degismeli halkalar, her i (1< i < m) i¢in M; sifirdan farkli
bir R;-modill, R=R; X ... X R,, ve M = M; X ...X M,,, olsun. O zaman, M’nin sifirdan
farkl1 her alt modiilii n-yaklasik ikinci alt modiildiir ancak ve ancak M’ nin sifirdan farkli her

alt modiilii (n+1)-yaklagik ikinci alt modiildiir.

43



Kamt. M’ nin sifirdan farkli her alt modiiliiniin n-yaklasik ikinci alt modiil oldugunu kabul
edelim. O zaman, Teorem 4.6’dan dolayr M fully coidempotent modiildiir. n+1 > 2
oldugundan, yine Teorem 4.6’dan dolay1 M’ nin sifirdan farkli her alt modiilii (n+1)-yaklasik
ikinci alt modiildiir. Tanimdan dolay1 her (n+1)-yaklasik ikinci alt modiil n-yaklasik ikinci

alt modiil oldugundan yeterlilik kismi1 agiktir.

On Teorem 4.8. M bir R-modiil, N <M ve I <R olmak iizere (0:p, 1) # (N:p, I) ve
(N:y I) # N olsun. O zaman K = (N:, I), M’nin yaklagik ikinci alt modiiliidiir ancak ve
ancak K = (K:M anng (K))’d1r.

Kamit. K = (K iy anng (K )) = ¢, (K) ise agiktir ki; K, M’nin yaklasik ikinci alt modiiliidiir.
Tersine, kabul edelim ki; K, M’nin yaklasik ikinci alt modiilii olsun. I € anngz(K) ise
(0:ps I) = (N:p D) olur ki bu bir geligkidir. Buna gore, I € anng(K)’dir. Teorem 3.3’den
dolay1 IK = K veya IK = I(K:M anng(K))’dir. IK =K ise K = 1K = I(N:yI) S N ve
dolayisiyla K = (N:p I) = N c¢eliskisi elde edilir. O halde, IK = I (K :y anng (K )) C N’dir.
Buradan, (K iy anng (K )) C (N:y I) = K olur. Ters kapsama her zaman saglandigindan,

K = (K iy anng (K )) elde edilir.

Teorem 4.9. M Artinian R-modiil, I/ € J(R) ve N, M’nin bir alt modiilii olmak {izere
(N:g M) = (0) ve (0:y 1) # (N:p I) olsun. O zaman, herhangi bir n > 1 tam sayisi i¢in
(N:py I), M’nin n-yaklasik ikinci alt modiilii degildir.

Kamt. (N:); ) = N ise Karamzadeh ve Karamzadeh, (2010) makalesindeki Onerme 3.5’¢
gore N=M olur ki bu bir ¢eligkidir. (N:, 1) € (N yanng (N, 1 )) oldugu agiktr.
(N:py I)’nin, M’nin n-yaklagik ikinci alt modiilii oldugunu varsayalim. O zaman, (N:y 1)
yaklasik  ikinci alt modiildir ve On Teorem 4.8’¢ gore (N:yl)=
((N:p Dipg anng (N:y, 1)) dir. Buradan,
(Niy 12) = (N2 Diyg I) € ((N2yg anng (N D)1y D) = ((Nipg Dipg anng (Niy 1))
=Ny D)

yani, (N:, I?) € (N:), I) elde edilir. Diger kapsama her zaman saglandigindan (N:j, I?) =
(N:py D) = ((N:p Dy I olur. Karamzadeh ve Karamzadeh, (2010) makalesindeki Onerme
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3.5’¢ gore (N:pI) = M’dir. Buradan [ S (N:x M) = (0) olur ki; (0:y 1) #= (N:p )
oldugundan bu bir ¢eligkidir. O halde (N:j, I), M’nin n-yaklasik ikinci alt modiilii degildir.

On Teorem 4.10. M bir R-modiil ve I <R olsun. O zaman, her n>/ tam sayis1 igin
(013, (anng(0:, D)™ = (0:y, I")dir.  Ozel  olarak, ((O:MI):M (annR(O:MI))n_l) _

(014, I™) dir.

Kamit. [ € anng(0:py1)  oldugundan I™ € (anngx(0:, 1))™ ve  dolayisiyla
(0:p (anng(0:p 1))™) S (0:p [™)’dir. m € (0:p,I™) olsun. Her i (1 <i<n) igin 1; €
anng(0:y, 1) olmak tlizere, 1y ...7; € (anng(0:y, 1))™ alalim. O zaman, her i (1 < i < n)
igin 7;(0:p, 1) = (0)’dir. [""Im < (0:), ) oldugundan 71" 1m C r;(0:), 1) = (0)’dur.
Boylece, rym € (0:, I 1) dir. 1" 2rym S (0:, 1) oldugundan ry1,1" " ?m C 1,(0:p, ) =
(0) ve dolayisiyla ryr,m € (0:p I™2)’dir. Bu siirece devam edilerek, 7y ..1,,m €
(0:py R) = (0)’dir.  Boylece, (anng(0:p1))"m=(0) ve dolayisiyla mE€
(0:4 (anng (03, 1))™) dur. Su halde, (0:p, I™) € (0:y (anng (0:y, 1))™) olur. Ozel olarak,

((O:M D:y (annR(O:M I))n_l) = ((O:M (annR(O:M I))n_l) ‘M I) = ((O:M " iy I)

= (0:,I™)
elde edilir.

Her a € R i¢in a = aba olacak sekilde bir b € R varsa R’ye Von Neumann diizenli
halka denir (Anderson ve Fuller, 1992). Degismeli bir R halkast Von Neumann diizenli
halkadir ancak ve ancak R’nin her / ideali i¢in I? = I’dir (Anderson ve Fuller, 1992). On
Teorem 4.10’a gore, R Von Neumann diizenli bir halka, M bir R-modiil, I < R ve (0:, ) #
(0) ise (0:p; I), M’nin n-yaklagik ikinci alt modiiltidiir.

Tamim 4.11. M bir R-modiil olsun. M es carpimsal bir modiil ve R’nin her [/ ideali i¢in
anng (0:y, 1) = I ise M’ye gliglii es ¢arpimsal modiil denir (Ansari-Toroghy ve Farshadifar,
2009).

Onerme 4.12. M giiclii es ¢arpimsal bir R-modiil ve I < R olsun. O zaman I, R’nin n-

yaklagik asal idealidir ancak ve ancak (0:y, I), M’nin n-yaklasik ikinci alt modiiliidiir.
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Kamt. On Teorem 4.10°dan dolayr ¢,((0:y,1)) = ((O:M Dy (anng (0:y I))n_l) =
(0:p I')’dir. M gigli es c¢arpimsal modiil oldugundan anng(0:y, I™) =17 ve
anng (0:y, 1) = I’dir. Boylece, anng ((pn((O:M I))) = ¢, (anng (0:4, 1)) dir. Onerme 3.8-

i1)’den dolay1 I, R’nin n-yaklagik asal idealidir ancak ve ancak (0:y, I), M’nin n-yaklasik

ikinci alt modiludiir.

Ornek 4.13. F bir cisim olmak iizere R = F[[X3,X4,X5]] ve I = RX3 + RX* olsun. O
zaman /, R’nin yaklasik asal idealidir fakat 3-yaklasik asal ideali degildir (Anderson ve
Bataineh, 2008). M gii¢lii es carpimsal bir R-modiil olsun. Onerme 4.12’den dolay1 (0:, ),
M’nin yaklagik ikinci alt modiildiir fakat 3-yaklasik ikinci alt modiilii degildir.

Ornek 4.14. M es yaribasit R-modiil olsun. Ansari-Toroghy ve Farshadifar (2011)
makalesindeki Teorem 4.8 ve Behboodi, Karamzadeh ve Koohy, (2004) makalesindeki
Teorem 2.3 birlestirilerek, her n > 1 tamsayisi ve R’nin her [ ideali i¢in (0:p, 1) = (0:p, ™)
oldugu goriiliir. Bu durumda, On Teorem 4.10’a gore her n > 1 tamsayist ve R’nin her /

ideali igin (0:y, I), M nin n-yaklasik ikinci alt modiiltidiir.

Tanim 4.15. R halkasinin her 6z ideali asal ideallerin bir ¢arpimi seklinde yazilabiliyorsa

R’ye ZPI-halka denir (Larsen ve McCarthy, 1971).

Teorem 4.16. n > 1 bir tamsay1, M bir R-modiil, I < R ve (0:y, 1) # (0) olsun. Asagidaki

ifadeler gerceklenir.

i) R bir ZPI-halka ve (0:y, 1), M’nin n-yaklasik ikinci alt modiilii ise ya (0:y, ) =
(0:ps I™)’dir ya da R’nin bir P asal ideali i¢in (0:p, I) = (0:p, P)’dir.
ii) R Dedekind bolgesi olsun. O zaman (0:,, I), M’nin n-yaklasik ikinci alt modiiliidiir
ancak ve ancak (0:y, 1) = (0:y, I™)’dir veya (0:, I), M’nin ikinci alt modiiliidiir.
iii)  (R,m) bir yerel ZPI-halka ve M /(0:), I) sonlu es tiretilmis olsun. O zaman (0: ),
M’nin n-yaklasik ikinci alt modiilidiir ancak ve ancak (0:y,I) = M’dir veya
(0:py ) = (0:p, m)dir.
Kamit. i) R ZPI-halka oldugundan I = Plt1 s Pkt * olacak sekilde R’nin farkli Py, ..., P, asal

idealleri vardir. R’nin her P asal ideali i¢in (0:y, 1) # (0:p P) oldugunu kabul edelim.
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Genelligi kaybetmeden, (0:y ) # (0:y Pltl_1 ....Pktk) ve (tt—1)+ty++t,>0
oldugunu kabul edebiliriz. N: = (O:M Pltl_1 . Pkt") ve K = (0:p I) olsun. O zaman, K =
(N:y P), K # (0:p P;) ve K # N’dir. On Teorem 4.8’den dolay1 K = (K:y;, anng(K)™™ 1),
yani (0:, 1) = ((O:M Dy (anng(0:y I))n_l)’dir. On Teorem 4.10°dan dolay1 (0:p, 1) =
(0:p I™) dir.

ii) (0:p; ), M’nin n-yaklasik ikinci alt modiilii olsun. i)’den dolay1 ya (0:y, I) = (0:y, I™)’dir
ya da R’nin bir P asal ideali i¢in (0:y, I) = (0:p; P)’dir. Bir P asal ideali igin (0:y, ) =
(0:p P) olsun. R Dedekind bolgesi oldugundan P=(0)’dir ya da P, R’nin bir maksimal
idealidir. Agiktir ki; P=(0) ise (0:y, 0) = (0:), 1) = M ve dolayisiyla (0:y, I™) = M’dir. P,
R’nin maksimal ideali ise (0:p, I) # (0) oldugundan anng(0:y, P) = anng(0:y, [) = P dir.
Buna gore (0:, 1), M’nin ikinci alt modiilidiir. Tersine, (0:y, 1) = (0:p I™) veya (0:p ),
M’nin ikinci alt modiilii olsun. Ikinci durumda (0:y, I)’nin n-yaklasik ikinci alt modiil
olacagi aciktir. (0:p, 1) = (0:), I") ise On Teorem 4.10’dan dolay1 (0:y, 1), M nin n-yaklasik
ikinci alt modiiliidiir.

iii) (0:), 1) = (0:), m) ise anng(0:y, I) = m, R’nin maksimal ideali oldugundan (0:,I),
M nin ikinci alt modiilii ve dolayisiyla n-yaklasik ikinci alt modiilidiir. (0:p, 1) = M ise
(0:p; I)’nin n-yaklasik ikinci alt modiil olacagi agiktir. Tersine (0:y, I), M’nin n-yaklasik
ikinci alt modiilii olsun. Larsen ve McCarthy, (1971) kitabindaki Teorem 9.10’dan dolay1 R
Noetherian halkadir. m = m? ise Nakayama Lemma’dan, m = (0) olur ki bu durumda R
bir cisimdir. Béylece (0:, 1) = (0:), 0) = M’dir. Simdi m # m? olsun. a € m\m? alalim.
O zaman, m? & m? + Ra € m’dir. Larsen ve McCarthy, (1971) kaynak kitabindaki Teorem
9.10’a gore R'nin, m? ile m arasinda kesin kapsanan bir ideali yoktur. Bu yiizden, m? +
Ra = m olur ve Nakayama Lemma’dan m = Ra elde edilir. P, R’nin sifirdan farkli bir asal
ideali ve 0 # b € P olsun. Krull Arakesit Teoreminden dolay1r N{2; m‘ = (0)’dir. Buna
gore, b € m* ve b € m**! olacak sekilde bir k € Z* vardir. b € m* = Ra* oldugundan
b = uak olacak sekilde bir u € R vardir. b € m**? oldugundan u & m’dir. Buna gére, u, R
i¢inde tersinir elemandir. Su halde a® = u~'b € P ve dolayisiyla a € P dir. Boylece m =
Ra = P olur. Su halde m, R’nin sifirdan farkli tek asal idealidir. i)’den dolay1, (0:y,I) =
(0:p I™) veya (0:p, ) = (0:3,0) = M veya (0:y, 1) = (0:py m)’dir. (0:p, 1) = (0:p, I™) ise
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O:y D _ ((0:p Dzpg I™71) _
O:y D (0:p 1)

olur. Karamzadeh ve Karamzadeh, (2010) makalesindeki Onerme 3.5’den dolay1 (0:p, 1) =
M elde edilir.

Oy 1):_m_ In_l)

(0:pm1)

Tamm 4.17. S, R’nin ¢arpimsal kapali bir alt kiimesi, P, R’nin bir asal idealive SN P = @
olsun. ] € P olan her J ideali i¢in S N ] # @ ise S’ye R’nin P-esas (P-essential) ¢carpimsal
kapal1 alt kiimesi denir (Moradi ve Azizi, 2015).

Teorem 4.18. M bir R-modiil, N, M nin n-yaklasik ikinci alt modiilii ve I = anngz(N) olsun.
O zaman, R’nin her P asal ideali igin S = [(R\I) U anng(N:y, I 1)]\P kiimesi R’nin P-

esas carpimsal kapali alt kiimesidir.

Kamit. Ik olarak, S’nin ¢arpimsal kapali bir alt kiime oldugunu gésterelim. 7, s € S olsun.
r € anng(N:y 1" 1) veyas € anng(N:y 1" 1) ise rs € anng(N:y, I 1)\P ve dolayisiyla
rs € S°dir. Bu yiizden r,s € anng(N:y, I 1) oldugunu kabul edebiliriz. Aksine, rs & S
oldugunu varsayalim. O zaman, rs € I’dir. Ayrica, rs € P’dir. Ciinkii rs € P olsaydi r €
SNP veya s€SNP olur ki bu bir celiskidir. rs & anng(N:y I™ 1) oldugundan
r(N:y anng(N)"™1) & (0:ys) ve TN S (0:y s)’dir. N, n-yaklasik ikinci alt modiil
oldugundan r € [ veya s € I olur ki bu bir ¢eliskidir. Boylece rs € S ve dolayisiyla S, R’nin
carpimsal kapali bir alt kiimesidir. Simdi, $°nin P-esas ¢arpimsal kapali oldugunu
gosterelim. J, R’nin bir ideali ve ] € P olsun. I € P ise S = R\P olur ki bu durumda S’nin
P-esas ¢arpimsal kapali oldugu agiktir. /NS = @ oldugunu varsayalim. Bu durumda
JO[(R\D)Uanng(N:y, I""1)] € P ve ] €1UP oldugu goriilebilir. Buna gore, | € I
olmalidir. Diger taraftan, N € (0:), 1) olmasi (N:p, I"™1) € (0:3, I™) olmasim gerektirir.
Buradan, I" € anng(0:, I™) € anng(N:y, I""1) olur. Boéylece j"ci*nj<c]n
anngy(N:y, I™™1) € P ve dolayisiyla /| € P olur ki bu bir ¢eliskidir. Su halde J NS # @ ve
dolayisiyla S, R’nin P-esas ¢arpimsal kapali alt kiimesidir.

M bir R-modiil ve N < M olsun. N’nin tiim ikinci alt modiillerinin toplam: N’nin
ikinci radikali olarak adlandirilir ve sec(N) ile gosterilir. N’nin ikinci alt modiilii yoksa
sec(N)=(0) olarak tanimlanir (Ceken vd., 2013b). S & M\{0} olsun. R’nin her A4 ideali ve
tim K,L < M alt modilleri igin (0:xn, A)US #M ve (KNL)AUS # M olmas1 (KN
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L) US # M olmasini gerektiriyorsa S’ye m*-sistem denir. Ceken, Alkan ve Smith, (2013b)
makalesindeki Teorem 2.13’de

sec(N) ={x e N:x € Sve NUS = M olacak sekilde bir S m* — sistemi vardir}
esitliginin saglandig1 gosterilmistir. Bu kavramlarin birer genellemesi olarak bir alt modiiliin

yaklagik ikinci radikali ve yaklagik m*-sistemler agagidaki gibi tanimlanmustir.

Tanom 4.19. M bir R-modil, N, M’nin bir alt modili ve
T = {Q < N:Q, M'nin yaklastik ikinci alt modili ve (N:M anng (N)) =
(Q: y anng (Q))} olsun. N’nin yaklasik ikinci radikali a — sec(N) ile gosterilir ve T # @ ise

a —sec(N):= Y er Q olarak, T = @ ise a — sec(N) = (0) olarak tanimlanr.

Tamm 4.20. M bir R-modiil ve S, M’nin bir 6z alt kiimesi olsun. M nin herhangi K, L alt
modiilleri ve R’nin herhangi bir 7 ideali igin (KN L) US = M, (KN (0:3,1)) US #= M ve
(8¢ anng(S€)) € (Lipy 1) olmast (K N (L 1)) US # M olmasini gerektiriyorsa S’ye

yaklagik m*-sistem denir.

Onerme 4.21. M bir R-modiil ve (0) # Q <M olsun. O, M’nin yaklagik ikinci alt

modiilidiir ancak ve ancak S := M\Q yaklasik m*-sistemdir.

Kamt. O, M’nin yaklagik ikinci alt modiilii olsun. K,L < M ve I < R olmak {iizere (K N
us+M, (KnyD)US+=M ve (S anng(S)) & (LiyD) olsun. (KN
(L:y I)) US = M oldugunu varsayalim. O zaman, Q € K N (L:, I)’dir. Buradan, IQ S L
ve Q € K’dir. Q yaklasik ikinci alt modiil oldugundan I € anngz(Q) veya Q € L’dir. [ ©
anng (Q) ise Q S (0:4, 1) ve dolayistyla Q € K N (0, I) olur ki bu (K N (0:, 1)) US #
M olmast ile gelisir. Q S Lise Q € K N Lolurkibu (K NL)US # M olmasi ile ¢elisir. Su
halde (K N (L:y I)) U S # M olmalidir. Boylece, S yaklasik m*-sistemdir. Tersine, S’nin
yaklasik m*-sistem oldugunu kabul edelim. K <M ve I < R olmak iizere IQ € K ve
1(Q:p anng(Q)) € K olsun. Q € K ve I & anng(Q) oldugunu varsayalim. Bu durumda
KuS#M, (0:,1)US # M’dir. S yaklasik m*-sistem oldugundan (K:y, [)US # M ve
dolayisiyla Q € (K:y 1) olur ki bu bir geliskidir. O halde Q € K veya I € anng(Q)
olmalidir. Boylece O, M’nin yaklasik ikinci alt modiiliidiir.

49



Teorem 4.22. M bir R-modiil, S, M iginde yaklasik m*-sistem ve (0) # Q < M olsun. Q,
{K <M:KUS =M ve (K:M annR(K)) = (SC:M annR(SC))} kiimesinin bir minimal

elemani ise Q, M nin yaklasik ikinci alt modiiliidiir.

Kanit. L < M ve I < R olmak lizere IQ S L ve I(Q:M annR(Q)) CLolsun.Q € Lvel &
anng (Q) oldugunu varsayalim. Bu durumda Q N L € Q’dur. (Q N L) U S # M oldugunu
gosterecegiz.  Aksine (QNL)US=M  olsayd, S°SQNL ve buradan

(@ N Ly anng(Q N'L)) € (Q:py anng(Q N L)) S (Q:y anng(Q)) = (S%:y anng(59)) €
(Q N Liy anng(59)) € (Q N Liyy anng(Q N L)) olurdu. Bdylece (Q N Ly anng(Q N
L)) = (8% anng(59)) elde edilirdi ki bu Q’nun minimalligi ile gelisirdi. O halde
(QNL)US # M’dir. Benzer sekilde I & anng(Q) oldugundan (Q N (0:y, D)US # M
elde edilir. S yaklasik m*-sistem oldugundan (Q N (L:y 1)) US =+ Mdir. IQCSL
oldugundan Q < (L:y, I) ve dolayisiyla Q U S # M olur ki bu bir ¢eligkidir. O halde Q S L
veya I € anng(Q) olmahdir. Boylece O, M’nin yaklasik ikinci alt modiiliidiir.

Teorem 4.23. M bir R-modiil ve N < M olsun. (N:, anng(N)) = (Q: anng(Q)) olacak
sekilde bir Q<N yaklagik ikinci alt modiilii varsa
a—sec(N)={x € Nix ¢ S,NUS = M ve (N:; anng(N))
= (8¢ anng(5°)) olacak sekilde M iginde bir S yaklastk m*
— sistemi vardlr}.

esitligi saglanir.

Kamt.

{x EN:x¢&€S,NUS =M ve (N:M annR(N)) =

(SC:M anng (SC)) olacak sekilde M igcinde bir S m* — sistemi vardlr} kiimesini “VN
ile gosterelim. x € “3YN alalm. P ={Q < N:QUS =M, (Q:yanngz(Q)) =
(8¢ anng(S©))} kiimesini goz Oniine alalm. N € ¢ ve dolayisiyla ¢ # @°dir. ¢ ters
kapsamaya gore kismi sirali bir kiimedir. {Q;};¢;, ¥ iginde bir zincir olsun. (N;g; Q) U S =
M oldugu aciktir. Ayrica, (ﬂl-e, Q; iy anng(N;e; Ql-)) =
niEI(Qi:M anng(Nie; Qi)) = niEI(Qi:M anng (Qi)) = (S anng(S9)) <

(Nier Q; i anng(S9)) € (Nier Qi :m anng(Nie; Q1)) ve dolayisiyla (S€:y anng(S©)) =
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(Nier Qi :m anng(Nig Q) dir. Boylece Nig; Q; € Ydir ve ayrica Mg Qi {Qiier
zincirinin ters kapsamaya gore bir iist siniridir. Zorn Lemma’dan dolay1 1 ’nin kapsamaya

gore bir Q minimal elemant1 vardir. Teorem 4.22°den Q, M’ nin yaklasik ikinci alt modiiliidiir.
x € Q € a— sec(N) oldugundan®3/N € a — sec(N)’dir. Simdi O, N’nin yaklasik ikinci
alt modiilii ve (N:y anng(N)) = (Q:p anng(Q)) olsun. Onerme 4.21°den, S := M\Q
yaklasik m*-sistemdir. Ayrica, N US = M ve her x € Q i¢in x ¢ S’dir. Béylece, Q € “ VN
ve dolayistyla a — sec(N) € “V/N dir.
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BOLUM 5

SONUCLAR ve TARTISMA

Bu tezde ¢-ikinci ve n-yaklasik ikinci alt modiillerin ¢esitli cebirsel 6zellikleri
belirlenmis ve bu alt modiil siniflar1 vasitasiyla modiil ve halka karakterizasyonlar1 elde
edilmistir.

Ikinci alt modiil kavramu, son yillarda birgok arastirmacinin ilgisini ¢ekmis ve bu alt
modiil smifinin modiil ve halka karakterizasyonlarinin belirlenmesinde 6nemli bir rol
oynadig1 anlasilmustir. Ikinci alt modiiller ile ilgili ¢alismalarin artmasi ile birlikte, bu alt
modiillerin genellemeleri arastirilmaya baslanmis ve bu genellenmis ikinci alt modiillerin de
ilging ve onemli cebirsel Ozelliklere sahip olduklar1 goriilmiistiir. Buradan hareketle,
tezimizde ikinci alt modiillerin genellemelerinden ¢-ikinci ve n-yaklagik ikinci alt modiil
kavramlar1 ele alinmis ve bu alt modiil siniflar1 lizerine arastirmalar yapilmistir. Ele alinan
kavramlara somut 6rnekler verilmis ve bu kavramlarin literatiirde yer alan diger cebirsel
yapilarla olan iligkileri incelenmistir. Bunun yani sira, ikinci radikal kavraminin bir
genellemesi olarak bir alt modiiliin yaklasik ikinci radikali tanimlanmistir. Yaklagik m*-
sistem kavrami ortaya atilarak, bir alt modiiliin yaklasik ikinci radikali yaklasik m*-sistem
kiimeleri vasitastyla karakterize edilmistir.

Bu tezde ikinci alt modiiller, bir ¢ fonksiyonu vasitasiyla genellenmis, temel
Ozellikler ifade edildikten sonra ¢ fonksiyonu {izerine ek kosullar konularak bir takim
sonuglar elde edilmistir. Buradan hareketle, daha sonraki arastirmalarda ¢ fonksiyonu
tizerine tezde konulmayan farkli kosullar konularak farkli sonuglar elde edilebilir ve yeni
calismalar yapilabilir. Tezde 6zel olarak ¢,, fonksiyonu ile elde edilen n-yaklasik ikinci alt
modiiller iizerine arastirmalar yapilarak halka ve modiiller i¢in yeni karakterizasyonlar
sunulmustur. Daha sonraki arastirmalarda 6zel ¢ fonksiyonlar1 i¢in baska alt modiil siniflar
elde edilebilir, bunlarin cebirsel 6zellikleri arastirilabilir ve bu alt modiiller kullanilarak

modiil ve halka karakterizasyonlar1 yapilabilir.
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