GIRIS

Cebir ve sayllar teorisinde, Q rasyonel sayilar cisminin sonlu
geniglemeleri olan sayi cisimleri ve bu cisimlerin ideal siniflari grubunun
mertebesi olarak tanimlanan sinif sayilarinin belirlenmesi en énemli konulardan
birisidir.

Dirichlet sinif sayisi formuli gibi bir takim formuller sinif sayisinin
dogrudan hesabini mumkun kilmaktadir. Ancak ideal siniflari grubu yardimiyla
sinif sayisinin belirlenmesi kolay olmadigindan bu formuller diginda cesitli
kriterler de elde edilmistir.

D kare carpansiz bir tamsayi olmak Uzere, Q rasyonel sayilar cisminin
cebirsel genislemesi olan Q(\/E) kuadratik cismi  D>0 ise “reel”’, D<0 ise
“imajiner” olarak adlandirilir. imajiner kuadratik say! cisimleri igin sinif sayisi 1
problemi 1967 yiinda H. M. Stark ve A. Baker tarafindan bagimsiz olarak
¢ozllerek, bu cisimlerin sonlu sayida ve D=-1,-2,-3,-7,-11,-19,
—43,-67,-163 degderlerine karsilik gelen cisimler oldugu belirlenmisgtir.

Sinif sayisi 1 olan reel kuadratik sayi cisimlerinin sayisinin sonlu olup
olmadigi ise henlz kesinlik kazanmadigindan (Gauss Konjektoru), sinif sayisi 1
problemi reel kuadratik say! cisimleri i¢cin tamamen ¢dzulememistir. Bu nedenle
reel kuadratik sayi cisimlerinde c¢alismak daha bir énem kazanmistir.

Bu cisimlerin sinif sayisinin 1 olmasi igin gerek ve yeter kosullari veren
bir takim genel kriterler elde edilmesine ragmen bu kriterlerin Richaut-Degert
(R-D) tipinde olmayan cisimlere uygulanmasi ve bu yolla sinif sayisi 1 olan
cisimlerin tespiti olduk¢a zor olmaktadir. Ayni zamanda reel kuadratik sayi
cisimlerinin sinif sayisinin belirlenmesinde cismin temel birimi de énemli bir rol
oynamakta ancak yine R-D tipinden olmayan sayi cisimleri icin, temel birimin

bicimi belli olmadigindan, belirli kriterlerin bu cisimlere uygulanabilmesi de zor



olmaktadir. Bu nedenle son zamanlarda sinif sayilarinin belirlenmesine
yonelik calismalar “R-D tipinden olmayan reel kuadratik sayi cisimleri “
uzerinde yogunlasmistir. Bu galismalarda bir ¢ok yontem kullaniimaktadir. Bu
yontemlerden en sik kullanilan Ggu; kuadratik diophantine denklemler, surekli
kesre acilim ve dirichlet sinif sayisi formaltdur.

Bu calismada da, genellikle R-D tipinden olmayan bazi sayi cisimleri ele
alinarak, s6zu gegen yontemler yardimiyla sinif sayisinin belirlemeye yonelik
kriterlerin elde edilmesi amaclanmistir.

|. Bolumde konuyla ilgili on bilgilere yer verilmistir.

Il. Bolimde reel kuadratik sayi cisminin temel biriminin normunun -1
olmasi durumunda, 1992 yilinda S.-G. Katayama ve 1993 yilinda H. Yokoi'nin
yaptigi calismalar g6z 6nune alinarak sinif sayisini herhangi bir tek sayidan
bayuk kilan bir “invaryant deger” tanimlanmigtir. Bu invaryant degerden kuguk
pozitif tamsayilara bagli olarak sinif sayisinin tek olmasi igin gerek ve yeterli
kosullar elde edildikten sonra, bu kriterler ve Y. Kida’nin UBASIC86
programi kullanilarak D nin uygun bir degeri haric 1<u <100 saglayan ve
sinif sayisi 3 olan 31 tane, sinif sayisi 5 olan 22 tane reel kuadratik sayi
cisminin varligi gézlenmistir. Bu ¢alisma sonunda S. Katayama ve H. Yokoi
tarafindan ve gesitli yontemler sonucunda bulunan cisimler de elde edilmigtir.

[ll. Bélumde, S.D. Lang, H.Yokoi, I. Yamaguchi ve R.A. Mollin’in
diophantine denklemlerin ¢ézulebilirligi ile sinif sayisi 1 olan gesitli tipteki reel

kuadratik  sayi cisimlerini belirlemeye yonelik [12,20,29,36] calismalari

2 —py? =7q

diophantine denkleminin ¢6zumu irdelenmis ve bu ¢6zime bagli olarak sinif

yardimiyla, p=[(2n+1)q]2¢1 kare carpansiz tamsayisi igin x

sayisi 1 olan yegane cismin Q(\/g) oldugunu belirleyen bir gerek ve yeter

kosul elde edilmistir.



[VV. Bolumde ise R-D tipinden olmayan cesitli tipteki reel kuadratik sayi

cisimlerinin {1,w} tamlik tabanlarinin

1+\/E

,d =1 (mod 4
Wg =71 2 (mod4)
Jd  ,d=2,3 (mod4)

biciminde tanimlanan, wy quadratik irrasyonel sayisinin surekli kesre

acihminda periyodun 6 olmasi durumunda, R.A. Mollin [18,21,22,23], K. Tomita
[27,28] ve T. Azuhata’nin [2] ¢alismalari goz Onune alinarak surekli kesre
acilimin genel bigimi ile temel birimin genel bigimi belirlenmigtir. Ayrica, temel
birimi belirlenen bu katsayilarina bagh olarak [33,34,35] de tanimlanmig olan
invaryant degerleri sifir ya da sifirdan farkl kilan gerek ve yeter kosullar elde
edilmektedir. Bu g¢alismanin sonunda verilen kriterler orneklerle pekistirilerek
surekli kesre aciimin ve temel birimin belirlenmesindeki pratiklik gézlenmis ve
bu kriterleri saglayan, sinif sayisi 1 veya 2 olan cisimler surekli kesre

acihmlariyla beraber tablolar halinde verilmistir.



I. BOLUM

ON BILGILER

1.1. TEMEL KAVRAMLAR

1.1.1. Tanim
L ve K, KcL sartini saglayan iki cisim ise L cismine K cisminin bir
“genislemesi” denir ve L/K ile gosterilir. L nin K cismi Uzerinde vektor uzayi

olarak boyutuna “L nin K {zerindeki genislemesinin derecesi “ denir ve [L:K]
ile gosterilir. Eger [L:K]<oo ise L/Kya “sonlu genigleme”, L nin her elemani

K Uzerinde cebirsel ise L/Kya “cebirsel genisleme” denir.

1.1.2. Tanim

L/K bir cisim geniglemesi ve aceb/K olmak iizere L =K(a) bigiminde

yazilabilir ise L cismine K cisminin bir “basit geniglemesidir’ denir.

1.1.3. Tanim
Q rasyonel sayilar cisminin sonlu bir genislemesine “cebirsel sayi cismi”

denir.

1.1.4. Tanim

L/Q cebirsel bir genisleme olsun. Eger bir aeL elemaninin Q Gzerinde
sagladigl polinom katsayilari Z de olan monik bir polinom ise a ya “cebirsel
tamsay!” denir. Q nun bir a elemaninin cebirsel tamsayi olmasi igin gerek ve

yeter kosul a €Z olmasidir.



1.1.1. Onerme
L bir cebirsel sayi cismi olsun. Bir aeL nin Q Uzerindeki eslenikleri

a=a,,d,,...,d, ise,

N(@)=]Ta; .iz(a)= 2.0

n n
i=1 i=1

biciminde tanimlanan ifadeler sirasiyla, “o nin normu” ve “a nin izi" olarak
adlandirilir. Ayrica, a,BeL igin,
N(a.B)=N(a)N(P) , iz(a+B) =iz(a)+iz(B)
ve aeQ igin
N(a)=0a® , iz(a)=2a

ifadeleri de saglanmaktadir.

1.2. KUADRATIK SAYI CiSIiMLERI
1.2.1. Tanim

L/Q cebirsel bir genisleme ve [L:Q]=2 ise L cebirsel sayl cismine

“kuadratik sayi cismi” denir.

1.2.1. Onerme
L bir kuadratik sayl cismi ise en az bir d kare ¢arpansiz tamsayisi

icin  L=Q(+/d) dir.

Kanit:
[L : Q]: 2 ise L=Q(a) bi¢ciminde basit geniglemedir. Yani a katsayilari

Q da olan x*+px+q bigimindeki asal bir polinomun koki oldugundan

katsayllari Z de olan ax® +bx +c¢ polinomunun da bir kékudur. Oyleyse;

. —~bF+b” -4ac

2a




ifadesinde b?—4ac =k alinirsa, L=Q(a)=Q(+k) olur. Polinom Q[x] te asal
oldugundan k nin tam-kare olmayan en az bir asal ¢arpani vardir. Bu ¢arpana

d denilirse, L=Q(+/d)olur.

1.2.2. Tanim

K =Q(+J/d) kuadratik sayi cismi ise,

O ={ae K| a tam/Z} kumesi toplama ve ¢garpma islemine gore bir
halkadir. O, ya Kcisminin “tamlik halkasi” denir.

aecO, © N(a)eZ ve iz(a)eZ

dir.
1.2.1. Teorem
K =Q(\/a) bir kuadratik sayi cismi olsun.
Z+Zd , d=2,3 (mod4) ise
0, =
« uz(”;ﬂ, d=1(mod4) ise
bicimindedir.

Kanit :

x,yeQ olmak Gzere; a=x+yJ/d olsun. 1.1.1.0nerme ve 1.2.2.
Tanimdan iz(a+a’)=2x € Z dir. Buna gore; a= 2x+2y\/a olarak alindiginda,
N(a)=(2x)* —(2y)’d e Z olur. En az bir k tamsayisi igin (2x)* —(2y)’d=k
yazilabildiginden (2x)* =(2y)’d+k €Z dir. d kare garpansiz oldugundan
2yeZ bulunur.

2x=u,2y=v  olsun. Bu durumda, x*-y’deZ  olmasi
u?-v?d=0 (mod 4) olmasini gerektirir. Buna gére;

d=2, 3 (mod 4) ise,



u? —vid=u?+2v? (mod4) veya u®-v’d=u®+v?=0(mod4) olacaktr.
Her iki durumda, u?*+2v?®=0 (mod 4) ve Uu*+v?=0(mod4)
ifadelerinin u ile v nin ikisinin de ¢ift tamsayilar olmasi halinde saglanacagi

kolayca goérulir. Bu ise x iley nin birer tamsayi olmasi gerektigini gosterir.
O halde,

O, cZ+2Z(~d)
saglanir.
d=1(mod 4) ise u? —dv? =u® —v?(mod4) olur. Bu da, u ile v nin ikisinin
birden tek veya ¢ift sayl oldugunu gosterir.

Bu durumda,

u+vy/d
o[

| u=v(mod 2)}

seklindedir. Diger yandan,

u+v/d :(U—VJH{H\GJ

2 2 2

biciminde yazilabileceginden ve ——

eZ oldugundan, O, gZ+Z[

1++/d
2

olacaktir. N(x/d)=-d, iz(~d)=0, N(HZ\/EJ:trd, iz(1+2\/aJ:1 ifadeleri
birer tamsayi oldugundan, Jd, 1+2\/a €O, olur.

Boylece,

Z+2Z(Jd)c O, , Z+Z(1+2\/anOK

oldugu gérulecegi igin,

O =Z+Z(-/d) ve O, =Z+Z(

’I+\/EJ

2

saglanmis olur.



1.2.1. Sonug

K =Q(\/a) cisminin Ok tamlik halkasi sonlu uretilmis bir Z-moduldur ve

uretecleri kimesi;

d=2,3 (mod 4) ise {1, Jd}

d=1 (mod 4) ise {1, ”2*/6}
bicimindedir.
1.2.3. Tanim

K =Q(+Jd) kuadratik sayi cismi ise,

Jd , d=2,3 (mod4)

W=114+.d
2

olmak Uzere {1, w} ikilisine Ok nin “tamlik tabani “ denir.

, d=1(mod4)

1.3. KUADRATIK SAYI CiSIMLERININ iDEALLERI

1.3.1. Tanimlar

A K= Q(\/a) cisminin bir alt kimesi olsun. Eger A # & kimesi,

i) Her a,beA igcin a-beA
ii) Herae A, ceOy icin a.ce A

iii) 30=ae0, igin aA cO,

kosullarini sagliyorsa, A ya K nin bir “kesirsel ideali” denir. Ozel olarak, Ok

tamhk halkasinin bitin idealleri birer kesirsel idealdir. Bu ideallere “tam

idealler” denir.

(0) dan farkl kesirsel idealler, ideallerin garpma iglemi altinda bir grup

olustururlar ([25]).



A ile B iki kesirsel ideal olsunlar. A =(a)B olacak bicimde 3 ae Q(+/d)

elemani varsa, A ile B “denk kesirsel ideallerdir” denir ve A ~ B ile gosterilir.

A ve B, Q(J/d) nin tam idealleri olsun. Eger (a)A =(3)B olacak

bicimde a, O, varsa, A ile B “denk tam ideallerdir” denir.
A birtam ideal ise AnZ=d dir.

O« tamlik halkasi {1,w} ile Uretilmis bir Z-modiil oldugundan O

halkasinin her tam ideali de sonlu Uretilmis bir Z-moduldur.

A tam ideali ry, r, gibi iki cebirsel tam eleman ile Uretildiginden {r,,r,}
ye A “idealinin tabani” denir. A ideali bu tabana bagli olarak,
A ={ar, +br, | a,beZ}

biciminde ifade edilir.

Ok halkasi da O, =(1, w) bigiminde bir idealdir ve Ok ya “birim ideal”
denir.

A=(r,r1,), K =Q(~/d) cisminin bir tam ideali olsun. r,r, in, ry,r, nin
eslenigini gostermek uzere, A'=(r/,r,) idealine A idealinin “eslenigi”

denir.

1.4. KUADRATIK SAYI CiSIMLERININ DISKRIMINANTI
1.4.1. Tanim

K = Q(+/d) cisminin tamlik halkasi Ok nin bir tabani {w,,w,}= {1,w}

biciminde olsun.



Dyq =det(iz(wi,wj)) , ifadesine Ok tamlik halkasinin veya K = Q(+/d)

i,j=1
cisminin “diskriminanti” denir. Ya da G(K/Q), K/Q genislemesinin Galois grubu
olmak Uzere diskriminant;
2
Ao = |6i(Wj )| =[det(6i(wj ))] ’

biciminde tanimlanir.

1.4.1. Teorem
d kare carpansiz bir tamsayi olmak Uzere, K = Q(\/a) kuadratik sayi

cismi veriliyor.

4d , d=2,3 (mod4) ise
A|</Q =

d , d=1(mod4) ise
bicimindedir.

Kanit:
d=2,3 (mod4) ise Q(\/a) cisminin tamlik halkasi Ok nin tabani

{1, \/5} oldugundan 1.4.1. Tanimdan,

izgo(1)  lzgq(Wd) _‘ 2 0 ‘_
KIQ = | : - -
120 (Vd) izo((Vd)?)| |0 2d
bulunur.
Benzer bicimde, d=1(mod4) ise K=Q(\/E) cisminin tamlik halkasi
Ok nin tabani (1, 1+2\/E) oldugundan,
i : 1++/d
A 12,0 (1) 12, ( 5 ) ‘ 11d g
; 1+\/a . 1+\/a 1 —
120 (T) 12q ((T)z ) 2

olarak bulunur.



1.4.2. Tanim
K =Q(+/d) cisminin bir tam ideali A =(r,,r,) olsun. &, =(r,.r,—r.r,)’

degerine “A idealinin diskriminanti” denir.

1.4.3. Tanim
A, K:Q(\/a) cisminin bir tam ideali olsun. Ok /A bolim halkasinin

eleman sayisina “A idealinin normu” denir ve N(A) = #(Ox /A) bigciminde

gosterilir. N(A) daima sonlu bir sayidir.

1.5. KUADRATIK SAYI CiSIMLERINDE IDEALLERIN AYRISIMI

1.5.1. Tanim

p#2 bir asal sayi ve a=0 birtamsayi olsun.

1, x?=a(modp) ¢6zimli ve (a,p)=1ise
a 2 P
(—]: -1, x° =a(modp) ¢bzumsiz ise

0, pla ise

biciminde tanimlanan [;) sembolune “Legendre Sembolu” denir.

1.5.1. Teorem

p#2 birasal sayi ve a, b sifirdan farkl tamsayilar ise,

3
(-5
iii) a=b(modp) = [SJ B (g]

(1 (2
p p p

p-1
2

a 2 (mod p)



vi) (gj NE
Y

kosullari saglanir ([24]).

1.5.2. Teorem (Gauss Reciprocity Kurali)

Egder p ve q farkl tek asal sayilar ise,

(3
q/\p

1.5.2. Tanim

saglanir ([24]).

[;) Legendre semboll olsun. a pozitif bir tamsayi, b pozitif tek bir

tamsayi ve b=p,.p,.....p, (piler asal) biciminde olmak Uzere;

Bl )
b P1 AP2 A\ P3 P,
ise (;j sembollne “Jacobi Semboll” denir.

1.5.3. Tanim

(;j Jacobi sembolu olsun. Eger

1, a=1(mod8) ise
(aj_ -1, a =5(mod8) ise
2) ] o, a=0(mod8) ise

tanimsiz, diger hallerde ise

*

ozelligi ile genisletilmis ise (;) semboliine Kronecker Sembollu denir.



1.5.4. Tanim

A, K= Q(\/a) cisminin diskriminanti ve p bir asal saylI olmak uzere,

(%} p#2, pHA ise

Xk (P) = (_1)A;—1’ =2, 241 ise

0, pl|A ise

biciminde tanimlanan x, fonksiyonuna K cisminin “Kronecker Karekteri”

denir.

1.5.1. Sonug¢
K:Q(\/a) cisminin tamhk halkasi Ok olmak Uzere, Ok halkasinda p

tek asal degerinin ayrisimi;

i) [AJ:1 < p ayrisir (decomposed)
p

. [ A :

i) (—J:—1 < p asal kalir (inert)
p

iii) (AJ =0 < p dallanir (ramified)
Y
biciminde ifade edilir ([5]).
1.5.2.Sonug¢

KzQ(\/a) cisminin tamlik halkasi O, olmak uzere p=2 asalinin O,

halkasindaki ayrisimi asagidaki bicimde ifade edilir.

i) (%]:1 < 2 ayrisir  (decomposed)

i) (%j=—1 < 2 asalkalir (inert)



iii) (%j =0 < 2 dallanir (ramified)

1.5.3. Teorem
K =Q(+/d) kuadratik sayi cismi olsun. Bu durumda,

i) Ok nin (0) dan farkh her asal ideal maksimaldir.

ii) (0) dan farkh her tam ideal, asal ideallerin ¢arpim bigiminde tek turlu
yazilabilir.

iii) (0) dan farkli kesirsel idealler, ideallerin ¢arpim islemi altinda

garpimsal bir grup olusturur.

1.5.4. Teorem

p asal bir say, PcO,, p yi kapsayan asal bir ideal ve

P'={o'|peP}=P olsun. Diskriminanti A olan bir K=Q(:/d) kuadratik sayi

cisminde, bir p asalinin ayrisimi;

i) p|A< (p)=p* ve Np)=p
ii) p>2 olsun

(p)=p-p' (P=p') ve N(p)=N(p')=p, (éJ:ﬂse

plA= P
2 A .
(p)=p ve N(p)=p?, (3J=—1 ise
iii) p=2

(2)=p.p' (p=p') ve N(p)=N(p)=2, d=1(mod8)ise
plA= .
(2)=p ve N(p)=4, d=5 (mod8) ise

bicimindedir ([3]).



1.6. KUADRATIK SAYI CiSIMLERININ TEMEL BiRIMLERI

1.6.1. Tanim
K:Q(\/a) cisminin Ok halkasinda tersi olan elemanlarin olugturdugu

gruba cismin “birimler grubu” denir ve Uy ile gosterilir.

1.6.1. Onerme

€ € O, olmak Uzere,
ecU, & N(¢)=7F1 olmasidrr.

Kanit:
= ¢ birim ise €|1 ’'dir. Bu durumda ¢.¢'=1olacak bigcimde &' €O,

elemani vardir. Bu durumda,
N(e)=N()=N(1)=1 = N(g).N(e") =1

olur. Buradan da N(g) nun Z de birim oldugu yani, N(e)=F1 oldugu gérilir. l

Bu 6nermeden faydalanarak K =Q(+/d) kuadratik sayl cisminin birimleri
asagidaki gibi belirlenir.

d <0 olsun. d=2, 3 (mod4) ise {1, \/a}, K cisminin tamlik tabani olmak
uzere, a €O, elemani x,y eZ i¢cin a=Xx+ y\/a biciminde ifade edileceginden,
a'=x—y/d igin N(a)=(x+y~/d)(x—-y~d)=x2-dy? olur. 1.6.1. 6nermeden
a=x+yvJd birim oldugundan x2?-dy?=F1 denkleminin sonlu sayidaki

¢ozumleri K imajiner kuadratik sayi cisminin birimlerini verecektir.

d=1(mod4) ise (1, 1+2\/a) K nin tamlk tabani olmak Uzere, ae O,
elemani x,y e Z igin a= X+Z\/E biciminde ifade edileceginden,

PRETET)

2 2



2 2

X° —dy
4

bulunur. 1.6.1. Onermeden vyararlanarak o birim oldugu igin =+1

bulunur. O halde x> —dy? =F4 denkleminin sonlu sayidaki ¢éziimii K = Q(~/d)

cisminin birimlerini verecektir.
Bu ifadelere gore imajiner kuadratik sayi cisimlerinin birimleri igin

asagidaki dnerme verilebilir.

1.6.2. Onerme

K =Q(+/d) imajiner kuadratik sayi cismi olsun. i = -1 ve j= _1;£|

olmak Uzere,
i) U,={F1,7i}}
i) U, ={ F1, 7j, 7j* |}
iii) d=—-1,-3 ise U, ={1, -1 }}

bicimindedir.

1.6.3. Onerme
K=Q(/d) reel kuadratik sayi cismi olsun. K cisminin Ug birimler
grubu,
U, :{183 | seZ }}

olacak bigcimde bir €, >1 birimi bulunabilir.

1.6.1. Sonug
s keyfi bir tamsayi oldugu i¢cin K cisminin Ug birim grubu sonsuzdur. C

sonsuz devirli arpimsal bir grup olmak tizere, U, ={1,-1}x C dir.

1.6.2. Tanim
K =Q(\/a) bir reel kuadratik sayi cismi olsun. K cisminin 1 den buyuk

birimlerinin en kligugu €, ise, €, elemanina “temel birim” denir.



1.6.4. Onerme

X +y/d

2

K =Q(~d) reel kuadratik sayi cismi, x,yeZ icin n= eK ise

asagidaki ifadeler gergeklenir.
i) n bir birimdir < x*-dy®>=F4 olmasidir. Ayrica n bir birim ise
n>1< x>0, y>0 1r.

Xi"‘Yi\/a
2

N, <N, < X;<X,,Yy,<Yy, 'dir. (Weiss, s.239)

i) n = (i=1,2 vex,y, €Z igin) birden buylk birimler ise;

Reel kuadratik sayi cisimlerinde temel birim, d=1(mod 4) olmasi

durumunda x* —dy® =¥4 ile ifade edilen diophantine denkleminin 1 den biyiik

en KUgUk (Xo,Yo) pozitif tamsayi ¢ozimuU yardimiyla belirlenebilmektedir.

1.6.3. Tanim

d=n?+r kare carpansiz pozitif bir tamsayl rl4n ve —n<r<nise
Q(+/d) cismine “Richaut-Degert (R-D) tipinden sayi cismi” denir.

r=¥1,¥%4 ise Q(\/a) cismine “dar (narrow) anlamda”, aksi halde, “genis
(extended) anlamda Richaut-Degert (R-D) tipinden reel kuadratik sayi cismi”

denir.

Bu cisimlerin temel birimleri, sgnr, r nin igaret fonksiyonu olmak uzere,

n++/d Jr|=1ise (N(e,) = -sgnr)
£, = n+2\/a | =4ise (N(g,) = —sgnr)
(2n? +1)+2n/d

= 1,4 ise (N(gg)=1)

I

bigiminde belirlenmistir.



1.7. KUADRATIK SAYI CiSIMLERININ SINIF SAYILARI

1.7.1. Tanim
K =Q(+/d) kuadratik sayi cisminin biitiin kesirsel idealleri ideallerin

carpma islemine goére carpimsal bir grup olustururlar. Bu grubu G ile, G nin
esas ideallerinin olusturdugu grubu da E ile gosterelim. G/E bdlim grubu
sonlu bir gruptur. G/E  boélum grubuna K cisminin “sinif grubu” bu grubun
eleman sayisina da K cisminin “sinif sayisi” denir ve hg ile gosterilir.

Bu nedenle cismin kesirsel idealleri grubu siniflara ayrilmis olur. Bir
sinifin herhangi iki idealine “denk idealler” denir ve A ~ B biciminde gosterilir.
Ayrica iki kesirsel idealin denkligi,

A~B < A=(a)B
olacak bicimde 30=aeO, vardir, seklinde ifade edilir.

Kesirsel ideallerin bir sinifinda tam idealler de vardir. Ayrica A bir

kesirsel ideal ise 30z2aeO, i¢in aAcO, oldugundan ideal siniflarinin

Ozellikleri ve sinif sayisi ile ilgili sonuglari elde etmek igin yalnizca tam idealleri

g0z 6nune almak yeterlidir.

1.7.2. Tanim

A ve B, K=Q(+/d) kuadratik sayl cisminin denk ve tam idealleri ise
(@)A = (B)B olacak bigimde 3 a,BeO, vardr,

Eger N(a.B)>0 ise elde edilen siniflara “dar anlamda sinif’ denir. Bu
siniftaki ideallerin denkligi A =B ile gosterilir. Dar anlamda sinif sayisi da hy ile
gosterilir.

Eger N(a.B)>O kosulu gerekli degil ise elde edilen siniflara “genis

anlamda sinif” denir ve sinif sayisi hg ile gosterilir.



1.7.1. Teorem

K:Q(\/a) kuadratik sayi cisminin diskriminanti A ve temel birimi €
olsun. Bu durumda,

i) A<O = hg =h,

h: =h, ,N(e,)=-1icin

i) A>0 = o
hy =2h, ,N(e,)="Tigin

kosullari gergeklenir.
Kanit:
a+b-/d a? —b?d

€O, icin N(x)= 2

oldugundan, her a,B <O, igin N(a.p)>0’dir. Bu durumda dar anlamda

>0

i) A<O durumunda her x-=

siniflar ile genis anlamda siniflar aynidir. Oyleyse h;. =h, 'dir

ii) A>0 olsun.

N(e,)=-1 durumunda, (a)A=(B)B=(¢,.B)B biciminde yazildiginda
N(a.B), N(aBe,) den biri pozitif olacaktir. Bu durumda dar anlamda siniflar ile

genis anlamda siniflar ayni olacaktir. Bu nedenle h, =h, ’dir.

N(sy)=1 durumunda, Va,BcO, igin N(aB)>0 kosulu her zaman

gerceklenemez. Bu durumda A ~B veya A ~B+yd den biri gerceklenir. Bu

durumda h, =2h, dir. Yani, genis anlamda her denklik sinifi dar anlamda iki

denklik sinifinin birlesimidir ([4]).

1.7.2. Teorem
K= Q(\/a) bir kuadratik sayi cismi, M, Minkowski Siniri ve A, K cisminin

diskriminanti olmak tzere, K cisminin her ideal sinifinda,

JA

7 d>0ise
NP)<M, =
. ‘ &d<0i3e
I



olacak bigimde bir P tam ideali vardir.

Bir cebirsel sayi cisminin ideal siniflari sayisi sonludur ([25]).
1.7.2. teoremden faydalanarak Minkowski sinirt  yardimiyla bazi sayi
cisimlerinin sinif sayilari belirlenmigtir. Ancak Mg siniri buyldikge bu yontemle

sinif sayisini hesaplamak da zorlagsmaktadir.

1.7.3. Teorem

Bir sayi cisminin diskriminanti tek bir asal ¢arpan igeriyorsa, sinif sayisi
tektir ([4]).

1.7.4. Teorem

K =Q(\/a) cisminin sinif sayisinin 1 olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

K cisminin Ok tamlik halkasinin bir esas ideal bolgesi olmasidir.

Kanit:
= hy=1 ise VAcO, ideali icin A~O, dir. Bu durumda
30+a,BeO, igin (a)A=(B)O, =(B) olur. Bu ise Ix e A igin ax =B oldugunu

yani; X = B € A oldugunu belirtir ki A = (Ej esas idealdir.
a

a
< : O, bir esas ideal bélgesi ise 0% a, <O, olmak iizere her A =(a),
B = (B) idealleri igin;
(B)A=(a)B vyazilabileceginden A~B oldugu elde edilir ve bdylece
h, =1 dir.

1.7.1. Onerme
A tamlik halkasinin bir ideali ve h,, K cisminin sinif sayisi ise, A"

bir esas idealdir ([26]).



1.8. BASIT SUREKLI KESIRLER

1.8.1. Tanim

Xo,X1,..., Xk reel sayllar 1<i<k igin x; >0 olsun. Bu sayilar ile belirlenen,

< Kgy Xqpeeny Xy >= X, +

kesrine “pozitif sonlu surekli kesir” denir.

< Xg,Xy5---, X > pozitif sonlu surekli bir kesir olmak uzere, x,Z ve
1<i<k igin X, € Z, ise <X,,X;,...,X, > Kesrine “basit strekli kesir” denir.

Bu kisimda surekli kesir denilince sadece pozitif, sonlu ve basit olanlar
kastedilecektir.

Sonlu bir surekli kesir asagidaki bicimlerde gosterilebilir:

1 1
< Xy Xy Xy >y <Xy < Xppeeny Xpg 3> < Xy Xy, — >, Xy +————————.
X < Koy X >

1.8.1.Teorem
(@, b) =1, a,beZ ve b>0 olmak Uzere % bigimindeki bir rasyonel

say! sonlu bir surekli kesre esittir. Tersine sonlu surekli kesrin her degeri bir
rasyonel sayidir.
Kanit

(@, b) =1, a,beZ ve b>0 olmak Uzere, r:% olsun. a yi b le

Euclide Algoritmasina gore bodlersek,



a=qb+r, ,0<r, <b

b=aqr, +r, ,0<r <,
o = Q. +1; ,0<r, <, (Vi>1igin g, eZ")
M2 = Ayl

sonlu surekli kesri elde edilir. a<0 olabilir. Bu durumda q, <0 uygun bir
bicimde secilerek 1<i<k igin g, >1 olmasi saglanir.

Teoremin tersi, bir merdiven kesrin rasyonel sayl degeri bulunarak elde
edilir.
1.8.1. Sonug¢

: a
Bir r:E rasyonel sayisi,

. <r>=<r-1,1> - reZ ise
- <qo’q1""qk >=< qo’q1’--"qk_1’1> 1 r%Z |Se
bicimindedir.

Rasyonel sayilar ile sonlu surekli kesirler arasinda birebir egsleme vardir.
Her reQ igin r=<q,,q,....,q, > ve r>1 ise 1:< 0,9,.9,--..,q > dir.
r

Verilen sonlu bir surekli kesrin rasyonel sayl degerini bulmak, basamak
sayis! arttikga zorlasir. Bu nedenle ilk birkag basamak degeri igin dogrudan

hesaplama yapilarak asagidaki rekurans degerleri elde edilir.

<q, >:q—°, <d,,9, >:qo+i:w’ <Q,,0;,q, >= 4,99, +q, +q,

1 q; q; 4.9, +1




oldugu gbéz 6ntine alindiginda, P, =0, P, =1, Q , =1, Q, =0 06zel degerleri
secilirse,
Po=q, =d.P4+P, , Pi=q,q,+1=qP, +P,
Q,=1=q,Q,+Q, , Q,=q9,=9,Q,+Q
esitlikleri elde edilirve k>0 icin
P.=q.P._,+P_,
Q =9,Q.,+Q,
biciminde {P,} ve {Q,} tamsayi dizileri elde edilr.

Buradan agagidaki sonuglar soylenebilir.
i) k>0 icin Q, >0dir.
i) k>0i¢inQ, >0 ise 0<Q, <Q, <.....’dI.
iii) Q, >k’dir.

1.8.2. Teorem
Herhangi bir x pozitif reel sayisi igin,

xP,_ +P_,

< ,Quyeeees Qe X >=
d,,9; Q1 xQ, ,+Q, ,

gerceklenir.

1.8.3. Teorem

i) Eger her k>0 icin tamsayisi igin ¢, =<q,,q,,...,q, > alinirsa,

Cy = <dy,0y,---, 0y >:i olacaktir.
Q,

ii) Her k>-1 igin,

gk
RQ,-R.Q=-f" , C,—Cq = % denklemleri
k k-1

ve



k (—1 )qu - .
P.Q_,-P_Q =(-1)q, , ¢ —-C =" esitlikleri
saglanir.

iii) ;—" indirgenmistir ve budaher k>0 icin (P,Q,)=1 olmasidir.
k

1.9. SONSUZ SUREKLIi KESIRLER

1.9.1. Tanim

Pozitif sonlu surekli kesir tanimindaki k degeri sonsuz ise elde edilen
surekli kesre “sonsuz surekli kesir” denir ve <q,,q,,... > ile gosterilir.

Sonsuz surekli kesrin ilk Kk teriminden olusan sonlu surekli kesir

C, =<d,,9;,---,4, > biciminde olup buna sonsuz surekli kesrin k. yaklagimi

denir. EGer k c¢ift ise c, “cift yaklasim” k tek ise c, “tek yaklagim” olarak

adlandirilir.

1.9.1.Teorem
i) Cift yaklasimlar dizisi duzgun artar.
i) Cift yaklasimlar dizisi dizgun azalir.

iii) Tek yaklagimlar gift yaklagimlardan buayuktur.

Kanit

Her k cift sayisiigin ¢, —¢,, ve ¢, —c,, i¢in 1.8.3 Teoremindeki
P.Q,, -P.,Q, =(-1)“q, esitliginden

P _Pe T ise c,=C,,+ 9% bulunur. Her
Qk Qk—2 Qka—Z Qka—Z
k>0 icin Q, ve q, degerleri pozitif oldugundan c, , <c, elde edilir.
Her k>1 tek sayisiigin benzer bicimde c, =c, , ~ % pyunur.
Qka—z

Q, ve q, degerleri pozitif oldugundan c, , >c, olur.
PQ ,-P.Q=(1f" esitligi alinirsa, her j>0 ve i=2j+1 igin



P2j+1 _ sz _ 1 1
sz sz szsz+1 Q21Q21'+1
Bu durumda, her r,s>0 igin r=s ise c, , <c, esitsizliginden

Cy. >C, >C,, [I<s ise C,,<C, esitsizliginden c, ,>C, ,>C, Ve

iSe  Cyyq =Cy+ Ve Cy,, >Cy bulunur.

C,.; > C,, esitsizlikleri elde edilir.

1.9.2.Teorem
<dq,,9,d,... > sonsuz surekli kesri igin

i) Lim c, Mmevcuttur ve r, s herhangi iki pozitif tamsayi olmak Uzere
—0
c, < limc, <c,,, sadlanir.

k—o0

i) Limck= <d,,94,9,... > olur.
—0

i a=<q,,q,q,...> ise [a]=q, ve a:qo+; dir.
<y, Gppene >

([x] :x elemaninin tam degeridir.)

Kanit
i) 1.91.Teoremden {CZK} artan ve herhangi bir tek yaklasimla Ustten

sinirh oldugundan, limc,, meveuttur. Benzer bigimde {cx..] azalanve
—o

herhangi bir ¢ift yaklagimla alttan sinirli oldugundan lim C,,1 de mevcuttur.

: : : 1 .
1.9.1. Teoremden limc, = limc, + lim——— bulunur. {Qk} artan bir
k—o k—w k—>o0 QkQ2k+1

dizi ve Q, 20 oldugundan son limit sifir olacagindan limc,, = limc, elde
k—w * k—

edilir. Bu da tek ve cift yaklagimlar dizilerinin limitlerinin ayni oldugunu gosterir.
Buradan limc, = limc, =limc,,, saglanir ve c, < limc, <c,,, olacagi
k—0 k—»0 k—o k—»0
aciktir.
T , U . 1
i) ,iii) c, < II(lm C, <C,,, esitsizliginde r=s=0 alinirise q, <a<q, +—
—0
1
elde edilir. g, >1 oldujundan q, <a<gq,+1 ve buradan [a]=q, bulunur.

Ayrica c,= <(q,,9;,9,... > oldugundan

, 1 1
a=Ilimc,=q, + =q, +

koo k— ©<q,,qq.... > <0y, yqyeen. >

olarak elde edilir.



1.9.3. Teorem
Her sonsuz surekli kesir bir irrasyonel say! belirler.

Kanit:
a=<4q,,q9;, ...> sonsuz surekli kesri bir rasyonel sayi belirlesin, n sonlu
olmak uzere,
A =<(,,dq, .- >=<PgsP1r--sPy >
olacaktir. Bu ancak ilk n terimin esit olmasiyla mimkuindur.

Bu durumda, <q,,q,,1,-... >=<p, >=P, € N" olur ki, bu bir geligkidir.

1.9.4. Teorem
Her a irrasyonel sayisi bir tek surekli kesre esittir ([24]).

Dolayisiyla a irrasyonel sayisi ile sonsuz surekli kesirler arasinda birebir
bir esleme vardir.

a=<4q,,q, ...> bir sonsuz surekli kesir olsun.
A, =<0y,0y., ---> bicimindeki sonsuz surekli kesre a kesrinin “k-inci
tamlayani” denir.

d, €Z, 94,95,.-,9x 4 €Z, Ve B=<p,,p4,...> 1 den buyuk bir irrasyonel
sayl ise,

<oyt A 1sB >=< Ay, Aqseees Ay 15P o s Psernne >

saglanir.

1.10. PERIYODIK SUREKLIi KESIRLER

1.10.1. Tanim
a ile b sifirdan farkl rasyonel sayilar ve d kare ¢arpansiz bir tamsayi

olmak Uzere,

a:a+b\/a



sayisina “kuadratik irrasyonel say!” denir.

1.10.1. Onerme

Her a kuadratik irrasyonel sayisi, d kare g¢arpansiz pozitif tamsayi ve

o d

s|d—r? , r ve s sifirdan farkl tamsayilar olmak (izere, r+vd biciminde yazilir.
s

Kanit: a=a+b+/d seklinde olsun. r ile s sifirdan farkli tamsayilar olmak

U+V\/a

w

uzere; a= seklinde yazilabilir. Karekokun isareti pozitif olacak

bicimde,

W |+4/w?d, _u, +4/d

wiw| W,

o(_u+\/v2d CUHyd, W
= ==

yazilisi mimkanddr. d; ve d tamkare degildir.

Ayrica, d-u? =w?d, —u"®w? =(d, —u’*)w” oldugundan Fw, =w?|d-u?

elde edilir. Bu durumda, r=u,,s=w, alnirsa, a= r+\/a istenen yazilistir.
s
1.10.2. Tanim
a=<q,,qq, ... > bir irrasyonel say! olsun. Sonlu bir adimdan sonra gy lar

periyodik olarak esit degerler aliyorsa bu kesre “periyodik surekli kesir” denir.

A =<0,,9¢:955---, 9,1, Q> D15+ Ay 215>

biciminde gosterilir ve L sayisina “kesrin periyod uzunlugu” denir.

1.10.1. Teorem

Herhangi bir periyodik surekli kesir bir quadratik irrasyonel sayiya
karsilik gelir, tersine bir quadratik irrasyonel sayinin surekli kesre acilimi
periyodiktir ([24]).



1.10.1. Lemma
. - r, +vd 2
a=<4q,,q,, ...> bir kuadratik irrasyonel say| ve a=aq, = s s|d-r~,

rve s sifirdan farkli tamsayilar ise,

M1 = QSi — Iy
d-r2, (1.1)
Sy

Sk+‘1 -
rekdrans degerleri ve k >0 igin,
i) r, ve s, #0 birer tamsayidir.
ii) s |d—r? dir.

4 d

k

i) a, = dir.

++/d

(0]

T g
Ozellikleri kullanilarak a=a, =-°

kuadratik irrasyonel sayisinin sonsuz

surekli kesre acgilimi elde edilir.

1.10.2. Lemma

reVd

° s

bir kuadratik irrasyonel sayi ve a elemaninin eglenigi

a' olsun. Eger n>1 tamsayisiicin a , <0 ise,
i) -1<a; <0
ii) 0<r, <+/d
iii) 0<s, <2Jd

kosullari gergeklenir ([24]).

1.10.3. Tanim
Bir surekli kesrin periyod disinda kalan elemani yoksa bu kesre

“purperiyodik (tamamen periyodik) kesir” denir.



1.10.4. Tanim
a bir kuadratik irrasyonel sayi ve a’, a nin eslenigi olsun. Eger a>1,

-1<a’'<0 ise a ya “indirgenmis kuadratik irrasyonel say!” denir.

1.10.2. Teorem
Bir o kuadratik irrasyonel sayisinin sonsuz surekli kesrinin pur-

periyodik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul o nin indirgenmis olmasidir ([24]).

1.10.3. Teorem
d kare carpansiz bir tamsayi olsun. o kuadratik irrasyonel sayisinin

sonsuz surekli kesre acilimi;

a=+d ise, <q,,q;,...,2q, >

a:1+JE
2

ise, (a>7igin) <q,,q9;...,29, —1>

bigcimindedir (Hasse [5]).

1.10.5. Tanim
a=a+byd kuadratik irrasyonel sayl olsun. d=1(mod4) ise A=d,
d=2,3 (mod4) ise A=4d bicimindeki A >0 sayisina “a nin diskriminanti”

denir.

1.10.6. Tanim
an+b

¢, n reelsayilariigcin ad—bc=F1 (a,b,c,de Z) olmak lzere ¢ = on+d
+

saglaniyorise ¢ ve n ya “denk sayilar denir” ve ¢~n ile gosterilir.

i) € ve n gibi ikiirrasyonel sayinin denk olmasi igin gerek ve yeter sart

bunlarin surekli kesre acilimlarinin sonlu adimlardan sonra tamamen ayni

olmasidir ([14]).
ii) Butun irrasyonel sayilar birbirine denktir ([24]).



iii) Denk kuadratik irrasyonel sayilarin diskriminanti esittir.

iv) Her kuadratik irrasyonel sayi ayri diskriminanta sahip bir indirgenmisg
kuadratik irrasyonel saylya denktir.

v) & ve n indirgenmis iki irrasyonel sayi olsun. Asagidaki denk
kosullardan biri saglanirise ¢~n dir.

a) £=21*P L4 be=F1(ab,cde2)

cn+d
b) ¢=<q,,9;,--.9,,.,N>, 9, €Z, i=0,....... m-1

C) N=<P,,P1--Pr1,&>, P, €L, i=0,....... n-1



Il. BOLUM

TEMEL BiRiMININ NORMUNUN -1 OLMASI DURUMUNDA SINIF
SAYISI TEK SAYI OLAN REEL KUADRATIK SAYI CiSIMLERININ
INVARYANT DEGERLER YARDIMIYLA BELIRLENMESI

Temel birimin normuna bagh olarak, belirli tipteki reel kuadratik sayi
cisimlerinin sinif sayilarinin belirlenmesi icin, R. A. Mollin - H. C. Williams, S.
Katayama, H. Yokoi, H. Taya - N. Terai, H. K. Kim, M, - G. Leu — T. Ono c¢esitli
yontemler geligtirmislerdir. 1990 yilinda Shin-Ilchi Katayama ve Shigeru
Katayama dirichlet sinif sayisi formalinu kullanarak temel birimin normu -1
olup sinif sayisi 1, 3 yada 5 olan reel kuadratik say! cisimlerini belirlemiglerdir
([8]). 1998 yilinda F. Karaali ve H. iscan temel birimin normunun +1 olmasi
durumunda 1<u <100 igin invaryant degerler yardimiyla sinif sayisi 1 veya 2
olan reel kuadratik say! cisimlerini belirlemiglerdir ([7]).

Bu bolumde, D kare carpansiz bir tamsayi, ¢, = t+;\/5 >1, Q(\/B)

reel kuadratik sayi cisminin temel birimi olmak Uzere, temel birimin normunun

-1 olmasi durumunda 1<u <100 i¢in D nin uygun bir degeri hari¢ sinif sayisi

tek say! olan reel kuadratik sayi cisimlerinin belirlenmesi amaclanmistir.
Burada N(e,)=-1 olan reel kuadratik sayi cismi k :Q(\/ﬁ), k cisminin

sinif sayisi hy, diskriminanti d. kronecker karakteri x, ile gosterilecektir.
Ayrica, N:Q(+/D)—Q norm fonksiyonu, [x] ile de herhangi bir x

elemaninin tam degeri gosterilmektedir.



2.1. Onerme
D kare carpansiz pozitif bir tamsayi olsun. Eger, t> —Du? = —4 denklemi

¢Ozllebilir ise, p, ve q; ler mod 4 e gore 1 e denk asal sayllar, e; ler pozitif

tamsayilar ve d,, d,, 0 yada 1 olmak tzere, D ve u;
D=2"T]p;, u=2"]]aqy
i j

biciminde asal carpanlara ayriir. Ayrica D=2 (mod4) ise t=0 (mod2),

u=0 (mod2) dir.

Kanit:
t> —Du® =—4 Pell Denklemi c¢oziilebilir ise t* = -4 (mod Du?)’dir. p,
Du? nin herhangi bir asal ¢arpani olmak lizere t*>=-4 (mod p) elde edilir.

—_ p_1
Buradan 1:(?4j:(—1) oldugu kullanilarak p=1(mod4) bulunur. Eger

u=0 (mod4) saglanirsa t>-Du’=-4 denkleminden t=0(mod2) olur.
u=4u,, t=2t, olarak alindiginda t>-4u®=1 elde edilr. Bu durumda

t2 = —1(mod 4) olur. Bu bir geligki oldugundan u=0 (mod2) olmalidir.

2.2. Onerme
k =Q(+/D) cismi igin N(e,)=-1 iken, sinif sayisi h, tek sayi ise p,

p =1(mod4) saglayan bir asal olmak Uzere, D = p dir.

Kanit:
N(e,) = -1 oldugundan kuadratik say! cisimlerinin cins teoreminden h,,
k nin dar anlamda sinif sayisi h, bir cinsteki siniflarin sayisi ve t, D nin farkli

asal carpanlarinin sayisi olmak tizere, [5] den h, =h; =2"'h, saglanir.



he tek sayl oldugundan 2''=0 olmalidir. Bu t=1 olmasi sonucunu

vereceginden 3 p asal icin D = p bulunur. 2.1. Onermeden p =1mod(4)

olacagi agiktir.

2.1. Lemma

D kare garpansiz bir tamsayi ve N(e,)=—-1 olmak Uzere,
V, ={v| 0<v<u?, v?=-4(modu?) }}
(V, W) ={(v,W) | veV,, vi+4=wu? }}|
bigiminde iki kime tanimlansin. Herhangi bir D igin,
t=u’n+v
D=u’n’*+2vn+w

olacak bigimde tek sekilde tanimlanan neN,=NuU{0} ve (v,w)e(V,W),
degerleri vardir. Ozel olarak u>2 ise 0<w<v<u?® ve {%} =n dir ([31]).

Kanit:

D_={ DeD| N(,)=-1} temel biriminin normu -1 olan tim

Q(\/B)cisimlerini belirleyen kare g¢arpansiz tamsayilarinin kiimesini gostersin.

Herhangi bir DeD _ igin [%}zn ve t=u?n+v alinirsa, bu durumda
u

n ve v sayllart neN,, 0<v<u® olacak bigimde tek sekilde tanimlanir.

Buradan,

Du?=t*+4=(Uun+v)*+4=u’n*+2u’nv+v? +4
ve

v? +4 =0 (modu?)
bulunur. Bu da veV, oldugunu gésterir. v>+4=wu’ alinirsa, w da tek
sekilde tanimlanmig olacagindan (v,w) e (V,W), olacaktir. Ayrica,

Du’=t*+4=Un+v)>’+4=u’n*+2u’nv+v?+4 ve v?>+4=0(modu?)



2

. . ve+4
ifadelerinden D =u’n? +2nv + .
u

=u?n? +2nv +w elde edilir.

u > 2 durumunda, 0<v<u® esitsizliginden w.u?=v?+4<u’+4
olacagindan w <u® oldugu gérilir. w=u? alinirsa, v +4 =wu? ifadesinden
u*-v? =4, (uU*-v)(u®+v)=4 olur. Bu ise u > 2 durumuyla celisir. Oyleyse
0 <w <u? olmalidir. g(x)=-x*+u’x—-4 polinomu géz éniine alinirsa,

g(1)=-1+u*-4=u*-5>0
ve
gw)=-w?+u’w-4, gw)=vi-w?>0,w’<v? w<v
bulunur. O halde,
O<w<v<u?
esitsizligi gerceklenir.
Sonug olarak, t=u’n+v ve D=u’n®+2vn+w oldudu kullanilarak

D=u’n’+vn+vn+w=tn+vn+w

olarak yazilabilir. Buradan

R e

bulunur. w+vn>0 ve

t—(vn+w)=t—vn-w=u’n+v-vn-w=n(u®-v)+v-w>0

oldugundan,

elde edilir.

2.2. Lemma (Tatuzawa)
O<a< ), saglayan herhangi bir o gergel sayisi icin d,,
d, >max{ e"*,e"? | saglayan bir pozitif tamsayi ve x,, modilii d, olan esas

olmayan primitif bir karakter olsun. Bu durumda x, karakterine kargilik gelen



L(s,x4) L-fonksiyonunun s = 1 noktasindaki degeri igin, d, nin uygun bir

degeri haric,

L(1,x,)> 0,655(0%)

k

esitsizligi saglanir ([27]).

2.3. Onerme

D kare carpansiz bir tamsayl olmak Uzere Q(\/B) cisminin temel

biriminin normu N(e,)=-1 ise t<ey <uyD ve u=2 ise ¢, <D saglanir.

Kanit:

_t+u\/5

€5 >1 temel biriminin normu N(g,)=-1 ise t* —Du® = —4dir.
2

Budurumda, t>=Du?-4 = t=+Du?-4<uJD olur ve buradan

:t+U\/5<U\/6+U\/6:u\/_

D esitsizligi gerceklenir.

° 2 2
u=1igin;
t?-Du’ =t*-D=-4=1t"=D-4
= t?<D
:>t<\/5

olur. Bu durumda, iz =t<+D oldugundan % >1 olarak elde edilir.
u u

u>2 icin 2.1.Lemma’dan 0<w <u® ve t=u’n+v oldudu kullanilarak

t % o t \ t
— =n+— yazilr. n=0 oldugundan —--n=—-<1olur. Buradanda — >1

u u u u u
oldugu gorulir.

2
t> —Du® = -4 denklemi t—2=D—iZ:(D—g)(D+g) biciminde yazilirsa,
u u u u



t 1
D>t—>D-—— 2.1
% > (2.1)

esitsizligi elde edilir. u=1 icin %21, u>2 igin Lz>1 ve (2.1) esitsizliginden
u u

t < D bulunur. Ayrica u=2 durumunda t*>+4 =Du’ ifadesinde t<D alinirsa

Du? <D? +4, Du? <D? buradanda uyD <D elde edilir. Sonug olarak,

t<ep, <uVD ve uvD <D oldugundan ¢, <D esitsizligi gerceklesmis olur.

2.3. Lemma (Davenport-Ankeny-Hasse-lchimura)

t+u\/5

D >1 kare garpansiz rasyonel bir tamsayl ve ¢, = > >1, QD)

cisminin temel birimi olsun. m >1 dogal sayisi i¢in,
x? —Dy? =F4m

diophantine denkleminin en az bir agikar olmayan ¢ozumu varsa,

Ny =1
m > t“ 5
U2 ’N(“:D):1

saglanir ([20])

2.4. Onerme

m tek, pozitif bir tamsayi olmak Uzere, sabit bir u elemani igin, h, >m
olacak bigimde bir ¢ gercel sayisi ve temel birimin u degerine bagh n>v(u)
oldugunda h, >m saglayan bir v(u) gercel sayisi vardir. (D nin uygun bir

degeri harig)

Kanit:
Dirichlet sinif sayisi formdlinden, y>11,2 gergel sayisi ve d, >e’

0,655 , 1

saglayan di nin uygun bir degeri harig, L(1, x,)> Tdk oldugundan,



_4d, 0,655vd,.d, "
h = L(1.X) >
2loge, 2yloge,

esitsizligi elde edilir.
N(ey)=-1 durumunda, €, <uvD ve D=1(mod 4) iken, D=d, oldudu
kullanilarak,

0 655 d 1211y
) My
y(2logu +logd, )

k

esitsizligi elde edilir. Ozellikle d, =e” igin

y-2/2
f(Iogu,y)=0’655—'e2 olarak ele alindiginda y>11.2 icin f(logu,y)

f(logu,c )= >m egitsizliinden c gergel sayisinin alacagi en

2clogu +¢?

kUguk ve en blyuk degerler ;

1<u <100 olmak Uzere,

., .,

0,655.e? 0,655.e?
h, > f(logu,c) =— =— >m 2.2
« > flogu.c) c(2log1+c) c? (22)

065507 065567 _
c(2log100+¢c) 9,21c+c?

h, > f(logu,c) = (2.3)

esitsizliklerinden bulunur. Ayni zamanda,

2 —
t? —Du® =—4 ifadesinden t=+Du’ -4 bulunacagindan Lz _\bu" -4

u u?

elde edilir. Buradan e® <D =d, =u®+2vn+w oldugu kullanilarak

[ 2 C
%ZL_A' (2.4)

u u?

egitsizligine ulagilir. (2.3) den



0,655.e2 . :F>m(9,21c+c2)

— == >m e
e(9,21¢c +¢?) 0,24
2 2\2
et Zm (9,21c +c*)
0,0576

esitsizligi elde edilir.

Bu esitsizlik kullanilarak,

u?(9,21c+c*)’m*

t S Jule® -4 S 0,0576
w - u? - u?

- (2.5)

_19,21c+c?)y’m* 4
(0,0576)u? ut

oldugu gorultr. (2.4) ve (2.5) esitsizliklerinden

t o [(9.21c+c?)*m® 4
u? (0,0576)u? u?
t

u2

elde edilir. v(u)= olarak alinirsa, v(u) invaryant degeri

_(9,21c +c?)*’m? 4
v(u)= 2 4
(0,0576)u u
olacaktir.
Buradan, n>v(u) saglayan n degerleri icin h, >m oldugu sonucuna
ulasihr.

O halde n>v(u) olan n degerleriigin h, >m (m: tek sayi) oldugundan

2\2 N2
OSn<v(u):\/(9’21C+C ym_4 invaryant degeri icin D=u’n®+2vn+w

(0,0576)u? u?

olmak uzere, K = Q(\/B) cisimlerinin sinif sayisi tek say! olabilir.



2.4. Lemma

D >1 kare garpansiz bir tamsayl ve q= 2 bir asal olsun. Bu durumda
asagidaki kosullar denktir,
i) e, x*-Dy?=74q° denklemi en az bir tam ¢dzime sahip olacak

bicimdeki en kiiglk tamsaydir.

i) (2]:1 dir ve e dogal sayisi Q(+/D) nin ideal sinif grubunda q
q

nun q,, q, (q, #q,) asal garpanlarinin mertebesidir ([20]).

2.5. Lemma
D >1 kare carpansiz bir tamsayi, q, (EJ:1 olan bir tek asal ve e,
q
Q(\/B) cisminin ideal sinif grubunda 9 nun g, (i=1,2) asal c¢arpanlarinin

mertebesi olsun. Bu durumda x? —Dy? =¥4q° Diophantine denklemi en az bir

tam ¢6zume sahiptir.

Kanit:

(2]:1 oldugundan q=gq,.q, biciminde asal c¢arpanlarina ayrilr.
q

9, =9, q°=(w) ve w= X+;\/5 biciminde alindiginda,
2 M2
4 =N(g)* ==

oldugu goriiliir ve bdylece x> —Dy? = ¥4q° denklemi bir tam ¢dziime sahiptir.

2.5. Onerme

k:Q(\/B) reel kuadratik sayl cisminin sinif sayisi h, =m gibi bir tek

sayl ise ve (EJ =1 saglayan bir tek asalise q™ >n dir.
q



Kanit:

(Bjﬂ oldugundan x*-Dy? =F4q° Diophantine denkleminin asikar
q

olmayan en az bir tam ¢ozumu vardir. (E] =1 oldugundan q=gq,.q, bigiminde
q

asal carpanlarina ayrilir.

X +y~D
2

q,=9, g°=(w) ve w-= bigiminde alindiginda,
x? —Dy?

6=N e=
q°=N(q) 2

oldugu gdriliir. Buradan x? —Dy? =¥4q° denkleminin bir ¢dziime sahip oldugu
cikar. N(e,)=-1 oldugundan 2.3. Lemmadan q° ziz olur. g™ >q° olduguna
u

; h t . _ t o
goére q* zu—2 yazilirru=1 iset=nolurve h, =m den q" zu—zzn saglanir.

u=2 igin t=4n dir ve qmzlz:%:n esitsizligi de saglanir. u>2 igin

u
» » 3 mo b uln+v v
t=u"n+v ve 0 <w<v<u® oldugu kullanilarak q" > —-= >— =N+— olur.
u u u
v g m e ens -
— <0 oldugundan g™ >n esitsizligi elde edilir.
u

2.1. Teorem

N(ep)=-1 durumunda 1<u<100 igin h, =3 olan D nin uygun bir

degderi hari¢, 31 tane k= Q(\/B) reel kuadratik sayi cismi vardir.

Kanit:
2.2. Onermede verilen yéntemler m tek sayisi olarak m=3 alindiginda,
n>v(u) olan n degerleri icin h, >3 olacagindan h, >f(logu,c)>3

esitsizliginden ¢ >16.18007 oldugu kullanilarak,



u? u?

IR 2

\/uzec _4 \/u2e16.18007 4 \/e16.18.007 4
2 2 =
u u

2
ifadesinden v(u)=,l(32621) —i4 alinabilir. Oyleyse,
u u
3261)> 4
O<n<v(u)= ( % ) e

esitsizligini saglayan n degerleri igin D=u’n’+2vn+w olmak (zere,
k =Q(~/D) reel kuadratik sayi cisminin sinif sayisi h, =3 olabilir.

Buna gore; h, =3 ise,

i) p=1(mod4) olmak Uzere, D = p asaldir.

i) (Ejﬂ olan bir q tek asal degeri icin g°® >n’dir. (2.5.0nermenin
q

kanitina benzer olarak elde edilir.)

(3261)2 4
w2 ut

iii) 0<n<v(u)=

kosullari saglandigindan bu bicimdeki D degerleri bu kismin sonunda verilmig
olan bilgisayar programi ve Y. Kida’nin UBASIC86 [10] programi kullanilarak
tespit edildikten sonra 1<u <100 saglayan u degerleri igin D nin uygun bir

degeri haric h, =3 saglayan 31 tane reel kuadratik sayi cismi elde edilmistir.

Bu teoremi saglayan u,v,w,n ve D degerleri 2.1.Tablo ile verilmektedir.

N(ep)=-1 durumunda sinif sayisi h, =3 olan bu cisimler arasinda

H.Yokoi'nin [31], S-I, S-G Katayama’nin [8,9] calismalarinda belirledigi

*

cisimlerde bulunmaktadir. Bunlar2.1.Tabloda sirasiyla *, ¢ ve A sembolleriyle
belirtiimistir. Tabloda, hi¢bir sembolle belirtimeyen cisimler literatirde
rastlamadigimiz bu yontemle elde edilmis yeni cisimlerdir. Ancak bunlar bagka

bir ydontemle 6nceden belirlenmis de olabilir.



2.1.Tablo

u v W n D

1 0 4 15 229 *e
1 1 5 14

1 0 4 27 733 *e
1 1 5 26

1 0 4 35 1229 *o
1 1 5 34

1 0 4 37 1373 *e
1 1 5 36

1 0 4 47 2213 *e
1 1 5 46

1 0 4 67 4493 *e
1 1 5 66

1 0 4 73 5333 °

1 1 5 72

1 0 4 97 9413 *e
1 1 5 96

2 0 1 8 257 *o
2 4 5 7

2 0 1 27 2017 *o
2 4 5 26

2 0 1 37 5477 °
2 4 5 36

2 0 1 47 8837 °
2 4 5 46

5 11 5 26 17477

5 14 8 13 4597 *
5 14 8 15 6053

5 14 8 23 13877

10 36 13 4 1901 *A
10 36 13 10 10733

10 64 41 9 9293 A
13 140 116 5 5741
25 261 109 4 12197 A
29 82 8 3 8069 A
34 76 5 2 4933 *A
58 1600 761 0 761
50 2136 1825 1 8597 A
65 1661 653 2 24197 A
65 3689 3221 0 3221 *A
65 3689 3221 2 34877 A
73 3777 2677 0 2677 *A
82 5968 5297 0 5297 A
82 5968 5297 1 23957 A

(h, =3, N(ep) =-1)




2.2. Teorem

N(ep)=-1 durumunda 1<u<100 igin h, =5 olan, D nin uygun bir

degeri haric 23 tane k=Q(+/D) reel kuadratik sayi cismi vardir.

Kanit:

2.1 Teoreminin kanitina benzer olarak 2.3.0Onermede m =5 alindiginda,
n>v(u) olan n degerleri icin k= Q(\/B) olacagindan h, > f(logu,c)>5
esitsizliginden ¢ >17.5201 oldugu kullanilarak,

2.¢ 2 17,5201 _
V(U)Z\/u e2 42\/ue i 4
u u
2
ifadesinden, v(u), v(u)= (63724) —i4 olarak alinabilir. O halde 0 <n <v(u)
u u

esitsizligini saglayan n degerleri icin D = u?n? +2vn +w olmak tizere k = Q(+/D)
reel kuadratik sayi cisminin sinif sayisi h, =5 olabilir.
Buna gore, h, =5 ise,

i) p=1(mod4) asal olmak Uzere, D = p dir.

.. (D . C 5 . . ,

i) [—j:1 olan bir q tek asal degeri icin g >n dir. (2.5. Onermenin
q

kanitina benzer olarak elde edilir.)

(6374)2 4
w?  ut

iii) 0<n<v(u)=

kosullari saglandigindan bu bigcimdeki D degerleri ayni bilgisayar programinda
katsayilar degistiriimek suretiyle tespit ediimis ve 1<u<100 saglayan u
degerleri icin D nin uygun bir degeri hari¢c 23 tane reel kuadratik sayi cismi
elde edilmigtir. Bu teoremi gercekleyen u, v, w, n ve D degerleri 2.2.Tablo ile
verilmektedir.

N(ep)=-1 olmak Uzere, sinif sayisi h, =5 olan cisimleri belirledikten

sonra bunlarin icinde H.Yokoi'nin [31], S-Il, S-G Katayama’nin [8] ve [9]



calismalarindaki cisimlerin de aynen elde edildigi
2.2.Tabloda *, e ve A sembolleriyle belirtiimigtir. Aynen h, =3 probleminde

oldugu gibi, higbir sembolle belirtiimemis olan cisimler bu galisma sonucunda

belirlenmis cisimler olup, literatirde gozlemedigimiz ancak dnceden belirlenme

ihtimalinin de olabilecegi yeni cisimlerdir.

gozlenmigtir.

2.2.Tablo

u v w n D

1 0 4 33 1093 *o
1 0 4 57 3253 *o
1 0 4 85 7229 °
1 0 4 103 10613 °
1 0 4 115 13229 °
1 0 4 137 18773 °
1 0 4 167 27893 °
1 0 4 193 37253 °
2 0 1 10 401 *eo
2 0 1 33 4357 *o
2 0 1 55 12101 °
2 0 1 73 21317 °
2 0 1 103 42437 °
5 11 5 18 8501

5 11 5 32 26309

5 11 5 54 74093

13 29 5 12 25037
26 140 29 8 45533 A
58 1600 761 3 40637 A
61 1364 500 1 6949 A
65 536 68 5 111053 A
85 2236 692 3 79133 A
97 1305 181 2 43037 A

(hy =5,N(gp)=-1)




. BOLUM

p=[2n+1)q]?F1 IGIN x?-py? =Fq DENKLEMININ
Q(“)ZULEBiLiRLiGi VE K :Q(\/E) CiSMININ SINIF SAYISI

K:Q(\/E) reel kuadratik sayi cismi hk, K cisminin sinif sayisi olsun.
Ankeny, Chowla, Hasse p=(2nq)2+1 asall igin (g: asal, n> 1), h1

oldugunu kanitlamiglardir ([1]). S.-D.Lang, p:[(2n+1)q]2 +4 asall igin
(q: tek asal, n>1) he>1 olacagini kanitlamistir ([12]). 1983 yilinda Yokoi
p:[(2n+1)q]2$2 asall ve q tek asall igin x2—py2:$q diophantine
denkleminin ¢dézimuine bagh olarak K=Q(\/E) cisminin sinif sayisini veren
bazi kriterler elde etmistir ([37]).

Bu bdlimde, Yokoi'nin bu galismasindan ve yukaridaki calismalardan

faydalanilarak, n>0 ve q tamsayilar olmak Uuzere p:[(2n+1)q]2$1 kare
gcarpansiz tamsay! igin x2—py2 =7Fq denkleminin ¢ozulebilirligi incelenerek

elde edilen kriterler yardimiyla K :Q(\/E) cisminin sinif sayisinin 1 olmasi igin

bir teorem verilecektir.

3.1. Tanim

D>1 kare-gcarpansiz tamsayisi ve m>1 tamsayisi igin m=s? ve

X, =Y, =0 (mods) ise (X,,y,) a x2-Dy?=F4m diophantine denkleminin

“asikar tam ¢6zUmu” denir. Denklemin bu ¢ézimunden farkh ¢ézimleri “asikar

olmayan tam ¢ozumler” olarak adlandirilir.



3.1. Teorem

p ve q farkl tek asallar olsun. Bu durumda x?2 —py2 =%q diophantine
denkleminin tamsayilarda en az bir ¢ozUmunun olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
g nun  Q(p) cisminde q=q.q' (g#q', Ng=Ng'=d, g=(W), ¢'=(W'))

biciminde esas asal ideallere ayrismasidir. Burada w, w'e Q(\/B) dir

Kanit:

Yokoi’nin [37] calismasindan yararlanilarak yapilacaktir. x?2 —py2 =7+q

2

denkleminin tamsayilarda bir (u,v) ¢6zUmuU varsa, u —pv2 =7Fq ifadesinden

2
uzzpv2(modq) saglanir. Buradan [&]:[B]ﬂ elde edilir. Kuadratik
q q

cisimlerdeki parcalanma kurallarindan q, Q(\/B) de tamamen pargalanir. Bu
parcalanis;

Trq:(u+v\/5)(u—v\/5)
bicimindedir. Burada

q:(u+v\/5) ve q':(u—v\/E)

Q(\/E) cisminde birinci dereceden esas asal ideallerdir. Ayrica Ng=¢.q'=q
esitligi saglanir.
Tersine, q, Q(\/E) cisminde ¢ ve ¢' gibi esas ideallere ayrisiyorsa,
w :u+v\/5, w’'=u-v,/p olacak bicimde u, v rasyonel tamsayilari vardir.
w,w’eQ(\/E) olmak tzere, g =(w) ve ¢'=(w’) olacaktir. Bdylece,

a=g.9'= Ng=| N(w)|=|u* —pv?|
esitliginden x? —py2 =7Fq denkleminin tamsayilarda en az bir ¢dézime sahip

oldugu gorular.



3.1. Lemma
¢, m pozitif tamsayllar ve m tamkare olmasin. Bu durumda

2

m>2¢ olmadik¢ga u —(£2+1)v2:$m denkleminin tamsayilarda ¢6zimi

yoktur ([12]).

3.1. Onerme

p kare carpansiz bir tamsayl ve q, p:[(2n+1)q]2—1 (n>0) saglayan

bir ¢ift tamsayl olsun. Bu durumda, x2—py2:$q denkleminin en az bir

¢6zume sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul p =3 olmasidir.

Kanit:
p=[(2n+1)q]2 —1 kare garpansiz tamsayisi i¢in, q, bir tek tamsayi ise
p=0 (mod4) olacagindan bu p nin segimiyle gelisir. q bir ¢ift tamsayi ise

p =3 (mod4) olur. Ozel olarak, p asal bir sayi ise, ¢=(2n+1)q alindiginda,

p:£2 —1=(/-1)(¢+1) olur. p asal oldugundan, /-1=1, /+1=p ifadelerinden

p=3ve /=2 bulunur. Buda g=2 olmasidir.
p= [(2n+1)q]2 —1 kare carpansiz tamsayisi ve q ¢ift tamsayisi icin
x2 —py2 =q denklemini gb6zonune alarak, tamsayilarda bir en kuguk

(x,y)=(u,v) ¢oziimiiniin varoldugunu varsayalim. Bu durumda, u? —pv? =q

olacaktir.

q> v?2 ise;

q= u? — ¢2v2 + v? ifadesinden q- v2 = (u=2tv)(u++¢v)>0 olur. a=u—"Vv,
b =u+ /v pozitif tamsayilardir. Bu tamsayilar kullanilarak elde edilen

K:bz;a, q:ab+v2 ifadelerive (a—-1)(b+1)=ab+a-b-1>0,ab-1>b-a
v

esitsizliginden,



< l(ab—1—2vab—2v3)
2v

< —i((zv3 +1)+(2v—1)ab) <0
2v
bulunur. Bu da celiskidir.
g<v? durumunda, Q(\/E) nin temel birimi €=/++v¢?-1 in normu
1=N(g)= N(£ +~V (% =1)=1, = N(u-vy (% —1)=u? —pv? ile garpildiginda,
q= N((fu—vv 02 —1)+uyr2 1 —v(fz _1))

=(lu-— w02 - ) (u- Ev) -1)

elde edilir.

v nin minimal segiminden |u-/¢v|>v olacagindan u-/(v>v yada

/V—uz=v olur.

u—/¢v=>v ise u>(/+1)v oldugu kullanilarak,
q=u?— (L% =1W? > (L +1)%vZ = (%2 =12 = (20 + 2)v?

2

q2(2€+2)v2 esitsizligi elde edilirki bu gq<v* segimiyle geligir.

/v—u>v iken (/—1)v>u olacagindan,

g=u?— (12 —1W? <(1=1)2v? —(£%2 =12 = (2-20)v? = —2v2 (1 -1)<0
bulunur. />1 igin q<-2v*(2¢-1) esitsizligi de qSV2 ile celisir. O halde
x2 —py2 = g denkleminin tamsayilarda ¢6zUmu yoktur.

x?2 —py2 =—q denklemi alinarak tamsayilardaki en kuguk ¢ozumunun
(x,y)=(u,v) oldugu varsayilirsa, u? —pv2 =—q olur. Burada v=1 ise
u? —(t2 -1wv? =u?-r2 +1=—q iken u?-r? =—q-1 bulunur. q en kigik Gift

tamsayi olarak yani; q=2 alindiginda, u?-r2=-3 = (u=2)(u+7)=-3 olur.
u+/=3, u—-¢=-1 esitliklerinden u=1, /=2 ve p=3 bulunur. Bu da

onermenin ifadesindeki uygun durumdur.



g=2,v>1 ve g>2,v>q durumlarinda Q(\/E) nin temel biriminin

normu, —q=N(u—V\/ﬁ):u2 —pv? ile carpildiginda v nin minimal segimi
ile, |v—u|>v eldeedilir. /v-u>v iken (¢/-1)v>u oldugu kullanilarak,
—q=u® (L2 =12 <(t-1)%v2 — (1?2 —1)?
=2v:(1-1)
= —2v?(/-1)
bulunur. Buradan, q> 2v2(£—1) olur. Bu ise her iki durumla da celigir.
u—/¢v>v iken u>v(/+1) oldugu kullanilarak,
—q=u? (2 =1W? 2 (L +1)2v2 (1% =12 =v2(20 +2)
esitsizligi elde edilir. Bu da bir geligkidir.
g>2 , v<q olsun.
-q:u2 —(62 —1)v2 =u?-r%v21v? = q+v2 =(/v—-u)(/v+u)>0 ve

/V—-u=a, /V+u=Db pozitif tamsayilardir. Bu ifadelerden /= a_+b ,

2v

q:ab—v2 saglanir. a>1,b>1 iken ab+1<a+b oldugunu kullanilarak;

0£2nq:€—q:a‘2—+b—ab+v2 :2i(a+b—2vab+2v3)
v v

< l(ab+1—2vab +2v?)
2v

= i((2v3 +1)—(2v —1)ab)
2v
elde edilir.
2v3 41
2V —

Buradanda ab< esitsizligi gerceklenir ve



q=ab—v2£2V3+1—v2=V2+1: V2

\Y
_+—
2v -1 2v-1 2 2(2v-1)

bulunur.
Eder v=1 yada v=2 ise qgg olur. Bu ise bir celiskidir. v>2 olmasi

durumunda 0< v+2 <1 esitsizliginden 20=V+ v+2 <v+1 vyani,
2v —1 2v -1

qSVTJr1 olurki buda qg>v olmasi ile geligir.

O halde x? —py2 =7Fq denkleminin g = 2 ve p = 3 durumunun diginda

tamsayilarda bir ¢6zUmuU yoktur.

3.2. Onerme

p kare carpansiz bir tamsayl, n>0 olmak Uzere, q, p:[(2n+1)q]2 +1

saglayan pozitif bir tamsayi olsun. Bu durumda x2—py2 =Fq denkleminin

2

tamsayilarda bir (x,y)=(u,v) ¢d6zUmu varsa, q<v“ saglanir.

Kanit:

p=[2n+1)qf +1 kare-garpansiz tamsayis! igin eger, q bir tek tamsay!
ise p=2(mod4), q cift tamsayiise p=1(mod4) olacaktir.

x?2 —py2 =%q denkleminin ¢6zimu igin, q# a® (VvaeZ") alinirsa, 3.1.
Lemmadan q>2(2n+1)q celiskisi ortaya ¢ikar. Bu durumda denklemin agikar
olmayan tam ¢dzimiinin olmadigi aciktir. Oyleyse, q:a2 olmasi durumunda
¢6zUm aranabilir.

p= [(2n +1)q]2 +1 kare-carpansiz tamsayisinda /=(2n+1)q alinirsa,
p=/¢*+1olur.

Oncelikle, x> —py? =q denkleminin tamsayilarda en az bir (x,y)=(u,V)

¢6zUmUunun oldugu varsayilirsa, u? —pv2 =q elde edilir.



q>v? ise;

q=u2—(€2 +1)v2 =u?-r?v2-v? = q+v2

=(u—-/tv)(u+/¢v)>0 ve u—/tv=a,
u+/¢v=>b pozitif tamsayilardir. Bu ifadelerden /= bz;a , g=ab —v? saglanir.
v

b—a<ab-1 oldugunu kullanarak;

0<2nq=/-q=""2 _ab+vZ=_"(b-a—2vab+2v?)
2V 2V

<1 (ab—1-2vab+2v®)
2v
1 3

- 1 @v® —1)=(2v—1)ab)
2v

bulunur.

3 —
Buradanda ab<

esitsizligi gerceklenir.

3 —_— —
q:ab—v2 < 2v 1—v2 v,V 2 < v+ egitsizliginden
2v -1 2 2(v-1) 2

q< VTH cikar, buda g>v? secimiyle celisir.

2

g<v durumunda Q(\/E) nin temel birimi € nun normu,

N(e)= N(£+~¢? +1)=—1 ifadesinin karesi, q=N(u—-v+y(?+1) ile garpilirsa,

q =N(u—V\/£2 +1).N(2€2 +1+ 20402 +1)

= (u? +2ur? —20v(0? +1))? —(20%v —2ur - v)? (02 +1)
esitligi elde edilir. v nin minimal se¢iminden,
‘2€2v—2u€—v‘2v
dir. Buradan,
20°v-2ul-v>=0 ise 2/*v-2ul-v=V
ya da
20°v-2ul-v<0 ise 2ul+v-2/*v>v

yazilabilir.



20°v-2ul-v>v ise ul<v(/?-1)
olur. Buradan
q =u? —(fz +1)v2 = €2q=£2u2 —(62 +1)v2 £v2(€2 —1)2 —(62 +1)v2€2
=v2(1-3¢?)
bulunur.

¢>1 iken 1-3¢2 <0 olur ki bu bir celigkidir.

2uf+v—-2¢v>v ise u>/v olur. Buradan,
q=u?—(£%2 +1)Vv? > 12v% — (12 + 12 = —v?
yani, qz—v2 esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik ise tim q ve v degerleri igin
dogrudur.
Simdi de x?2 —py2 =—q denklemi alinarak tamsayilarda en az bir
(X,¥)=(u,v) ¢6zimine sahip oldugu varsayildiginda;

q> vZ durumunda,

—q:u2—(€2+1)v2 = q—v2 =1%v? —u? =(v—-u)(/v+u)>0
saglanir. Burada a=/v-u>0, b=/v+u>0 rasyonel tamsayilardir. a ile b

ifadelerinden /= % , gq=ab+ vZ ve a+b<ab+1 oldugu kullanilarak,
v

032nq=z-q=—%((zv3 ~1)+(2v—1)ab) <0
2v

bulunur ki bu da celigkidir.

q= v2alinirsa, 3.1.Tanimdan u=v = 0(modv)olacagindan x2 —py2 =7¥q

denkleminin asikar bir tam ¢6zimu vardir.
q< v?2 durumunda,

N(£+4 0% +1) = N(g) = -1

normunun karesi ile

N(u+vye? +1)=—q



normu ¢arpildiginda,
—q=(u+2ur? —20v(¢? +1))? = (20%v = 2ul - v)2(£? +1)
bulunur.

vV nin minimal se¢iminden, 202y —2ul —v|>v dir.

202v—2ul—-v >V ise ufﬁv(£2—1) ve buradan —€2q3v2(1—3£2)
ya da £2q2v2(3£2—1) saglanir. />1 durumunda q22v2 esitsizligi elde

edilir. Bu da q<v2 secimiyle celisir. Eger —202v+2ul+v >V ise u> /v olur

2 2

ve —q= u? —(€2 +1)v2 > -v* esitsizliginden q<v“ olur ki bu da varsayilan

durumdur. Oyleyse, p = [(2n+1)q]2 +1 kare garpansiz tamsayisi i¢in  q< v2

durumunda x2 —py? =Fq deklemi tamsayilarda bir ¢dziime sahip olabilir.

3.1.Sonug
p=[@2n+1)qf +1 kare carpansiz tamsayisi igin  x? —py? =7q

2

denkleminin g <v*“ olmadik¢a tamsayilarda ¢ozumu yoktur.

3.2. Teorem

i) p=[2n+1)gf* -1 (n>0) kare carpansiz bir tamsayi ve q=2 ise p=3
diginda Q(\/E) reel kuadratik sayi cisminin sinif sayisi h, >1 dir.

ii) p= [(2n +1)q]2 +1, (n>0) kare garpansiz tamsayi ve q, q=1(mod4)

saglayan bir tek asal olsun. Bu durumda, Q(\/E) cisminin sinif sayisi h, > 1 dir.

Kanit
i) p=[(2n+1)q]* -1 kare garpansiz tamsayisi ve =2 igin p =3 (mod4)
olacag! aciktir. Bdylece g=2 tamsayisi Q(\/E) cisminde dallanir. Bu durumda

hx =1 oldugu varsayildiginda, J_r2:u2—pv2 olacak bicimde u ile v

rasyonel tamsayilari vardir. p nin segiminden,



(u,v)
he =1 h, >1
p=[@2n+1)qf +1 p=1(modq) q = 1(mod4)
i) den olur. Buradan asall
o [BJ:[lj: 5 . Q(\/B) o wve w
icin \ q q saglanir. Bu ise g nun cisminde gibi esas
divizorlere ayrigsmasidir. Boylece onun normu,
Rlw)=q
dur.
hK =1 .. w e
oldugu varsayilsin. Boylece esas divizord,
w;w:u+v\/5 (u,veld)
olarak yazildiginda,
R(w)=|NW)|=|N (u+v4p)]
2 2 - 2 -
uc—pv< =%q X“—py© =%q
esitliginden elde edilir. Bu da y denkleminin
Y)Wy o :
tamsayilarda bir = ¢6zUmUunun olmasidir. Bu ise hem 3.1. Lemmadan
g=>2(2n+1)q .
celiskisini ortaya c¢ikardigindan hem de 3.1. Onermedeki
2
q<v

olmasi halinde bir tamsayr ¢6zumunun varolabilcegi durumu ile
h, >1
celiseceginden dir.



