OZET

Bu ¢alismada Cebir ve Sayilar Teorisinde dnemli yere sahip iki temel
konuda ¢aligilmistir.

Bunlardan birincisi Degerlendirmeler ve Degerlendirmelerin Genislemelert,
ikincisi de Degerlendirilmis Gruplardir.

I. Boliimde Degerlendirmeler ve Cisimler ile ilgili gerekli bilgiler verilmistir.

II. Bolimde Degerlendirmelerin ranklari incelenmis ve bir K cisminin
degerlendirmelerinin K(x) cismine cebirsel ve transandant genislemeleri ele

almmustir.

II. Bolim Degerlendirilmis Gruplar ile ilgili olup, bir grup Uzerinde bir
degerlendirmenin nasil tanimlandigi incelenmis ve bazi1 6zel degerlendirilmis
gruplara yer verilmistir.



SUMMARY
In this work, it is aimed to research in two important subjects of Algebra and
Number Theory.
The first subject is Valuation Theory and the second one is Valuated Groups
In chapter I, pertinent background on Valuations and Field Extensions is given.

In chapter |1, the ranks of valuations are studied. Then the transcendental and
algebraic extensions of valuationson K to K(x) are given.

In chapter 111, Valuated Groups are studied. In this chapter valuations on groups
and certain special valuated groups are investigated.
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GIRIS

Sayilar teorisinde dnemli bir yeri olan degerlendirme teorisi cebirsel fonksiyonlar ve
cebirsel sayilar arasindaki iligkinin sonucu olarak ortaya ¢ikmistir. Dedekind ve
Weber‘in cebirsel fonksiyon teorisine aritmetik yaklagimlari Riemann ylizeyinin bir
noktasinda kuvvet serisi agilimlarmin elde edilmesi problemini ortaya koymustur. Boyle
bir yaklagimi p-adic sayilar teorisinde ele alan Hensel bunun cebirsel fonksiyonlar
teorisinde sik sik ortaya ¢ikan kongruens sistemlerini agiklamakta yardimci olacagini
gostermistir.

Hensel 1908 yilinda yayinladigi “ Theorie der Algebraischen Zahlen “ adli
kitabindaki degerlendirme teorisi alanindaki ¢aligmalara taban olusturan ve
polinomlarm asal olup olmadiklar1 konusunda bir kriter olan indirgenebilirlik
lemmasma yer vermistir. Bu calismalar daha sonra Krull ve Ostrowski tarafindan
gelistirilmistir.

Bu calismada da deger grubu toplamsal bir grup olan bir degerlendirmenin rezidiil
transandant ve rezidiil cebirsel genislemelerinin incelenmesi ve bir toplamsal grup
Uzerinde tanimlanan bir degerlendirmenin tanimlanmasi amaglanmistir.

Ug béliimden olusan tezin 1. boliimiinde gerekli 6n bilgiler verilmis, 1I. bolimde
degerlendirmenin geniglemeleri incelenmis, II1. boliimde ise degerlendirilmis gruplar
ile ilgili ¢aligmalara yer verilmistir.

Rezidiil transandant genislemeler 1967 yilinda Nagata tarafindan ele alinmis ve bu
konudaki ¢alismalar daha sonraki ¢alisanlara 1g1k tutmustur. 1980 li yillarda J. Ohm, N.
Popescu, V.Alexandru, A. Zaharev tarafindan bu konuda Onemli asamalar
kaydedilmistir.

Bir K cisminin deger grubu toplamsal olan bir degerlendirmesinin K(x) cismine
bir rezidiil transandant geniglemesi ve bu geniglemeleri belirleyen ¢iftler konusu V.
Alexandru, N. Popescu, A. Zaharev tarafindan g¢alisilmis ve bu galismalar1 1988
yilinda yaymlanmistir. Yine ayni grup 1991 bir K cisminin deger grubu toplamsal
olan bir degerlendirmesinin  K(X) cismine  rezidiil transandant genislemesini
tanimlayan minimal ¢iftleri belirlemistir. S0zl edilen bu ¢aligmalar tezin 1. ve Il
boliimiinde incelenmistir.



III. boliimde Degerlendirmis Gruplar incelenmistir. Bir toplamsal grup tizerinde bir
degerlendirme tanimlanmig ve Uzerinde tanimlanan degerlendirmeye gore gruplar
smiflandirilmigtir. L.Fuchs ve G. Viljoen 1996 yilinda yaymnladiklari makalede
homojen degerlendirilmis gruplar ve 6zel Butler gruplari ile ilgili ¢aligmalar
yapmislardir. Yine L.Fuchs, R.M.Rangaswamy ile 2006 yilinda yaptigi calismada
degerlendirilmis gruplarinin sonlu ranklarmi ve &zelliklerini inceleyerek bu gruplari
0zel isimlerle adlandirmistir. Tezin III. boliminde degerlendirilmis B,, B, gruplar ,
ayrigtirilabilir ve ayristirilamaz gruplar incelenmistir. Patrizia Longobardi ve Mercede
Maj in 1998 yilinda yaynladigi makalede de siralanabilen gruplar incelenmis ve Conrad
siralama, konveks atlama ve Conrad grup hakkinda bilgiler verilmistir.



1.BOLUM

1.1. DEGERLENDIRMELER

1.11. TANIM:

G carpimsal (veya toplamsal ) degismeli bir grup < (veya >) G grubu

tizerinde bir sira bagmntisi olsun. Her a, b, ce G igin;

i) a<b, b<c=ax<c (veya i) a>b,b>c=a>c )

ii.) a<b, a=b, b<a ( veyaii) a>b,a=b,b>a)

kosullarindan yalniz biri saglanir.

iii.) a<b, peG=ap<bp (veya iii.) a>b, peG=a+p>b+p)

kosullar1 gergekleniyorsa G lizerinde < ( veya>) bagmntisiyla tam sirali gruptur

denir.

1.1.2. TANIM:

K bir cisim, G ¢arpimsal (veya toplamsal ) tam sirali bir grup olsun.

ViK >Gu{0} (veya v:K >Gu{w}) doniisimi her a, beK igin;



i) v(a)=0<a=0 (veya v(a)=w<a=0)
ii.) v(ab)=v(a).v(b) (veya v(ab)=v(a)+v(b) )
iii.) v(a+b) < max{v(a),v(b)} ( veya v(a+b)>min{v(a),v(b)} )

kosullarmi gergekliyorsa v ye K cisminin bir degerlendirmesidir denir.

1.1.3. TANIM:
G sirali grubuna v degerlendirmesinin deger grubu denir.

1.14. TANIM:

v K cisminin bir degerlendirmesi olmak (izere her ae K, a=0 igin
v(a) =1 (veya v(a)=0)

saglaniyorsa Vv degerlendirmesine K cisminin asikar degerlendirmesi denir.

1.1.5. TANIM:
K bir cisimolsun. Her ae K igin;

i) |a>0

i) [a]=0<a=0
iii.) Her a, beK icin |ab|=|al|b]
iv) Her a beK icin |ab/<|a|+|o]

kosullar1 saglaniyorsa | |: K - R donisiimiine Arsimedsel degerlendirme veya

ranki 1 olan degerlendirme denir.

1.1.6. TANIM:

K cismi Uzerindeki v degerlendirmesi her a, be K igin

v(a +b) < max{v(a),v(b)}

kosulunu saglarsa Arsimedsel olmayan degerlendirme denir.




1.1.7. ONERME:

K bir cisim, v K cisminin deger grubu ¢arpimsal olan bir degerlendirmesi, G

v

v degerlendirmesinin deger grubu olsun. v degerlendirmesinin degerlendirme halkast;
O, = {a e K |v(a) < 1}, O, halkasinin tek maksimal ideali M, = {a €0, |v(a) < 1},
birim grubu U, ={a O, |v(a)=1} bicimindedir.
G, deger grubunun toplamsal olmas1 durumunda ise;
0,=faeK jv@=>0}, M,={fae0, W(@a)>0}, U,={ae0, |v(a)=0|

bicimindedir.

1.1.8. TANIM:

K bir cisim, V K cisminin bir alt halkas1 olsun. ae K, a=0 iken aeV

veya a eV oluyorsa V halkasma K cisminin degerlendirme halkasi denir.

1.1.9. TANIM:

K bir cisim, V K  cisminin bir degerlendirme  halkast olsun.

M ={aeV|a*eV| kimesi V degerlendirme halkasmmn maksimal idealidir.

1.1.10. TANIM:

K bir cisim, V K  cisminin bir degerlendirme  halkast olsun.

U= {a eV| a™ eV} kiimesi V degerlendirme halkasmin birim grubudur.

1.111. TANIM:

v K cisminin bir degerlendirmesi O,, VvV degerlendirmesinin degerlendirme
halkasi, M,, O, halkasinin tek maksimal ideali olmak iizere k, =0O,/M, cismine

K cisminin rezidi cismi denir.



1.1.12. TANIM:

K ve F iki cisim, F cebirsel kapali olsun. ¢:K — F U {0} doniigiimii;

i) ¢ (F)=V bir halkadur.
i) ¢ |V 'V — F asikar olmayan bir homomorfizmadir.
i) aeK icin ¢(@)=o=>¢(a’)=0 dr.

kosullar1 ger¢ekleniyorsa ¢ doniisiimiine K cisminin bir place” i adi verilir.

1.1.13. TEOREM:

Bir K cisminin degerlendirmeleri, degerlendirme halkalar1 ve placeleri arasinda

birebir bir esleme vardir. (Bachman, 1964)

1.1.14. TEOREM:

K bir cisim, v K cisminin ranki1 1 olan bir degerlendirmesi olsun.

Vi K = RU {0}
donlisimii her a, be K igin;
v'(a) =—logv(a)

bi¢iminde tanimlansin. v’ K cisminin bir degerlendirmesidir. (Bachman,1964)

1.1.15 TANIM:

A tek tiirlii asal garpanlarina ayrilabilen bolge ve K, A nin kesir cismi olsun.

pue A birimsel bir eleman ve p, A halkasmin asal bir elemant olmak iizere

X= ,uH p? olarak yazilir. ce R, 0<c<1 olmak lizere
p

v,(x)=c* (deger grubu toplamsal ise v, (X)=a )

bi¢ciminde tanimlanan doniisiim degerlendirme tanimindaki kosullar1 gercekler ve bu
doniisim K cismine tek sekilde genisletilir. Bu bigimde tanimlanan degerlendirmeye

p-adic degerlendirme denir.




1.1.16. TANIM:

K cisminin bir v degerlendirmesinin deger grubu sonsuz devirli bir grup ise V

degerlendirmesine ayrik degerlendirme denir.

Ornegin; p-adic degerlendirme ayrik degerlendirmedir.

1.1.17. TANIM:

K cisminin rank1 1 olan bir v degerlendirmesi, K cismi iizerinde bir Hausdorrf

topolojisi tanimlar. Her ae K i¢cin a elemanimin komsuluklar1 x > 0 olmak zere
U(a,u) =P eK| via-b) < uf

kiimesinin yardimiyla bir Hausdorrf topolojisi tanimlar.

1.1.18. TANIM:

K bir cisim, v, ve v, K cismi iizerinde asikar olmayan iki degerlendirme olsun.
v, ve Vv, degerlendirmeleri K cismi ilizerinde ayni topolojiyi tanimlryor ise V, Ve

v,  denk degerlendirmelerdir denir.

1.1.19. TEOREM:

K bircisim, v, ve v, K cisminin ranki 1 olan iki degerlendirmesi olsun. v,

ve Vv, denk degerlendirmeler ise uygun bir « >0  reel sayist i¢in Vv, =V

bigimindedir. (Bachman, 1964)

1.1.20. TEOREM:

v, ve Vv, aym K cismi lizerinde iki degerlendirme olsun. v, ve Vv,
degerlendirmelerinin K cismi tizerinde tanimladiklari topolojiler sirasiyla 7, ve 7,

ile gOsterelim.

i) 7, =71

V2

a

i) Enazbir >0 igin v, =V,



i) xeK, v,(x)<l=v,(x)<1
iv.) xeK, v,(X)<l=v,(x)<1
v.) xeK, v(X)=lev,(x)=1
v,(X) >1<v,(x)>1
v,(X) 21 v,(x) 21

ifadeleri denktir. (Weiss, 1963)

1.1.21. ONERME:

v Q rasyonel sayilar cisminin asikar olmayan bir degerlendirmesi olsun. v,

degerlendirmesi ya adi mutlak degere ya da pe Z asal sayisiyla tanimlanmis p-adic

degerlendirmeye denktir. (Bachman, 1964)

1.1.22. TANIM:
K(x) rasyonel fonksiyonlar cismi lizerinde 0<d <1 bir reel say1 olmak iizere her

f(x) f(x) deg( g (x))~deg( f ()
a() e K(x) icin v(——= ()) d

( deger grubu toplamsal ise  v(—— E ;) deg(f(x))—deg(g(x)) )

bi¢ciminde tanimlanan Vv degerlendirmesi K  cismi Tlizerinde asikar bir

degerlendirmedir ve K(x) cisminin sonsuzdaki degerlendirmesi olarak adlandirilir.

1.1.23. TANIM:

K bir cisim, p(x) € K[x] asal bir polinom olsun. K(x) cisminin her

p(x)" E ;e Kx) ( u(x), qx)e K[X] aralarinda asal polinomlar ) elemant



0<d <1 olan bir reel say1 olmak tizere her p(x)" ? e K(x) icin

(x)

Vp(x)(p(x)”%) =d" ' Vp(x)(o)zo
(deger grubu toplamsal ise Vo (p(x)" %) =N, V,y ()= )

bi¢ciminde tanimlanan Vv K cismi ilizerinde asikar olan bir degerlendirmedir ve

p(x)

K(x) cisminin p(x)-_adic degerlendirmesi olarak adlandirilir.

1.1.24. TEOREM:

K(x) rasyonel fonksiyonlar cismi, v K(x) cisminin asikar olmayan bir

degerlendirmesi olsun. v K cismi iizerinde asikar bir degerlendirme ise v K(X)
cisminin ya sonsuzdaki degerlendirmesi ya da bir p(X) € K[X] asal polinomu igin

p(x) -adic degerlendirmeye denktir. (Mc.Carthy, 1966)



1.2. CiSIM GENISLEMELERI

1.2.1. TANIM:
K ve F iki cisim olsun. ae K i¢in K =F (a) bigiminde yazilabiliyorsa K, F

cisminin bir basit genislemesidir denir.

1.2.2. TANIM:

K, F cisminin bir genislemesi ve a e K olsun. f(a) = 0 olacak sekilde en az bir
f(x)eF[x], f(x)=0 polinomu varsa  aeK, F cismi lizerinde cebirsel bir

elemamidir denir ve aceb/ F bigiminde gosterilir.

1.2.3. TANIM:

K, F cisminin bir genislemesi olsun. Her ae K eleman1 F cismi {izerinde

cebirsel ise K, F cisminin bir cebirsel genislemesidir denir.

1.2.4. TANIM:

K, F cisminin bir geniglemesi olsun. a € K eleman1 F cismi iizerinde cebirsel
degilse transandanttir denir. En az bir ae K, F cismi Uzerinde transandant oluyorsa

K, F cisminin bir transandant genislemesidir denir.

1.2.5. TANIM:

K, F cisminin bir genislemesi olsun. K, :{ae K| a Ceb/F} cismine F

cisminin K cismi igindeki cebirsel kapanisi ad1 verilir.

1.2.6. TANIM:

K bir cisim olsun. K cisminin kendinden bagka cebirsel genislemesi yoksa K

cismine cebirsel kapali cisim denir.




1.2.7. TANIM:

K, F cisminin bir genislemesi a € K olsun. a, F cismi tizerindeki minimal

polinomunun basit bir koki ise a € K, F cismi izerinde ayrilabilir bir elemandir denir.

1.2.8. TANIM:

K, F cisminin bir genislemesi olsun. Her ae K elemant F cismi ilizerinde

ayrilabilir ise K, F cisminin bir ayrilabilir genislemesidir denir.

1.2.9. TANIM:

K, F cisminin sonlu bir genislemesi, F cisminin K cismi i¢indeki ayrilabilirlik

derecesi n, ayrilamazlik derecesi [K:F]i olsun. O O K nin

F- otomorfizmalari olmak {izere a e K elemanin F iizerindeki normu;

n [K:F]
N6 [To)

bigiminde tanimlanir.



11.BOLUM

DEGERLENDIRMELERIN RANKLARI VE GENiSLEMELERI

Bu boliimde verilen bir degerlendirmenin ranklarinin ve genislemelerinin belirlenmesi

amaglanmigtir. Birinci kisimda degerlendirmenin ranklari, ikinci kisimda da

degerlendirmelerin genislemeleri yer almaktadir.

2.1. Degerlendirmelerin Ranklan

2.1.1. TANIM:

G sirali bir grup, H G nin bir alt grubu olsun. ae G olmak lizere her be H ve

b*<a<b iken aeH oluyorsa H G nin bir isolated alt grubudur denir.

2.1.2. TANIM:

G swrali grubunun kendinden farkli tiim isolated alt gruplarinin sayisi1 G sirali

grubun ranki olarak adlandirilir ve rankG ile gosterilir.

2.1.3. TANIM:

K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi ve G,, v degerlendirmesinin

deger grubu ise Vv degerlendirmesinin ranki G, swrali grubun rankidir.

\'

2.1.4. ONERME:

G bir sirali grup, H G nin bir isolated alt grubu ise G/H béliim grubu da siral
bir gruptur ve rankG = rankH +rank G/H tir. (Bourbaki, 1964)
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2.1.5. ONERME:

G siral1 bir grup olsun. G grubundan herhangi bir sirali gruba tanimlanan ters sira

koruyan bir homomorfizmanin ¢ekirdegi G nin bir isolated alt grubudur.

2.1.6. TEOREM:

K bir cisim, A, K cisminin bir degerlendirme halkas1 olsun.
I.) AcBc K v saglayan bir B halkas1 K cisminin bir degerlendirme halkasidir.
ii.) M(B), AcB yisaglayan bir B halkasinin maksimal ideali ise M (B), A
halkasinin bir asal idealidir.
iii.) A halkasinin asal idealleriile Ac B < K yisaglayan B halkasmin asal idealleri

arasinda kapsama bagmtisina gore ters sira koruyan bire-bir bir esleme vardur.

(Bourbaki, 1964)

2.1.7. TEOREM:

K bir cisim, A K cisminin bir degerlendirme halkasi olsun. K cisminin A

halkasma karsilik gelen deZerlendirmesinin deger grubunu G,  ile gosterelim.

Ac Bc K kosulunu saglayan halkalar ile G, grubunun isolated alt gruplar1 arasinda

kapsama bagintisina gore ters sira koruyan bire-bir bir esleme vardir. (Bourbaki, 1964)

2.1.8. ONERME :
A ve B Kcisminin Ac B yi saglayan iki degerlendirme halkast olsun. A

halkasina karsilik gelen degerlendirmeyi v,, v, degerlendirmesinin deger grubunu

G

Va

ile gosterelim.

G,, grubunun B halkast ile eslenen isolated alt grubunu H ile gosterirsek;

¢:G, —G, /Hg

11



dogal doniisiim olmak ilizere B halkasma karsilik gelen degerlendirme v; = ¢ov,
bicimindedir. Ayrica vy, degerlendirmesinin deger grubu G, , G, /Hy bolim

grubuna izomorftur. (Bourbaki, 1964)

2.1.9. ONERME:

A v B K cisminin  Ac B yi saglayan iki degerlendirme halkasi, p, B
halkasina karsilik gelen place i olsun. p; place inin rezidi cismi k; ve kg cisminin
A’ degerlendirme halkasina karsilik gelen place i p, olmak lzere K cisminin A
halkasima karsilik gelen place i p, = p,Op, big¢imindedir. Ayrica p, ve p, place

lerinin rezidi cisimleri izomorftur. (Bourbaki, 1964)

2.1.10. TANIM:

Vi, Vp Ve Vg srrastyla  p,, py Ve pg placelerine karsilik gelen
degerlendirmeler olsunlar. K cisminin p, = p,0p;  place ine karsiik gelen

degerlendirmesi v, =Vv,0v, bi¢ciminde yazilir ve v, ve v, degerlendirmelerinin

bileskesi olarak adlandirilir.

2.1.11. TANIM:

G sirali bir grup olsun. Her a,be G, b>1 icin b" > a olacak sekilde bir ne Z

varsa G Arsimedsel gruptur denir.

2.1.12. TANIM:

G ve G’ ikisrahigrupve ¢:G — G’ donisiimii bir izomorfizma olsun.

12



Her a, beG, her ¢p(a)=a'eG’, p(b)=b"eG’" icin a<b iken a’'<b’ oluyorsa

@ ye G ve G’ gruplar1 arasinda _sira koruyan-izomorfizma denir,

2.2 Degerlendirmelerin Genislemeleri

2.2.1. TEOREM:

K bir cisim, A K cisminin bir alt halkasi, F cebirsel kapali bir cisimve f:A—>F
agikar olmayan bir homomorfizma olsun. K cisminin ¢ | , = olacak sekilde bir ¢

place i vardir.

KANIT:

S = {b € A| f(b) # 0} olsun. S #¢ ve S nin bir yar1 grup oldugu kolayca goriiliir. S

nin kesir halkasi1

A’:{% |aeA,beS}

olsun. A’ birimli bir halka, Ac A’ ve beS icin b eA’ dir. Her %eA’ icin

2y _ 1@
f(E)_f(b)

bi¢giminde tanimlanan f’' donisimi f nin A" ne bir genislemesidir. Eger A
kendisinin kesir halkas1 ise ac A, f(a)20 ise a'eA dr. Bu durumda her

aecK i¢in f donisimi A[oc] yada A[ofl] halkasina genisletilir.
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Bunu gostermek i¢in; A kendisinin kesir halkasi olsun. f (A) =F kimesi bir cisimdir.
aeA icin f(a)=a ile gosterilsin. x trans/K olmak iizere f(P(x))=P(x)

olacak sekilde f, A[X] halkasina genisletilsin. F cisim oldugundan f(A[X]) =F [X]

esas ideal bolgesidir. a, € K igin;

9(P(a))=P(B)

olacak sekilde f, A[oc] halkasinin bir g homomorfizmasma genisletilsin. Eger ¢
iyi tanimli ise; f nin genislemesi olan bir homomorfizma olacaktir. Bunun igin
P() =0 ise P(B)=0 oldugu gosterilmelidir.

I = {P(x) € AlX] |P(a) = 0}
olsun. I,A[X]—> A[oc] ya tanimlanan doniisiimiin ¢ekirdegidir ve A[X] halkasinin bir
idealidir. Bu durumda g nin iyi tanimli oldugunu gostermek icin her P (x) el igin
P(B)=0 oldugu gosterilmelidir. | , F [x] in bir ideali oldugundan | bir esas
idealdir. O halde Q(x) e F[x] igin;

I =Q(Fx]
bicimindedir. Bu durumda 8, Q(B)=0 olacak sekilde secilmelidir. F cebirsel kapali
bir cisim oldugundan S bu sekilde secilebilir. Oyleyse Q(x) =0 polinomu sabit
polinom degil ise f, A[oc] halkasinin bir § homomorfizmasma genisletilir.
Q(x) sabit bir polinom olsun. Q(x) #0 ise; B, F 1 herhangi bir eleman: olarak
segilebilir. Eger Q (x) sifirdan farkli sabit bir polinomise f , A[oc] nin ¢
homomorfizmasimna genisletilemez. Daha fazla detay icin Q (x) =1 olsun. Bu durumda

a8, =0, 1<i<t olmak tzere;
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Q(x)=1+a, +ax+..+ax"
yazilabilir. Q(a) =0 varsayildigindan;
l1+a, +a,a+.+aa' =0
olmalidir ki bu miimkiin degildir.
f, Ala] halkasna genisletilmezse, A[oc ’1] halkasma genisletilir. f doniisiimiinii

hem A[oc] ya hem de A[oc’l] halkasina genisletilmedigini varsayalim.

a;eA, §=a;=0, 0<j<s olmak Uzere;

a.i, i

1+a, +aXx+.+ax =0

1 1
l+ag+a;—+.+a;— =0
o (04

olsun. t ve s yukaridaki ifadeler gerceklesecek sekilde en kiigiik dereceler ve s <t

olarak almsm. st >1 dir. Cinkii t=0 olursa 1+a,=0=1+a,=0=1=0 olur

ki bu da bir ¢eliskidir.

olur. 1+a =1=0 dir ve A kendisinin kesir halkas1 oldugundan a’e A, a"=0
0<i<s-1 olmak tzere;

a®=al+aja+..+al o
yazilir.

l+a, +ao+..+aaa*=0

l+a,+ao+..+aa” (@) +ao+...+al ,a**)=0

15



olur. Denklemde a nin en biiyiik derecesi t-1 dir ki bu da t nin minimal olmasiyla
gelisgir. O halde f doniistimii A[oc] halkasina genisletilemezse A[ofl] halkasina
genisletilir.

E, f doniisiminin A  y1 kapsayan halkalara geniglemelerinin kiimesi olsun.
d,, 9, €E igin g, > g, olmasi icin gerekli ve yeterli kosul g, nin g, in bir

genislemesi olmasidir bigiminde E kiimesinde tanimlanan bir > bagmtisina gore E
kismi sirali bir kiimedir. {ga }, E nin tam sirali bir alt kiimesi ve bu ¢, larm taniml
oldugu halkalarin kiimesi A, olsun. {A } kiimesi de kapsama bagmntisma gore tam

sralidir ve U A, kimesi {A } kiimesinin maksimal elemanidir. Her a e U A, icin;

g(a)=g,(a)

tanimlanrsa g€ E ve ael igin g>g, dr. Oyleyse; Zorn lemma ‘dan E

kiimesinin bir maksimal elemani vardir. Bu maksimal eleman h ve
h:V > F

bi¢iminde olsun. h maksimal oldugundan;

i) V kendisinin kesir halkasidir. Yani acV, h(a)=0 ise a™* eV dir.
i) aeVise h, V[a] ya genisletilemez. O halde; V[ofl] e genisletilir. Oyleyse

ateV dir. Yani V degerlendirme halkasidir.

V degerlendirme halkasina karsilik gelen ¢ place’ i bir izomorfizma altinda h
doniisiimiine denktir. i.) den aeV, h(a)=0 ise a*eV dir. Tersine aeV ,
ateV ise h(a)=0 dir. ¢ekh=P, V nin maksimal idealidir. v dogal déniisiim,

h(a+P)=h(a) ve i icerme doniisiim olmak iizere;
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VoVl sh(v)—F

olugturulur ve @ =h olur. aeK, aeV igin h(a)=c denilerek h, K cismine

genisletilebilir.

2.2.2. TEOREM:

F bir cisim, v F cisminin bir degerlendirmesi ve K, F cisminin bir genislemesi

olsun. Bu durumda v degerlendirmesi K cismine genisletilebilir.

KANIT:

K cebirsel kapal1 bir cisim olmak tizere ¢ : F —> K U {oo} dontisim F cisminin v

degerlendirmesine karsilik gelen place’ i olsun. ¢ nin V, degerlendirme halkasina
kisitlanist ¢ |, 1V, > K ise Onceki teoremden K cisminin bir  place ine

genisletilebilir.

O halde degerlendirmeler, degerlendirme halkalar1 ve place leri arasinda bire-bir
esleme oldugundan F cisminin v degerlendirmesi K cisminin bir degerlendirmesine

genisletilebilir.

2.2.3. TEOREM:

F bir cisim, v F cisminin bir degerlendirmesi ve K F cisminin bir genislemesi

olsun. v degerlendirmesinin K cismine bir genislemesi w olsun. V, ve V, sirasiyla v
ve W degerlendirmelerin degerlendirme halkalari, M, ve M, maksimal idealleri, U,

ve U, birim gruplari ise;

V,NF=V,, M, "F=M,, U, F=U,

saglanir.
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2.2.4. TANIM:

F bir cisim, v F cisminin bir degerlendirmesi ve K F cisminin bir geniglemesi ve

W, vV degerlendirmesinin K cismine bir genislemesi olsun. G, ve G, sirasiyla v ve
w degerlendirmelerin deger gruplar1 k, ve k, rezidi cisimleri ise  (w/v), w

degerlendirmesinin v degerlendirmesine bir genislemesi olmak iizere

e=e(w/v) =[G, :G,] indeksine dallanma indeksi,

f=f(w/\v)=|k,:k,] derecesine rezidi derecesi

denir.

2.2.5. TEOREM:

K ve F ikicisim, v F cisminin ranki 1 olan bir degerlendirmesi olsun. F cismi,
v degerlendirmesiyle tam ve K F cisminin n. dereceden bir genislemesi ise, N, K

cisminin F cismi tizerindeki normu olmak tizere v degerlendirmesi her x e K igin

w(x) = §/V(N(x))

ile tanimlanan K cisminin ranki 1 olan bir degerlendirmesine tek sekilde genisletilir.

KANIT:
{ X,,Xp,.nX, } K cisminin F cismi iizerindeki bir tabani olsun. Her x e K
a,€eF 1<i<nigin

X = QX + A%, +..0, X,

seklinde yazilir. Her X € K igin ||X|| , =MaxVv(e;) seklinde tanimlanan || || , donlsiimii

K cismi iizerinde bir degerlendirme tanimlar ve || || , Ve v degerlendirmeleri birbirine

denk olurlar. (Bachman,1964)
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v(x)<1 ise v(x")—>0 dir. || ||0 ve Vv degerlendirmelerin denkliginden

olur.

Buradan 1<i<n igin

;
X'=a X +o X +.a X,
yazilirsa; limv(a, ) =0 olur.
r—o !

Boylece limv(N(x))" =0 dir. Her xe K igcin;

v(x) <1=Vv(N(x)) <1
v(x) >1=Vv(N(x)) >1
v(x)=1=Vv(N(x)) =1

N (x)

oldugu goriilir. y =—-+=€ K alinirsa
X

_NINGY) N
N(x") N)"

N(y)

veya Vv(y)=1 olur. O halde
v~ 12 N () = v

olur . Boylece her xe K igin w donisimii

w(x) = §/V(N(x))

olarak tek sekilde tanimlanir.

19
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2.2.6. TEOREM:

K, F cisminin n. dereceden bir genislemesi, v F cisminin bir degerlendirmesi,

w Vv degerlendirmesinin K cismine bir genislemesi olsun. e dallanma indeksi, f

rezidi derecesi olmak (izere

dir.
KANIT:

¢, F cisminin v degerlendirmesine, v K cisminin w degerlendirmesine

karsilik gelen place leri olsun. x,,...x; €V,, y;,..,y; €K —{0}, W(X)en (X)),

o\V,) :V% cismi lizerindeki dogrusal bagimsiz ve Y,G,,......,¥:G G, icinde

j=va w

farkh kalan smiflar1 olsun. 1< 3<i ve 1<u<j icin ij tane X,y, elemanlarmm

K izerinde dogrusal bagimsiz oldugu gosterilirse ef <n oldugu goriilmiis olur.
1<3<i igin;

v(a X, +..+a;X) = mglxv(ai)

olmasi x; lerin segilisinden her & ic¢in a, =0 olmasi ile mimkiindiir. ¢,, € K

olmak Uzere;
ZCS# XzY, =0
S, u

olsun.
Z(ZCSHXS)yu =0
U 9

bi¢iminde yazilabilir. V(z CouXg)V(Y,) =0 ise;
9
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VL (D Xo)Y,) = Max (R ey, X, V(Y,) =0

olur. Bu da 2.2.3. ile ¢elisir. O halde;

V(D cy X, V(y,) =0

ve

V(D CyXs) =0

dir. Buradan;

v(chﬂxg) = max(v(c,,)) =0

Olur. Bu durumda 1<9<i ve 1<u<j icin ¢y, =0 olacagindan X,y

elemanlar1 K cismi lizerinde dogrusal bagimsizdir.

2.2.7. TEOREM:

K, F cisminin n. dereceden bir genislemesi, v F cisminin bir degerlendirmesi

W, W,...,W,, V degerlendirmesinin K cismine farkli geniglemeleri olsun. e, f,

I I
1<i<n olmak Uzere bu degerlendirmelerin sirasiyla dallanma indeksleri ve rezidi

derecelerini belirtsin. Bu durumda
e f <n
k

dir.
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KANIT:

W, W,,...,W_ degerlendirmeleri denk degildir. Xy 0 Xp o0 Xn V& Y1 Yo e Y

M
elemanlar1 2.2.6 teoreminin kanitindaki gibi secilsin. Yaklasim teoreminden her

I, j,k el elemanlari igin;

V(ﬂjk - ij) < V(ij)
V(Bj) < rr:?tn (Yn)

ve

v(ocjk —xjk)<l
V(ay) <1

esitsizliklerini saglayan o, ,a, ,...o; Vve B, ,pB, . B, elemanlar vardir. 2.2.3.

ten

V(ﬂjk) :V(ij _(yjk _ﬂjk)) :V(ij)

olur. y lar  v(y;)G, ler farkli kalan simflar1 olacak sekilde secildiginde
V(B)G, ler de farkl kalan siiflaridir.

V(e

k _Xik)<l:>l//(aik _Xik):0:>(aik):(xik)

oldugundan X,  elemanlarinin secilisinden (e; ) elemanlart da  ¢(V,) cismi
lizerinde dogrusal bagimsizdir. O halde «; B, elemanlarmin dogrusal bagimsiz

olduklarmni gostermek yeterlidir. a; € F olmak Gzere;

> Ay By =0

ik
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ise 2.2.6 teoremindeki kanitin benzer islemleri sonucu her i, j,k € | igin;
Qjy = 0
oldugu goriiliir. Oyleyse a; B, elemanlari dogrusal bagimsizdir ve

zek fo<n dir.

2.2.8. TEOREM:

K bir cisim, v K cisminin bir Arsimetsel degerlendirmesi olsun. Bu durumda K

cismi C nin bir alt cismine izomorftur ve v degerlendirmesi adi mutlak degerin bir

kuvveti bigimindedir.

KANIT:

K cismi ilizerindeki v Arsimetsel degerlendirmesiyle tam bir cisim olsun. i,
x> +1=0 denkleminin bir koki olmak lzere K(i) cismi goz Oniine alnirsa, v
degerlendirmesi K(i) cisminin bir w degerlendirmesine tek sekilde genisletilir. 2.2.5.

teoremden her o =a+ibeK][i] icin;

w(ar) = 4/V(N(a)) =va® +b’
bicimindedir.
K herhangi bir cisim ve v K cisminin bir Arsimetsel degerlendirmesi ise charK =0

dir. (Bachman, 1964) Bu durumda K nin ilkel cismi Q ya izomorftur ve v

degerlendirmesinin Q ya kisitlanist adi mutlak degerdir.
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2.2.9. TEOREM:

K, F cisminin bir genislemesi, Vv F cisminin degerlendirmesi ve w, v nin K

cismine bir genislemesi olsun. v ayrik bir degerlendirmesi ise w da ayrik bir

degerlendirmedir.

KANIT:

G,, v nin, G,, w nm deger grubu olsun. 2.2.6. teoreminden e dallanma

\ w

indeksi, f rezidi derecesi ve [K:F]=n ise ef <n dir. O halde

G, cG,
dir. Budurumda Ac G, olmak Uzere « €K icin;
T:G,—>A
w(a)® — v(a)
bigiminde tanimlanan doniisiim bir izomorfizmadir. Oyleyse G, da sonsuz devirli bir

grubun bir alt grubuna izomorftur yani w da ayrik degerlendirmedir.

2.2.10. TEOREM:

K, F cisminin n. dereceden bir genislemesi, v F cisminin ranki 1 olan bir
degerlendirmesi, W Vv degerlendirmesinin K cismine bir genislemesi olsun. Bu

durumda rankw =1 dir. (Bachman, 1964)

2.2.11. TEOREM:

F cismi, v ayrik degerlendirmesine gore tam bir cisim ve K, F cisminin n.

dereceden bir genislemesi ise;

ef =n

dir. (Bachman, 1964)
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KANIT:

w, v degerlendirmesinin K cismine bir genigslemesi ve v Ve ¢ sirasiyla w ve

v degerlendirmelerine karsilik gelen place’ leri olsun. x;, X,,..,X; €V,, elemanlar1
w(X),....w(X;) ew(V,) elemanlart ¢(V,) cismi iizerinde bir taban olusturacak
sekilde secilsin ve G, devirli grubu y eleman: ile iiretilmis olsun. 1<i< f ve
1< j<e-1 olmak iizere x,y' elemanlarmin dogrusal bagimsiz oldugu bilindiginden

K cisminin her elemanmin Xy’ elemanlarmm dogrusal bilesimi olarak yazildigin

gOstermek yeterlidir.

VW = zvvxiyj
ij
yazilsim. Budurumda a e K, ae F~ ve w(aa)<1 ise;
aa eV, =YV, xy’
ij

olur. Buradan;

ae) Fxy!
]

bulunur. Oyleyse K cisminin her elemanmnm Xy’ elemanlarinin dogrusal bilesimi

olarak yazilacagmi gostermek i¢in V,, nmn her elemaninin X;y' elemanlarmnin

dogrusal bilesimi olarak yazilacagini gostermek yeterlidir.

G, devirli grubun ureteci z olsun.

aeV,, a0 ve3 i=012,.. ve 3 j=012,.,e-1 icin;
w(a) <w(z'y')

ve ﬂzoc/ziyj almrsa w(b) <1 ve w(B)ew(V,) d.

a, €V, olmak uzere;
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v (B)=w@y(X)+..+y(@:)y(X)

yazilirsa;
wW(B —(a,x, +...+a,X;)) <1l=w(a - (a,x +..+a,x;))<w(z'y')
olur. Budurumda a,,a,,.a; €V, ve y eV, olmak uzere;
a=@X +..+a;X;)+y
yada a, €V,, aeV,, w(a)<1l olmak lzere ;
o = (g Xy +eeeaF gy Xg )+ 0y

yazilr. a; €V, ve v(a;)—>0 oldugundan Zaijkzi yakimsaktir ve zaiik eV,

dir.

2.2.12.TEOREM:

K, F cisminin sonlu bir genislemesi, v F cisminin ranki 1 olan bir

degerlendirmesi ve w v degerlendirmesinin K cismine bir genislemesi olsun. K

A A A

cisminin w ya gore tamlanist K , F cisminin v ye gore tamlanis1 F ise K =KF

dir.
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KANIT:

A

KF , F nin sonlu genislemesidir. F tam oldugundan KF da tamdir. K c KF

A

ve K, K icinde yogun oldugundan K < KF olur. O halde K = KF dr.

2.2.13. TEOREM:

K, F cisminin sonlu bir genislemesi, v F cisminin ranki 1 olan bir

~ A

degerlendirmesi, F F cisminin v degerlendirmesine gore tamlanis1 ve F, F nm

cebirsel kapanist olsun. v degerlendirmesinin K cismine genislemeleri ile K

~

cisminin F cismi i¢cine gdmmeleri arasinda bire-bir bir esleme vardir.

KANIT:

A ~

V, v degerlendirmesinin F cismine genislemesiise V F cismine tek sekilde

~

genigletilir. Eger K cismi F cismi igine bir F-izomorfizma ile gomulirse v K

cismine genisletilebilir.

2K > K cF

F i sabit birakan bir doniisim Vv,, V degerlendirmesinin K, cismine kisitlanist

olsun. Her g eK igin;

vi(B) =i (A(B))
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! !
tanimlansin. v, K cisminin bir degerlendirmesidir ve v, , v degerlendirmesinin bir

genislemesidir ve bu degerlendirme K  nmn F  cismine bir A gommesiyle

belirlenmistir.

A KK cF

A, K>K,cF

~

doniigiimleri K cisminin F cismi i¢indeki iki gémmesi, ¢ F nin

F -otomorfizmasi ve o, =4, yani A, ve A, gdémmelerieslenik olsun.

Her g e K igin;

Vi(B) = Vi (A(B)) =V, (54,(B)) = v,(4,(B)) = v5(B)

dir. O halde K cisminin F cismi icine iki eslenik K cismi {izerinde iki ayni

degerlendirmeyi tanimlar.
Tersine ; v; =v, olsun.
Ay =,A7 1K, > K,

doniisimii F cismini sabit birakir. O halde A, (Un
K,F - K,F

A

F - izomorfizmasma genisletildigi gosterilmelidir.
(,), K, cisminde bir Cauchy dizisi ve lima, =aeK,F olsun. v/ =V,

oldugundan;
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v, (4(a,) - 45(a,)) =V, (4 (a, —a,))
=V, (LA (2, —a,))
=V, (4 (@, — )
=v,(4, (@, —a,))

:Vl(an _am)

elde edilir. Oyleyse (1,(a,)) de K,F de bir Cauchy dizisidir ve
lim(A,(e,)) € K,F dur.

A, K.F > K,F

A ~

bir F izomorfizma olmak tizere lim(A,(a,)) = A,(c) bicimindedir. Oyleyse A,, F

A

cisminin bir F -otomorfizmasina genisletilir.

2.2.14. TEOREM:

F bir cisim, K=F(a¢) F cisminin sonlu ayrilabilir bir geniglemesi, v F

cisminin ranki 1 olan bir degerlendirmesi ve f(x) = Irr(e,F) olsun. Bu durumda v
degerlendirmesinin K cismine f(X) polinomunun F cisminde asal ¢arpanlar1 kadar

genislemesi vardir.

KANIT:
K F cisminin sonlu ayrilabilir bir geniglemesi oldugundan p,(x) ler F[X] te farkli
asal polinomlar olmak Uzere;
f(x) = p,(X).....p, (X)
yazilir. A, K =F(a) cisminin F cismi igine bir gémmesi olsun. Burada o'= A(x)

dir.

0= f(a)=p,(a).....p, ()
0= f(a)=p(a).....p, ()
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oldugundan bazi1 iel ig¢in p,(a¢')=0 dr ve F(a) nin E cismi icine gommesi

tek sekilde tanimlanir.

PL
&
|

Tersine «', p;(x) polinomunun bir kokl olsun. f(a')=0 oldugundan F(a) ve
F(a') cisimleri F —esleniktir. O halde ' elemaniyla F(a) cisminin F(a') c F

cismine bir gommesi tanimlanir. B, p,(X) polinomunun bagka bir kokiiise S ile

F(a) cisminin F(8") < F cismine bir baska gommesi belirlenir. Ancak o' ve
B’ aynm p,(x) polinomunun kokleri oldugundan

F(a) = F(B)
dir.

2.2.15. TANIM:

F bir cisim, v F cisminin bir degerlendirmesi, K F cisminin bir geniglemesi ve

(v),., Vv degerlendirmesinin K cismine genislemelerinin bir ailesi olsun. v
degerlendirmelerinin K cismine geniglemesi olan her degerlendirme bir tek v/

degerlendirmesine denk ise (V;), ,, V degerlendirmesinin K cismine genislemelerinin

iel ?

tam sistemi olarak adlandirilir.

30



2.2.16. TANIM:

F bir cisim, K F cisminin cebirsel bir genislemesi, v  F cisminin bir

degerlendirmesi olsun. v degerlendirmesinin K cismine tek bir genigslemesi varsa v

degerlendirmesine Henselian degerlendirme denir.

2.2.17. TANIM:

F bir cisim, v F cisminin bir degerlendirmesi, K F cisminin cebirsel olmayan bir

genislemesi ve W, v degerlendirmesinin K cismine bir genislemesi olsun. k, ve
k, swrastyla v ve w degerlendirmelerinin rezidii cisimleri olmak iizere K, , K,

cisminin transandant bir genislemesi ise W degerlendirmesi Vv degerlendirmesinin K

cismine bir rezidil transandant genislemesidir (r.t.g.) denir.

2.2.18. TANIM:

K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi olsun. Her

F=a,+ax+a,x+.+a xeK[x] polinomu igin
w(F) =inf (v(a;))

bigiminde tanimlanan W degerlendirmesi Vv degerlendirmesinin K(X) cismine

Gauss genislemesi olarak adlandirilir. Bu durumda w(x) =0 ve x trans / k, olmak

tzere k, =k, (x") bigimindedir.
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2.2.19. LEMMA:

K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi olsun. G, G, grubunu kapsayan

swral1 bir grup ve y € G olsun. Her P =Zaixi e K[x] igin

w(P) =inf (v(a) +17)

bigiminde tanimlanan W Vv degerlendirmesinin K(x) cismine bir rezidil transandant

genislemesidir.

KANIT:
P=>ax', Q=>bx eK][x] olsun.

w(P) =inf(v(a,) +iy) , w(Q)=inf(v(a)+liy)

olarak tanimlandigindan

w(P)=v(a)+ty ve w(Q)= v(a,)+sy)

olacak bigcimde bir t, seZ elemanlari vardir.
W(P) =0 < P =0
oldugu kolayca gorilir. ¢, =a; +b;, olmak lizere P+Q =Y ¢,x' yazilacagindan
w(P+Q) = ir!f (v(c,) +iy)
dir ve w nin tanimindan bir k e | igin
w(P+Q)=v(c,) +ky

bi¢ciminde oldugu kolayca goriiliir. Buradan
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w(P+Q)=v(a, +b,)+ky
>inf(v(a,),v(b,)) + ky
=inf(v(a,) + ky,v(b,) + ky)
>inf(v(a,) +ty,v(b,) +sy)
= inf(w(P), w(Q))
bulunur. O halde
wW(P + Q) > inf(w(P),w(Q))

dur. ¢; =Y a,b, olmak tizere PQ=>"c¢,x' oldugundan

kw(PQ) = inf (v(c;) +1iy)

ve w nmntanimindan C = Zaabﬂ olmak Gzere

w(PQ) = w(cx***) = v(c) + (k +S)y
olur. v degerlendirmesinin 6zellikleri kullanilarak

w(PQ) =v(acb,) + (k +s)y
=v(a,)+Vv(b,) +ky +sy
=w(P)+w(Q)

elde edilir. Yani

w(PQ) = w(P) +w(Q)

olur.
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2.2.20. ORNEK:

v, Q cisminin deger grubu toplamsal olan p-adik degerlendirmesi olsun. G, =Z
dir ve y=+v3eR alrsak P=Yax eQ[x], w(P)=inf(v(a)+iv3), Q(x)

cisminin bir degerlendirmesidir.

2.2.21. ONERME:

K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi, G, v nin deger grubu, G’ de
G, yialt grup kabul eden bir sirali grup, neZ, ny G, iken n=0 olan y G/

ise  W(X) =y olacak sekilde v degerlendirmesinin K(x) cismine bir tek w

genislemesi vardir. kK, ve Kk, aynidir ve w nin deger grubu G, +Zy bigimindedir.
KANIT:

P=>ax'eK[x] olsun.

w(a;x') =v(a;) +iy

olacagindan ax', a #0 larn w altinda farkli degerler aldig1 goriiliir. O halde w

degerlendirmesi her P = Zaixi e K[x] igin;
w(P) =inf (v(a;) +iy)

bigiminde tek sekilde tanimlanir. w nin deger grubunun G, =G, +Zy oldugu
tanimindan agiktir.

ReK(x) ve R=0 ise aeK”, neN, ueK(x), w(u)>0 olmak iizere
R=ax"(1+u)
yazilabilir. O halde
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w(R) =v(a)+ny
olacaktir.
w(R)=0<v(a)=0,n=0
dir. Bu durumda R ve a birbirine denk olacagindan k, ve Kk, cisimlerine ayni

g6zle bakilabilir.

2.2.22. ONERME:

K bir cisim, v K nin bir degerlendirmesi, G, v nin deger grubu, k, de

v

rezidii cismi olsun. Bu durumda v degerlendirmesi w(x)=0, x =t trans / k,

olacak sekilde K(x) cisminin bir w degerlendirmesine tek sekilde genisletilir.

G, =G, ve k, =k, (t) dir.
KANIT:

P=>ax" eK[x] icin;
w(P) = inf (v(a;))

bigiminde tanimlanan w K cisminin bir degerlendirmesidir ve G, =G, dir. O halde

w

w(x) =0 olur.

Bu degerlendirmenin tekligini gostermek icin  her P =Zaixi € K[X] icin
wW(P) =inf (v(a;)) oldugunu gostermek yeterlidir. P polinomu her iel igin

v(a;)>0 veenazbir kel igin v(a,)=0 saglanacak sekilde K —{0} mn uygun bir

elemant ile boliinstin. Bu durumda w(x) =0= P eV, dir.

X =t trans/kV ve her iel icin @ #0 oldugundan

dat' #0
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olur. O halde
w(P)=0= ir!f v(&))

olacaktir.

Za‘iti =0=> W ax)>0v(a)>0=a =0

dir. Oyleyse x =t trans/kv dir. ReK(X) elemam R=c(} at')/ bt")

yazilirsa;

R=c(Q at)/(Q bt")

olacagindan
ko =k, (1)

oldugu goriiliir.

2.2.23. ONERME:

K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi, f € K[X], f ¢ K olsun. Her

P=a,+a,f+..+a,f"eK[f] igin
w; (P) =inf (v(a;))

bi¢iminde tanimlanan w, V degerlendirmesinin K(f) cismine bir rezidul
trandsandant geniglemesini belirler. w, v nin K(X) cismine bir genislemesi olmak
uzere w, w, degerlendirmesinin K(X) cismine bir rezidiil cebirsel genislemesidir.

(Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988)

2.2.24. ONERME:

v K cisminin bir degerlendirmesi, w v nin K(X) cismine rezidil transandant

geniglemesi olsun. Bu durumda w degerlendirmesi K(f) cismi Uzerindev, f ve
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infimum ile tanimlanan w, degerlendirilmesinin K(x) cismine genislemesi olacak

sekilde bir f € K[X] polinomu vardir. (Alexandru, Popescu, 1988)

K(x) W
K(f) W,
K Vv

2.2.25. ONERME:

w, v degerlendirmesinin K(X) cismine rezidiil transandant genislemesi olsun. Bu
durumda w degerlendirmesi v, infimum ve f =ax-Db (a#0) dogrusal

polinomu ile tanimlanmistir. ( Alexandru , Popescu , 1988)

2.2.26. ONERME:

K cebirsel kapali bir cisim, f =]](x-a;)eK[x], feK, w=w, olsun. w,
i=1
(X_ai)

C.

w, in K(x) cismine bir genislemesi ise f, = olmak tizere w=w; olacak

sekilde f polinomunun bir a; koki ve bir ¢, € K eleman: vardur.

(Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988)
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2.2.27. TEOREM:

f=a[J(x-x)eK[X], v(@)=0 ve her1<i<n igin v(x)=0 olsun. Bu
i=1

durumda w nin K(X) cismine bir tek w genislemesi vardir. w degerlendirmesinin,

K(X) cismi iizerinde v, x ve infimum ile tanimlanmistir. (Alexandru, Popescu, 1988)

2.2.28. TEOREM:

f =a[J(x—x)eK[X], her 1<i<n igin w,, f polinomu ve f in x kokiine
i=1

karsilik gelen degerlendirme olsun.

i) w,=..=w_ her I>r icin w=w ise k,/k, r. dereceden bir
genislemedir.
i) w,=..=w/, w, n K(x) cismine geniglemelerinin tam sistemi ise;

> ew; /wp) T (w; /wo) =[K(x): K(F)]

i
dir. (Alexandru, Popescu, 1988)

2.2.29. TANIM:

deg(w/v) = min {n 3r eV, rtrans/k, ,degr = n} olarak tanimlanir.

2.2.30. ONERME:

w, v degerlendirmesinin K(Xx) cismine bir genislemesi olsun. Asagidaki ifadeler
denktir.
1) w, v nin bir rezidiil transandant genislemesidir.
il.) W, V nin bir rezidiil transandant genislemesidir.

i) G, =G, dir.
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(Alexandru, Popescu, 1988)

v K K(x) w
K(x) w
-
K
Vv
2.2.31. ONERME:
K, K cisminin cebirsel kapamsi,, vV v degerlendirmesinin K cismine

genislemesi, W v degerlendirmesinin K(X) cismine bir genislemesi olsun. Bu
durumda; w  degerlendirmesinin K(x) cismine bir genislemesi ise; WV
degerlendirmesinin genislemesi olacak sekilde w degerlendirmesinin K(x) cismine

bir W genislemesi vardir. (Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988)

2.2.32. ONERME:

K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi olsun. G, G, grubunu kapsayan

bir grup olmak Uzere her F e K[x], F=a,+a,(x—a)+..+a,(x—a)" elemam icin

(a,8) € K xG, bir ¢ift olmak iizere

Wi, 5 (F) =inf (v(a,) +5)

bi¢iminde tamimlanan W, ;,, V degerlendirmesinin K (x) cismine bir genislemesidir.
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Tersing; v degerlendirmesinin K(x) cismine her w genislemesi G, G, grubunu

kapsayan bir grup olmak iizere bir (a,8) e K xG, gifti icin w = W, bicimindedir.

(a,6), (a',6") e KxG, ciftlerinin v degerlendirmesinin K (X) cismine ayni
geniglemeleri tanimlamalar1 ig¢in gerekli ve yeterli kosul 6 =6’ ve V(a—a')>0o

olmasidir.

Eger 6 € G, ise W,, V degerlendirmesinin K(x) cismine bir rezidll transandant

genislemesidir. (Alexadru, Popescu, Zaharescu, 1988)

2.2.33. TANIM:

K (x) cisminin W degerlendirmesi W(x) =y olmak lizere v, infimum, ae K ve
y €G, ile tammlanmus olsun. (a,7) € K xG, ¢iftine w degerlendirmesini tanimlayan

cift denir.

2.2.34. TANIM:

K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi ve w Vv degerlendirmesinin K(X)
cismine bir (a,y) e K xG, ciftiyle tanimlanan genislemesi olsun. V(a—b)<y y1
saglayan her b e K eleman igin [K (b): K]< [K (a): K] saglaniyorsa (a,7) € K xG,
¢iftine K cismine gore minimal cift denir.

2.2.35. ONERME:

v, K cisminin bir degerlendirmesi ve w, v degerlendirmesinin K(X) cismine
bir genislemesi olsun. Bu durumda W  degerlendirmesini tanimlayan asagidaki

kosullar1 saglayacak bir (a,y) € K xG, ¢ifti vardur.

i) [K@):K]=n ise her g(x)eK[x], degg(x)<n icin w(g(x))=v(g(a)) dr.
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i) f(x)=1Irr(a,K) icin w(f)=y ve eyeG, olsun. degh(x)<n, r= fe/h
icin w(r')=0 ve r"trans/k, olacak sekilde h(x) e K[x] polinomu vardr.

iii.) k, , Kk, nin k, cismi i¢indeki cebirsel kapamisidr.

2.2.36. TEOREM:

K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi w, Vv degerlendirmesinin K(X)

cismine rezidiil transandant genislemesi olsun. Bu durumda; w=w, olacak

(a,5) |K(x)

bicimde bir (a,8) € K xG, minimal gifti vardir ve asagidaki 6zellikler saglanir.
f(x)=1Irr(a,K) ve w(f)=y olsun. Her F e K[x] polinomu igin
F=F+Ff+.+F f", degF, <degf , i=012..n

yazilir ve W degerlendirmesi

w(F) =inf (v(F) +iy)

bigiminde tanimlanir.

olsun. e; eyeG, i saglayan en kii¢ik pozitif tamsayiy1 gostermek

G,=G, +Zr ve [G,:G,]=¢G, :G,]

esitlikleri saglanir.

h(x) e K[x], degh<degf ve v,(h(a))=ey saglayan bir polinom olsun.
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Bu durumda; r=f°/he0O, elemam r ek, elemant Kk, cismi izerinde

transandant olan en kiigiik dereceli elemandir.

K, k cisminin  k, cismi igindeki cebirsel kapamsidir ve k, =K, (r’)

v, v w

bicimindedir.

2.2.37. TANIM:

v, K cisminin bir degerlendirmesi, w Vv degerlendirmesinin K(x) cisminin

(a,8) € K xG, minimal giftiyle tanimlanan rezidiil transandant genislemesi olsun.
v, f, 06, v, 7, & h, r, r* daha 6nce tanimlandig1 gibi olsun.

r'=Y ve G=u,+uyY+..+Y" ek, [Y] monik polinomunu alalim,

w(g) = mey, degg = medeg f , (g/h™)" =G
ozelliklerini saglayan g € K[X] polinomu G polinomunun liftingi olarak adlandirilir.

Ayrica; G #Y asal bir polinom ise g liftingi de asaldur.
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2.2.38. TANIM:

v, K cisminin bir degerlendirmesi, W Vv degerlendirmesinin K(x) cismine bir

genislemesi olsun. k,, K

w Vv

cisminin  bir cebirsel genislemesi ise W Vv

degerlendirmesinin K(x) cismine bir rezidiil cebirsel genislemesidir denir.

2.2.39. TANIM:

w, Vv degerlendirmesinin K(x) cismine bir rezidiil cebirsel bir genislemesi ve

G, /G, sonlu bir grup ise w, v degerlendirmesinin K(x) cismine bir rezidil cebirsel

torsion genislemesi olarak adlandirilir.

2.2.40. TANIM:

K cebirsel kapali bir cisim, Vv K cisminin bir degerlendirmesi olsun. v

degerlendirmesinin K (X) cismine bir rezidiil transandant genislemeleri arasinda;
w, <w, < Vf e K[X] icin- w, (f(x)) <w,(f(x)) bigiminde bir siralama bagintisi

tanimlanabilir.

(a,,0,), (@,,0,)e KxG  w,, w, degerlendirmelerini tanimlayan minimal ¢iftler

olsun.
w,<w, <6, <6, ve Vv(a -—a,)=9,

olmasidir.
Benzer sekilde;
w, <w, &>w, <w, ve W (f(x)<w,(f(x)) saglayan bir feK[x] polinomu

vardir.

biciminde tanimlandiginda  w, <w, < 6, <, Vve Vv(a, —a,)>6, olmasidrr.

43



2.2.41. TANIM:

I iyi swrali sonsuz bir kiime ve  (W,),,, V degerlendirmesinin K(x) cismine
rezidiil transandant genislemelerinin bir kiimesi olmak lzere 1, jel vei< j igin

w; <w; oluyorsa (w;) kiimesine v degerlendirmesinin K(x) cismine rezidul

iel

transandant genislemelerinin bir sirali sistemi denir.

2.2.42. TANIM:

(W.).., » K(X) cisminin rezidiil transandant genislemelerinin bir siral1 sistemi olsun.

Her f e K[x] polinomu igin
(T (X)) = sup(w; (T (x))

bi¢iminde tanimlanan w, V degerlendirmesinin K(X) cismine bir genislemesidir ve

(W,);., strali sistemin bir limiti olarak adlandirilir. (w;), , sirali sisteminin limiti olan
W, Vv degerlendirmesinin K(x) cismine bir rezidiil transandant geniglemesi

olmayabilir.

2.2.43. TEOREM:

(W.)..,, K(x) cisminin rezidiil transandant geniglemelerinin bir sirali sistemi olsun.
(W,),., swalisisteminin v degerlendirmesinin K(X) cismine bir rezidil transandant
geniglemelerinin olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her iel igin v(a —a;) >0,

olacak bigimde bira € K elemaninin bulunmasidir.

Buna gore; (w,),_, swrali sisteminin limitinin v degerlendirmesinin K(X) cismine bir
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rezidiil transandant olmayan bir geniglemesi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her

aeKve w,(x—a)<d;saglayan iel elemenmm bulunmasidir.

(Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1990)

2.2.44. TEOREM:

v K cisminin bir degerlendirmesi, rankv=n olsun. w, v nin K(x,...,X,,)

cismine bir genislemesi ise rankw < n-+m dir. (Khanduja, Garg, 1990)

2.2.45. TANIM:

w, K cisminin v degerlendirmesinin K(x) cismine bir rezidll cebirsel

genislemesi olsun. G, /G, torsion grup degilse w, v degerlendirmesinin rezidil

cebirsel serbest genislemesi olarak adlandirilir.

v, K cisminin bir degerlendirmesi ve W, v degerlendirmesinin K(x) cismine bir
serbest rezidiil cebirsel genislemesi olsun. W asagidaki gibi tanimlanir. rankw =2 ise

G,, deger grubunun asikar olmayan bir H isolated alt grubu vardir. O, halkasinin da

M, € M, saglayan sifirdan farkh M, ve M, asalidealleri vardur.

i:G, »>G,/H dogal homomorfizma olsun. u; =iow, K(X) Cisminin ranki bir
olan bir degerlendirmesidir. U degerlendirmesinin degerlendirme halkasi1 O, , O,
halkasmin M idealinin tiimleyenine gore kesir halkasidir. O, halkasinin maksimal
ideali M, dir. u,, Kk, rezidi cisminin OW/MLll halkasma karsilik gelen

u

degerlendirmesi olsun. Bu durumda w =u,ou, Dbileske degerlendirmedir.

0, NK=K veya 0, NK =0,

durumlar incelenerek u, degerlendirmesitanimlanir.
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2.2.46. ONERME:

v, K cisminin bir degerlendirmesi, w, u, yukaridaki gibi olsun. O, NK =K
ise u; degerlendirmesi K cismi tizerinde asikardir. Bu durumda; u,, bir asal monik
fe K[X] polinomuyla tanimlanmig ise G, =Z ve a, f polinomunun uygun bir
koku olmak Gzere k, =K(a) bicimindedir. u,, sonsuzdaki asal ile belirlenmis ise
k,, =K dir.

Bu durumda; her F e K[x] polinomu
F=F,+Ff+..+Ff", F eK[x] degF <degf, i=01..,n

olarak tek sekilde yazilir ve w degerlendirmesi ;

w(F) =inf (i,v'(F, (a)))

bigiminde tanimlanir. Burada V', Vv degerlendirmesinin k, =K(a) cismine bir

genislemesidir.

K(X) _u ul_K(a)_U?_ k

T/

2.2.47. TANIM:

Bu bi¢imde tanimlanan w degerlendirmesi, v degerlendirmesinin 1.tip serbest

rezidiil cebirsel genislemesi olarak adlandirilir.
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2.2.48. ONERME:

v, K cisminin bir degerlendirmesi, w, u, yukaridaki gibiolsun. O, "K =0,
ise u, degerlendirmesi v degerlendirmesinin K(X) cismine bir genislemesidir.
k,, cisminin O, / M, degerlendirme halkasina karsilik gelen degerlendirmenin K (X)
cismine bir rezidiil transandant genislemesidir. Bu durumda; u, bir (a,5) € K xQG,
minimal ¢iftiyle tanimlanmustir.

u,, k, cismi iizerinde asikar oldugundan G(Y) ek, [Y] asal monik polinomuyla

tanimlanmistir. g € K[x], G(Y) polinomunun asal liftingi olmak Uzere w asagidaki

gibi tanimlanir. Her F € K[X], polinomu
F=F,+Fg+..+Fg",FeK[x] , degF, <degg , i=0.1,..,n

yazilir ve p=w(g)=(u,(9)) €QG,xQ ve j:QG, > Q olmak lizere

o (,0)

w(F) =inf ((ju, (F) +1w(g)) = inf ((u,(F),0) +ip)
olarak tanimlanir.

n=degg(Y) olsun. (g/h")" =G(Y), Kk, iizerinde transandant oldugundan g(Y)
polinomunun V(b—a)<J saglayan bir kokii vardir. degF <deg f olan her
FeK[x] polinomu icin F(b) =F(@)" dir ve (F(b)'/h() =c , G(Y)
polinomunun bir kokaddar.

Bu durumda; v,, v degerlendirmesinin K(b) cismine bir genislemesi olmak iizere

ky =k, =k, (c) oldugu gordlir. (Popescu, Vraciu, 1992)

w
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K K,
2.2.49. TANIM:

Bu bi¢imde tanimlanan w degerlendirmesi, v degerlendirmesinin 2.tip serbest

rezidiil cebirsel genislemesi olarak adlandirilir.
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111.BOLUM

DEGERLENDIRILMiS GRUPLAR

Bu boliimde bir grup iizerinde bir degerlendirmenin nasil tanimlandigini ve iizerinde
degerlendirme tanimlanan gruplara B,, B,, Butler grup, 6zel Butler grup, tamamen

ayristirilabilir grup... gibi adlar verildigini gorecegiz.

3.1. TANIM:
H ve K iki grup olsun. Her (h,k), (h',k") e H xK igin

(h,K).(h",k") = (hh', kk)

bi¢iminde tanimlanan ikili iglem ile tiim swrali ikililerin kiimesine H ve K gruplarinin

direkt ¢arpimi denir. H x K seklinde ifade edilir.

3.2. TANIM:

Her (a,), (ay)€ H A, eleman i¢in (8, )+ (a;) =(a, +a,) bi¢iminde tanimlanan
kel

islem ile HAk bir gruptur ve bu gruba A, , k=123,.. gruplarinin direkt garpimi

ke

denir.
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3.3. TANIM:
H ve K iki grup olsun. Her  (h,k), (h",k") e HxK igin

(h,k) + (0, k") = (h+ ',k + k')

bi¢iminde tanimlanan ikili iglem ile tiim sirali ikililerin kiimesine H ve K gruplarinin

direkt toplami denir ve H @ K seklinde ifade edilir.

3.4. TANIM:

H A, nin hemen hemen her bileseni sifir olan elemanlardan olusan alt kiimesi

ke

HAk nmn bir alt grubudur. Bu gruba A, larin direkt toplami denir ve ZAK ile

ke kel

gosterilir.

3.5. TANIM:
G toplamsal bir grup, p asal bir say1 olsun. G grubunun her x elemanmin

mertebesi p nin bir kuvveti ise G grubuna bir p-grup denir.

3.6. SONUC:

Bir G grubunun bir sonlu p-grup olmasi igin gerekli ve yeterli kosul G nin

mertebesinin p nin bir kuvveti olmasidir.

3.7. TANIM:
G degismeli bir grup olsun. G nin mertebesi sonlu olan elemanlarinin kiimesi G

nin bir alt grubudur. Bu alt gruba G nin torsion alt grubu denir ve tG ile gosterilir.

3.8. TANIM:
G=tG ise G grubuna torsion grup, tG ={0} ise G grubuna torsion free grup

denir.
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3.9. TEOREM:

G ve H ikitorsion grup, G, ve H, srasiyla G ve H gruplarmin mertebeleri p

olan alt gruplar1 olsun. G = H olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her p asal sayisi

icin G, =H, olmasidir. (J.J.Rotman,1978)

3.10. TANIM:

G bir grup, xeG ve n>0, neZ olsun. Bu durumda ny=x esitligini

saglayan bir yeG varsa x elemani n ile boltnebilir denir.

3.11. TANIM:
G bir grup olsun. Her xeG icin x=n.y olacak bicimde neZ ve yeG

elemanlar1 varsa G grubuna bdliinebilir grup denir.

3.12. TANIM:

F, Z, :<Xk> sonsuz devirli gruplarmm direkt toplami ise, F grubu

A={x| kel} kimesi izerinde bir serbest degismeli gruptur denir.

3.13. TANIM:

F, Az{xi| iel} kiimesi Gzerinde bir serbest grup olsun. Eger 1 sonlu ve n

elemani varsa F grubunun ranki n dir denir.

F, Az{xi| iel} kiimesi Uzerinde bir serbest grup ve G de Bz{yj| jeJ}

kiimesi iizerinde serbest grup olsun. Eger 1 ve J nin eleman sayilari ayn1 ise F ve

G gruplar1 ayn1 ranka sahiptir denir.
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3.14. TEOREM:

Eger F, A= {Xk| ke I} kiimesi Uzerinde bir serbest grup ise, sifirdan farkli her
xeF elemant m=#0, meZ ve k, 1<i<n olmak Uzere x=m, X, +...+m X,

biciminde tek sekilde yazilir.

3.15. TEOREM:
Bir F serbest degigsmeli grubunun her H alt grubu da serbesttir ve

rankH < rankF tir. (J.J.Rothman, 1978)

3.16. TANIM:

X, G grubunun sifirdan farkl elemanlarmin kiimesi olsun. X, e X ve m, eZ

olmak (izere Zmaxel =0 iken her m ,x, =0 oluyorsa X kimesi bagimsizdir denir.

3.17.TANIM:
A Dbir toplamsal grup, P <A olsun. Her xeP, her ye Ave x=ny Vi

saglayan Vn>1 neZ i¢in X=n.z olacak sekilde en az bir ze P varsa P pure
alt gruptur.

3.18. TANIM:

G bir grup olsun. X, G nin bagimsiz bir alt kiimesi ve <X>, G nin bir pure alt

grubu ise X kiumesine G nin bir pure bagimsiz alt kiimesi denir.

3.19. TANIM:
G bir torsion grup, B < G olsun.

i.) B devirli gruplarin direkt toplamidir.
ii.) B, G nin bir pure alt grubudur.
iii.) G/B bolunebilirdir.

kosullar1 ger¢ekleniyorsa B ye G nin temel alt grubu denir.
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3.20. LEMMA:

T, G grubunun bir pure alt grup olsun. Eger TcS<G ve S/T, G/T nin
bir pure alt grubuise S, G nin pure alt grubudur. (J.J. Rotman, 1978)

3.21. TEOREM:
S, G nin bir pure alt grubu olsun. Bazi n>0,neZ icin nS=0 ise S, G

grubunun bir direkt toplananidir. (J.J. Rotman, 1978)

3.22. TEOREM:
Her sonlu {iretilmis degismeli grup, devirli gruplarin bir direkt toplamidir.

(J.J. Rotman, 1978)

KANIT:
Once her sonlu iiretilmis degismeli grubun, p-gruplarin direkt toplami oldugu
gOsterilmeli, sonra da her p-grubun, devirli gruplarin direkt toplami oldugunu

gosterirsek teoremi kanitlanmus olur.

3.23. TANIM:

A, G ikigrup ve A, G grubunun alt grubu olsun. Her a, be A ve her 1eG

icin a<A<b iken Ae A oluyorsa A grubuna G grubunun bir _konveks alt grubu

denir.

3.24. TANIM:
G, H, K birer grup olmak lizere eger G=HxK iken H={e,} veya K ={e, }

oluyorsa G grubuna ayristirilamaz grup denir
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3.25. TEOREM:
A ve B, C toplamsal grubunun agagidaki kosullari saglayan alt gruplart olsun.
1) AnB={0}

2) A+B=C

Budurumda C, A®@B direkt toplamina izomorftur.

KANIT:

1. izomorfizma teoremini kullanalim. ¢: A®B — C, ¢(a,b)=a+b olsun.
1) ¢ homomorfizma;
#((a,b)+(a’\b"))=a+a’"+b+b’ (*)
#(a,b)+¢(a’.b’)=a+b+a"+b’ **)

C degismeli oldugundan ( *) ve (**) birbirine esittir.

2) ¢ekg = {(a,b)| g(ab)=a+b=0} fakat a+b=0, a=-beANB,
a=b=0 ve cek¢=1{0} du.

3) ¢((ab)={@ab) acAbeBj=A+B=C

A®B
cekg

1.izomorfizma teoreminden A® B = =Im¢=C dir.

3.26. TANIM:
Yukaridaki teoremdeki C grubuna A ve B gruplarinin i¢ direkt toplami denir ve
A® B =C seklinde gosterilir.

3.27. TEOREM: ( Sonlu degismeli gruplarin temel teoremi)

Her sonlu toplamsal grup, mertebesi bir asalin kuvveti olan devirli gruplarin direkt

toplamidir. ( L.Fuchs, K.M.Rangaswamy, 2006)
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3.28. LEMMA:

(n,m) =1 olmak iizere A mertebesi n.m olan sonlu degismeli bir toplamsal grup
olsun. Bu durumda; A, |B|=n ve [C|=m olan alt gruplarmm A=B®&C

biciminde bir direkt toplanmudir.

3.29. TEOREM:

P,,....p, farkli asallar olmak iizere A mertebesi n= p;*...p;* olan bir toplamsal
grup olsun. Bu durumda P, (i=12,.,k ) mertebesi p’ olan p-gruplar olmak lizere

A=P @P,®..®P, bicimindedir.

A bir grup ve P, A nin bir alt grubu olsun. Pure alt grup tanimi asagidaki gibi

verilebilir.

3.30. TANIM:

A bir grup ve P, A nm bir alt grubu olsun. p*y=x esitligini saglayacak
sekilde her xe P ve her ye A icin p“z=x iolacak sekilde en bir zeP varsa

P grubuna A grubunun pure alt grubu denir.

3.31. ORNEK:

A=Z, = {_,I,.B} olsun. P= {5,5}, Z, mn bir pure alt grubudur. Ornegin
y=1cA ve x=3y oldugundan x=3eP A icindeki n=3 ile boliinebilir. P

pure alt grup oldugundan x elemant P grubunda da 3 ile boliinebilmelidir  ve

x=3x , 9=3(mod6) oldugundan bu saglanur.

3.32. ORNEK:

Eger S<G ve G/S torsion serbest ise S pure alt gruptur. Eger s=ng ve
g+SeG/S sonlu bir mertebeye sahip ise G/S torsion serbest; g+S =S ve

geS dir.
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3.33. TEOREM:

Her sonlu p-grup, devirli p-gruplarin direkt toplamudir.

KANIT:

[L.Fuchs] tan asikar olmayan sonlu A p-grubunn asikar olmayan devirli bir P pure
alt grubu vardir. Bundan dolay1 P, A sonlu p-grubunun pure alt grubu olmak iizere bazi
Q alt gruplar1 i¢in A=P @ Q bi¢iminde yazilir. Buradaki Q alt grubu A grubunun
mertebesinden kiicik mertebeye sahiptir. Q p-devirli gruplarin direkt toplami olarak
yazilir. Budurumda A=P@Q=P®(Q,®Q, ®..®Q,) bicimindedir.

3.34. TANIM:

(G,<) bir tam sirali grup olsun. Her a,b,x,yeG icin a<b iken xay<xb.y

oluyorsa G ye bir siralanabilen grup denir.

3.35. TEOREM:

G ve G’ swrali degismeli gruplar, f:G —> G’ herhangi bir sira koruyan

homomorfizma olsun. ¢ekf , G nin bir konveks alt grubudur.

KANIT:
cekf , G nin konveks alt grubu < V a, becekf , 2eG olmak Uzere

a<A<p, iken A ecekf tir

a,becekf, a<p olsun. a <A< olacak bigimde A eG alalim.

O=aof <Af <pf =0 oldugundan Af =0 olup A e gekf tir.

cekf , G nin konveks alt grubudur.
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3.36. TEOREM:

Herhangi bir sirali grubun igindeki konveks alt gruplarin kiimesi kapsamaya gore

tam siralidir.

KANIT:

F, ,F, swrali gruplarin konveks alt gruplart olsun. F, ¢ F, varsayalm. a € F,,

a ¢ F, dir. o dan blyik elemanlar F, nin elemani degildir. Eger a € F, ise F, nin

her bir eleman1 « dan buylktir ve F, < F, dir.

3.37. TEOREM:

G bir siralanabilen grup, N <G olsun. G/N béliim grubunun siralanabilen grup

olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul N nin G nin bir konveks alt grubu olmasidir.

(Patrizia Longabardi, Mercede Maj, 1998)

3.38. TEOREM:

G tlizerindeki herhangi bir siralamanin Arsimedyen bir siralama olmasi i¢in gerekli

ve yeterli kosul her a, beG, a, b>e icin a" >b saglayan bir ne N olmasidur.

(Patrizia Longabardi, Mercede Maj, 1998)

3.39. TANIM:

C ve D G swrali grubun konveks alt gruplart C <D olsun. G grubunun
C <H < D olacak bigcimde bir konveks H alt grubu yoksa C — D konveks jump

olarak adlandirilir.

3.40. TANIM:
G grubundaki her a,b,ce G i¢in a<b iken ac<bc olacak sekilde G lizerinde

bir tam siralama bagmntis1 varsa G grubuna sag siralanabilir grup denir.
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3.41. TANIM:

<, G grubu iizerinde bir sag siralama bagmtisi, C ve D G nin konveks alt
gruplari olsun. Her C — D konveks jumpiigin C <D ve D/C Arsimedyen grup

ise < sag siralamasma Conrad siralama denir.

3.42. TANIM:
G grubu tizerinde Conrad siralama var ise G grubuna Conrad grup denir.

3.43. TEOREM:

Herhangi bir sag siralamanin Conrad siralama olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her

a, beG, a ,b>e, a"b>a saglayanenazbir ne N olmasidir.

(Patrizia Longabardi, Mercede Maj, 1998)

3.44. TANIM:

G degismeli bir grup, G’ de sirali bir grup olsun. p asal bir say1 olmak (izere eger

V,:G—>G U {oo}  déniisiimi,

Her a,beG ve neZ igin;
i) a=0=v, (a)=x
i) v, (pa)=v, (a) ( v,(a)=o olmadikea esitsizlik durumundadur. )
iii.) v (na)=v (@), (np)=1 ise
iv.) v, (a+b)=min(v, (a),v,(b))
Her acG icin v(a), v,(a) larm bir dizisiolarak v(a)=(v,(a)) bicimindedir.
kosullarin1 saglhiyorsa G ye degerlendirilmis grup, v, ye de G grubu Uzerinde bir

degerlendirmedir denir.
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3.45. TANIM:

G ve G’ iki degerlendirilmis grup, ¢ :G — G’ bir grup homomorfizmasi olsun.

Her a G ve her p asal sayist i¢in v, () <V, (4(a)) saglaniyorsa ¢ ye deger koruyan

homomorfizma denir.

3.46. ONERME:

G ve G' iki degerlendirilmis grup olsun. Her aeG ve her p asali igin

v,(@) <V, (#(a)) esitsizligini saglayan  degerlendirilmis gruplar ve bu sekilde
tanimlanan ¢ :G — G’ morfizmalar1 bir kategori olusturur.

(L.Fuchs, K.M.Rangaswamy, 2006)

3.47. TANIM:

A ve B degerlendirilmis gruplar1 arasinda deger koruyan bir izomorfizma var ise

A ve B gruplar1 izometriktir denir ve A= B ile g0sterilir.

3.48. TANIM:
F, ranki 1 olan degerlendirilmis serbest torsion gruplarin bir direkt toplami ise F

ye tam olarak ayristirilabilir degerlendirilmis grup denir.

3.49.ONERME:

F tam olarak degerlendirilmis ayristirilabilir grup olsun. F nin ranki sonlu ise F, ler
ranki 1 olan degerlendirilmis serbest torsion gruplar olmak iizere F ~F ®F, @..® F,
dir. XeF,  olmak {lizere her p asali i¢cin V degerlendirmesi

p

Vo (X + X+ X)) = miin(vp (x;)) seklindedir. (L.Fuchs, G.Viljoen, 1996)
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3.50.TANIM:

B, F ninenazbir H purealt grubuicin F/H degerlendirilmis bolim grubuna
izometrik olacak sekilde ranki sonlu olan tam olarak ayristirilabilir degerlendirilmis
F=F®F, ®..®F, grubuvarsa B ye degerlendirilmis B,-grubu denir. Burada F,

ler rankt1 bir olan degerlendirilmis serbest torsion gruplardir.

3.51. ORNEK:

Rank1 iki olan degerlendirilmis serbest F grubunu tanimlayalim. F =<a>+<b>

olsun. «,=0, oa,,a,,.a, artan dizisini alalim. Bunlar F igindeki elemanlarm p-

n

degerleri olacaktir. F nin v, degerlendirmesi, 7 nin n. kismi toplam 7 ile

gOstermek (izere transendental p-adic birim z nin terimleri ile belirlenir. k ve n

negatif olmayan tamsayilari i¢in;
v, (@) =, V,(p*b)=a, v,(p*(@+I1,b)=a,,
olsun. Ayrica her xeF ve p=q olan tim asallar i¢in v,(x)=o olsun. Bu

sekilde F nin her eleman1 iyi tanimlanmig bir degere sahip olacaktir.

3.52.O0NERME:

Eger; ¢:F —>B  kanonik doniisim ise bu durumda & =¢(x;) (X €F)
elemanlar1 B yi dretir ve B izerindeki degerlendirme her aeB icin

v(a) =sup(min(v(x;))) bi¢iminde tammlanir. (L.Fuchs, K.M.Rangaswamy, 2006)

3.53. TANIM:

G, v ile degerlendirilmis grup, A G nin bir alt grubu ve G/A ranki bir olan
serbest torsion grup olsun. Ranki 1 olan bir X degismeli serbest torsion grubu ve

(/)|A=1A olacak sekilde bir ¢:AD® X —> G izometrisi varsa A grubuna G

grubunun bir dengelenmis alt grup denir.
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3.54. TANIM:

Eger C serbest torsion ve Ima , B nin bir dengelenmis alt grubu ise

a B
0> A—>B—>C — 0 tam dizisine degerlendirilmis gruplarin dengelenmis tam dizisi

denir.

3.55. LEMMA:

C torsion serbest grup olmak (izere 0—>A—>Bi>C — 0 degerlendirilmis ve

dengelenmis  bir tam dizi olsun. y:C'—>C  donisimi  verildiginde

B
0—> A—>B’'—>C’ -0 dizisi tam olacak sekilde y yardimiyla C'/ceky ve C
arasinda bir izometri tanimlanabilirse , 7 yardimiyla da B’/cekn ve B arasinda bir

1izometri tanimlanabilir.

B
0->A-B' -C'>0

” \Ln \Ly

0—>A—>Bi>C -0

( L.Fuchs, K.M.Rangaswamy, 2006 )

3.56. LEMMA:

/4
C torsion serbest grup olmak Uzere 0 > A—>B—>C — 0 degerlendirilmis ve

dengelenmis  bir tam dizi olsun. «a:A—> A" donisimi  verildiginde

0—> A">B'—>C’"— 0 dizisi tam olacak sekilde o yardimiyla Ima ve A
arasinda bir izometri tanimlanabilirse , f yardimiyla da ImpB ve B arasinda bir

1izometri tanimlanabilir.
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0—>A—>BL>C -0

oo 3

0>A'-5B'-C'>0
( L.Fuchs, K.M.Rangaswamy, 2006 )

3.57. TANIM:

Her dengelenmis torsion T grubu i¢in degerlendirilmis gruplarin dengelenmis

0>T >G—->B—0 tam dizisi pargalantyorsa B degerlendirilmis torsion serbest

grubuna B, - grubu denir.

3.58. LEMMA:

Herhangi bir tam olarak ayristirilabilir degerlendirilmis gruplar ve bu gruplarin

toplamlar1 da degerlendirilmis B, -gruplaridir. ( L.Fuchs, K.M.Rangaswamy, 2006 )

3.59. TANIM:

A ve B iki degerlendirilmis grup olsun. A@® B iizerindeki bir v degerlendirilmesi

her ac A ,beB igin; v(a,b)=min(v(a),v(b)) Dbiciminde tanimlanir.

3.60. TANIM:

A degerlendirilmis bir grup, C A nin bir pure alt grubu olsun. A/C  bélim grubu
iizerinde bir degerlendirme her ae A igin v(a+C)=sup{v(a+c)| ceC} biciminde

tanimlanir.
3.61. TANIM:

G ranki sonlu olan ve tamamen ayristirilabilir bir grup olsun. G nin ranki sonlu olan

torsion serbest degismeli bir pure alt grubuna Butler grup denir.

62



Bagka bir ifadeyle ranki sonlu olan tam olarak degerlendirilmis ayristirilabilir grubun

epimorfik gorintisudur.

3.62. TANIM:
B sonlu iiretilmis degerlendirilmis serbest Butler grup olsun. B grubu {izerinde
tanimlanan v degerlendirmesi degerlendirme tanimindaki ii.) kosulundan daha giiclii

olan her beB igin v (pa)=v, (a)+1 kosulunu sagliyorsa B grubuna Ozel Butler

grubu denir.
3.63. TANIM:
Eger F = <ai> izometrik degerlendirilmis devirli gruplar olmak {izere

degerlendirilmis sonlu {iiretilmis serbest F=F ®@F, ®...®F, grubu homojen grup

olarak adlandirilir.

3.64. LEMMA:

Homojen degerlendirilmis sonlu {iiretilmis serbest F :<a1> @<a2>@...®<an>

grubunun bir devirli pure <b> alt grubu bir degerlendirilmis toplanandir. Yani, uygun

b eF icin F=(b) ®(b,)®..®(b,) dir. (L.Fuchs, G.Viljoen, 1996)

3.65. TEOREM:

Homojen degerlendirilmis sonlu {iretilmis serbest gruplarm pure  altgruplar

degerlendirilmis toplananlardir.

KANIT:
G, F homojen degerlendirilmis sonlu iiretilmis serbest grubun bir pure alt grubu

olsun. Eger beG, G nin bir pure alt grubunu dretiyorsa C homojen
degerlendirilmis sonlu {retilmis serbest bir grup olmak {izere F :<b>+C

bicimindedir. Bu durumda C "G, C nin bir pure alt grubudur. G nin rank1 {izerinden
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timevarimla G, F nin bir toplanant oldugundan G= <b>+C NG  oldugunu

gosterebiliriz. Bu da G nin kendi basina bir serbest degerlendirilmis grup oldugunu

gOsterir.

3.66. TEOREM:

Kk
Her (ai> bir pure grup olmak Uzere B :z<ai> degerlendirilmis sonlu iiretilmis
1

serbest grup bir 6zel Butler grubudur. Eger v(a,)=v(a,)=..=v(a,) ise B bir

serbest degerlendirilmis gruptur.

KANIT:
B homojen degerlendirilmis F serbest grubunun epik goriintiisiidiir. Bu durumda
homomorfizmanin ¢ekirdegi bir toplanandir. Dolayisiyla B, F nin bir toplananma

izomorfik olacak sekilde bir serbest degerlendirilmis gruptur.

3.67. LEMMA:

Kk
Her (ai> bir pure grup olmak tzere B :z<ai> degerlendirilmis sonlu {iretilmis
1

serbest grup bir 6zel Butler grubudur. Eger v(a,)<v(a,)<..<v(a,) ise <ak>, B

nin bir degerlendirilmis toplananidir. Yani bazi degerlendirilmis C Butler grubu icin

B=(a,)+C dir. (L.Fuchs, G.Viljoen, 1996)
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