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T.0. FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK YUKSEK LISANS PROGRAMI

DOGRULUK BEYANI

Trakya Universitesi Fen Bilimleri Ensttisi, tez yazim kurallarina uygun olarak
hazirladimim bu tez caligmasinda, tim verilerin bilimsel ve akademik Kkurallar
gergevesinde elde edildigini, kullanilan verilerde tahrifat yapilmadiin, tezin akademik
ve etik kurallara uygun olarak yazildiginy, kullanilan tlim literatiir bilgilerinin bilimsel
normlara uygun bir sekilde kaynak gosterilerek ilgili tezde yer aldiini ve bu tezin
tamam: ya da herhangi bir bdlimiiniin daha dnceden Trakya Universitesi ya da farkli

bir tiniversitede tez calismasi olarak sunulmadifinmi beyan ederim.




Yiiksek Lisans Tezi
Belirli Halkalar Uzerindeki Kodlama Teorisi
T.U. Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

OZET

Cebirsel Kodlama Teorisinin amaglarindan biri sonlu cisimler veya sonlu
halkalar {izerinde yeni ve iyi kodlar yazmaktir. Bilinen iyi kodlar kullanilarak yeni
halkalar tizerinde iyi kodlar elde edilmesi 6nemlidir. Bu tezde belirli halkalar iizerinde

iyi kodlar yazmak amaglanmisir.

Bu tez ¢alismasinda oncelikle lineer kodlar, cyclic kodlarla ilgili temel bilgiler
verilmistir. 3. Boliimde u®=u olmak iizere F,+UF, halkasindan F, cismi iizerine
tanimlanan bir Gray doniisimii kullanilarak F, +ulF, halkas: tizerindeki bir cyclic
kodun Gray doniisiimii altindaki gériintiisii F, cismi {izerinde tanimlanan iki cyclic
kodun direkt ¢arpimi olarak yazilmistir. [F, cismi tizerindeki bu iki cyclic kodun iirete¢
matrisleri, lirete¢ polinomlari, idempotent iiretegleri kullanilarak I, +ulF, halkas:
tizerindeki cyclic kodun iirete¢ matrisi, iirete¢ polinomu ve idempotent ireteci elde
edilmisbtir.

3. Boliimde daha sonra u?=0 ya da u®=1 durumunda elde edilen T, +UufF,
halkalarinin birbirine izomorf oldugu gésterilmistir. Sonra u?> =0 durumunda F, +uT,

halkasi tizerindeki farkli kodlar belirlenmistir. 4. Bolimde bu sonuglar P bir asal sayi,



k bir dogal say1 ve u’> =0 olmak iizere Fpk +Uu Fpk halkasi tizerine genellestirilmistir.
u®=0 durumunda IFpk +U Fpk halkasi iizerinde p° uzunluklu constacyclic kodlar
incelenmistir.
5. Bolimde F, +UTF, +u®F, halkas iizerindeki cyclic, (1-u?) - constacyclic
veya quasi-cyclic kodlar
i. p=2,u’=0
i. p=3,u’=0

iii. p =3, u® =1 durumlarinda belirlenmistir.
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ABSTRACT

The aim of Algebraic Coding Theory is to write new and good codes over finite
fields or finite rings. It is important to write good codes over the new rings using known

good codes. To write good codes over the certain rings is aimed in this thesis.

Firstly basic knowledge on lineer codes, cyclic codes have been given in this

thesis. In chapter 3. a Gray image of a cyclic code over I, +ulF, has been written as a
direct product of two codes over I, by using the Gray map from the ring I, + u ¥, with
u?=u to the field FF,. The generator matrix, generator polynomial and idempotent
generator of cyclic code over the ring I, +Uulf, has been obtained by using the

generator matrices, generator polynomials, idempotent generators of these two cyclic

codes that are defined over the field F, .

In chapter 3. afterwards it has been proved that the ring I, + ulF, with u?=0
and the ring [, +UulF, with are isomorphic. Then different codes over the ring

[F, +ulF, with u*=0 have been determined. In chapter 4. These results have been



generalized to the ring ]Fpk +Uu ]Fpk where p isa prime number, k is a natural number.

The constacyclic codes of length p® over the ring Fpk +u IFpk have been studied.

In chapter 5. the cyclic, (1—u2)—constacyclic, quasi-cyclic codes over the ring

F +uF, +u? [F, with u?=0 have been determined for the following cases.

. p=2,u’=0
i. p=3,u’=0
ii. p=3,u’=1
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Number of Pages 119
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BOLUM 1

GIRIS

Kodlama Teorisi ¢alismalar1 elektronik iletisimde hatalarin belirlenmesi ve
belirlenen hatalarin diizeltilmesi amaciyla 1950’lerde baslamistir. See Shannon’un
1948’de yayimlanan “ A mathematical theory of communication” ve R.W. Hamming’in
1950’de yayimlanan “Error detecting and error correcting codes” isimli ¢aligmalari
Cebirsel Kodlama Teorisinin baglangic1 kabul edilir. 1990’11 yillarda lineer olmayan

kodlarla Z, tizerindeki kodlar arasinda iliski kurulmus ve halkalar iizerindeki kodlarin

calisilmasinin 6niinii agilmistir ve farkli kod alfabeleri tizerinde galisilmaya baslanmustir.
Calismalar Hamming metrigi olmayan metriklerde kullanilarak genisletilmistir. Cebirsel
Kodlama Teorisinin 6nemli problemlerinden biri yeni ve paremetreleri iyi kodlar
yazmaktir. Kodun uzunlugu, kod sozciigii sayist ve kodun minimum uzakligi kodun
parametrelerini olusturur. Kod uzunlugunun kii¢iik olmast kodun hizli bir bigimde
iletilmesini , kod sozciigiiniin fazla olmasi1 fazla mesajin iletilmesini, kodun minimum
uzakligimin biiyiik olmasi daha fazla hatanin tespitini ve ¢oziilebilir olmasini saglar. Bu
tezde belirli halkalar {izerinde bilinen kodlar kullanilarak yeni kodlarin elde edilebilecegi

gosterilmistir.
2. Boliimde Lineer kodlar, cyclic kodlarla ilgili genel bilgiler verilmistir.

3.1. Bolimde R=F, +uf, (u2 = u) halkasi tizerinde n uzunluklu bir C lineer

kodu ve Gray doniisiimii yardimiyla FF, iizerinde n uzunluklu iki farkli lineer kod

tanimlanmigtir. Tanimlanan bu iki kodun iirete¢ matrisleri, iirete¢ polinomlari



kullanilarak sirastyla C kodu igin iirete¢ matrisi ve lirete¢ polinomu elde edilmistir. C
kodunun uzunlugunun tek olmasi durumunda tanimlanan iki kodun idempotent

iireteglerinden C kodu i¢in bir idempotent iireteg elde edilmistir. Benzer sonuglar dual

kodlar i¢in de yazilmistir. 3.2. Boliimde R, =F, +ul, (u2 :1) halkasinin R, =T, +uT,
(u2 = 0) halkasina izomorf oldugu gosterilmistir. R, halkasi lizerindeki cyclic kodlarla

(1+u)—constacyclic kodlar arasindaki iliski ve R, halkasi iizerindeki (1+Uu)-
constacyclic kodlarla ikili cyclic kodlar arasindaki iliski verilmistir. R,"’den IF,*"
vektdr uzayi tizerine tanimlanan Gray doniisiimii kullanilarak R, halkasi iizerindeki n
uzunlugunda bir (1+u)—constacyc|ic kodun Gray doniigiimii altindaki goriintiisiiniin

2-n uzunlugunda bir cyclic kod oldugu gésterilmistir. R, halkas1 iizerinde n

uzunlugunda bir cyclic kodun Gray doniisimi altindaki gorintiisiiniin ise 2-n

uzunlugunda bir cyclic koda denk kod oldugu gésterilmistir. N sayisinin tek say1 olmasi
durumunda R, halkast iizerinde n uzunlugundaki bir cyclic koda karsilik bir (1+u)—

constacyclic kodun elde edildigi gosterilmistir.

4.1.B6limde 3.2. Bolimde R =TF,+ul, (u2 = O) halkas: tlizerinde yapilan
caligmalar; p bir asal sayi, keN ve IFpk =GF ( pk) olmak iizere; R :IE‘pk +uIE‘pk
(u2 = O) halkasina genellestirilmistir. Genel durumda p=2 ve k=1 alindiginda
3.2.Boliimdeki sonuglar elde edilmistir. 4.2. Boliimde; p bir asal say1 olmak tizere;
R=F, +uF, (u*=0) halkasi iizerindeki p° uzunluklu constacyclic kodlar

calisilmistir. Bu boliimde ilk olarak R iizerinde n uzunluklu bir A —constacyclic
kodun dualinin bir 2™ - constacyclic kod oldugu gosterilmistir. Ayrica R iizerinde n

uzunluklu bir C kodu i¢in Tor(C) ve Res(C) kodlar tanimlanmis ve C kodunun
eleman sayisiyla TOF(C) ve Res(C) kodlarin eleman sayilar1 arasindaki iligki
verilmistir. Daha sonra IFpk sonlu cismi tizerindeki p° uzunluklu A —constacyclic
kodlar icin yapilan ¢alismalar R halkasi iizerinde «+u-f—constacyclic kodlara

taginmustir. 4.1. Bolimde R = ]Fpk +uIFpk (u2 = 0) halkas1 tizerinde keyfi n uzunluklu



bir cyclic koda karsilik bir (1-u)— constacyclic kod elde edilmistir. Son olarak; ¥, F,

cisminin sifirdan farkli bir eleman1 olmak iizere; R halkasi tizerinde p° uzunluklu bir

cyclic koda karsilik bir ¥ —constacyclic kod verecek bir izomorfizma tanimlanmistir.

5.1. Bélimde R=F,+ulF,+u’F, (u3 = 0) halkasindan F, cismi {izerine
uygun bir Gray doniisiimii tanimlanmis ve daha onceki boliimlerde tanimmlanan
o,U, UL, ,L_l,apkfl doniisiimlere benzer donisimler R halkasi ve T,* vektor uzay
tizerinde tanimlanmustir. 3.2. ve 4.1. Boliimdeki Nechaev permiitasyonu kullanilanarak
% permiitasyonu tanimlanmigtir. 3.2. ve 4.1. Bolimdeki sonuglar bu doniisiimler
kullanilarak R halkas: iizerine genellestirilmistir. 5.2. Bolimde R=F,+uF, +u’F,
(u3 :1) halkasindan F,;’ vektor uzayina yeni bir Gray doniisiimii tanimlanmis ve bu

Gray dontisiimii kullanilarak R halkasi tizerinde n uzunluklu bir cyclic kodun bu
dontisim altindaki goriintiisiiniin  indexi 3 olan bir quasi-cyclic kod oldugu
gosterilmistir. S=F, +ulF, +u’F, (u3 = 0) halkasinin R halkasina izomorf oldugu
gosterilmis ayrica S halkasi tizerinde n uzunluklu bir lineer koda permiitasyon denk

bir kod i¢in iirete¢ matrisi elde edilmistir. Daha sonra R ve S halkalar tizerindeki

izomorfizma kullanilarak R halkasi tzerindeki n uzunluklu bir lineer koda

permiitasyon denk bir kod igin iirete¢ matrisi verilmistir. 5.3. Béliimde F, +uF, +u®F,

(u3:0) halkas1 tizerinde yapilan c¢alismalar p bir asal olmak tizere

R=F,+ufF + u’ F, (u3 = O) halkasi iizerine genellestirilmistir.



BOLUM 2

ON BIiLGILER

2.1. Lineer Kodlar

2.1.1.Tammm: Alfabe olarak adlandirilan Az{ai,az,...,ar}sonlu kiimesinden

alinan elemanlarin olusturdugu sonlu dizilerin kiimesine r—ary kod denir.

A“:{(xl,xz,...,xn)

kiimesinin herhangi bir C alt kiimesine n uzunlugunda bir r —ary kod ve C kodunun

X €A, i=1,2,...,n} kiimesinin elemanlarmma sézciik denir. A"

elemanlarina da kod sozciigii denir. (Ling, Xing, 2004, s.5)

2.1.2.Tamm: [F,", F, sonlu cismi iizerinde n boyutlu vektdr uzay: olsun. If,"

vektor uzayinin M elemanli bir C alt kiimesine bir (n, M)—kod denir. (Ling, Xing,

2004, 5.5) o

F,, IF, ve F,cisimleri iizerindeki kodlara sirasiyla ikili (binary), {iglii (ternary)

ve dortlii (quaternary) kodlar denir (Huffman & Pless, 2003, s.3).

2.1.3.Tamm: Fqn vektor uzayinin boyutu k olan bir C alt vektor uzayma F,

lizerinde bir [n, k]—lineer kod denir. (Roman, 1992, 5.197)

2.1.4.Tanim: Sonlu, degismeli, birimli, yerel ve p asal olmak {izere maksimal

ideali (p) olan bir R halkasina Galois halkas: denir. (Holdman, 2016) o



Eger R halkasinin idealleri kiime kapsama bagintisina gore tam sirali ise R
halkasina bir zincir halkasi denir. Bir zincir halkasinin tek maximal ideali tiim nilpotent

elemanlar igerir. Bir R zincir halkasimin tiim idealleri esas idealdir. Bir sonlu zincir

halkasmin ireteci u olan <U> maximal ideali disiiniilsiin. R sonlu oldugundan
g<u '>g . ~E<u2>g<u1>g<u°> = R zinciri bir sonlu zincirdir. Bu durumda dyle bir
j icin <uj> =(0) saglanlr.<uj> =(0) kosulunu saglayan en kiigiik dogal say1 t ise t
sayisina U elemaninin nilpotentlik derecesi denir. Bu durumda p bir asal say1 olmak

tizere rezidii cismi FF = %u) q=p' tane eleman igerir ve CharF = p saglanir. Galois
halkalar1 veya K, [%.> bi¢imindeki halkalar esas ideal halkalaridir. (Flaut, 2000)

p bir asal say1 olmak lizere IF, p elemanl sonlu cisim olsun. m pozitif bir

tam say1 ve u bir degisken olmak iizere;

R= F’[u]<um>:{ro+|r1u+r2u2+---+rmlu'“‘1 u™=0,0<i<m-liginr eIFp}

halkasi diistiniilsiin. R halkasi u" =0 kosuluyla halka olan

F,+ulF, +u? F,+-+ um™t [F, halkasma izomorftur. R béliim halkasi (u) maksimal
idealli bir yerel halkadir. f(X)e R[X]elemanlnln modiilou indirgenmis polinomu
f(x) olmak iizere f(x) polinomu F, [X] polinom halkasinda indirgenemez ise f(x)
polinomuna temel asal polinom denir. h(x) e R[x]temel asal bir polinom ve d°h=r

R[x]

olmak iizere GR(R,r)= <h (X)> boliim halkas: bir Galois halkasidur. GR(R, r)

Galois halkast (U) maksimal idealli ve F, rezidii cisimli yerel halkadur. (Kai, Zhu, Li,
2010)

2.1.5. Tanmm: R bir Galois halkasi olmak lizere R™ kiimesi bir R —modiildiir.
R™ ‘nin bir C alt modiiline R halkasi iizerinde bir lineer kod denir. (Holdman,

2016, 5.47)



2.1.6.Tanim: (R,+,') bir halka , Abir R—modil ve X A ’nin bir tabani

olsun. Budurumda A R —moduline X kiimesi tizerinde bir serbest R —modiil denir.
( Hungerford, 1974, s.181)

R birimli, sonlu ve degismeli bir halka olsun. R halkasi iizerinde n

uzunlugunda bir C lineer kodu R" ‘in bir R —alt modiiliidiir. Bir alt modiiliin bir

serbest modiil olmasi1 gerekmez. (Flaut, 2000)

2.1.7.Tamm: C F, iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun.

i F" vektor uzaymin C alt uzaymimn ortagonal timleyenine C kodunun dual

kodu denir ve C* bigiminde gosterilir.

ii.  C kodunun F, iizerinde bir vektdr uzay: olarak boyutuna C lineer kodunun

boyutu denir ve boy(C) bigiminde gdsterilir. (Ling, Xing, 2004, 5.45)

2.1.1.Lemma: C F, cismi iizerinde bir [n, k] lineer kod ise C* kodu F, cismi
iizerinde bir [n,n—k]—lineer koddur. (Hill, 1986, 5.68)

2.1.1.Teorem: C, F, tizerinde n uzunlugunda bir lineer kod ise

i. |C| Poy(C saglanlr

ii. ~ Clineer kod ve boy(C)+boy(C")=n saglan.

iii. (CL )L = C saglanir. (Ling, Xing, 2004, s.45)

2.1.1.0rnek: F, cismi iizerinde 4 uzunluklu
C= {(o,o, 0,0),(10,1,0),(0,1,0,1),(LL1,1)} lineer kodu dilsiinillsiin.

{ 0,0,0, 0 1 0,1, 0) (0,1,0,1),(1,1,1,1)} = C oldugunu gérmek kolaydir. Ayrica

boy (C)=boy(C")=2 saglanir. (Ling, Xing, 2004, 5.46)

2.1.2.0rnek: F, ={0,1,0}(» " = w)cismi iizerinde 3 uzunluklu

C={(0,0,0),(0,0,1),(0,0,»),(0,1,0),(0,@,0),(0,11),(0,1, ),(0,@1),(0, @, )}



lineer kodu diisiiniilsiin. Bu durumda C* = {(0, 0, 0),(1, 0, 0),((0, 0, 0)} elde edilir.
boy (C)=2veboy(C*)=1 oldugundan boy(C)-+boy(C"*)=3 saglanir. (Ling, Xing,
2004, s.46)

2.1.8.Tanim: x ve y bir A alfabesinin n uzunluklu iki s6zciigii olsun. x ve
y sozciiklerinin birbirinden farkli koordinatlarin sayisma x ve y sozciikleri arasindaki

Hamming uzaklig1 denir ve d,, (X, y) olarak gosterilir. (Ling, Xing, 2004, s.9)
dy :A"x A" > NuU{0}
(X, y):((xl,xz,...,xn),(yl,yz,...,yn))|—>dH (x,y):‘{i|xi - yi}‘

bigiminde tanimlanan fonksiyon Hamming uzaklik fonksiyonudur ve A" kiimesi

tizerinde bir metriktir. (Ling, Xing, 2004, s.9)
2.1.9.Tamim: IFqn vektor uzaymin herhangi bir X elemaninin Hamming agirligi

onun sifirdan farkli koordinatlarinin sayisi olarak tanimlanir ve W, (X) olarak gosterilir.

(Ling, Xing, 2004, s.46)

2.1.10.Tamum: Herhangi bir ¢ = (CO, Clyevns Cn_l) e IFq” kod sozciigiiniin Hamming

n-

1
agirligny Wy (C) = ZWH (Ci) “dir. (Ling, Xing, 2004, s.47)

-1
Bu durumda; O=(0,0,...,O)G]Fq“ olmak {izere W, (X)de (X,O) saglanir.
(Ling, Xing, 2004, s.46)
2.1.11.Tamm: F, cismi iizerinde n uzunlugunda bir C kodunun farkli kod

sozciikleri arasindaki uzakliklarin en kiigligiine C kodunun minimum uzakhgi veya

sadece uzakhg denir ve d,, (C) bi¢iminde gosterilir. (Huffman, Pless, 2003, s.8)

2.1.12.Tamm: C F, cismi iizerinde tamml1 n uzunlugunda bir kod (lineer

olmasi gerekmez) bir kod olsun. C kodunun sifirdan farkli elemanlarinin Hamming
agirliklarinin en kiiciigiine C kodunun minimum Hamming agirligt denir ve W, (C)

bi¢iminde gosterilir. (Ling, Xing, 2004, 5.48)



2.1.2.L.emma: Eger x,yel" ise d, (X, y) =W, (X— y) saglanir. (Huffman,
Pless, 2003, s.8)

2.1.2.Lemma bir lineer kodunun minimum uzakliginin kodun minimum

agirligina esit oldugu sonucunu verir.

Bir alfabe iizerinde bircok metrik tanimlanabilir. Hamming metrigi bir alfabe
iizerinde tanimlanabilecek metriklerden sadece biridir. Hamming metridi i¢in yapilan

tanimlar benzer bicimde tanimlanacak yeni metrik i¢in de yapilir.

2.1.1.Not: n uzunluklu, d minimum uzaklikli ve M tane elemani olan bir C

kodu (n,M,d)—kod ve uzunlugu n, boyutu k , minimum uzakligi d olan bir C lineer

kodu ise [n,k,d]-kod ile gésterilir. (Roman, 1992, 5.145)

C bir [n,k,d]-kod olsun. C kodunun eleman sayist biiyiidiikge karsilik gelen
mesaj sayist da artar. Minimum uzaklik biiyiidiikce daha ¢ok hata diizeltilebilir.
Bunlarin yani sira kodun eleman sayisinin biiyiimesi minimum uzakliginin kiigiilmesine
neden olur. (Cengellenmis, 2005, s.24)

2.1.13.Tamim: Satirlar1 bir C [n, k]—lineer kodu igin taban olan kxn boyutlu

G matrisine C kodu igin bir lirete¢ matrisi denir. (Huffman, Pless, 2003, s.4)

1100
2.1.3.0rnek: Ureteg matrisi G={0 1 1 1| olan F, iizerinde 4 uzunluklu
1 010

bir C [4,3]- lineer kodu diisiiniilsiin. C kodunun 2° tane elemani oldugundan 2° tane
mesaj1 kodlamada kullanilir. Mesajlar F,® vektdr uzayinin elemanlariyla tanimlanir. Bir
mesaja karsi gelen vektdr (X, X,,X,)€[F,’ vektorii olsun. Mesaj vektdriiniin belirttigi

[X, X, X;] satir matrisi ile C kodunun G iirete¢ matrisinin ¢arpilmastyla elde edilen



110
[ % X]{0 1 1 1|=[x+X X+X X,+X X,] satir matrisinin belirttigi
1 01

o+ O

(X, + X3, % +X,, X, + X3, X, ) vektdr mesajin kodlanmus halidir ve C koduna ait kod

sozcugiidiir. (Roman, 1992, 5.198)

2.1.14.Tamim: Bir C lineer kodunun C* dual kodunun H iirete¢c matrisine C

kodu i¢in bir parity check matrisi denir. (Ling, Xing, 2004, s.52)
2.1.3.Lemma: Bir C [n,k]—kodu icin standart formdaki bir {irete¢ matrisi

G=(1,]x) ise H=(-X"

Infk) matrisi C kodu i¢in bir parity-check matrisidir. (Ling,
Xing, 2004, s.55)

2.1.15.Tammm: C, ve C, iki lineer kod olsun. Bir kodun kod soézciiklerinin

bilesenlerine bir permiitasyon uygulandiginda diger kodun kod sozciikleri elde

ediliyorsa C, ve C, kodlarina permiitasyon denk kod denir. (Huffman, Pless, 2003,
s.19)

2.1.4.0rnek: F, cismi lizerinde uzunlugu 4 olan
C = {(0, 0,0, O) , (O,l, 0,1) , (0, 0,1 O) , (O,l, 1 l)} kodunun kod sozcuklerinin

1 2 3 4

0 4 1 3} permiitasyonu uygulanmasiyla C;, koduna

koordinatlarina f :(

permiitasyon denk C, ={(0,0,0,0),(110,0),(0,0,0,1),(1,1,0,1)} kodu elde edilir.
(Ling, Xing, 2004, s.56)

2.2.Cyclic Kodlar

2.2.1.Tanim: A R sonlu halkasinin tersi olan bir elemani ve C R tizerinde n
uzunlugunda bir kod olsun. Eger
7,:R">R"

X=Xy X, Xpueees Xy ) 2 T, (X) = (A Xygs Xou Xeseves X))

doniisiimii i¢in 7, (C)=C saglaniyorsa C koduna bir A —constacyclic kod denir.



A =1 ise bu koda cyclic kod, 4 =-1 ise bu koda negacyclic kod denir. (Dinh, 2010)

2.2.1.Teorem: R sonlu bir halka olmak iizere,

7:R"—> <X"—/1>

C=(Cy,Cpr---1Coy ) > (C) =Co+C - X+...+Cpy - X"

-1

doniistimii tanimlansin. C R {izerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun. C kodu

bir A — constacyclic kod ise 7(C) kiimesi R[%n ,1> halkasinin bir idealidir. Bu

ifadenin tersi de dogrudur. (Dinh, 2010)
2.2.1.0rnek: F, = {O,l, a)} (afl = a)) cismi iizerinde 3 uzunlugundaki

C={(0,0,0),(1L11),(@ @ )} cyclic kodu iin

7(C)= {6,l+ X+ X, 0+0 X+0- Xz} Kiimesi 13 [%3 _1> halkasinin bir idealidir.
(Ling, Xing, 2004, s.137)

2.2.1.Lemma: o [%n o halkasinin her | # {6} ideali icinde tek tiirlii belirli
minimum dereceli monik bir polinom vardir. (Ling, Xing, 2004, s.138)

2.2.2.Teorem: '@ [%”—1> halkasinin bir | ¢{(_)} ideali ve g(x) I idealinin

minimum dereceli, sifir olmayan monik bir polinomu ise g(x) eleman: | idealinin bir
iireteci ve g (X) polinomu X" —1 polinomunun bir bdlenidir. (Ling, Xing, 2004, s.136)
2.2.2.Tanim: ¢ <X” l> halkasinin | 7&{0} ideali i¢inde tek tiirlii belirli

minimum dereceli monik polinoma | idealinin iirete¢ polinomu denir. (Ling, Xing,
2004, 5.138)

2.2.3.Tamm: F, cismi iizerindeki bir C cyclic kodu igin 7 (C) idealinin tireteg

polinomuna C cyclic kodunun iirete¢ polinomu denir. (Huffman, Pless, 2003, 5.126)

10



2.2.1.0nerme: x"—1eF,[x]| polinomunun herhangi bir monik f (x) boleni

icin f (X) € K, [%n 1> elemani Fq cismi tizerinde n uzunlugundaki bir cyclic kodun

iirete¢ polinomudur. (Ling, Xing, 2004, s.138)

2.2.1.Sonug: F; cismi iizerinde n uzunlugundaki cyclic kodlarla x" -1€F,[x]
polinomunun monik bolenleri arasinda birebir esleme vardir. (Ling, Xing, 2004, s.138)
2.2.3.Teorem: p,(x), p,(X),..., p, (x) birbirinden farkl, monik, F, iizerinde

asal polinomlar ve her i=12,...,r i¢in e >1 olmak iizere X" —1eIFq[X] polinomu

X"—le P’ (X) biciminde ¢arpanlara ayrilsin. Bu durumda [Fq tizerinde n
i=1

r
uzunlugunda H(ei +1) tane cyclic kod vardir. (Ling, Xing, 2004, s.139)

i=1

2.2.2.0rnek: F, cismi iizerinde 7 uzunlugundaki cyclic kodlar igin X' —1
polinomu X" —1=(x+1)-(X* +x+1)-(x*+x* +1) e, [x] bigiminde monik asal
polinomlarin ¢arpimi biciminde yazilir. Bu durumda 1, X+1, X+ x+1 | X*+x*+1,
X+, XX XL XXX X+ X+ x+1, X" +1  polinomlarini
tirete¢ polinomu kabul eden [, cismi iizerinde 7 uzunlugunda 8 tane cyclic kod vardr.

(Ling, Xing, 2004, s.140)
2.2.2.0nerme: C F, cismi iizerinde n uzunlugunda bir cyclic kod olsun.
i.  C cyclic kodunun iirete¢ polinomu ¢ (X) ve d° (g (X)) =r ise boy(C) =Nn-r
dir.
ii.  C cyclic kodunun iirete¢ polinomu ¢ (X) =0, +0, X+--+0, X' ise g,#0’dur.

C kodunun iirete¢ matrisi

11



9% 9 9 - g 0
0 9 9 9 - 9
0 0 g o 9

0 0 0 g 9. 0,

Bi¢imindedir. (Roman, 1992, s.321)

9

(n=r)xn

2.2.4.Tamm: C F, cismi iizerinde cyclic [n,n—r]—kod olsun. C kodunun

iirete¢ polinomu g(x), X" -1 polinomun bir bdleni oldugundan X" —1=g(x)-h(x)

olacak bigimde derecesi N—r olan bir h(x) e F,[x] vardir. Bu kosulu saglayan h(x)

polinomuna C kodunun check polinomu denir. (Roman, 1992, 5.325)

2.2.3.0nerme: h(x) polinomu F, cismi iizerinde n uzunlugundaki bir cyclic

C kodunun check polinomu olsun.

i.  Eger h(x)=hy+h x+---+h_ x"" ise

hy 0 0

h, 0

hn—r hO
0 h_ - hy

matrisi C cyclic kodunun bir parity-check matrisidir.

ii. C* dual kodu r boyutlu ve

h*(x)=h,*x"" h (X_l) =h" (h0 X" X hn_r) tireteg polinomlu

cyclic koddur. (Roman, 1992, 5.325)

2.2.3.0rnek: x° —1polinomunun F, cismi iizerinde

x° —1:(x3)3—1:(x3—1)-(x6 +x3+1):(x—1)-(x2 +X+1)-(X6+X3+1)e F, [X]

bigiminde asal ¢arpanlarina ayrilir. Bu durumda F, cismi iizerinde 9 uzunlugunda 8

tane cyclic kod vardir.
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Uretec polinomu X° +x° +1 olan F, cismi lizerinde 9 uzunlugundaki C cyclic

kodunun boyutu 3 ve iirete¢ matrisi G =

O O -
o - O
= O O

1 00100
0 1 0 0 1 0] matrisidir.
0 010001
h(x) = (x—1)-(x* +x+1) =x* -1 polinomu C cyclic kodunun check polinomudur. Bu

durumda h*(x)=x* -(X‘3 —1) = x®+1 polinomu C* dual kodunun iirete¢ polinomu ve

100100000
010010000
H = 001001000 matrisi C cyclic kodunun parity-check matrisidir
000100100
000010010
000O0O0100O0T1

. (Roman, 1992, s.326)

Ureteg polinomlarinin yani sira bir cyclic kodu iiretmekte kullanilabilecek bir
¢ok polinom vardir. Bu polinomlardan biri idempotent iireteg olarak isimlendirilen 6zel

bir polinomdur.

2.25.Tamm: e(X)e Iy [%n 1> icin e(x)2 =e(x) oluyorsa e(x)
elemanina bir idempotent eleman denir. (Huffman & Pless, 2003, s.132) o
2.22.Lemma: F, halkasi Uzerindeki herhangi bir C cyclic kodu igin

q [% ) 1> halkasinin 7Z'(C) idealinin tek tiirlii belirli idempotent bir tireteci vardir.

(Huffman, Pless, 2003, 5.132)

2.2.6.Tamm: F, halkas: lizerindeki herhangi bir C cyclic kodu i¢in z(C)

idealinin idempotent iiretecine C cyclic kodun idempotent iireteci denir. (Huffman,
Pless, 2003, 5.132)

13



2.2.4.0nerme: C F, iizerinde idempotent iireteci e(x) olan bir cyclic kod

olsun. Bu durumda g(x):(e(x),xn —1)EBOBeIFq[x] polinomu C kodunun iireteg

polinomudur. (Huffman, Pless, 2003, 5.133)

2.2.4.0Onerme [F, tzerindeki bir cyclic kodun idempotent liretecinden iireteg

polinomunun elde edilisini gosteriyor.

2.24.0rnek: F, iizerinde 7 uzunluklu, g;(x) iirete¢ polinomlu, e (X

idempotent iiretecli tim C; cyclic kodlar asagidaki tablodaki gibi verilir.

I boy(C;) g (x) WX)

0 0 1+x 0

1 1 T+ X+ X+ +X° 14X+ xX2 4t X
2 3 1+ X%+ x+x* 1+ + x5+ %°
3 3 1+ X+ x* +x* T+ x+x2 +x*
4 4 1+x+x° X+ X2+ x*

5 4 1+x°+x° X+ X

6 6 1+ X XAX2 4ot XO
7 7 1 i
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BOLUM 3

IF, + U, HALKASI UZERINDEKIi CYCLIC VE
CONSTACYCLIC KODLAR

Bu béliimde u?=0, u’ =1, u* =u farkli durumlarindaki R = I, +ulF, halkasi

tizerindeki cyclic ve constacyclic kodlar incelenmistir.

3.1. F,+uF,(u*=u) Halkasi Uzerindeki Cyclic Kodlar ile F, Cismi

Uzerindeki Cyclic Kodlar Arasidaki Iliski

Bu béliimde R =T, +ulF,(u* =u) halkasi iizerindeki cyclic kodlarla ikili cyclic

kodlar arasindaki iliski verilmistir.
R=F,+ul, ={0,1u,1+u} kiimesi u? =u kosulu ile bir halkadir. Bu durumda

R=F

2

[u]/ (uz—u) saglanir. Bu alt bolim boyunca R halkasi denildiginde

I, +uF, (u* =u) halkasi anlatilmaktadr.

Bu béliimde R"’den FF,*" ‘e taniml1 bir Gray déniisiimii yardimiyla R iizerinde
tanimli n uzunluklu bir C lineer kodu, F, cismi tizerinde n uzunluklu iki farkli lineer

koda bagli olarak tanimlanmistir. Tanimlanan bu iki kodun lirete¢ matrisleri, lireteg
polinomlar1 kullanilarak sirastyla C kodu i¢in iirete¢ matrisi ve {lirete¢ polinomu elde

edilmigtir. C kodunun uzunlugunun tek olmasi durumunda tanimlanan iki kodunun
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idempotent iireteclerinden C kodu i¢in bir idempotent iirete¢ elde edilmistir. Benzer

sonuclar dual kodlar i¢in de yazilmustir.

®:R->F?
a+u-b> d(a+u-b)=(a,a+h)

3.1.1.Teorem: bi¢giminde tanimlanan @

Gray dontisiimii bir izomorfizmadir. (Zhu, Wang & Shi, 2010)

Kamt: @ donisiimiiniin "+" ve islemlerini korudugu ve birebir fonksiyon

oldugu kolaylikla gosterilebilir. Ayrica her (x,y)eF,’ i¢in
O(x+u-(y—x))=(x,x+(y-x))=(x,y)eF,’ olacak sckilde en az bir tane
X+U -(y—x) € R vardur.

O halde ® ortendir.

O halde ®izomorfizmadir. O
® doniisimii
®:R" > F,"
x:(r1+u-ql,r2+u-q2,...,rn+u-qn)|—>¢>(x):(rl,rz,...,rn,r1+q1,r2+q2,...,rn+qn)

bigiminde R" ’e genisletilir. (Zhu vd., 2010)

3.1.1.0nerme: R halkas: iizerinde uzunlugu n olan bir lineer kod C kodu

olsun. Bu durumda C, = {x el

dy e F," igin x+uyeC},

C, ={x+ye]F2”

Ix,yeE," icin x+uye C} bi¢ciminde tanimlanan C, ve C, T,
tizerinde tanimli iki lineer koddur. (Zhu vd., 2010)

Kamt: C, R=F, +u-F,(u’ =u) halkas: iizerinde n uzunluklu bir lineer kod
ise C, R"’nin bir R — alt moduludiir.

C,’in E," "nin alt vektor uzay1 oldugu gosterilecektir.
Herhangi iki X, X, € C/igin X, +uy, €C ve x, +uy, € C olacak bi¢gimde en az bir tane

v, Y, € E," vardir.

(C:,i) (X, +u-y,)+(x,+u-y,)eC

2, (x,+%,)+u(y,+Y,)eC olacak sekilde en az bir y, +y, €C vardir.
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C? X, + X, € C, saglanir.
'in

tanim

Her A €[, ve herxeC,i¢in X+UY eC olacak sekilde en az bir tane y e F," vardur.

= A-(x+uy)eC
C c R"

R-alt

modl

AeR

= A-X+ (/1- y)u € C olacak sekilde en az bir tane A-y e F," vardur.

CcR
R-alt

= A-xeC, saglanir.
C,'in

O halde C, F," ’nin alt vektor uzayidir.
Herhangi iki X +Y, ve X,+Y,€C, i¢cin x, +uy, eC ve x,+uy, eC olacak
sekilde en az iki x,y, € F," ve x,,y, € F," elemanlar1 vardur.

=, Enazbir (x,+x,),(y,+Y,)eR," igin (x +x,)+u(y,+y,)eC dir.

Abel Grup

sz,nﬁn (X1+X2)+(y1+ yz)ecz
tanumi

+'nm:d>eg (Xl + yl) + (Xz + yZ) € C, saglanir.
ve bir. 6zlg.

Her 2 €T, veher x+yeC, i¢cin X+UYyeC olacak sekilde en az birx, y e F,"

vardir.

o (A-x)+(2-y)eC,
tanum:

=>4 (X+ y) € C, saglanur.

O halde C, E,"’nin alt vektor uzayidir.o

3.1.1.Not: 3.1. Béliim boyunca C, C, ve C, lineer kodlar1 denildiginde

3.1.1.0nerme’de tanimlanan kodlar diisiiniilecektir.
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3.1.1.Gosterim: A kiimesinin elemanlar1 sirali m ’liler, B kiimesinin

elemanlari sirali n’liler olmak lizere

A®B={(0,0,,...0,,.&,&0.. & ) (010, 0,) € A 600, &,) € B) i

3.1.2.Teorem: C, R halkasi iizerinde n uzunlugunda bir lincer kod olmak
iizere ®(C)=C, ®C, ve |C|=|C,|:|C,| saglanir. (zhu vd., 2010)
Kanit:
@ (C)kiimesinin herhangi bir elemant (1, 1,,...,F,0;,0,,...,0, ) olsun.

Her i=1,2,...,n i¢in ¢, =1, +u-(r, +q;) € R=T, +uTF, elemanlar ele alinsin. Bu

durumda
C=(CuCpreanCy) = (K +U-(G+0y), 1, +U- (1, +0,),... T, +U-(r, +7, ) eR"
=0(c)=(1,0 0 F (G +0) (6 +0y), 0 1 +(1,+,))
=®0(c)=(n, 0., 2:6+0,2:6,+0,,...,2-T, +q,)
=d(c)=(n,5,. 1,0, 0,,...,0,) €P(C)
O halde ¢ e C’dir. Ayrica @ birebir oldugundan bdyle bir ¢ bir tanedir.
Clz{XG]FZ”‘EIyeIFZ“ icin x+u-yeC} ’idi.
Oyle bir (f,+0,,f, +0,,...,T, +0, ) € F,"i¢in
(r+u-(r+0,),r,+u-(r,+a,),....r,+u-(r, +q,)) €C oldugundan (I,",,...,1,)€C,
“dir.-+(i)

Diger taraftan C, = {X +yek,

Ix, y e E," igin x+u-yeC}’idi
Oyle bir (,1,,..., 1), (L+0, 1, +0y,..., T, +0,) € E," i¢in
(r+u-(f+0),n,+u-(r,+0,),...r,+u-(r,+q,)) € C oldugundan
(L+6+0Q, 0+, +0,,....,I,+T,+0,)eC
=(2-r,+q,2:1,+0,,...,2:1,+0,)eC

=(0,,0y,---,0, ) €C, dir.-(ii)

i veii’den (1,1,,...,1,0,,0,,---,,) €C, ®C, dir.
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O halde ®(C)<=C, ®C, (1)
C, ®C, kiimesinin herhangi bir (I, T,,...,T,,0,,0,,---,0,) eleman icin
(..., €C, Ve (G, 0,,...,q, ) €C, dir.

a=(a,a,,....a,)eC ve(b,b,,....n,)eC olacak sekilde 1<i<n ve

C, ve Cy'nin tanimindan
m;,n, €T, i¢gin dyle bir &, =1, +u-m; ve b =g, +(1+u)-n eF, +u-F, (u2 :u) vardir

(1+u)eRve aeC = n(1+u)-aeC

C c
Alt Modl

uesRvebeC = nu-beC

C cR
Alt Modiil

=®(c)=(r,1,....1,,0,0,,--.,0,) €D(C)

O halde C,®C, = ®(C)*dir.-+(Il)

=c=(1+u)-a+u-beC

O halde (1) ve (I1)'den; ®(C)=C, ®C,"dir.

Diger taraftan ®(C) ve C,®C, sonlu kiimeler olduklarindan ®(C) ve
C,®C, kiimelerinin eleman sayilar esittir. Ayrica C, ve C, sonlu olduklarindan
C, ®C, kiimesinin eleman sayis1 C, ve C, kiimelerinin eleman sayilarinin ¢arpimina

esittir. C kiimesinin sonlu bir kiime ve @ doniigiimiiniin homomorfizma oldugu goéz

oniine alindiginda ®(C) kiimesinin eleman sayisi da C kiimesinin eleman sayisina

esittir. Bu durumda |C| = |C1|-|C2| saglanir.

®:R—>F/?
a+u-b—>d(@a+ub)=(a,a+b)

3.1.3.Teorem: bi¢iminde tanimlanan @

®*':F? >R
(X,y) > x+u(y—x)

doniistimiiniin ters dontistimi bigimindedir.

Kamit: ®od™ =IIFZZ oldugu gosterilecektir.
Her (X, y)eIFZ2 icin
Do (X, y):CD(CD’l(x, y))=CD(x+u(y—x))=(x,x+(y—x)):(x,y)...(i)

I (x,y)=(xy)...(i)
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O halde i ve ii'den ®o®™(X, y)=1_.(xy)diro
3.1.4.Teorem: F,” vektdr uzay: iizerine

O F" >R

bigiminde genisletilen ®* déniisiimii bir [F, —homomorfizmadir.

Kamit: @ doniisiimiiniin toplama ve skalerle ¢arpma islemlerini korudugu

kolaylikla gosterilir.
Gll GlZ "'Gln
. . . . ; G21 Gzz "'GZn
3.1.2.Gosterim: Bu tez boyunca bilesenleri matris olan i
Gml GmZ “'Gmn

matrisi 1<i<m ve 1< j<n olmak lizere G, ; matrislerini olusturan elemanlarin satir

ve siitun siralar1 korunarak bu elemanlarin olusturdugu matris olarak diisiiniilecektir.

3.1.5.Teorem: C, ve C, lineer kodlarinin iirete¢ matrisleri sirasiyla G, ve G,

2

G0
ise ®(C)=C,®C, lineer kodunun iirete¢ matirisi [ 01 J dir. (Zhu vd., 2010)

&1 8.8y,
3, a,,...a . .
Kamt:Gg =| # "2"7% matrisi C, c I," lineer kodunun
By 8y -8 )
bll blZ"'bln
b,, b,,...b . . " o
G,=|.2"%#""% | matrisi C, cF," lineer kodunun iireteg matrisleri olsun. Bu
B BB )

durumda U ={(ay;,85,--184, )1 (8511 8pp- 1850 ) -1 (s Bppro-r g )} C, lineer

kodunun,
V ={(by.b,,.00,). (B 050 By ) (B Big b, )b, lineer kodunun  bir

tabanidir.
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={(ay.8,,--,8,,0,0,...,0),(8,, 8y, ---,8,,,0,0,...,0),..., (8, Ay -, 8y, 0,0,...., 0),
(0,0,...,0,b,,b,,...,b,),(0,0,...,0,b,,,b,,..... 0, ),....(0,0,...,0,b, 1, by, ... by, )} S B

kiimesi tanimlansin. W kiimesi ®(C)=C, ®C, lineer kodu igin bir taban oldugu

gosterilecektir.

Her 4 €F, (i=0,1,....k+1)icin

/11'(311’312""’ain’0101 ) o ( 2118991+++1857, 0,0, 0)+"‘+;Lm'(aml’am2' 85, 0,0,.. O)
+ 20 -(0 ,0,...,0,b11,b12,...,b1) 2 (Do BBy )4+ 4, (0,0,...,0,b, b5, By
=(0,0,...,0)

(2n tane)

= A-(A, 88 )+ A (B 8,8y )+ + Ay - (aml,amz,...,amn)=(0,0,...,O) ve

(ntane)
Aia (1B B B )+ A (000,050,050 ) 4+ 4 - (B B -, B ) =(0,0,....,0)
(n tane)
U:>VA1 ﬂQ_ =2’m=Ove;i’m+l=/lm+2='“=/1n=0
taban
= Her i=12,...,n igin 4 =0 dir.....(i)
Her (¢,,C,,---1Cy,Cpy1s Cpai---1Con ) €P(C) =C, ®C, igin

(C,CpreesCy ) €C, VB (C)gsCrips-o-1 Cry ) €C, i

Glan Oyle bir 4,,4,,...,4, €F, i¢in
G, C,'nin
taban:

(€, CheniC) =A (A 80,8y, )+ Ay - (Byys B By )+ + Ay - (B Bppr -1 By ) VE
Oyle bir A_.., A A =4, €, i¢in

m+1? 7" m+27° 1 TP m+k

(Cn+1'Cn+2’ CZn) m+1 (bll’b127 bln) m+2 ( 21’b22""'b2n)+"'+ﬂ’n'(bklika""’bkn)
dir.

o 22 OVIEDIT A By 2 A Ao 2y €T igin
tanlmlznm

(€11Cpy.nuiCyC

Rl

110 Caszoe-Con ) = A - (A1, 805,48, 0,0,...,0) + 4, - (85, 5, ., @,,,0,0,...,0) + ..
+An - (Bps8ppeee s 800, 0,0,...,0)+ 4,,,-(0,0,...,0,b,, b, ....b )+ 4,,,-(0,0,...,0,b,, by, ..., b, )+
+4,-(0,0,...,0,b,,,b,,..., b, ) dir..-(ii)

O halde iveii’den W kiimesi ®(C)=C, ®C, lineer kodu i¢in bir tabandur.
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Bir lineer kodun iirete¢ matrisinin tammmdan ®(C)=C, ®C, lineer kodunun iireteg

matrisi

a, a, ...a, 0 0..0
ay 8y ..., 0 0 ..0

G| Bm A A 00..0 (Glo

= matrisidir.o
0 GZ j(m+k)x2n

0 ... 0 byb,..b,

0 0 ... 0 bb,.

: bk” (m+k)x2n

3.1.2.0nerme: ®(C)=C, ®C, lineer kodunun (Cgl 0

] iirete¢ matrisinin
2

belirttigi taban W ise o (W ) kiimesinin elemanlarini satir kabul eden matris

1 -G
(( +u) l] matrisidir.

u-G,

Kamit: ®(C)=C,®C, lineer kodunun lireteg matrisi

a, a, ...a, 0 0 ...0
a, &, ...a,, 0 0..0

= ve bu matrisin belirttigi taban

0 0 .. 0 byby,..b
0 0 ... 0 byb,..b,

(Glo j lay 8, -8, 00..0
0 G2 (m+k)x2n

0 0 ... 0 byby,..b

* 7kn J(m+k)x2n

W ={(ay.a,,--,8,,,0,0,...,0), (8, 8p,---,8,,,0,0,...,0)..., (3, B0 -, 2, 0,0, 0),
(0,0,...,0,b,,b,,...,b,),(0,0,...,0,b,,b,,,.... 0, ),....(0,0,...,0,b, 1, by, ... by, )} S B,

=0 (W)={0"(a,,a,,...,8,,0,0,...,0), 07 (a,,a,,...,8,,0,0,...,0),
@7 (B, 850-800,0,0,...,0),@7(0,0,...,0,by,, by, .., by, ), @7(0,0,....,0,b,, by By, ), @7(0,0,., 0B, By by, )

:((a“+u~(0—an),a12+u-(0—a12) ..... a, +u-(0-a,,)),(a,+u-(0-a,),a, +u-(0-a,),....a, +u-(0-a,,))
(ay+u-(0-a,).a,+u-(0-a,,)....,a, +u-(0-a,,)),(0+u-(b;, —0),0+u-(b,-0),...,0+u-(b, -0)),
(0+u-(by,~0),0+u-(b, ~0),...,0+u-(b,, ~0)),...,(0+u-(b,, —0),0+u-(b,, ~0),...,0+u-(b,, ~0)))
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=((1+u)- (B i 8 ), (1+U) - (B0 B0 1By ) (14U) - (Bygs BB ) U (B, B, ) U (B BBy )

(1+u)-ay (1+u)-ay, ... (1+u)-a,
(1+u)-a, (1+u)-ay, ... (1+u)-a,
(1+u)-a, (1+u)-a,..(1+u)-a, :((Hu)-Glj atrisidir. o
by, u-b, .. u-by, u-G,
u-n,, U'b22 u b2n
u-by, u-b, ... u-b

kn ./ (m+k)xn

3.1.1.Lemma: S, Fqn vektor uzaymin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve A

S kiimesinin elemanlarini satir kabul eden matris olsun. A matrisine uygulanacak
elementer satir islemleriyle elde edilen A matrisinin Echelon formunun tamami sifir
olmayan satirlarinin belirttigi kiime S kiimesinin irettigi alt vektor uzayi igin bir

tabandir. (Ling, Xing, 2004, s.49)

3.1.3.0nerme: C, ve C, lineer kodlarinin iireteg matrisleri sirastyla G, ve G,

olsun. ®(C)=C, ®C, lineer kodunun iirete¢ matrisi (Cgl 0

j matrisinin belirttigi
2

taban W olsun. G, =G, ise (W) kiimesinin iirettigi lineer kodun tabaninin

elemanlarini satir kabul eden matris G, = G, matrisidir.

Kamt: ®(C)=C, ®C, lineer kodunun iireteg matrisi [(-;1 0 J matrisinin
2
all alz ce ain
belirttigi taban W ve G, =G, = ,6121 a,...a,,
I SO T A
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= o (W ) kiimesinin elemanlarini satir kabul eden matris

3.1.2.0nerme

(1+u)-a, (1+u)-ay, ... (1+u)-a,
(l+u):a21 (1+u)-ay, ... (1+u)-a,

(1+u)-a,, (1+u)-a,,...(1+u)-a,,

matrisidir.
u-a, u-a, ... u-a,
u-a,, u-a,, ... u-a,,
u-a,, u-a,, ... U8 ) ompen

Bu matrisin (m+1). satirmin L satira, (M+2). satirinin 2. satira,..., (M+1i).satirmin

i.satira (1<i<m) eklenmesiyle

(1+u)-a,+u-

u-a;,
u-a,,
u-a.,
a; &,
Qy Ay
_ aml a‘m2
u-a; u-a,
u-a, u-a,
u-a, u-a

(1+u)-a, +u-

(1+u)-a, +u-a, (1+u)-a,,+u-a,,...(1+u)-a,, +u-a,,

m2 e

a, (1+u)-a,+u-a, ... (1+u)-a,+u-a,
a, (1+u)-a,+u-a, ... (1+u)-a,, +u-a,,

u-a, ... u-a,
u-a, ... u-a,,
u-a, ... u-a_
* aln
. ay,
. a
i matrisi elde edilir. Bu matrisin 1. satirmmn u ile
.. u-a,
.u-ay,
u-a

mn _/(2m)xn

carpilip (m +1).satira, 2. satirin U ile garpilip (m + 2). satira ,...,i. satirin u ile

carpilip (m+i).satira (1Si < m) eklenmesiyle
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& &, &, a; ap &,
8y 8y 8n 8y By -y
_ aml amZ tee amn _ a'm1 am2 mn
u-a,+u-a, u-a,+u-a, ...u-a, +u-a, 0 0 .0
u-a, +u-a, U-a,,+u-a, ...u-a, +u-a,, 0 0 ... 0
U-8p +U-8y U-8y,+U-a, ...u-a,+u-a, ), 0 0 ... 0 neh

matrisi elde edilir.

-1 el
= O (W) kiimesinin iirettigi lineer kodun tabaninin elemanlarini satir kabul
3.1.1.Lemma'dan

eden matris
& 8y .- Sy,

G- .aZlazz...am _G,-G,c
By 88 )

3.1.1.Sonug: C, ve C, lineer kodlarinin {irete¢ matrisleri sirasiyla G, ve G,

matrisleri olsun. Bu durumda C lineer kodunu iirete¢ matrisi:

G= [ (+ u)'(él jlmatrisidir. Ayrica G, =G, ise G =G, dir. (Zhu vd., 2010)o
u-G,

Eger G matrisinin satirlari lineer bagimsiz degilse, G matrisine uygulanacak
elementer satir islemleri sonucunda elde edilen yeni matriste tamami sifir olmayan
satirlarin olusturdugu matris iirete¢ matrisi olacaktir.

3.1.2.8onu¢: Eger ®(C)=C,®C,ise C=(1+u)-C, ®u-C, dir. (Zhu vd.,
2010)

! Bu gosterimde G, ve G, matrislerinin sirastyla (1+u) ve U skalerleriyle ¢arpilmasi sonucu elde edilen
(1+u)-G, ve u-G, matrislerinin satirlarin satir kabul eden, (1+U)-G, matrisinin satirlarmin altna

u-G, matrisinin satirlarinin yazilmasiyla elde edilen yeni matris anlatilmaktadir.
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A, &y,

Kamt: G, = :6121 Bz -+ 8an matrisi C, c IF," lineer kodunun
- PRERL - Sy .
bll blZ ce bln
G, = :b21 zz -+ Doy matrisi C, c IF," lineer kodunun iirete¢ matrisleri
B BB )

=U ={(ay,8:--181, )1 (801, 8pp1+-+1850 ) o+ 1 (B Bypr- -8y )} Cy lineer kodunun,
V ={(by.byue b, )s (b0 ), (B, BB, )} C, lineer kodunun bir

tabanidir.

=  C lineer kodunu iirete¢ matrisi:
3.1.1 Sonugtan

(1+u)-a, (1+u)-a, ...(1+u)-a,
(1+u)-a, (1+u)-ay, ... (1+u)-a,,
G:[(1+u)-Glj: (1+u)-a, (1+u)-a,, ...(1+u)-a, matrisidir.
u-G, u-by u-b, . u-b,
u-b, u-b, u-b,,
u'bkl u'bkz u'bkn (m+k)xn

=W ={((1+u)-au,(1+u)-a12,...,(1+u)-aln),((1+u)-a21,(1+u)-a22,...,(1+u)-a2n),

...,((1+u)-aml,(1+u)-amz ..... (1+u)-amn),(u-bn,u-b12 ..... u-by, ), (U-by,u-by,,...,u-b,),

...(u-bg,U-by,,...,u-b, )} C lineer kodunun bir tabandir.
= Herhangi bir (x, +u-y,,X, +U-Y,,...,X, +U-Yy,)eC alnsmn.

(X, +U- Yy, X +U- Yy, X, U Y,)
= (4+u-B)-((1+u)-a,,(1+u)-ay,,....(1+u)-a, )+

W C'nin
Taban:
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=(1+u)- A (a8 )+ (1HU) Ay (B0, 8510 By )+ oo+ (14 U) - Ay - (s B s B )+
u '(;J’m+l +:Bm+1)'(b111 blZ ’’’’ bln)+u ’(ﬂ'm+2 +ﬂm+2)'(b21’ bzz ''''' b2n)+"'+ u .(lm+k +ﬂm+k )‘(bkv bk2 llll bkn)

=(14U)-[ A (B 8y )+ A (B Bgger By ) oo Ay (B BBy ) |+

u'[(ﬂmﬁ'ﬁmu)'(bulbu """ bln)+(ﬂ'm+2+ m+2)'(b211b22 rrrr bZn)+“'+(ﬂ‘m+k+ m+k)’(bk1rbk2 llll bkn)]e(l+u)'cl®u'cz

<C,

olacak bigimde dyle bir A, +U 3,4, +Uf,,..., 4, +U B, € R=F, +uF,(u? =u) vardir.
O halde C < (1+u)-C, ®u-C, dir....(i)

< Herhangi bir (1+u)-(c,,c,,...,c,)+u-(d;,d,,...,d,)e(1+u)-C, @u-C, alnsm.
U C,’in, V C,'nin tabani oldugundan

(1+u)-(c,,Cyse.nC ) +u-(dy, dy, . dy)

=(1+U)-[ A4 (8 0B )+ A (B0 B0 s By ) oo+ Ay (B B en By ) |

U [ (Ager ) (B b )+ (A ) (B, BB )+ (A ) (Bs Bz -1 ) |
=2 -((1+u)-ay, (1+u)-ay,,....(1+u)-a, )+ 4, -(1+u)-ay, (1+U)-8y,...,(1+U) -3y, )

oo A (L)@, (1) @, (T4 U) -2, )+ Ay - (U-by, U by, by )
Az - (U-By Uy Ub, )+ 4 A - (U-Bg UB,, o uh ) e €

W C'nin
Taban:

olacak bi¢imde 4,4,,..., 4., €F, cR=F, +u]F2(u2 =u) vardir.
O halde (1+u)-C, @®u-C, = C dir....ii)
O halde iveii’den C=(1+u)-C, ®u-C,"dir.
3.1.2.Lemma: Riizerinde n uzunluklu C lineer kodunun dual kodu C- ise
CD(CL) = CI)(C)L saglanir. (Zhu vd., 2010)
Kamt: <D(CL) c (I)(C)l oldugu asagidaki sekilde gosterilir.
Herhangi bir ®(a)e CD(CL)ahnsm.

—aeCt

= C kodunun herhangi bir b eleman1 igin a-b=0dur.

@ﬁm.q)(a'b) =®(a)-®(b)=0
E(D(C)
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= ®@(a) CD(C)l kiimesinin bir elemanidir.
(D(C)L'nin
Tanum

O halde ®(C*)c®(C)" --(i)
®(C)" = D(C") oldugu asagidaki sekilde gosterilir.

Herhangi bir y e CI)(C)l c F,*alinsmn. R"’den F,”"’e tamimlanan ® Gray déniisiimii

1

orten oldugundan @(x)=y olacak bigimde en azbir x e R" vardir. O halde ®(C)

kiimesinin herhangi bir eleman1 R" kiimesindeki bir elemanin @ doniisiimii altindaki

goriintiisli olarak yazilabilir.

<:Herhangi bir CI)(x)ecD(C)l almsin. Bu durumda her ®(z)e®(C) igin

D(x)-@(z)=0

= Her zeC igin ®(x-2)=0

dizom.

= Her zeC igin x-z=0

dizom.

1
= z2eC
C*'nin
tanumi

= d(z)ed(C")
O halde ®(C)" kiimesi ®(C") kiimesinin bir alt kimesidir. ---((ii)
O halde (i) ve (i) den ®(C)" =@ (C*)’dir.0
3.1.2.Lemma kullanilarak elde edilen asagidaki diyagram

C—->o(C)

LD

cLacp(ci)
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R tzerinde n  uzunluklu C lineer kodlarmin Gray doniisimii altindaki ®(C)

goriintiileri ile C lineer kodlarin dual kodlart C* “lerin Gray déniisiimii altindaki

goriintiileri olan @ (Ci) kodlar1 arasinda bire bir esleme oldugunu gostermektedir.

3.1.6.Teorem: C R iizerinde n uzunluklu bir lineer kod ve ®(C)=C, ®C,
ise ®(C*)=C," ®C," “dir. (Zhu vd., 2010)

Kamit: 3.1.2 Lemma’danCD(CL) kiimesi q)(C)L kiimesine , 3.1.2.Teorem’den
de -®(C)" kiimesi (C, ®C, ) kiimesine esittir. Bu durumda (C, ®C,) =C,* ®C,*

gosterilmesi yeterlidir.

= Herhangi bir (z,t)eC,* ®C," alnsim.

(z,t)eC, ' ®C,"

=z2eC veteC,’

= Her xeC, i¢in x-z=0 ve her weC, i¢in w-t=0

= Her (x,w)eC, ®C, igin (X,w)-(z,t)=0

=(z,t)e(C,®C,) "dir.

O halde C,* ®C,* c(C,®C,) ...(i)

«<:C,veC, smastyla [n,m] ve [n,k] ikili lineer kodlar olsunlar. Bu durumda;

— 22n—m—k

ct ®c,H=[c e, = ‘(c1 ®C,)" olur.

Yani sayilabilir sonlu tane elemani olan C,;* ® C," ve (Cl ®C, )L kiimelerinin eleman
sayilar esittir. .. .(ii)
O halde i ve ii’den (C,®C,) =C,*®C," dir.o

3.1.3.Sonu¢: C Riizerinde n uzunluklu bir lineer kod ve ®(C)=C, ®C, ise

C* =(1+u)-C; ®u-C," *dir. (Zhu vd., 2010)
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Kamt: C Riizerinde n uzunluklu bir lineer kod ve @®(C)=C, ®C,

= ®(C")=C/'®C," = C'=(1+u)-C,/'®u-C,'n

3.1.6.Teorem 3.1.2. Sonug

3.1.3.Gosterim: i=12,...,.k(2<k,k eN) ve n, e N\{0} igin

X :(plliplz""'plnl)’XZ :(pzllpzzv--vpmz)""’Xk :(pklikaV"'pknk) siralilari

diisinilsin (X,[X,|,-[ %) = (P10 Pror+s Pins ot Praseos Pamys+s Pets Pras-++» Pr ) it

Yani siralilar arasina " | "isareti konmasi, siralilarin parantezlerinin kaldirilip,
bilesenlerinin siralar1 korunarak tek bir tane sirali yazma anlamina gelmektedir.
3.1.7.Teorem: C =(1+u)-C,®u-C, R iizerinde n uzunluklu bir lineer kod ve

C lineer kodu R iizerinde cyclic kod olsun. Bu durumda C, ve C, lineer kodlar1 cyclic
koddur. Bu ifadenin tersi de dogrudur. (Zhu vd., 2010)

Kamt: =: Her r=(r,,r,....r,,)€C, ve q=(q,,¢,...,9,,)€C,

=i=01...,n-11i¢in C, =T, +u~(ri +qi) olmak tlizere C:(CO,Cl,...,Cn_l)eC ’dir.

= o(c)eC
cylic
=®(o(c)) =@ +U-(f+0,4) h+U-(f+0y),.. T, +U-(1,,+0,,))

:(rn—l’rO""'rn—2’rn—l+rn—1+qnfl’r0+r0+q0"“’rn—2 +rn—2 +qn—2)
:(rn—l’rO""’rn—Z’qn—l’qO""’qn—Z)

~(o(r)e(a)),£,6.8C, (0(o(c)c(e(C)) = @(C)B_l_z_?eoremcl®C2)---(i)

iden C oylic
=o(r)eC, ve o(q)eC, dir.

=C, ve C, cyclic kodlardir.

<: Her i=01...,n-1, ¢=r+u-q; olmak iizere (c,C,....C,;)eC

e =(ry,Fyeensly) Ve 0 =(0y,Gy,---, 0, ) OIMak tizere r e C, ve r +q eC, 'dir.

Tanmu .s
. ...(“)
Cijcza(r) eC, ve o(r+q)eC,dir.
cylic

=o(c)=0(cyC,...,Cp )
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:a(ro+u-q0,rl+u-ql,...,rn_l+u-qn_l)

(rn71+u-qnfl,r0+u-q0,...,rn72+u-qn72)

(L+U)- (6 Ty b ) U (F L 40y B+ Ty T, +G )

=(1+u)-o(r)+u-o(r+q) € (1+u)-C,;®u-C, = C

ii'den Varsayim
O halde C cyclictir.o
o F"—>F"

(a,a,,....8,) >0 (a,a,,....a,)=(a,,8,,...,a, ;)

3.1.1.Tanim: cyclic

kaydirma doniisiimii olsun. i =1,2,..., sicin

a¥=(a,a,,..a,)ek
a'? z(an+1’an+2""’a2n)€F2n

a® = (a2n+17 a2n+2""’a3n) ek,
a’ =(a(ifl)m,a(ifl)mz,...,ai,n)e]FZ” olmak Uzere;

Her a=(a,,a,,....,a,,) €F,"* elemam a= (a(l)‘ a(z)‘ - a(s)) eF," gosterimiyle
yazildig1 diisiiniiliirse
O_@S :an-s BN ]FZWS

a=(a,a,,....a,)~»0c™(a)=0" (a(l)‘a(z)‘...|a(s)) = (o-(a(l))

o(a®).

N a(a(s) ))

bigiminde tanimlanan o®° déniisiimiine bir quasi-cyclic doniisiimii denir. (Zhu vd.,

2010)

3.1.2.Tamm: o©® doniisiimii quasi-cyclic bir déniisim olmak iizere bir
C c F," kodu igin eger o®*(C)=C oluyorsa C koduna indexi s uzunlugu n-s olan

bir quasi-cyclic kod denir. (Zhu vd., 2010)

3.1.8.Teorem: Eger C R iizerinde n uzunluklu bir cyclic kod ise @ (C) indexi

2 uzunlugu 2-n olan bir ikili quasi-cyclic koddur. (Zhu vd., 2010)

Kamt: o:F," > E" cyclic kaydirma doniistimii ve
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a” =(a,a,,...,a,) ek,

NG

= (@1, 8y,91---1 8y, ) €F," 0lmak tizere;

Herhangi bir a=(a,,a,,...,8,,) € F,*" eleman 8= (a(l)‘ a(z)) gdsterimiyle yazilirsa F,
tizerinde 2-n uzunluklu, 2 indexli quasi-cyclic doniistimii

O_®2 ]F22-n SN ]F22»n

= 0= () o)

Ayrica R" tizerindeki cyclic kaydirma dontigimii

a(a<2>)) bigimindedir.

o:R">R"
X =(Xg1 Xysevr Xy g ) > 0 (X) = (Xogs Xgs -0 X,y ) Verilsin.,
(a®2 (®(C))=@(C) < Herhangi bira=(a,,a,,...,2,,) e ®(C) igin;a®2(a)§<D(C))
= : Herhangi bir a=(a,,a,,. 01018y, ) €D(C)

° n’ n+1’ n+2?

:(an7a1’a2""’an—l’a2-n’an+l7an+27""a2-n—1)ECD(C)
= o™ (a)e®(C)

O halde CD(C) < F,*" 2 indexli bir quasi-cyclic koddur.o

[, tizerinde n uzunluklu herhangi bir C cyclic kodu E [%n 1 boliim

halkasinin bir idealidir.

3.1.9.Teorem:

ﬁ/_

C=(CysCprevryCyy ) =€y +C XA 4C - X"F=Cy G X+ 4C, x“1+(x“—1)

bigiminde tanimlanan 7 doniisiimii bir R —homomorfizmadir.

Kamt: (R,+,-) bir halka R" ve R[%n 1) birer R —modiildiir. =

doniisiimiiniin toplama ve skalerle carpma islemlerini korudugu kolaylikla gosterilir.
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3.1.4.Sonug: 3.1.9.Teoremde R =T, alinarak benzer bi¢imde 7 doniisiimii

IF," vektor uzayi tizerinde tanimlanir ve 7 bir I, —homomorfizmadir.

3.1.4.Gosterim: R[%n 1) boliim halkas1 R, olarak gosterilecektir. o

C=(Cy:Cpr-1Coy ) R igin z(C) =y +C - X4, 4 X" e R[]

(x"-1)

elemanina ¢ elemaninin polinom temsili denir. (Ling, Xing, 2004, s.138)

Ozel olarak R =T, almrsa ¢ =(c,,C,,..., C,,)€l," elemamnin polinom

temsili 7[(0) benzer bi¢iminde tanimlanir.

3.1.10.Teorem: Bir C kodun R iizerinde n uzunluklu bir cyclic kod ise 7(C)

‘nin R halkasinin bir idealidir. Bu ifadenin tersi de dogrudur. (Zhu vd., 2010)

3.1.11.Teorem: C F, iizerinde n uzunluklu bir cyclic kod ise 7(C)

I, [] / (x" —1) boliim halkasinin bir idealidir. Bu ifadenin tersi de dogrudur. (Ling,
Xing, 2004, s.136)

3.1.12.Teorem: Eger C=(1+u)-C,®u-C, Riizerinde n uzunlugunda bir

cyclic kod , g,(x),g,(x) sirastyla C, ve C, lineer kodlarmin iireteg polinomlari ise

7(C)=((1+u)-,(x).u-g, (x)) ve [c] =210 xgir. (Zhu v, 2010)

Kamt: 7(C,) =(g,(x)), 7(C,) =(g, (x)) ve C=(1+u)-C,®u-C, < R" bir

cyclic kod olsun. 7 (C) = (1+u)-<m>®u <m>

=7(C)= {c(x) =(1+u)-g,(x) K (x)+u-g,(x)-r, (x)‘rl(x), r,(x)eF, [x]/<x” —l>}

=7(C)c <(1+u)- gl(x),u-gz(x)> cR,...(i)

Herhangi bir

(L) 0, (0)- ks () +u-g, (%) -k (%) € (1) 6, (x).u-0, (%)) (ke ()., (x) € R, )

alinsin.
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1+u)-(1+u)=1+u+u+u® = 1+2-u+u_= 1+u=(1+u)-1
u?=u CharR=2 F,

UZ:U CharR=2 E]Fz ( i | )

)

1+u)-u=u+u® = u+u=2-u_= 0=(1+u)-0
)
)

u-(1+u)=u+u® =u+u=2-u_= 0=u-0

u?=u CharR=2 ek,

u-u=u®> =u=u-1

2 = (i)

u =u

u-l=u-1
elf,

u-O=u-0
elf,

ii ve iii'de verilen ¢arpma islemlerinden dolay: katsayilar1 R halkasinda olan k, (x)
Ve Kk, (x)polinomlar: sirastyla katsayilar1 IF, cisminde olan uygun r,(x) ve r,(x)

polinomlar1 olarak yazilabilir. Bu durumda (1+u)-k, (x)=(1+u)-r(x) ve

eR[X]

u-k, (x)=u-r,(x) olacak bigcimde dyle bir r,(x),r,(x)e,[x] vardur.

eR[X]

O halde ((1+u)-g,(x).u-g, (x)) < 7(C)--.(iv)

O halde iveiVv den ”(C):<(1+U)'91(X),U-gz(x)>’dir,
Ayrica
7(C.)=(0.(x)) =[c =27

%(g,(x ::>.
”(Cz)=<92(X)>:>|C2|= on=0°(0;(x)) | [CIHCIHC,|

C| = 2°m @@t gy,

3.1.13.Teorem: g,(x), g,(x) swasiyla, I, iizerinde tammh C, ve C, lineer
kodlarinin {ireteg polinomlart olmak iizere C R {izerinde n uzunlugunda bir cyclic

kod olsun. Bu durumda 7Z'(C)=<9(X)> olacak bi¢imde tek tiirlii tammli g(x)

polinomu vardir. g(x)=g,(x)+u -(gl(x)+ gz(x)) bigiminde ise g(x) polinomu
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(X” —1) polinomunun bir bélenidir. Ozellikle g (x)=g, (x) ise g(x)=g,(x) dir.

(Zhu vd., 2010)

Kamt: 3.1.12.Teorem’den 7(C)= <(1+ u)-g,(x)u-g, (X)> "dir.

Her  ((1+u)-0,(x)+u-g,(x))-T(x) (g (x)) =((1+u)- g, (x)+u-g,(x))  icin

g(x)=(1+u)-g,(x)+u-g,(x)
= (1+u)-g(x)=(1+u)-((1+u)-g,(x)+u-g, (x)) )
= (1+u)-g(x)=(1+u)-(1+u)-g,(x)+(L1+u)-u-g,(x) ... (i)
:>(1+u).g(x)(1 u().(1+:u):(1+ )(1+u) g, (x

L+u)-u=0
g(x)=(1+u)-g,(x)+u-g,(x)
= ug()=u-(@r) a0t a () |
=u-g(x)=u-(1+u)-g,(x)+u-u-g,(x) ... (iiN)
:>u~g(x) ol u gz(x)

(tru)u=0

Herhangi bir (1+U)'91(X)'T1(X)+U'gz(X)-rz(X)eﬂ(C)=<(1+U)-gl(x),u~gz(x)>
alinsin.
ii ve iii ’den

(1+u) G, (x) R (x)+U-G; (%) 1, (x) = (1+u)-g (x) - (x) +u-g(x) (%)

=g (X)((1+ U)' rl(X)+U -, (X)) € <g (X)> saglanir. ...(iV)

eR,

O halde iveivden 7(C)=(g(x)) dir
g (X)‘ X" —1saglandig1 asagidaki bicimde gosterilir.
7(C,)= <gl(x)> = g, (X)|x"-1=x"-1=g,(x)-r,(x) olacak  bigimde Syle bir

r(x) e F,[x] vardir. Ayrica
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x"-1=x"-1=9,(x)-r,(x) olacak bi¢imde &yle bir

7(C,)=(0: ()= 9 (x)
r,(x) e F,[x] vardir. ....(v)
= X" —1=(L1+u)-(X"-1)+u-(x"-1)
= X" =1 = (1+U)-g,(%)-K (x)+u- g, (x)- 1, (x)
=>x" -1 = (1+u)-g(x)-L(X)+u-g(x) -1, (x)
=X"=1=g(x)-((L+u) 5 (x)+u-r,(x)) = g(x)
Simdi de g, (x) =g, (X)
e 7 (©)=((1+ 1) -0, (x).u-0; (%))
A@ru)e,(x).u-0,(x))

x" —1dir.

91(X) ga2(x
Varsayim

S CIENORAR RN RAC) AGIACELY
{6, (@) K () +ur ()
= {gl(x)'rs(x)‘rs(x)eRn}:<gl(x

R0~ (), ()

olacak bigimde dyle bir
r3(X)eR, vardir.

Diger taraftan 7 (C) = <W> idi.
O halde g(x)=g,(x) dir.o

3.1.3.Tanim: ﬁ(x)zxdo(h(x))-h(x’l) biciminde tanimlanan F\(X) polinomuna

h(x) polinomunun reciprocal polinomu denir. (Huffman & Pless, 2003, s.116)

3.1.3.Lemma: C F, iizerinde, g(x) iirete¢ polinomlu bir [n,k]—kod ve

" (X —1) N , . x“ 1
(x)= olsun. Bu durumda C* kodunun iiretec polinomu -h(x )

9(x) h(0)
polinomudur. Ayrica h(x) monik ise C* kodunun iirete¢ polinomu ﬁ(x) polinomu

olur. (Zhu vd., 2010)
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3.1.5.Sonug: g,(x) C,’inve g,(x) C, nin iireteg polinomlart,

x" -1 X"

e (x)=

-1 ve ®(C)=C,®C, olmak iizere

9. (X)

C=(1+u)-C,®u-C, kodu R iizerinde n uzunluklu bir cyclic kod ise

”(CL)=<(1+U)-51(X)+U-ﬁz(X)> ve [c*|= 2" ) dir. (Zhu vd., 2010)

Kamt: ®(C)=C,®C, ve C= (1+u)-C,®u-C, R iizerinde tammli n
uzunlugunda bir cyclic kod

= C'=(1+u)-C,'®u-C,""dir.

3.1.3.Sonug

L = . a . n b b
(X5 G 7(C )—<(1+U) h (x)+u hz(x)> dir.
Ezrét)((az; gélLi:gmlan

ve
3.1.13.Teorem'den

3.1.14.Teorem: n tek dogal say1 olmak tizere C R {izerinde n uzunluklu bir

cyclic kod olsun. C cyelic kodu igin 7(C)=(e(x)) olacak sekilde tek tiirlii belirli

idempotent (TX) € 7Z'(C) elemani vardir. (Zhu vd., 2010)

Kamt: 7(C,)c 1 [X](X“ _1)2.2.2imma z(C,) = <el(x)> olacak sekilde

dle, ( ) ) idempotent elemani vardir. Benzer sekilde;

IF[/ api (C2)=<m> olacak sekilde EI!JX)E?T(CZ)

idempotent elemani vardir
e(x)=(1+u)-e,(x)+u-e,(x) =e,(x)+u-(e,(x) +&,(x))

7(C)= <(1+u)-el(x)+u-ez(x)>

3.1. 13 Teorem

@ en (C) idempotent oldugu gosterilecektir.
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(e(x))2 = ((1+u)-el(x) +U-e, (x))2

= (1+u)2 -(el(x))2 +u’? -(ez(x))2 +2-(1+u)-e,(x)-u-e,(x)

=0(CharR,=2)

= 1+u)-e,(X)+u-e,(X)=e(x
61(X)vee2(x)( ) 1( ) 2( ) ( )
idempotent,

u?=u

O halde e(x) € 7(C) idempotenttir.

@ eEn (C) tek sekilde tanimli oldugu gosterilecektir.

d(x)e7(C),z(C)=(d()) ve (d(x)) =d(x) olsun.

d(x)en(C)=<e(x)>:>d(x)=a(x)~e(x) olacak bigimde ?X)ERn vardur. ---(i)

% e(x)-d(x

idempotent

~
I
@D
—~~
>
~—~—
QD
—
x
~

@eﬂ(C):<d (X)>:> e(x)=b(x)-d(x) olacak bigimde en az bir b(x) € R, vardur.

d(:x) e(x)-d(x)=b(x)-d(x)

idempotent

= e(x)-d(x)=e(x)...(iv)

iii"den

O halde iiveiv den e(x)=d(x) dir
O halde e(x) tek tiirliidiir.

3.1.15.Teorem: n tek say;, C R iizerinde n uzunluklu bir cyclic kod, e(x)
polinomu C cyclic kodunun idempotent iireteci ise C* kodunun idempotent iireteci

1—e(x*) polinomudur. (Zhu vd., 2010)
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Kamt: n tek dogal sayi, CcR" cyclic kod ve 7(C)
e(X)=ay+a, - X+a,-X 43, X" +a, X"
= (a9,8,,8,,---,8, ,,8,,)€C < R"dir.
(1-ay,—a,4,—8, 5,...,—8,,—a ) € R" elemani almsin.

= (1-ag,—8,_4,—8 51+ =, —8, ) =(1+ag,8,,,8, 5,---,8,,8,)

i‘den

R halkas: tizerindeki toplama iglemine bakildiginda;
(1+u)+(1+u)=0=—(1+u)=(1+u)

u+u=0=-u=u (i)
1+1=0=>-1=1

0+0=0=-0=0 oldugu goriiliir.

2

a,=0=a,+(a,) =0+0*=0+0=0

_ 2 _ 2 _ _2.1 _—
8,=1=2,+(a,) =1+’ =1+1=2-1_= 0
8, =U=a,+(a,) =u+u’ U = utu=2-u_ =

= CharR=2

a, =1+u=a,+(8) = (1+u)+(1+u) =(1+u)+(1+u)=2-(1+u) = O

CharR=2

(8g.8y,8,,...,8, 5,8, ) (1+8y,8, 5,8, ,,..,8,,8,)

=a0'(:I'_'_ao)_|_a:L'an—l_'_a'z'a'n—z_'_”'_'_an—Z'a2+an—1'a:l.

n tek oldugundan c¢ift sayida terim vardir.

=a0-(1+a0)+2-(a1-an1+a2 ‘a +-~-+anl-an+lj
1%

2

= ao-(1+a0)+0=a0+(a0)2 ?O

CharR=2

72(1=85, =84, =8 ey =8 =8 ) = (18 ) =84 - X=8, , X" ==, X" " —a X"

= (I-ay)—a, - X-X"—a, , X -X"——a, X" x"—a - x""
X" slmod(x“ —l)
2x’”zlmod(x" —1)
(l ao) 1-n an , X2—n e az Xn—2—n _ 31 Xn—l—n
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:1—e(X’1)e7z(CL)g R,
O halde (1+8,,8, 4,8, 5,-.-,8,,8 ) =(1-8y, -8, ;,—8,_,,....—8,—8 ) eC"

1- e(x_l) € ﬂ(Cl) elemanmin bir idempotent eleman oldugu gosterilecektir.

(1—e(x1))-(1‘9("1)):1‘e<xl)‘e(x1)+(6(x1))2
S L)

oz A (e ()

e(x) idempotent

(o)) =)

O halde 1- e(x’l) € 7r(CL ) idempotent elemandir.o
3.1.16.Teorem: x"—1e[F,[x] polinomu i=12,...,r i¢in p,(x) F, iizerinde

;
aralarinda asal, sifirdan farkli polinomlar olmak iizere X" —1= H P (X) bi¢iminde tek
i=1

tiirlii garpanlara ayrilir ise R halkasi iizerinde n uzunluklu cyclic kodlarin sayisi

(IL[(Si +1)j2 "dir. (Zhu vd., 2010)

i=1

Kamt: X"-1e F, [X] polinomu i=12,...,r igin p, (x) F, iizerinde aralarinda

asal, sifirdan farkli polinomlar olmak iizere X" —1= H P (X) biciminde c¢arpanlara
i=1

ayrilsin.

]
rais F, tizerinde n uzunlugunda H(Si +l) tane cyclic kod yazilabilir.
.2.3.1eorem i=1

r
= T, lizerinde n uzunlugundaki C, ve C, cyclic kodlarinin her birinden H(Si +1)
i-1

tane yazilir.
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r r r 2
3IllﬁgoremRiizerinde n uzunluklu (l;l(si+1)).(n(si+1)j=(H(si+1)j tane

i=1 i=1

C=(1+u)-C,®u-C, cyclic kodu yazlir.

r

= R halkas tizerinde n uzunluklu cyclic kodlarin sayisi
R lzerinde herhangi bir

C cylic kodu

C=(1+u)-C;®u-C,

biciminde yazilabilir.

’dir.

5+3)

i=1

3.1.1.0rnek: x°—1eF,[x] polinomunun F, iizerindeki garpanlara ayrilisi
X° —1=(1+x)-(1+x+x*) e, [x]'dir. 3.1.16.Teoremden R halkasi iizerinde n=3
uzunlugunda ((1+1) : (1+1))2 =16 tane cyclic kod vardir. Bu cyclic kodlardan biri sifir
{(0, 0, 0)} < R cyclic kodu olacagindan R halkast iizerinde n =3 uzunlugunda 15 tane
sifir olmayan cyclic kod vardir. 1=1,2,...,15 olmak iizere bu kodlar A olarak

isimlendirilirse A cyclic kodlarin iirete¢ polinomlari, iirete¢ matrisleri ve idempotent

elemanlar1 asagidaki tablodaki gibi verilir.

Ureteg Idempotent
Kod Ureteg Matrisi
Polinomu Elemani
A 111 1+ x+X 1+X+X°
AZ (U u U) U-+U-X+U-x* U+U-X+U-X°
A (1+u 1+u 1+u) (L+u)-(1+x+x°) (1+u)-(1+x+x*)
110 ,
A4 01 1 1+Xx X+ X
u 0 u
As (0 u uj u+u-x U-X+U-x
1+u 0 1+u
AB (O 1y 1+uj (1+u)+(1+u)-x (1+u)-x+(1+u)-x?
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o
=

A 1 1
0
u 0
A 0 u u u
0 Owu
1+u 0 O
A 0 1+u 0 1+u 1+u
0 0 1+u
11 1+u 2 2
A, (O vy j L+ x+(1+u)-x (1+u)+Xx+x
1 1 u 5 )
Aﬂ 0 14u 1+u 1+x+u-x U+X+X

1 11
A12 OuoO 1+(1+u)-x+(1+u)-x° 1+(1+u)-x+(1+u)-x°
0 O u
1 1 1
A13 0 1+u 0 1+uU-X+u-x2 1+uU-xX+u-x?
0 0 1+u
1 0 1
A14 011 1+(1+u)-x u+(1+u)-x+(1+u)-x2
0 0 u
10 1
A15 01 1 1+U-X (1+u)+u-x+u-x*
0 0 1+u

Bu tablo su adimlar uygulanarak elde edilmistir.

X’ —1=(1+x)- (1+ X+ X2) eF,[x] Carpanlara

(Zhu vd., 2010)

ayrilisgindan  elde  edilen

{l,l+ X1+ X+ x%,1+ XS} kiimesinden keyfi olarak C, ve C, lineer kodlar1 igin

sirasiyla g, (x) ve g,(x) tirete¢ polinomlari segilir.
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1. 2.2.2.0nerme’den gl(x) ve gz(x) ireteg polinomlar1 kullanilarak sirasiyla Cl
cyclic kodu igin G,, C, cyclic kodu i¢in G, iirete¢ matrisi elde edilir.

(1+u)-G,

I1l.  3.1.1.Sonug’tan C = R? cyclic kodu i¢in G =[ G
u .

j matrisi yazilir,
2

IV.  Ayrica 3.1.13.Teorem’den C c— R® cyclic kodu igin bir iirete¢ polinomu olan

g(x)=g,(x)+u-(g,(x)+g,(x)) polinomu elde edilir.

V. z(C)= <g (X)> = {r (x)-g (X)‘ r(x)e Rn} kiimesinin idempotent elemani yazilir.

Tablodaki kodlarin {irete¢ polinomlari, {irete¢ matrisleri ve idempotent

elemanlarin bulunmasiyla ilgili 6rnek verilmek istenirse:

1.Ornek: Tablodaki A, kodunun iirete¢ polinomu ve iiretec matrisi su sekilde

elde edilmistir: C, ¢ I, cyclic kodunun iireteg polinomu g (x)=1+X segilsin. Yani;
z(C,)= <m> ‘dir. C, ¢ IF," cyclic kodunun iireteg polinomu g, (x)=1+x segilsin.

11

Yani; 7(C,)= <1+_X> ‘dir. 2.2.2.0nermeden G, =G, = (0

0
J ’dir. 3.1.1.Sonugtan

110
A, cyclic kodunun {irete¢ matrisi G=Gl=( j elde edilir. Ayrica

011

3.1.13.Teoremden A, cyclic kodunun iirete¢ polinomu

g(x)=0,(X)+u-(9,(X)+9,(x))=1+x+u-(1+x+1+x) = 1+x elde edilir.

CharR,=2

z(A)= <m> = {r (x)-1+ X| r(x)e Ra} kiimesinin idempotent eleman1

X+x* e z(A,) dir. Gergekten de;

X+ X2 X+ X2 :(x+x2)-(x+x2):x2+x3+x3+x4 =x2+2-x3+x* = x*+x°
CharR,=2 ve
"+""nin degisme
ozelligi

= x+x?olur. Budurumda A, < R® cyclic kodunun idempotent polinomu

x*=x(mod x®~1)

x+x* polinomudur.
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I1.Ornek: Tablodaki A, kodunun iirete¢ polinomu ve iirete¢ matrisi su sekilde
elde edilmistir: C, c F,* cyclic kodunun iireteg polinomu g (X)=1+x, C,cF}
cyclic kodunun iirete¢ polinomu g ,(x)=1+x+x> segilsin. 2.2.2.0nerme’den
d°(g,(x))=1=boy(C,)=3-1=2 ve d°(g,(x))=2=hoy(C,)=3-2=1"dir. Bu

durumda; C, lineer kodunun iirete¢ matrisi G,’in satir sayist 2 C, lineer kodunun

) 110
tiretec matrisi G,’nin satir sayist 1 olur. 2.2.2.0nerme’den Glz(o 1 lj ve

1+u 1+u O

1+u)-G
G,=(1 1 1)’dir. 3.1.1.Sonug’tan Gz(( 3GlJ: 0 1+u 1+u| olur.
2 u u u
Fakat G matrisinin satirlarini eleman kabul eden ;

U :{(1+u,1+u,0),(0,1+u,l+u),(u,u,u)} kiimesi A, cyclic kodu igin bir taban
degildir. Clinkii A, A, A €R olmak zere
A, -(1+u,1+u,0)+ 4, -(0,1+u,1+u)+4;-(u,u,u) =(0,0,0) esitligi
A, =Uu, A, =u, A, =1+u degerleri i¢in dogrudur. Yani; U < R® kiimesi lineer bagimsiz

degildir. G matrisine sirasiyla; 3. satirin 1. satira eklenmesi ve 3. satirn u skaleriyle

carpilmasi elementer satir iglemleri uygulanirsa; A, cyclic kodunun iirete¢ matrisi

1 1 u ..
G= elde edilir.
0 1+u 1+u

3.1.13.Teoremden; A, cyclic kodunun iirete¢ polinomu

9(x)= gl(x)+u-(gl(x)+g2(x)):l+x+u-(1+x+1+x+x2) = 1+x+u-x>dir.

CharR,=2

7(A;)= <1+ X+U- X2> = {r(x)-1+ X+U- XZ‘TX) 5 R3} kiimesinin idempotent elemani

u+x+x* erx(A,) dir. Gergekten de;

(u+x+x2)-(u+x+x2):u2+u-x+u-x2+u-x+x2+x3+u-x2+x3+x4

=U?4+2-U-X+2-Uu-X>+2- X3+ x>+ x* = U+ X+ x2 olur.
u=u
x4=x(modx3—1)
CharR,=2
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Bu durumda; A, < R® cyclic kodunun idempotent polinomu u+ x+x* polinomudur.

3.1.2.0rnek: x*-1eF,[x] polinomunun F, iizerindeki ¢arpanlara ayrilisi
x* ~1=(1+x)" €[, [x] bigimindedir. 3.1.16.Teoremden R halkas: iizerinde n=4

uzunlugunda ((4+1))2 =25 tane cyclic kod vardir. Bu cyclic kodlardan biri sifir
{(O, 0, 0,0)} c R* cyclic kodu olacagindan R halkas: iizerinde n=4 uzunlugunda 24
tane sifir olmayan cyclic kod vardir. i=12,...,24 olmak iizere bu kodlar B, olarak

isimlendirilirse B, = R® cyclic kodlar igin iirete¢ polinomlart asagidaki gibi listelenir.

Kod Ureteg Polinomu Kod Uretec Polinomu

B, 1+ X+ X+ X B 1+x+u-x*+u-x°

B, 1+x B, 1+u-x+x +u-x°

B, 1 B, (1+u)

B, 1+ X2 By (1+u)+(1+u)-x

B, u B, (1+u)+(1+u)-x°

B, u+u-x B (1+u)+(1+u)-x+(1+u)-x* +(1+u)-x°
B, u+u-x° B, 1+(1+u)-x

B, U+U-X+U-X +U-x° B,, 1+(1+u)-x°

B, 1+u-X B,, 1+(1+u)-x+(1+u)-x* +(1+u)-x°
B, 1+u-x° B, 1+(1+u)-x+(1+u)-x?

B, 1+u-x+u-x*+u-x° B,, LT+ X+(1+u)- X +(1+u)- %3
B, 1+u-x+(1+u)-x? B,, 1+(1+u) X+ X +(1+u)-x°

(Zhu vd., 2010)
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3.1.3.0rnek: n=7 igin x’ —1eTF,[x] polinomunun F, iizerindeki ¢arpanlara
ayrilist X" —1=(1+x)- (1+ X+ X3) : (1+ X* + X3) e F,[x] bigimindedir. 3.1.16.Teoremden
R halkasi lizerinde n=7 uzunlugunda ((1+1)-(1+1)-(1+1))2 =64 tane cyclic kod
vardir. Bu cyclic kodlardan biri sifir {(O 0,0,0,0,0, O)} c R’ cyclic kodu olacagindan R
halkasi tizerinde Nn=7 uzunlugunda 63 tane sifir olmayan cyclic kod vardir. Eger
0, (x)=(1+%), g,(x)=(1+x+x*) ve gy(X)=1+X"+x’ denilirse R iizerinde 7

uzunlugundaki tiim cyclic kodlarin 7 doniistimii altindaki goriintiileri iirete¢ polinomlari

cinsinden asagidaki gibi listelenir:

) 3) (73)

i=1,2,3igin; <g_,><u_g,><(1+u)g,>

i=123icin; <(1+u)+u-gi>,<(1+u)-gi+u>

i,j=123vei=jicin; <(1+u).gi+u.gj>

i,j=12,3vei=jicin; <gi-gj>,<u-gi-gj>,<(1+u)-gi-gj>

i,j=12,3vei=jicin; <(1+u)+u~gi~gj>,<(1+u)-gi~gj +u>

i, j,k=12,3vei= jigin; <(1+u)~gi g, +ugk>

i, j, k=123 vei=jigcin; <(1+U)‘9k+u'9i .gj>

i,j,k=123vei=j, izk, jzkicin; <(1+u)-gi-gj+u-gi-gk>

(Zhu vd., 2010)
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32. F,+uF,(u*=0), F,+uF,(u*=1) Halkalarn Uzerindeki Cyclic ve

(1+u)—Constacyclic Kodlar

Bu bolimde R =F,+uF,(u’=1) halkasmmn R,=TF,+uF,(u*=0)
halkasina izomorf oldugu gosterilmistir. R, halkas: izerindeki cyclic kodlarla (1+u)-

constacyclic kodlar arasindaki iliski ve R, halkasi tizerindeki (1+u)—constacyclic

kodlarla ikili cyclic kodlar arasindaki iliski verilmistir.
F, +ulF, = {0,1,u,1+ u} kiimesi u?=0 ya da u?=1 kosullar1 ile birer

halkadir. u? =0 kosuluyla elde edilen halka R, u* =1 kosuluyla elde edilen halka R,

ile gosterilirse R, = 5 [%2> ve R = 5 [%2 _1> saglanir.

Bu bélimde R, =R, oldugu gosterilmistir. R,"’den F,*" vektor uzayi iizerine
bir Gray doniislimii tanimlanmistir. R, halkasi tizerinde n uzunlugunda bir (l+ u)—

constacyclic kodun Gray doniigiimii altindaki gériintiisiiniin 2-n uzunlugunda bir cyclic

kod oldugu gosterilmistir. R, halkasi iizerinde n uzunlugunda bir cyclic kodun Gray

doniistimii altindaki goriintiisiiniin ise 2-n uzunlugunda bir cyclic koda denk kod

oldugu gosterilmistir. n tek olmak lizere R, halkasi iizerinde n uzunlugunda bir cyclic

koda karsilik bir (1+u)—constacyclic kodun elde edildigi gosterilmistir.

3.2.1.Teorem: :(Fz[u]< ) 1>,+,.J_)(Fz[u]< 2>,+,.J bigiminde

a+bu> f(a+bu)=(a+b)+bu

tanimlanan f doniisimi bir halka izomorfizmasidir. (Cengellenmis, 2009a)

Kamit: f doniisiimiiniin tanimi, E [%2> boliim halkasinda carpma ve
u

toplama isleminin &zellikleri géz Online alindiginda f doniisiimiiniin toplamay1
korudugu kolaylikla gosterilir. Benzer bir bicimde u’=0 ve CharF, =2 o6zellikleri

kullanilarak f doniisiimiiniin ¢arpmay1 korudugu da kolaylikla gdsterilir.
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f fonksiyonunun birebir oldugu gosterilecektir.

Her a1+b1u,a2+bZUEF2[%2_l>igin f(a+bu)=f(a+b,u)

=(a,+b)+bu=(a,+b,)+b,u eFZ[%2>

o (B b) #00) (2 4b) +b ) < (u)

=(a,+h -a,~b,)+ (b ~b,)ue(u?)
= (a,+b,—a,—b,)+(b,—b,)u=u®g(u) olacak bigimde en az bir g(u) e, [u]
vardir.

—a,+b-a,-b,=0veb -b,=0=(a-a,)+(h—b,)=0veb =h,

bfﬁaizaz veb =b,=a+bu=a,+b,u

O halde f birebir bir fonksiyondur.

f fonksiyonunun orten oldugu gésterilecektir.

Herhangi bir a+bu eFZ [%2> i¢in

f((a—b)+b-u):(a—b+b)+b-u —atb.ue’ [%2> olacak bigimde en az bir

(a—b)+bue E, [%2 _1> vardir.

O halde f o6rten bir fonksiyondur.

O halde f bir halka izomorfizmasidir.o
Bu durumda sirasiyla E [%2 1> ve E [%2> boliim halkalarina izomorf
us— u

v R =R,

bigiminde tanimlanan
a+bui>w(a+bu)=(a+b)+bu

olan R, ve R, halkalari igin

y doniisimii bir halka izomorfizmasidir. y doniisiimiinin R" *den R," e

genisletilmesi
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viR" >R
c=(a,+byu,...,a,, +b,u) >y (c)=((a,+by)+byu,....(a,, +b,, ) +b, ,u)

bi¢cimindedir. (Cengellenmisg, 2009a)

j=0,1 olmak iizere R, iizerinde n uzunluklu bir C lineer kodu R;" *nin bir

R j ~ alt modiiltidiir. (Cengellenmis, 2009a)

3.2.1.Tanum:

w, :F, > {01} cZ
0> w, (0)=0
1w, (1)=1

bigiminde tanimlanan fonksiyona w,, Hamming agirlik fonksiyonu denir. (Ling, Xing,
2004, s.46)

3.2.2.Tanmm: j=0,1 i¢in

bi¢iminde tanimlanan w_ fonksiyonuna R; iizerinde Lee agirhk fonksiyonu denir.

(Dougherty & Shiromoto, 2001)

3.2.3.Tamm: j=0,1 igin herhangi bir x=(%,,X,,...,X, ;) € R," elemanmin Lee

.
n-1
agirhgr, W, (X) = ZWL (Xi ) "dir. (Dougherty & Shiromoto, 2001)
i=0
3.24.Tanmm: j=0,1 icin RJ- ‘nin herhangi iki X ve Y elemanlar igcin X—Y

elemanimin Lee agirhigina X ve Y elemanlari arasindaki Lee uzakligi denir ve d (X, y)

bigiminde gosterilir. Yani; d_(X,y)=w, (x—y)’dir. (Cengellenmis, 2009a)
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3.2.1.0rnek: R, =T, +uF, (u2 = O) halkast iizerinde 3 uzunluklu

C={(0,0,0),(0,1,u),(0,u,0),(0,1+u,u)} lineer kodu diisiiniilsiin. C lineer kodunun

kod sozciiklerinin Lee agirliklart su sekildedir;

w_(0,0,0)=w, (0)+w_(0)+w_(0)=0+0+0=0
w_(0,1,0)=w_(0)+w,_(1)+w_(0)=0+1+0=1

w,_(0,u,0)=w_(0)+w_(u)+w, (0)=0+2+0=2

w_(0,1+u,u)=w,_(0)+w, (1+u)+w, (u)=0+1+2=3

(0,4u),(0,u,0),(0,1+u,u)eC elemanlarmin birbirine olan Lee uzakliklari ise su

sekildedir;
d,((0,1,0),(0,u,0))=w, ((0,1,0)-(0,u,0))=w, (0,1+u,0)=0+1+0=1

)
d, ((01,0),(0,1+u,u))=w, ((0,1,0)=(0,1+u,u))=w,_(0,u,u)=0+2+2=4
d, ((0,,0),(0,1+u,u))=w, ((0,u,0)-(0,1+u,u))=w_(0,Lu)=0+1+2=3

3.2.2.Teorem: j=0,1 i¢in

n R;
PR > J[X]<Xn_1>

C=(Cy:CpyeensCy ) P (C)=Co+Cp - X4 Cy - X

=, +cl~x+---+cn71~x”’l+<x” —1>
bigiminde tanimlanan P; doniisiimii bir R; — homomorfizmadir.

3.25.Tamm: j=0,1 i¢in her c=(c,,C,,...,C,,;) €R;" kod sdzciigiiniin P, (c)

elemanina ¢ kod sozciiglinlin polinom temsili denir.

3.2.3.Teorem: j=0,1 icin Rjn 'nin bos kiimeden farkli bir C alt kiimesi R,

iizerinde N uzunlugunda bir lineer cyclic kod ise P; (C) kiimesi R [%n 1> bolim

halkasinin bir idealidir. Bu ifadenin tersi de dogrudur. (Cengellenmis, 2009a)
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3.2.6.Tanim: n tek olmak iizere; {0,1, 2,...,2-n —1} kiimesi lzerinde ¢
permiitasyonu; 7=(1,n+1)(3,n+3)--(2-i+L,n+2-i+1)---(n-2,2-n—-2) bigiminde
tanimlansin. Bu permiitasyon kullanilarak
P RN
C=(CyCpyevnsCppy ) 7(C) = (CT(O),CT(”,...,cT(ZIH))

bigiminde tanimlanan 7 déniisiimiine; FF,”" iizerinde Nechaev Permiitasyonu denir.

(Cengellenmig, 2009a)

Bu kisimda 7 déniisiimii; FF,*" iizerinde taniml1 Nechaev Permiitasyonu olarak

kullanilacaktir.

3.2.1.0nerme:

bi¢ciminde tanimlanan @ doniisiimii bir izomorfizmadir. (Cengellenmis, 2009a)

Kanit: W  doniisiimiiniin  tanimlanis1  disiiniilerek ¢  doniisiimiiniin

izomorfizma oldugu kolaylikla gosterilir.

3.2.1.S0nu<;:|:\>1[%(n 1> boliim halkasinin bos kiimeden farkli bir | alt

kiimesinin bir ideal olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul (0(| ) kiimesinin R [%n 1>

bolim halkasinin bir ideali olmasidir.

3.2.2.0nerme: P, oy = ¢o P, dir. (Cengellenmis, 2009a)

Kamt: P,P,y ve @ doniisiimlerinden su diyagram elde edilir:
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o R[]
v /ey
w S Lo
- Ro[x]
R, = <x”—1>

Her c=(a,+byu,a+bu,....a ,+b u)eR/’

:>z//(c)=((a0+b0)+b0u,(a1+b1)+b1u,...,(an_1+bn_1)+bn_lu)e R/

=P (w(c))=(a+hy)+byu,(a +b)+bu,...(a_ +b)+b ue RO[X]<Xn_1>"'(i)

Diger taraftan her € =(a, +byu,a, +bu,...,a ,+b,_,u)eR" icin;

P(c)=a,+byu+(a,+bu)-x+...+(a,,+b,_,u)-x"" e Ri[x]< ] _1>

v (R (c))=w(a,+byu)+y(a +bu)-x+...+y(a,, +b u)-x""e RO[X]< ) _1>

=(a,+by)+byu,(a, +b)+bu,....(a,, +b,,)+b,ue RO[%n _1>--~(ii)

O halde i ve ii’den; P,oy =¢@oP olur.

3.2.2.Sonu¢: R"’nin bos kiimeden farkli bir C alt kiimesi R, iizerinde n
uzunlugunda bir lineer cyclic kod ise y(C) kiimesi R; iizerinde ayni uzunluklu bir
lineer cyclic koddur. Bu ifadenin tersi de dogrudur.o

R, halkasi tizerindeki cyclic ve constacyclic kodlar i¢in yapilan ¢alismalar R,
ve R, halkalar1 arasindaki ¥ izomorfizmasi kullanilarak R, halkasi {izerindeki cyclic
ve constacyclic kodlar iizerine tasinabilir. Bu alt boliimiin devaminda sadece R,

tizerindeki cyclic ve (1+ u)—constacyclic kodlar incelenecektir.
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3.2.3.0nerme:
®:R, > F?
z=r+q-u ®(z)=(q,q+r)
biciminde tamimlanan @  donisimi  R,"’den F,*"  vektor uzayma
®:R," - F"

z=(nL+0qu,r,+0q,U,...,I, +q,u) > ®(2)=(0, 0,0y, G + 6,0, + 1y, Gy +1,)
bigiminde genellestirilir. Tanimlanan @ donisiimi birebir, &rten bir T, —
homomorfizmadir. (Cengellenmis, 2009a)

Bu boliim boyunca R," lizerinde ® Gray doniisiimii denildiginde bu doniisiim

anlatilmaktadir.

. n n
v:R" =R,

3.2.7. Tanim: bi¢iminde

C=(Cy,Cpro-sCpy ) P 0(C) = ((14U)C,4,Cp, Gy Cy Ly )
bir v donlisiimii tanimlansin. R, iizerinde n uzunlugunda bir C kodu i¢in U(C):C

oluyorsa C koduna R, iizerinde n uzunlugunda bir (1+U)—constacyclic kod denir.
( Qian, Zhang & Zhu, 2006)
3.2.4.Teorem:

. _)Ro[x]
P,:R, %”—(1+u)>

C=(Cy,CprevnsCpy ) Pz(c)zco+cl~x+...+cn_1~x”‘1=c0+cl'x+...+cn_1'x”‘1+<x"—(1+u)>

bi¢iminde tanimlanan P, doniisiimii bir R, —homomorfizmadir.

Kanit: Ro [X] . boliim homomorfizmasinin bir R, —modiil oldugu
<x —(1+ u)>

gosterilir. Daha sonra P, doniisiimiin bir R, —homomorfizma oldugu kolaylikla

gosterilir.
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3.2.5.Teorem: R;" ’nin bos kiimeden farkli bir C alt kiimesinin R, tizerinde n

uzunlugunda bir (1+u)—constacyclic kod ise P,(C) kiimesi R [%n _(1+u)

halkasinin bir idealidir. Bu ifadenin tersi de dogrudur. ( Qian vd., 2006)

3.2.4.0nerme: 1+u e R icin n tek bir dogal say1ise (1+u)" =1+u, n cift bir

dogal say1 ise (1+Uu)" =1"dir. ( Qian vd., 2006)

Kamit: (1+u)'(1+u)=1+2u+u2Cha$O:21 dir. (i)
u?=0

n tek bir dogal say1 = n=2-k +1olacak bigimde 6yle bir k € N vardir.

= (1+u)" :(1+u)2'k+l :((1+u)2)k (1+u) = 1°-(1+u)=(1+u)olur.

i'den
n ¢ift bir dogal sayi= n=2-k olacak bi¢gimde 6yle bir k € N vardir.

= (1+u)’ =(1+u)2'k =((l+u)2)k =1“=1olur.o

i'den

Bu bélimiin devaminda sadece R, izerindeki tek uzunluklu (1+u)-

constacyclic kodlar ¢alisilmastr.

Ro[X] LR []
3.2.5.0nerme: . %(n _1> An —(1+u)> bi¢iminde
o(x)i= u(e(x))=c((1+u)x)

tamimlanan 4 doniisimi n tek ise bir halka izomorfizmasidir. (Qian vd., 2006)

Kamt: £ doniistimiiniin tanimlanisindan toplama ve ¢arpma islemlerini

korudugu kolaylikla gosterilir.

M doniistimiiniin birebir oldugu gosterilecektir.

Her a(x)=a0+a1~x+---+an1'x”‘1,b(x)=b0+bl~x+---+bnl-x”‘leRO[X]< n_1>

igin; y(a(x)) = ,u(b(x))
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= 8, +8, (L+u)x+a, ((1+u)x) --+a,, (L+u)x)"

=b,+b, (1+u)x+b, ((1+u)x)2~-+bnfl((1+u)x)n7l

:>(b0 +b (1+u)x+h, ((1+u)x)2---+bn1((1+u)x)n_l)

—(ao +a1(1+u)x+a2((1+u)x)2---+an_1((1+u)x)"_l)e<x” ~(1+u))
= Oyle bir T (x) < R,[x] igin

(g =20) + (b =) (1+0) X (b ~2,)-(1+0)-x)"
(3 (1)

:>a0:b0,a1:b1 """ a‘n—lzbn—l

-1

+(by—a,, ) ((1+u)- x)n

=a,+a, - X+-+a, - X" =b+b X+ +b X" = a(x)=b(X)
O halde x birebir bir fonksiyondur.

M donlisiimiiniin 6rten dontisiim oldugu gosterilecektir.Herhangi bir

a(X)=ao+a1-X+---+an_1'X”_leRO[%”—(1+u)> o

,u(bo+b1-X+---+bn_1-x"’l)=a0+a1~x+---+an_l-X”’1 olacak bi¢imde 0<i<n-1

icin; b, =

(1+u)-a; i tek ise 3 ) ,
olmak iizere dyle bir

a, . i ciftise

n

b0+bl-X+"'+bn1'an€RO[X]< 1> vardir.

O halde u orten bir fonksiyondur.

O halde ¢ bir halka izomorfizmasidir.

3.2.3.Sonug¢: n tek sayi olmak tlizere R [%n 1> boliim halkasinin bos
kiimeden farkli bir | alt kiimesi Ry [%n 1> boliim halkasinin bir ideali ise ,u(l)
X —
kiimesi Ry [X] . boliim halkasinin bir idealidir. Bu ifadenin tersi de
<x —(1+ u)>

dogrudur. ( Qian vd., 2006)
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3.2.6.Teorem: n tek say1 olmak iizere;
uR" >R
€= (Cas Gy Gy 1) P (€)= (s (L) 6y (14U) ooy (1+0) € (L40)
bi¢iminde bir ; permiitasyonu tanimlansin. R," ’nin bos kiimeden farkli bir D alt

kiimesi lineer cyclic kod ise z(D) kiimesi bir lineer (1+u)—constacyclic koddur. Bu

ifadenin tersi de dogrudur. ( Qian vd., 2006)

Kanit: = n tek dogal say1 ve D, R, halkasi iizerinde n uzunlugunda bir
lineer cyclic kod olsun. Herhangi bir
(xo,(1+u)-x1,(1+u)2-x2,(1+u)3-x3 ..... (1+u)™
alinsin.

— (xo,(1+u)-xl,xz,(1+u)-x3,...,xn73,(1+u)-xn72,Xn,l)e,u(D)

keN olm. Uzr.

(1+u)? <1
+U) =

@ )Zk 1

= (XO,Xl,X2,X3,...,Xn_3,Xn_2,Xn_1)eD
4 permiitasyon
¢ birebir ve orten

= X v Xy Xy Xy Xayenay X o, X eD
Dcylickod( n-1 0 Xl 2 3 n—-3 n—2)

= 14U) - (X, g0 Xgs X0 Xp0 Xgy ooy X3 X, ) €D
ineer cylic

oldugundan

bir Ry —modiil

:>((1+u)-xn71,(1+u)-xo,(1+u)-xl,(1+u)-xz,(1+u)-x3,...,(1+u)-xn73,(1+u)-xn72)e D
:,1_1((1+u)-xH,(1+u)-xo,(1+u)-x1,(1+u)-xz,(1+u)-xs,...,(1+u)-xn73,(1+u)-xn72)

= ((L+U) X X, (1 U)X, Xy, (14 U) - X5, X5 (14U) X, , ) € (D)

keN olm. Uzr.

O halde x#(D)< Ry" bir (1+Uu)—constacyclic koddur.
<: n tek dogal say1 ve ;(D) R, halkasi lizerinde n uzunlugunda bir lineer
(1+u)—constacyclic kod olsun. Herhangi bir (Xy, X;,-..,X,;) €D

= (X Xy xH):(XO,(1+u)-x1,(1+u)z-x2,(1+u)3~x3 ..... (1+u)"" x5, (1+u)"
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2 —

= ((1+ U)- (1) Xy g X (L4U) 2 (L), (14U) X,y (LU) -xn_z)e (D)

#(D);
(1:+u)—constacylic
kod

n-1 -

((1+u)"+1-xnfl,(1+u)~x0,(1+u)2-xl,(1+u)3-x2,(1+u)4~x3 ..... (1+u) -xH)ey(D)

_ =
44(D);(1+u)—constacylic
kod oldugundan bir

Ry —modiildir.

> (Xoo1r X1 Xir---1 %y, ) € (D)
4 bir permiitasyon

oldugundan birebirdir.

keN olmak tzere

(1+u )2'k+1 =1+u

(1+u)* =1
O halde D < R," cyclic bir koddur.
3.2.6.0nerme: ®ov = o® saglanir. ( Qian vd., 2006)

Kamt: 0,0 ve @ doniisiimleri diisiiniildiigiinde asagidaki diyagram elde edilir:
n ® 2:n
R, =F,
vl Vo
(]
R, —>F2"
Her r=(r,+0,U, 5, + 0, U,...,I,_, +0,_, U) € R," almsin.
D (v(r))=@((1+u)-(f_, +0y4U), +0 U+ U,..., T, ,+0, ,U)

(1+u)'(rn—1+qn—1u)

AU+ u+q, Ut (i)

- rn—l (rn—l+qn71)u

= @1+ (o + 0y JU G+ 0 U+ G U, T, 40, 5 U)

z(rn—l +0, 4,00, Ghs-- 000 o0 iy 00 14000 T 1y 0 + rn—2)

comaepe (0000800 G O Oy Go +Tou-- o g +Fz )+ (i)
ozelligi ve CharlF, =2

Diger taraftan;

J(CD(r))=a(q0,q1,...,qn_1,q0+ro,ql+rl,...,qn_l+rn_l)
=(qn—1+rn—11qo'q17---aqn—1’qo +1, 0+ 0,0, —H’n_z)---(iii)

O halde iiveiii ’den ®ocv=0® olur.
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3.2.4.Sonug: C R, iizerinde n uzunlugunda bir (1+u)—constacyclic kod ise

®(C) F, iizerinde 2-n uzunlugunda bir cyclic koddur. (Qian vd., 2006)

Kamt: C = R," bir cyclic kod
3.2.6%ﬁermeq)(u(c)) - O'(q)(C))

C (1+u)—constacylic ® (C ) =0 (CD (C ))
kod oldugundan;
v(C)=Crdir.

= ®(C) c F,*" cyclic koddur.

3.2.7.0nerme: n tek bir dogal say1 olmak iizere CDO/_J = 7ro® saglanir. ( Qian
vd., 2006)

Kanit: /_17z ve @ dontisiimleri diisiiniildiglinde asagidaki diyagram elde edilir:

(0]

R, —F"
ud ,) Ir
(0]

R, —F?"

Herhangi bir r =(r,+0,-u,f,+0,-u,...,r,, +0,, -u) e R" alinsin.

= (I)(r0 +Qou,(1+u)-(r+qu),r,+0q,u,(1+u)-(r,+qu)...,(1+u)-(r,, +qn72u)rn71+qn71u)

keN olm. tizr.
(Lu)*=14u
(Lru)? =1

(i=135,...,n=2icin; (L+u)-(r+qu)=r+(r+q)u)...(i)

i'dzendb(ro + o U, 1+ (1 + 0y U, L, + 0y U, by + (1 4Gy U, T, + (1, + 0, UL T+, U)

=(qo’r1+Q11q27r3+q3 """ rn—2+qn—2’qn—1’r0+q01r1+r1+QI’r2+q2’r3+r3+q3 """ r-n—2+r—n—2+qn—2'rn—l_'_qn—l)

e o (Gos i+ G G B+ Gy s o+ 0y 50 G 1, T+ 00, G + T, Gy, Oy By g+ ) - (1)
-

Diger taraftan;
ﬁ(d)(r)) = ”(qo’q1’q21q3""qn—s!qn—z’Qn—l’qo RaLOTE® Tl PO PRl PRRRRPIC NPT o PR M rn—l)

Co=Uo:C =01y Cp =00 Cy =03y Gy = U5y Crp = U2y Gy = Unots Gy =T + 0o, Gy = 1+,
Cop =l +0,,...,Cppy =1, +0,, Olmak Uzere;
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3.2.6. Tanimdan;

4 ((D (r)= (CT(O) 1Cow)r Cr2)r Cr(a)r -1 Cong) Co(no2) Cona) Co(n) Co(nin) 1 Conaz)Crany )
= (CO’ Cn+1’ C2 ! Cn+3’ R Cn—S’ C2~n—2 ! Cn—l’ Cn ! Cl’ Cn+2’ C3’ te Cn—2 ! C2~n—1)

= (s 0y O By + G Fyp O Oy T + Gy Oy Oy Gy Gy By + )+ ()

O halde ii ve iii *den; ®o = 7o® olur.q

3.2.5.Sonug: n tek sayt ve C R, tizerinde n uzunlugunda bir cyclic kod ise
7 (®(C)) bir cyclic koddur. ( Qian vd., 2006)
Kanit: n tek bir dogal say1 ve C < R," bir cyclic kod

= u(C) bir(1+u)—constacyclic koddur.

3.2.6.Teorem

= QD(;(C))QIFZZ‘” bir cyclic koddur.

3.2.4.Sonug

= @(u(C))=x(d(C)) bir cyclic koddur.c

3.2.7.0nerme

3.2.6.Sonug: n tek bir dogal say1 ve C R, tizerinde n uzunlugunda bir cyclic

kod ise ®(C) F, iizerinde 2-n uzunlugunda bir cyclic koda permiitasyon denktir.
(Qian vd., 2006)
Kanit: n tek bir dogal say1 ve C R, tizerinde n uzunlugunda bir cyclic kod

= 7z(®(C))<F,*" cyclic koddur.

3.2.5.Sonug

2n
= ®(C)cF,” koduile 7(®(C))cF,*" kodu permiitasyon denktir.
2.1.15.Tanim ( )_ 2 ( ( ))_ 2 p Y .
ve 7 permiitasyonunun
tanimi

Bir cyclic koda permiitasyon denk olan bir kodun cyclic olmasi gerekmez.

3.2.2.0rnek: F, cismi iizerinde 4 uzunluklu

C,={(0,0,0,0),(1111),(1,0,1,0),(0,1,0,1),(11,0,1),(10,1,1),(111,0),(0,1,1,1)}

cyclic kodunun bilesenlerine
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9:{1,2,3,4} - {1,2,3,4}
1-g(1)=1

bi¢ciminde tanimlanan § permiitasyonunun uygulanmasiyla elde edilen yeni kod C,

olsun. Bu durumda;

C. = {(ag(l)'ag(z)’ag(s)’ag(4)) (ai, az,ag,aA) IS Cl}

={(0,0,0,0),(11,11),(1,0,0,1),(0,11,0),(1110),(10,11),(11,01),(0.111)} c F;*

bigimindedir.

(1,0,0,1) €C, olmasina ragmen; (11,0,0)¢C, oldugundan C, kodu cyclic degildir.o
3.2.3.0rnek: 2.2.1.Sonuca benzer olarak R, {iizerinde n uzunluklu cyclic

kodlarla x"—1eR,[x] polinomunun monik bélenleri arasinda birebir esleme vardir.
n=7 icin; X -1 polinomunun R, halkast {iizerinde ¢arpanlara ayrilist
X' 1= (X—l)-(x3 + x+1) : (x3 +X° +1) € Ry[x] bigimindedir. R, halkas: iizerinde 7

uzunluklu bir C cyclic polinomunun iireteg¢ polinomu (X—l)-(x3+x+1) olsun. Bu

durumda PO(C)=<(x—1)-(x3+x+1)>g RO[%LQ olur.

u(R(C))= </¢((x—l)-(x3 +x+1))>:<(x—(1+u))-(x3 +x+1+u)> o [¥]

<x7—(1+u)>
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y((x—l).(x3+x+1))=u(x“+x2+x—x3—x—1)=y(x4+x2—x3—1)

=(1+u)4 x“+(1+u)2 NG —(1+u)3 x3-1

= X' +xE—(1+u)x* =1-+(i)

keN olm. tzr.

(x—(l+u))-(x3+x+1+u): X"+ X+ X+ux—(1+u)x* = (1+u)x—(1+u)-u-u’

=x*+x2 —(1+u)x3+((1+u)—(1+u))x—1—2u—u2Cha:R 2x“+x2 —(L1+u)x® +1-+(ii)
u2=((])=

O halde i ve iiden; u( (x~1)-(x* + x-+1)) = (x—(L+u)- (X' + x+1+u) dir...(ii)

3.2.3.Sonugtan <(x —(1+ u)) . (x3 +X+1+ u)> C Ro [X]< idealine karsilik

X" —(1+ u)>
gelen (x—(1+u))-(x’ +x+1+u)e R [x] iireteg polinomlu (1+U) - constacyclic kod

C cR; olsun.
Ayrica bu elde edilen C, (1-1- U) —constacyclic kodun Gray doniisiimii

altindaki goriintiisi ®(C) < F,* bir [14,9,4]-koddur. ( Qian vd., 2006)

61




BOLUM 4

F,+ulF, HALKASI UZERINDEKI CYCLIC VE

CONSTACYCLIC KODLAR

Bu boliimde u? =0 durumunda halka olan F o Tu IFPk halkasi tizerindeki cyclic

ve constacyclic kodlar incelenmistir. 4.1. Bolimde 3.2.B6liimde yapilan galismalar

Fpk +UFpk (u2 = O) halkas1 iizerine genellestirilmistir. 4.2. Boliimde de ]Fpk +quk

(u2 = O) halkasi lizerindeki p* uzunluklu constacyclic kodlar incelenmistir.

4.1. u* =0 Durumunda F , +uF , Halkasi Uzerindeki Cyclic Kodlar ile

]Fpk Cismi Uzerindeki Cyclic Kodlar Arasindaki Iliski

Bu boliimde 3.2. Bolimde R, =T, +ul, <u2 = O) halkas1 tizerinde yapilan

calismalar p  bir asal say, keN ve Fpk =GF(p*) olmak iizere;
R= Fpk +uIFpk (u2 = O) halkasima genellestirilmistir ve genel durum i¢in verilen
sonuglarda p=2 ve k =1 alindiginda 3.2.B6liimde verilen sonuglar elde edilmistir.

p bir asal sayi, keN olmak iizere Fpk +uIF’pk = {a+b u|a,b e Fpk} kiimesi

u® =0 kosuluyla bir halkadir. 4.1. BSliim boyunca aksi belirtilmedikce bu halka R ile

gosterilecektir. o
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F,
Bu durumda Rz ° [%2> olur. R halkast maximal ideali (u)=u-R ve

rezidii cismi Fpk olan sonlu bir zincir halkasidir. (Amarra & Nemenzo, 2008)

3.2.2.Teoreme benzer olarak 4.1.1.0nerme yazilir.

4.1.1.0nerme:

P:R"—> <x” _1>

c=(ay,a,-..a,,) > Py(C)=a,+a, -X+--+a,_, - X"

=a, +a1-x+---+an_1-x”‘l+<x" —1>
bi¢iminde tanimlanan P, doniisiimii bir R —homomorfizmadir.o

3.2.5.Tanim ve 3.2.3.Teorem P, donisiimii ve R halkasina kolaylikla

tasinabileceginden ayrica verilmemistir. 3.2.7.Tanima benzer bi¢cimde 4.1.1.Tanim

verilir.

v:R">R"

4.1.1.Tanim:
0=ty G-+ Gy ) P 0(A) =((1=1)- 04, Uy, Oy, Gy, )

bi¢iminde bir v doniisiimii tanimlansin. C R {izerinde N uzunlugunda bir kod olsun.
Eger v(C)=C ise C koduna R iizerinde N uzunlugunda bir (1-u)- constacyclic

kod denir. (Amarra & Nemenzo, 2008)

3.2.2.Tanim ve 3.2.5.Teorem R halkasina kolaylikla taginabileceginden ayrica

verilmemistir. 3.1.1.Tanima benzer olarak 4.1.2.Tanim verilir.

4.1.2.Tamim: Herhangi bir a= (ao,ai, s apk~n—l) el, P elemant igin;

a® = (3,818, ) € F.°";

1 _ pn.
a - (apAnaap.n_#ll---lazp.n_l) € ]Fpk ’

a? = (aQ.pn 18 pni1ree e as.p.n—l) = Fpk "

t n.
a( )= (a‘t~p.n 1 RNTREREY a(“l)'p'n‘l) < ]Fpk o
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i . . .
a( | - (a( p*t-1)-pn’ a( p -t pnsa’ " apkl'p.nl) € IE‘Pk ™" olmak iizere;

K-1_.
a= (ao, ... apk-n—l) = (a“)‘ a(l)‘~--| a(p 1)j bi¢iminde yazilsin. Ayrica; IF‘pk pn
vektor uzayi lizerindeki cyclic kaydirma doniisiimii;
o.F P —>FP
p p
C=(Cy,Cir1Cpns ) > 0(€) =(CpnssCorCirver Cp s )
bi¢iminde tanimlanan o doniisiimii olsun.
o F P S F
p p

---|a(p“_1)) o (a)= (o(a“’))

. . . k-1 .. .. . ..
biciminde o®”  doniisiimii tanimlansin.

0)| 4@

al

a:(ao,al,...,apk‘“):(a(

Eger I, iizerinde p“-n uzunlugundaki bir C kodu igin, J®”H(C):C
oluyorsa; C koduna F , iizerinde p“-n uzunlugunda p** indeksli bir quasicyclic kod
denir. (Amarra & Nemenzo, 2008)

4.1.3. Tanim:

Whom:R_>{pk _1a pk,o}
p* -1 reR\R-u ise

r=w,, (r)=4 p reR-u\{0} ise

0; diger durumlarda

bi¢ciminde tanimlanan w, ,, fonksiyonuna homogenous agirhk fonksiyonu denir.

Ayrica; herhangi bir r € R i¢in W, (r) degerine r elemaninin homogenous agirlig

denir. (Amarra & Nemenzo, 2008) o
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Yukaridaki tanimda p =2,k =1 alindiginda;

W, (R =T, +u-F, (u* =0) - {2'-1,2",0} = {0,1,2} = NU{0}

2' -1, reR\R-u ise L re{ll+u}ise
e W, (1) = 2'; reR-u\{0} ise e Toul 2. r=uise
0; diger durumlarda 0; r=01ise

bi¢iminde elde edilen w, ,, doniisiimii 3.2.2.Tanimda R, iizerinde tanimlanan w, Lee

hom

agirlik fonksiyonu ile aynidir.

Bélim boyunca w,, 3.2.1.Tanim ve 2.1.9.Tanim’da gecen Hamming agirlik

fonksiyonunun Fpk” tizerine genisletilmis anlaminda kullanilmistir.

4.1.4.Tanmm: i =0,1,...,k -1 i¢in y;, €{0,1,2,..., p—1} olmak iizere; herhangi
bir e Z o eleman igin & sayis1 e =y, +p,, - P+ + Ykt " p** bicimde tek tiirlii
olarak yazilir. Bu yazima & sayisinin p —sel gosterimi denir. (Amarra & Nemenzo,
2008)

4.1.1.0rnek: 4.1.4. Tanimda p =2,k =3 alimrsa; i =0,1,...,7 icin Vi € {O,l}
olmak {izere; EEZa elemanlar1 i¢in ¢ sayilarinin 2—sel gosterimleri su sekildedir:
0=0+0-2+0-2%; 1=1+0-2+0-2%; 2=0+1.2+0-2%; 3=1+1.2+0-2%;
4=0+0-2+1-2°; 5=1+0-2+1-2*; 6=0+1-2+1.2*; 7=1+1-2+0-2°,

4.1.5.Tammm: Bir GF(q) sonlu cisminin, garpimsal grubunun bir iiretecine bir
primitif eleman denir. Diger bir deyisle & € GF(q) bir primitif eleman ise GF(q)

Galois cisminin sifirdan farkli her elemani, dyle bir i pozitif tam sayist i¢in a'

bi¢iminde yazilabilir. (Roman, 1992, s.289)o

ae IE‘pk sabit bir primitif eleman ve herhangi bir ce Zpk icin & sayismin p—

“* olmak iizere ¢ sayisina karsilik gelen

sel gosterimi ¢ =y, +y,,- P+ + Vkaye " P
herhangi bir &, € F, elemant a, =y,, +7,, @+ -+, -« biciminde tek tiirli

yazilir. Bu durumda R" {izerindeki bir Gray @® doniisimii su teoremdeki gibi

tanimlanir;
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4.1.1.Teorem:
®:(R,y) > (F,. "0 )
X+yu |—>CD(X+yu):(y,a1-X+ Yoty X+Y @ Xt y)
bigiminde tanimlanan ® doniistiimii bir izometridir. (Amarra & Nemenzo, 2008)

Kanit: Herhangi iki x, + y,u,x, +y,u €R alnsin.
(Jh (%4 03, + ¥, 1) =y (@ (4 ,1), D (x, + v, )

[.Durum: x, =x,,y, # Y,

= dhom(X1+y1qu2 +Y, u):Whom ((X1+y1u)_(xz + yzu))
= Whom ((Xl_X2)+(y1_ yZ)u)

- Wh°m((y1_y2)u)wh: p* olur.--(i)

(y1-y2)u

— tanim

#0
(Y1—Y2 JueR-u\{0}

Diger taraftan;
d, (CD(x1+ Y u), @ (%, +Y, u))

o
(o

Wy

Il
=
juny
—_
—
<
<
~—
K
—~
=<
|
<
N
N
+
—
<
<
~—
R
N
—_
<
|
x
N
~—
+
—_
<
|
<
N
~—
]
N
—~
=<
|
<
N
~—
+
—_
~<
<
N
~—
SN —

k -
= p“ olur.---(ii)
Y1#Y2
Y1—Y2#0
Wy tanim

O halde i Ve ii’den; dyo, (X +Y, U, X, + Y, u) =dy, (@ (% +Y,u), D(X, +Y,u)) dir.

[.Durum: x, = X,, ¥, =Y,
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hom(X1+y1u X, +Y,U ) Whom((X1+Y1u)_(X2+y2u))

= Wi (% =%, )+ (¥~ ¥, )u)

=W, (O)Wh: 0 olur.--(iii)
tanim

Diger taraftan; d,, (CI)(X1 +Y,U), (X, +Y, u))
_dH(
=WH(

=Wy, ((yl_YZ)'al'(Xi_Xz)"‘(yl_yz)'az '(X1_X2)+(Y1_y2) """ apk,l'(xi_xz)"‘(yl_yz))

(yl,al-X1+yl,(Z2-X1+y1 llll apk,l'xl"'yl)’(yz'al'xz+y2va2'xz+y2 !!!! apk,l'xz"'yz))
(

Vi@ - X+ Y5 Gy X+ Yoy apkfl~x1+y1)—(y2,a1'x2+y2,a2~x2+y2 ----- apk,l'xz+yz))

W
Tanm

= W, [0,0,0,...,OJ = O olur.---(iv)
|

p¥ tane
O halde iii ve iv>den; dy,, (X +Y, U, X, +Y,u)=d,, (@ (X +Y,u),®(X, +Y,u)) dir.
[1.Durum: x, # X,,y, = Y,
:>dhom(X1+y1u7X2+y2u):Whom((Xl+y1u)_(xz+y2u))
= Whom ((Xl_X2)+(y1_y2)u)
= Wy, (X% —X%) = p“—1 olur..--(v)

X —Xo %0
X —X, €R\R-u tanim

Diger taraftan; d,, ((D(X1+ y,u), ®(x, + yzu))
(( YO X Y0 X+ Yy apkfl-x1+y1),(y2,a1-xz+y2,a2-xz+yz vvvv apk,l'xz‘*'yz))
(

( YO X Y QX Y apk,l'x1+y1)_(y2'a1'xz+y2’0‘2'Xz+y2 '''' apk,l'xz"'yz))

W, ((yl_y2)1a1'(Xl_xz)+(Y1_y2)1az '(Xi_xz)+(y1_y2) ----- apk,l‘(x1_xz)+(y1_y2))

=Wy yl_yz’al'(x1_xz)’a2'(Xi_xz)v"'apk,l'(xi_xz)

=0

( p¥ —1) tane

= p“ —1olur.---(vii)
Vi ve x;—X, #0
oldugundan;
i=1,2,...,p* 1 icin;
05 +(X =X )=0'chr.
Ayrica; Wy tanmim.
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0eZ o elemani i¢in 0'in p —sel gosterimi;
0=yo0+ 710 P+ "+ %10 p*dir.

= Yoo = V1o =" = Vi1 = 0'dr.

Bu durumda; 0 e Zpk elemanina karsilik gelen «, € IFpk eleman; (Vi)
Oy =Yoo TV Ot tVa0 "t =0dur.

Zpk halkasinin herhangi bir £ eleman ile a, € Fpk ile gosterilen Fpk cisminin

elemanlar: arasinda birebir esleme oldugundan ¢ =0 ise ¢, # 0 olur.

O halde v ve vii “den; dy,p, (X + Y, U, X, + Y, u) =dy, (D(X, + Y, u), D(x, +y,u)) "dir.
IV.Durum: x, # X,, Y, # Y,
:dhom(X1+Y1u1X2+yzu):Whom((X1+Y1u)_(xz+Y2u))

:Whom ((Xl_x2)+(y1_y2)u)
k -
e p“—1 olur.---(viii)
(x1—x2)+€y1—y2)ueR\R-u
Ayrica Wy, tanim.
Diger taraftan; d,, (d)(x1 +Y,U), (X, +Y, u))
= dH ((yl’al'xl+ Y&, 'X1+y1l-"vapk,1'xl+ y1>’(y2'a1'xz Y200 X, +y2,...,apk71-x2 + yz))

=Wy ((yl,a1~x1+y1,a2~X1+yl,...,apkil~x1+y1)—(y2,a1~xz+y2,a2~x2+y2,...,apk71~xz+y2))

=Wy | (Y= Y2 )i00- (% =% )+ (Y = ¥2) s (% =% )+ (Y= Yo )ooon @y (X =% ) + (Y2 = Y, )

#0

Oyle tek sekilde belirli bir ke{l,z,. . pk} igin (% =%, )==(Y1- ¥, )eIFpk* oldugundan; o (% —X; )+(y;—Y, )=0'dir.
(0] halde;pk —2 tane eleman sifirdan farkli bir tane eleman sifirdir.

= p“—lolur.--(x)

wy tamm.
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lek = {ao =0,,0,,..., apk} Galois cisminin 0'dan farkl elemanlarin olusturdugu; ]Fpk* = {al,az ..... apk}

kiimesinin herhangi bir ae]Fpk* eleman: diistindilsdn. i, j e{1,2 ..... pk} olmak Uzere ¢; # o ise a-; # a- a;'dir.
Gergekten de;
o, #a; ikena-q; =a-a; oldugu varsayilsin.
-1 _ a1, ..
ae?pk at(aq)=a"(a-a))
T | bircisim
P
a’]sb‘pk'dxr.
=(a"-a)-a=(a" a)q
=L =1 «a
H ok ok J
= a; =a; Celiski!
Ohalde o; 2 ¢ ise a-a; = a-a/dir.
Bu durumda; (x,—X,)e ]Fpk* Ve o e]Fpk* (i =12,..., pk) elemanlar igin;
o (X =%)# ey (X = X) % #a (% —X,) Ve F, sifir bolenli olmadigindan;; - (%, —X,) € F,* (i =12,..., p“)'dir.
O halde; F .* ={ozl~(x1 —%), 0 (X=X, ) e ~(x1—xz)} 'dir.

Oyle birk e {1, 2,..., p“} icin o, (x1 -X, ) =-— ( Y, — yz) € Fpk*'dir. Ayrica bir elemanin tersi varsa bir tane olacagindan béyle bir

(% —x,) € F " bir tanedir.
O halde viii ve xden; dy,y, (X + Y, U, %, +Y,u) =dy, (D(X, + Y, u),D(X, + Y, u)) dir.
O halde @ bir izometridir.o

4.1.1.Teorem’de p =2,k =1 alnsimn: 4.1.4. Tammdan; 0 e Z, elemant i¢in 0 ’1n
2 —sel gosterimi kendisi olacagindan y,, =0; le Z., elemani igin 1’in 2 —sel gosterimi
kendisi olacagindan y,, =1 elde edilir. GF (2)=F, ={0,1} cisminin primitif elemanz;
1’dir.0 sayisina karsilhk; o, =y,,=0€[F, ve 1 sayisina karsilik; o, =y,, =1€F,
elemanlar1 yazilir. Bu durumda R=F, +u-F, (u2 = O) halkas1 iizerinde Gray
doniisiimii;
®:R—>F,’

X+yur ®(x+yu)=(y,a-x+y) = (¥, x+Y)

=1

bi¢imindedir. Bu doniisiimde 3.2.B6liim’de R, =T, +u-TF, (u2 = O) halkas1 tizerinde

tanimlanan Gray donilisiimii ile aynidir.

4.1.2.0rnek: p=2 ve k=2 i¢in R=F, +uF,(u®=0) halkas: iizerindeki ®

Gray doniisiimii su sekilde elde edilir:

Z,= {(_),i, 2, é} elemanlarini temsilcilerin 4.1.4. Tanim’dan; 2 —sel gdsterimlert;
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0=0+0-2=y,,=0,7,,=0
1=1+0-2=y,, =1, »,, =0
2=0+1-2=y,,=0,7,=1
3=1+1-2=y,;=1 7, =1

bi¢iminde elde edilir. Diger taraftan;

GF (4) =F, = {0,1, P, /_)} cisminin iglem tablolar1 su bicimdedir:

+ ] 0] 1 Pl p 0| 1| P| p
0] 0| 1 Pl p o o o| 0| O
1 1 0| p| » 1] 0] 1| P| p
Pl Pl p| 0|1 pl ol | o] 1
ol p| P 1 0 pl O p| 1| P

F, Galois cisminin ¢arpim tablosu incelendiginde p elemanmin bir primitif

eleman oldugu goriiliir.Herhangi bir cel , i¢in ¢ sayisina karsilik gelen herhangi bir
a, € I[-T‘pk elemanlart;

a,=0+0-p=0

a,=1+0-p=1

a,=0+1-p=p

o =1+1-p=l+p = p bigimindedir. Bu durumda; R=F, +uF, (u* =0) halkas:
"+" Tablosu

iizerindeki ® Gray déniisiimii, u* =0 olmak iizere

®:F,+u-F, >F*
X+ YU O(X+yu)=(Y, 0 - X+Y,a,-X+Y,0;-X+Y)

=(y.x+y.p-x+y pox+y)
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bigimindedir.o
® Gray doniisiimiiniin R" ‘e genisletilmesi
<D:(R”,dhom)—>(]Fpkpk'”,dH)
F=(0+ YU X+ Yo Uy X+ Y W) D (1) = (Yo, Yooy Yo @ X+ Y3, @ X + Yoo O - X + Y

Oy X+ Y, 0 Xy + Yo &y X+ Yy

A XY X+ Y apk71~xn+yn)

bi¢imindedir. (Amarra & Nemenzo, 2008)

4.1.2.0nerme: @ . R"den Fpk P vektor uzayina tanimlanmis Gray doniisiimii,

v, R" iizerindeki (1—u)—constacyc|ic kaydirma doniistimii, o Fpk PN vektor

uzay1 iizerinde tanimli indeksi p“* olan quasicyclic kaydirma déniisiimii olmak iizere

Dov=c""od dir. (Amarra & Nemenzo, 2008)

o k
R" —)]Fpk P

vy J 1o

R”—)Fpkpk'”
Kamt: Herhangi bir r=(X+UYy X +UY,,....,%,,+UY,;)€R" almsm ve

q)(r):(ao,al,...,apk_nfl) olsun. Bu durumda;

a'(5+ p—1)~n+(n—1); J = 07 7/0,,9 =01ise
bg~n+j = a(g,l).m(n,l) ; ] = 0'7/0,5 #0 ise

., ;J#=0ise

olmak lizere; e (d)(r)) = (bo,bl, . bpk-n—l) “dir. Diger taraftan;

V() =((1-U) X,y +U Y, 3 X +U Yo, X +U Y, X, , +U Y, , ) dir. Bu durumda;
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<

en+j

k-1
( i,e.ai_lj.xn_]_@yn_l; J =0 ise

Vie 'aij'le@ Yia j=0ise

k-1 .
Vic o+ p—lj X, @ )\ J = 017/0’620 ise
i=0
k-1 )
- Vie @ _1]'Xn1®yn1 ; 1=0,7,, #0ise
i=0
k-1 )
J/i,e'a'j'xj_l@yj_l ; J=0ise
i=0

olmak tizere; CD(v(r)) = (CO,Cl,...,Cpk'n_l) elde edilir.
Her i=0,1,..., pk -n—11i¢in; b =c, olacagindan ®ov = o o ® dir. o

4.1.2.0nermede p=2,k=1 alindifindan indexi (pk—l) olan quasi-cyclic

donistimi apk’l, R=F +u-F, (u2 :O) halkas1 tizerindeki o cyclic kaydirma
doniisiimiine esittir. Dolayisiyla; 4.1.2.0nerme 3.2.6.0nerme’ye esit olur.

4.1.1.Sonu¢: R iizerinde n uzunluklu bir kod C olsun. C kodu (1-u)-

constacyclic kod ise ®(C) kodu F, iizerinde p*-n uzunlugunda p*“* indeksli bir

quasicyclic koddur. Bu ifadenin tersi de dogrudur. (Amarra & Nemenzo, 2008)

Kamt: =:C c R" kodu (1-u)-constacyclic kod

4.1.2.0nerme .
o(v(C))=0"" ((C))

= ®(C), p** indeksli bir quasicyclic koddur.

k-1
¢®P " tanm
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<:®(C)cF,»" kodu p* indeksli bir quasicyclic kod

= o (o(C))=(C)

k-1
c®P" " tanim

4.1.2.Onerme; ® (V(C)) - d)(C)

o(v(C))=o""" ((C))
= v(C) =C

4.1.1.Teorem
@ birebir

= C < R" kodu, (1-u)—constacyclic koddur.o

Vv tanimm

4.1.3.0nerme: n ve p aralarinda asal, '€ {0,1,..., p—l} ve n-n"=1(mod p)

y
_)
x—l —1u

H,u(l’(x )

olmak iizere S =1+n"U ise

bi¢iminde tanimlanan doniistim bir izomorfizmadir. (Amarra & Nemenzo, 2008)

Kanit: Herhangi bir

F(X)=r+6-X++r X" q(X) =0+ - X+--+0, - X" € R[X]< n_1>

:>,u(r(x)+q(x)):,u(r(x)+q(x))=,u((r0 +q0)+(rl+ql)~x+---+(rn71+qH)-x”‘1)

:(ro+qo)+(r1+q1)'(,3'x)+"'+(rn_1+qn_l)-(,3-x)nfl €

=040+ 6 (BX) 4G (BX) 0 (BX) T+, (B x)

:ro+rl'(ﬂ'x)+"'+rnfl'(lg'x)nil‘k%+q1'(,3'x)+"'+qn71'(ﬂ'x)ni

=ty (BX) e (BX) 4 Gy 0 (B X)+ o+ Gy (BoX)
= p(r (%)) + (0 () dir.

Herhangi bir

F(X)=ry+h X441 X" g(X) =0+ 0 - X440, X" € < n_1>
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= u(r(x)-a(x)) = u(r(x)-a(x))

:;u((ro -q0)+(ro -q1+l’1-q0).x+(r0 -0, +rl-ql+r2-qo).XZ...+(rn_l‘qn_l)‘x2~n72)

:(ao-bo)+<a0-b1+a1-bo>-<ﬁ-x>+<ao-bz+a1-b1+az-bo>-<ﬂ-x)z~-+<an,1-bn,1>-</f-x>z‘"'zER[%"—(Lu»'”(”

Diger taraftan;

H(@)'ﬂ(m):ro"'ﬁ'(ﬂ'x)"'rz'(ﬂ'X)z"'+rn—l'(ﬂ'x)nil'%+Q1'(:B'X)+Qz'(ﬂ'x)z"""qn—l'(ﬂ'x)nil

=(I‘0-qo)+(l’0 'q1+rl'qo)'(ﬂ'x)+(r0'qz+r1'q1+r2'qo)'(ﬁ'X)z"'+(rn—1'qn-l)'(ﬁ'x)z.niz € R[X]<x” —(1—u)>”'(ii)

O halde i ve ii“den; 4(r(x)-a(x)) = p(r (x))- (a(x)) dir.

Her r(X)=ry+rn-X++r_ X", q(X)=0y+0, - X+--+0,_,-X"" € R[X]< n_1>

igin; ,u(l’(x)) = ,u(q(x))

:>I’O+I’1-(,B-X)+I’2 '(ﬂ'x)z"""rnfl'(ﬂ'x)nilzqo+q1'ﬁ'x+q2'(IB'X)Z"""qnfl'(IB'X)ni

o (G 4B X) (B X Gy (X)) = (64 (B X) (B X 1y (Bo) ) (3~ (1-0)
Bu durumda

(0 =1+ =) (B-) (0, =) (B3) (62 =) (83" = 1 () ~(2-0)
olacak bigimde bir f(x)eR[x] vardir.

n-1 n-1
=L =0hL=0,..., =0 = h+th - X+t - X =0+ Q- X+--+Q, ;- X

~0-a0)

O halde g birebirdir.

Herhangi bir r(x)=r+6-X+-+r_-X"" € R[]

<x“ —-(1+ u)> toin

n-1 o n-1

y(@):ro+r1~(1—n'~u)~(1+n'-u)~x+r2-(1—n’-u)2-(1+n'-u)2~x2+---+rn_l~(1—n’~u)"’1-(1+n’-u) -X

= r0+r1-x+--~+rn_l-x”‘1eR[X]

iden <Xn —(1+ u)

> olacak bi¢cimde en az bir tane
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q(x)=r,+r-(1-n"-u)-x+r, -(1—n'-u)2 -x2+»--+rnfl-(l—n'-u)”fl-x"’le R[X]<Xn _1>

vardir

i 1 _1_ (! 2. 2 _
((1—n-u)-(1+n-u)_1 (n)"-u uz_Ol) (iii)
O halde x ortendir.

O halde x bir izomorfizmadir.o

4.1.3.0nerme’de p=2,k =1 alindiginda; n ile 2 aralarinda asal olacagindan
n tek say1 olmalidir.n' € {0,1} ve n-n’=1(mod2)saglayan n’ =1 oldugundan;

p=1+n"-u=1+u ‘dir. Ayrica 1-u = 1+u oldugundan;
i

R[] , RIX]

#- < " —1> <x” -1+ u)>
r(x)r—>,u(r(x)): r((1+u)-x)

doniisiimii elde edilir ki; bu déniisiim 3.2.5.0nerme’de elde edilen g déniisiimii ile

aynidir.

4.1.2.Sonug: | kiimesi R[%n_1> halkasinin bir ideali ise #(1) kiimesi

R[%n (1 u)> halkasinin bir idealidir. Bu ifadenin tersi de dogrudur. (Amarra &

Nemenzo, 2008)

4.1.4.0nerme: n ve p aralarinda asal ve B 4.1.3.0nerme’deki gibi olmak
lizere;
u:R"—>R"
r=(t 0t ) (1) =(0, B0, B2, B )
doniistimii tanimlansin. Bir C kiimesi R halkasi tizerinde n uzunluklu bir lineer cyclic
kod ise 72(C) kiimesi R iizerinde n uzunluklu bir (1-u)-constacyclic koddur. Bu

ifadenin tersi de dogrudur. (Amarra & Nemenzo, 2008) o
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4.1.4.0nerme’de p=2,k =lalindiginda 3.2.6.Teorem elde edilir.

4.1.6.Tammm: n ve p aralarinda asal ve n'€{0,1,..., p—1} olmak iizere

n-n"=1(mod p) olsun.

_ pkn . . .
Her c= (Co yClyeeny Cpk-n—l) € IFpk elemant igin;

¢ =(CyCirer Cpp ) €F P

e

Il
—_
(]

°
=1
(]
2
S
T
uy
(g
D
h=]
S
iR
~—
m
=~
k=]
=}

() _ pn.
€ = (€, pnsCopnrr+ s Copns ) EFLPT;

¢t = (c c c )e F.P

t-pn? Ftp-n+l? 0 ¥(t41)-pon-1

) _

(
¢ B C(p“—l)-p.n ’ C( pt-1)pnsa’ Coctpns

€ IFpk P olmak Uzere;

c= (CO, Cpyevos Cpk~n—l) = (C(O)‘C(l)‘ . | C(pkl_l)) biciminde yazilsin.

0<y<p-1,0<j<n-1 olmak iizere {0,1,..., p-n —1} kiimesinin herhangi bir
eleman1 y-n+ j olarak yazilsin. Ayrica; 0 <y < p—1 olmak lizere

7+ j-n"=y(mod p) olsun. r permiitasyonu

r:{0,1,...,p-n-1} >{0,1,..., p-n-1}

yn+jbr(yn+j)=y-n+j

seklinde verilmek iizere
7:F " >F "
p P
a= (a()!al""’ap-n—l) > z(a)= (ar(o),ar(l),...,ar(p,nfl))

bigiminde bir 7 doniisiimii tanimlansin.
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P LA L
p p
c :(CO’CI""’Cpk.n_l) :(C(O)‘C(l)‘...|c(9“1)) N (c) :[ﬂ(c(o)) ”(C(l)) m|ﬂ_(c(p“1) ))

bi¢ciminde ki o doniistimiine Nechaev permiitasyonu denir. (Amarra & Nemenzo,
2008) o

4.1.6.Tanimda p=2,k =1 alinsin. n ve 2 aralarinda asal olmasi gerektiginden
n tek dogal say1 olmalidir.n’ €{0,1} olmak iizere n-n'=1(mod2) oldugundan n'=1

"dir.0<y<1,0< j<n-1 olmak iizere;

-

n-—

0<i< icin; 2-1€ {O,l,...,2-n—1} elemani y-n+ j bigciminde yazilmak

I\) ‘

istenirse y =0 ve j=2-i(0<2-i<n-1) olmaldir. Ayrica;

y+j-n"'=0+2-i=y(mod2)= y=0’dir. Bu durumda; r ddniisiimii tanimindan;

|

0<i<™icin; r(2:) = 2-idir-(i)

7(y-n+j)=y-n+j

N ‘

n+1 . . Y
%Slén—l igin; 2-1 e{O,l,...,Z-n—l} eleman1 y-n+ j biciminde yazilmak

istenirse y =1 ve j=2-i—-n(n+1<2-i<2-n-2) olmalidir. Ayrica;
y+j-n"=1+42-i—n= y(mod 2) = y =0"dir. Bu durumda; r doniisiimii tanimindan;

”T”gisn—ligin;r(z-i) = 2:i—n “dir.--(ii)

o(y-n+j)=y-n+j

w

0<i< n; igin; 2-i+1€{0,1,...,2-n—1} elemani y-n+ j biciminde yazilmak

istenirse; y =0 ve j=2-i+1(1<2-i+1<n-2) olmahdir.Ayrica;

7+j-n"=0+2-i+1=y(mod2)= y=1dir.Bu durumda; r ddniisiimii tanimindan;

w

. _nh-—
<1<

o

igin; 7(2-i+1) = n+2-i+1 ‘dir.-(iii)

7(y-n+j)=y-n+j

N ‘

n-1 . . .
T <1<n-1 igin; 2-|+le{0,1,...,2-n—1} elemant ¥ -n+ j bigiminde yazilmak
istenirse; y =1 ve j=2-i+1-n(n<2.i+1<2-n-1) olmahdir.Ayrica;
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y+j-n'=1+2-i+1-n=y(mod2)=>y =1"dir.Bu durumda; r déniisiimiiniin

n-1 . . . . .
tanimindan; TS i<n-1igin; 7(2-i+1) s 1-n+2-i+1-n=2i+1 dir.
(y-n+j)=y-n+]j

i,0i,1ii ve iv’den; {0,1,2,...,2-n—1} kiimesi lizerindeki z permiitasyonu

2-n-4 2.n-3 2.n-2 2-n—1j

B 0o 1 2 3 4 .- n-3 n-2 n-1n n+l n+2 n+3 .-
- n-4 2.n-3 n-2 2.n-1

0 n+tl 2 n+3 4 .- n-3 2.n-2 n-1 n 1 n+2 3
bi¢imindedir. p=2,k =1 i¢in 7 permiitasyonu

r F > F"
bicimindedir. Ayrica;
a=(ay,a,...,8,,,) > 7(a)= (ar(o), ar(l),...,af(zﬂfl))

k-1 .. k-1 -1 .. .
7®" Nechaev permiitasyonu p=2,k =1 i¢in 7°° =7z% =7 biciminde

gosterilir ve 7 permiitasyonuna esittir. 7°- Nechaev permiitasyonu p =2,k =1 i¢in

3.2.6.Tanimda verilen Nechaev permiitasyonu ile aynidir.

4.1.5.0nerme: ®o i = 7°" o ® *dir. (Amarra & Nemenzo, 2008)

@ k
R" —)Fpkp "
ud ‘>~L 7" o
@ k
R" —)Fpkp "
4.1.5.0nerme’de p=2,k=1 alindiginda 3.2.7.Onerme’nin elde edilecegi
aciktir.
4.1.3.Sonu¢: C, R iizerinde n uzunluklu bir lineer cyclic kod ise ®(C), F,
iizerinde p“-n uzunluklu p** indeksli bir quasi-cyclic koda denktir. (Amarra &
Nemenzo, 2008)
Kanmit: =: R halkas1 tizerinde n uzunluklu bir lineer cyclic kod C

= 71(C) R iizerinde n uzunluklu bir lineer (1-u)—constacyclic koddur.
4.1.4.0nerme

= ®(u(C)) F . lizerinde p“-n uzunluklu p“* indeksli bir koddur.

4.1.1.S0nug
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= 7z®pk_l(®(C)) F, tizerinde p*-n uzunluklu p** indeksli bir koddur.
4.1.5.Onerm(=1(: ) p
o(a(C))=7"" " ((C))

®(C) F, iizerinde p“-n uzunluklu p** indeksli bir koda denktir.

opkl . .
V4 bir permiitasyon.
Denk kod tanimu.

4.1.3.0rnek: GF (4)=F, ={0.1,p,1+ p=p*} olmak iizere;
R= Fpk +Uu IFpk (u2 = 0) halkasinda p=2, k=2 alinmasiyla elde edilen

R=F,+uF,(u*=0) halkast iizerinde x* -1 polinomu
X} —1= (X+1)~(X+p)~(x+p2) bi¢iminde ¢arpanlara ayrilir. p=2, k=2 ve n=3

icin; n' e {0,1} olmak iizere 3-n’=1(mod 2) oldugu i¢in n" =1 elde edilir. Bu durumda;

4.1.3.0nerme’de tanimlanan S ; f=1+n"-u=1+1-u=1+U biciminde, z doniisiimii

# /< 1) / —(1-u)
(x) > u(r(x))=r (8- ) r((L+u)-x)
bi¢imindedir.
x*-1le R[X]< N _1> elemani igin;
,u(x3—1):y((x+1)-(x+p)-(x+p2))
:(x+(u+1))-(x+(p-u+p))-(x+(p2-u+p2))
:(x+(u+l))'(x+(,0-u+,0))'(x+(p2-u+p2))eR[X]< "—(1—u)>’dir’
X+(U+1),X+(,0-u+p),X+(p2-u+p2)e R[x] polinomlar sirastyla; f,(x), f,(x)

ve f,(x) ile gosterilirse; iirete¢ polinomu f,(X)- f,(x) olan, R=F, +UuF, (u2 :O)
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iizerinde 3 uzunluklu C koduigin ®(C), F, iizerinde 12 uzunluklu minimum uzaklig:

9 olan bir koddur. (Amarra & Nemenzo, 2008) o

42. F, +uF, (u>=0) Halkass Uzerindeki p° Uzunluklu Constacyclic

Kodlar

Bu bolimde p herhangi bir asal sayi, S bir dogal say1r olmak iizere;

R=F, +uF, (u*=0) halkas1 iizerindeki p° uzunluklu constacyclic kodlar
caligtimistir. o #0, [ € Fpk =GF(p*) olmak iizere; R = ]Fpk +u IFpk (u®*=0) halkasmin
tersinir elemanlari; @ +U S bigimindedir ve p* ( p* —1) tanedir. (Dinh, 2010)

Bu bolim boyunca aksi belirtilmedikce R halkasi  denildiginde
R=F, +uF, (u* =0) halkas: diisiiniilecektir.

Bu boliimde ilk olarak R {izerinde n uzunluklu bir A —constacyclic kodun
dualinin bir A7 —constacyclic kod oldugu gosterilmistir. Ayrica R iizerinde n

uzunluklu bir C kodu i¢in Tor(C) ve Res(C) kodlar tanimlanmis ve C kodunun
eleman sayisiyla Tor(C) ve RES(C) kodlarin eleman sayilari arasindaki iliski
verilmistir. Daha sonra Fpk sonlu cismi tizerindeki p° uzunluklu A —constacyclic

kodlar i¢in yapilan ¢alismalar R halkasi iizerinde o +U g —constacyclic kodlara
tasinmugtir. 4.1. Boliimde R halkasi tizerinde keyfi n uzunluklu bir cyclic koda karsilik

bir (1-u)- constacyclic kod getirilmistir. Bu boliimde son olarak; y ; F =GF(p")

cisminin sifirdan farkli bir eleman1 olmak tizere; R halkasi izerinde p°® uzunluklu bir
cyclic koda karsilik bir y—constacyclic kodu karsilik getiren bir izomorfizma

tanimlanmustir.

4.2.1.0nerme: R bir sonlu zincir halkas1 ise asagidaki kosullar denktir:

(i) R bir yerel halka ve R halkasinin maksimal ideali bir esas idealdir.

(i) R bir yerel, esas ideal halkasidir.
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(iii) N(r); reR elemaninm nilpotentlik derecesi ve 0<i<N(r) olmak iizere; R

halkasmin (r') idealleri bir zincir olusturur. (Dinh, 2010)

R halkas: maximal ideali (u)=u ‘F, olan bir yerel halkadir. 4.2.1 .Onerme’den

bir zincir halkasi oldugu goriiliir. (Dinh, 2010)

4.2.2.0nerme: p bir asal say1 ve R, p“ uzunlugunda bir zincir halkas1 olsun.
R halkast fiizerinde n wuzunlugunda bir C lineer kodunun eleman sayisi
ke{0,1...,a-n} olmak iizere p* tanedir. Ayrica; k+l=a-n olmak iizere; C*

kodunun eleman sayis1 p'’dir. (Dinh, 2010)

4.2.3.0nerme: Bir 1 — constacyclic kodun duali bir 2™ — constacyclic koddur.
(Dinh, 2010)

Kamt: C, R halkasi iizerinde tanimli n uzunlugunda bir A — constacyclic kod

olsun. Herhangi iki X =(Xy, X,-..,X,,) €C* ve Yy =(Y, ¥1,---1 ¥,1) €C igin;

Tﬂv(y):(}i"ynfl’ yo’ yl,-'-, yn,z)
72 (¥)=7.(z, (Y)) =(A- Yoo Your Yo Yireees Yoa)

7,12 (y) =17, (Tl (71 (y))) = (i' Yoz A Yo oA Yoo Yo Yare-os yn—4)

Tinil(y)z(ﬂwyli/l'ypﬂ'ys""’ﬂ"yn—l’yO),dir'.“(i)

Ayrica; C kodu A —constacyclic kod oldugundan her ¢ e C igin 7, (¢) e C “dir.

Bu durumda; z,"" (y)eC “dir.

A tersinir eleman oldugundan A~ € R *dir. Bu durumda;

7 (X) =70 (X X Xy ) = (A7 X0 10 X0 X0 X, )

31'7[1(X)‘y:l'(lil'Xn71'X0'X1""'Xn72)'(y07ylf"'fynfl)
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=(/1-ﬂ‘1~xnl,;t~x0,;t~x1,...,/1~xn2]-(y0,yl,...,ynl)

=1g

:Xnil.yo+ﬂ/.x0.yl+/1.xl.y2+...+/1.xn72.ynil'_‘(i)

X7, (V) = (X Xpoe e X0 1) (A Y A Y20 A+ Yaneo s A+ Yo 00 o)

i'den
=X A YK A Yot Xy A Yt X Yy

+v:'nmxn—1'yo+2'Xo'y1+ﬂ~'xi'y2+"'+/1’xn72'yn—l"'(“)
degisme
ozelligi

O halde i ve ii “den; 2-7,,(X)-y=x-7,""(y) olur.---(ii)
Bu durumda;

=>A-7,.,(x)-y=0

= 7.,(x)-y=0
A tersinir A

eleman eC
oldugundan

A#0
ve R; sifir

bélensiz

halka

= T_l(x)eCL

ct tanmi A

O halde C*, 2™ - constacyclic koddur.
4.2.1.Tanmm: C, R= ]Fpk JruIFpk (u2 = 0) halkasi tizerinde n uzunlugunda bir

kod olsun. Tor(C):{be]Fpk” FbeF " icin a+ubeC}

ubeC} , Res(C):{aeIFpk”

bi¢iminde tanimlanan kiimelere sirasiyla C kodunun torsiyon ve rezidii kodlari

denir. (Dinh, 2010)
4.2.4.0nerme: C, R iizerinde n uzunluklu, torsiyon kodu Tor (C), rezidii kodu

Res(C) olan bir constacyclic kod olsun. Bu durumda, |C|:‘Tor(C)‘-‘Res(C) dir.

(Dinh, 2010)
Kamt: C, R :]Fpk +uIFpk (u2 = 0) halkasi iizerinde n uzunlugunda bir kod

olmak tiizere;
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f:C— Res(C)

a+ubm f(a+ub)=a

bigiminde bir f doniisiimii tanimlansin.

f doniisiimiiniin tanim1  kullanilarak toplama ve ¢arpma islemlerini korudugu

kolaylikla gosterilir.

Herhangi bir a € Res(C)

R:(>C ) a+ub e C olacak sekilde en az bir be F pk” vardir.
es
tanimu

= f(a+u-b)=a olur.
O halde f ortendir.

O halde f orten bir homomorfizmadir.

f i¢in Cek f =Tor(C) dir. Ayrica f déniisiimii 5rten oldugundan; f (C)=Res(C)

*dir.
f

C —> Res(C)

orten:
homomorfizma

o S f
Dogal izomorfizma
Donulsiim
C
Cekop
C

:%or(c)

. . : . e ~ .
Yukarida diyagrami verilen 1. Izomorfizma teoreminden; ﬁor ( C) = Res (C) dir. C,

Tor(C) ve Res(C) kiimeleri sonlu kiime olduklarindan; :‘ReS(C)‘dir. Bu

Tor(C)‘
durumda; |C|:‘Tor(C)‘-‘Res(C)‘ elde edilir.

4.2.1.Lemma: F q elemanli sonlu bir cisim olsun. Bu durumda; IF cisminin

herhangi bir £ elemani igin; B9 = dir. (Ling, Xing, 2004, s.26)

Kamt: 8 =0= B° = B olacagi agiktir.
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£ #0olsun.
I cisminin 0 ’dan farkli tim elemanlariin kiimesi; F*= {ﬁpﬂz,---,ﬂq,l}
=T ={B-B.B Py 8- B4} dir.

(Cisimde 0 bélen olmadigindan; sifirdan farkli f eleman ile, sifir olmayan herhangi
bir elemanin ¢arpimu sifirdan farkli olur. Dolayisiyla bu ¢arpimlarin sonuglarinin

kiimesi F* kiimesidir.)

:>/B1ﬂzﬂ3ﬂq_1 :(ﬂﬂl)(ﬂﬂz)(ﬂﬂs)(ﬂﬂq4) ;} ﬂq_l'(ﬂl’ﬁz :Bs

birlesme ve
degisme
ozelligi

= 7 =1= p° = p dir.o
IE‘pk tizerinde A — constacyclic kodlarin varligi igin A, IE‘pk cisminin bir tersinir
elemant olmalidir. A tersinir oldugundan; F o cisminde sifirdan farkli A7 elemani
vardir.. 4.2.1. Lemmadan; (ﬂ_l)pk =2 = 4" = A dir.
4.2.5.0nerme: Bolme algoritmasini kullanilarak s dogal sayis1 k dogal sayisina
boliniirse; s =ﬂ,q ‘k+4., 0<4 <k-1 olacak sekilde Ay A, pozitif tam sayilar

_ p(}ﬂ )k

vardir. 4, bi¢iminde tanimlanan A, elemaninin p°. kuvveti; A elemaninin

- islemine gore ters elemaninin + islemine gore ters elemanidir. (Dinh, 2010)

Kanit:

_ Aqk+k=s _ Agrk+k—Agk=Ar _ak—Ar .
Ay=—A" = -1°" =-A"" " ’dir. Bu durumda;

s=Aq-K+4
e\ PP K—Ap+s e
pS:(_l—p“') R
lo s=Aqk+4
. Aq (1+)q)tane

K L+,

:_/1‘(') ) Rttt
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pk

) e

p®. kuvvet
aliacak

Bu bélim boyunca ]Fpk cisminin 4, elemani; 4.2.5.0nerme’de tanimladig gibi
olacaktir.

4.2.6.0nerme: 1, 4.2.5.0Onermedeki gibi olmak iizere;

Flx] F[x]
e <x'°s +1>_) <xps —/1>

T #(T00)= T %)

bi¢iminde tanimlanan g doniistimi bir izomorfizmadir. (Dinh, 2010)

e ———

Kamt: Herhangi iki f(x),g(x)e icin

oy

o x” +1‘ f(x)-g(x)
< f(x)-g(x)= h(X)-(X”S +1) olacak bigimde dyle bir h(x) ek, [X] vardur.
& 1 (A x)= (%) = (2 x)-((Z6-%)" +1]

o )0l )= 3) (7 114
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o 9o}

O halde g iyi tanimli ve birebirdir.

- T,
Herhangi bir f(x)e ° [X]< 5 /1>
X i

= f(x)eF, [x]%e:]k;k f (4" x)eF, [x] dir.
10715?1“&

Oyle bir f (ﬂo’l : X) e B X] < 5 1> eleman icin;
X +

O halde u ortendir.
4 fonksiyonunun tanimlanisindan toplama ve ¢arpma islemlerini korudugunu
gostermek kolaydir.

O halde g bir izomorfizmadir.

F[x]

4.2.1.Sonug: 7Z'(C) kiimesinin < ¢ 1
X" +

> halkasinin bir ideali olmasi i¢in

Fox]

gerekli ve yeterli kosul u (7[ (C)) kiimesinin < o /1> halkasinin bir ideali
X J—

olmasidir. o
4.2.1.Sonugta verilen idealler ile IFpk tizerinde p° uzunluklu kodlar arasindaki

iligki diisiiniildiigiinde; IE‘pk tizerinde p° uzunluklu negacyclic kodlarla A — constacyclic

kodlar arasinda izomorfik iligki kurulmus olur.

.. F
4.2.7.0nerme: ° [X]< . /1> halkasinin <10-X+1> eleman1; nilpotentlik
X J—

derecesi p°® olan bir nilpotent elemandir. (Dinh, 2010)
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Kamt:Her A, -xjtleIFpk [X] icin;
’ <x"s —A> e

Binom
Acilimi

(m)"s — (- x+1)" = (%-x)" +1+ f[ﬁsj-(%.x)‘ =27 x4l

4.2.5.0nerme, Xps -1

S

— =~ F.[X] i
- A A+1=0e P dir.
(" -2)

1<i< p’-1licin; p|[p j ve Char IFpk = p oldugundan;
i

(i)

p°-1
-1

O halde A, -x+1 nilpotentlik derecesi p° olan nilpotent bir elemandir.
F . [X] L o
4.2.2.Sonug: P . halkas1 maximal ideali A;-X+1 olan bir zincir
(' -4)
halkasidir. F. tizerindeki p° uzunluklu A —constacyclic kodlarina karsilik gelen
: : ) —\ _F.[X] . .
idealler; 0<i<p® olmak iizere; <(ﬂ.0-x+1)>g P - i> idealleridir. Bu
X —

ideallerin olusturdugu zincir;

<6>=<(ﬂo~X+1)p5>5<(%~><+1)p5l>§"'§<ﬂo'x+1>5<i>j [x-2)
bi¢imindedir. (Dinh, 2010)o

a+upf, R :IFpk +UIFpk (u* =0) halkasinn tersinir eleman: olmak iizere; R

tizerinde p° uzunluklu «+Uu g —constacyclic kodlarla R[X]< ” ( ,B)> boliim
x” —(a+u
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halkasinin idealleri arasinda birebir esleme vardir. Bu boliimde R[X] < . >

X" —(a+up)

bolim halkasi kisaca R, ; bigiminde gosterilecektir.

Bu béliim devaminda; F. cismi tizerinde p° uzunluklu A —constacyclic kodlar

icin yapilan ¢alismalar, R halkas1 tizerinde p° uzunluklu (a+u ,B)—constacyclic

kodlar i¢in yapilacaktir.

4.2.8.0nerme: Bolme algoritmasimi kullanilarak s dogal sayis1 k dogal sayisina
boliiniirse; s = a, ‘k+a,, 0<a, <k-1 olacak sekilde a,,Q, pozitif tam sayilari

_plates L .
vardir. a, =-a P bigiminde tanimlanan ¢, elemaninin p°. Kuvveti; o

elemaninin “ - ““ islemine gore ters elemanidir. (Dinh, 2010)

agk+k—s _ paq-k+k—aq~k7rzr _ pk’ar

Kamt: o, =a" = « =a ’dir. Bu durumda;
s=aq-k+e,
ps _pk*’lr ps —pkf{z'&s _pk—armq-km,
o, = (0( ) = = (04
s=aq-k+a,
. (1+aq)tane
k) —
— —af(p ) L
N p¥ K
- \P )P
pk p K p
0 (a_pk) - (a_l)p =a " =g ™dir.o
(1+/111) defa 4.2.1.Lsmma'dan;
pk. kuvvet a P =gt
alinacak

Bu béliim boyunca F cisminin «, elemani; 4.2.8.0nerme’de tamimladig1 gibi

olacaktir.

4.2.9.0nerme: o, X-1, R,, halkasmin nilpotentlik derecesi 2- p° olan

nilpotent elemanidir. Ayrica; <(ao -X—l)p >: <G> ’dur. (Dinh, 2010)

Kamt: ,-x-1eR_ ,icin;

S

(a0 1) =(etp x-1)" o () —i+p_zl(‘?s]-<ao-x>‘ (-0’
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=(a,-x)" ~-1=a,” X" -1 = a*-x" -1
428
Onerme

= a*l,a_kuﬂ _1:a—1_a+u a’l-ﬂ -1
xpsz(a+u-ﬁ')(mod(xps7(a+u.ﬂ)) ( ) ( )

=1+u(a™-B)-1=u(a™- B)--(i) dir. Bu durumda;

(ao -x—l)z'ps :((ao -x—l)ps jz :(u(a‘l ‘,B))z = (u(oc‘1 -ﬂ))z =u?(a™ -ﬁ)z = 0eR, , dir.

P s s - i p i s
(- x—1)" =(cp-x-1)’ - (a%)" -1+ ] (F: j-(ao-x) (-1)°
Gtlim1

=(y-X)" “1=a,” X" -1 = a™*-xP -1
4.2.8.
Onerme

= -1, 1=t 1.8\ _1=
<P’ E(a+uﬁ)(mod(xps _(‘“Uﬂ)jja (05 +u ﬁ) a -a+u (a ﬂ)

1+u(a™B)-1=u(a™-p)

= (@) =( (@) | (ol p) ~(u(a )

(@) )=(ua 5]} ~u{a™p) R, =(ap)-R.,, <R, =)

4.2.10.0nerme: R, , boliim halkasi

<6>:<(a0-X—l)z'ps>g<(ao-x—1)2'psl>g---g<a0-x—l>g<i>:Raﬁ idealleri ile bir
zincir halkasidir. (Amarra, Nemenzo,2008) o
R=F,+u-F,(u®=0) halkas: iizerindeki p° uzunluklu (a+up)-
constacyclic kodlarm polinom temsilleri, 0<i<2-p° olmak iizere R, , zincir
halkasnn ((, x~1)') idealleridir. (Dinh, 2010)
4.22.Lemma: F, p™ elemanl sonlu bir cisim ise Char (IF) = p’dir. (Crandall,

Pomerance, 2005, 5.93)
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Kamt: i €Z" i¢in 7, =1+1+---+1 bigiminde tanimlansin. Her i € Z" i¢in

i tane

v, € IFpm dir. IFpm sonlu oldugundan Oyle bir i< j i¢in y, =y, dir.

=1+1+--+1=1+1+---+1+1+1+---1

i tane i tane j—i tane

= Enazbir j-ieZ" igin y,_ =0
:>Char(IE‘ m)iO’dlr.
p

Char (]F " ) =ceZ" olsun. ¢ asal olmasin.

= c=a-b olacak bigimde dyle bir a,b € Z" vardir.

= 1+1+---41=0
[ ———

Char|F ):C c tane
= [1+1+---1J~[1+1+---1] ----- (1+1+---1J:O
c=ah —
a tane a tane a tane
b tane
= (1+1+~--1J-[1+1+---1J =0
- igleminin
+ Uzerine a tane b tane
dagilma
ozelligi

- Char(IFpm ) —a yada Char (Fpm ) = bdir. Celiski! (Char (IFpm ) =c idi.)
Bu durumda Char(]Fpm ) = p’dir.

4.2.3.Lemma: [ karakteristigi p olan sonlu bir cisimise IF cisminin herhangi
iki @, b eleman1 ve sifirdan biiyiik bir i tamsayisi i¢in (a+b)pl =a” +b” ve

(a—b)p' =a” —b” *dir. (Crandall, Pomerance, 2005, 5.93)

Kamt: (a+b) " =a” +b” esitligi i iizerinden tiimevarimla kanitlanmak istenirse;

i =1 i¢in (a+b)p =a’ +b? +Z( P]-a' bP = aP+bPdir
ENG Ch::\r\(/]le?):p
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esitliginde paydada yer alan tam sayilar

1<i< p-1ligin (p]:(p—m).....(p_l). b

i il

p'den daha kiigik ve p asal say1 oldugundan paydada yer alan sayilarla p arasinda bélinme
olmaz. Diger taraftan kombinasyon hesabin sonucu bir dogalsay1 olmasi gerektiginden _
(iD](p—i+1)-...(p—1)dir. ()

= Oyle birk e N* igin (p—i+1)-...-(p-1)=k-(i!)

— Oyle birk  N* icin [f’]: k- pdir.

i =t i¢in 6nerme dogru olsun. Yani, (a+b)p =a” +b" olsun.
i=t+1igin;

t+1 t t t

(a+b)® :((a+b)p)p = (a”+bp)p = (ap)p +(bp)p‘:apw+bpm’dir.

i=1igin i=t igin
6nerme 6nerme
dogru. dogru.

O halde her i € Z" igin; (a+b)" =a® +b dir.-(ii)

= (a=b)” +b”

Diger taraftan; her i € Z* igin a” =((a—b)+b)pi >
:(a—b)pi —a” —b” olur.o

4.2.11.0nerme: ¢ +Uf, R= Fpk +U IFpk (u? =0) halkasinin tersinir bir elemani

olmak iizere (cx+u f) " =a™ +u B-a? dir. (Dinh, 2010)

k k k K K .
Kamt: (a+up)’ = P4 P Lu™ B = gdir.--(i
! (0( Uﬂ) 4.2.3.Lemmaa (Uﬂ) 4.2.1.Lemmaa u ﬂ pkzza ! ()

ve

u?=0
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(oz+uﬂ)pu=a"”+[pk _ J'“‘M-(uﬂ)+[pk2_1]'apk’3'(uﬂ)z+-~~+[ ¢ _lJ'Ot“(u,B)pm2

p" -2

=0 (uZ:O oldugundan.]

=o¢"k’1+(pk —1)~05”K’2-(Uﬂ)=05"k ~0f1+(pk a” ot —a” ~a’2)~(u,3)

a-at—a-a?-(up)| (i)

3.2.1.Lemma
Char( *'pk ):p

=1-up o dir.

_ (1—uﬂ-a’l)~afl =o' —up-a? dir.o

w*'dan.
4.2.3.0nerme ve 4.2.11.0nermeden asagidaki 4.2.3.Sonug verilir.
4.2.3.Sonug: R iizerinde p°* uzunluklu bir («+u g)—constacyclic kodun dual

kodu bir (" —u 8- ) —constacyclic koddur. (Dinh, 2010)o

R halkasi iizerinde p° uzunluklu bir (o™ -up-a™)-constacyclic kod
<G,X_—1> zincir halkasinin bir idealidir. (Dinh, 2010)

S

R halkast tizerinde tanimli p°® uzunluklu bir cyclic kodun polinom temsili

R[]

R = < » 1> boliim halkasinin bir idealidir. (Dinh, 2010)
X i

4.2.12.0nerme: X—1, R halkasinin nilpotentlik derecesi p° olan bir nilpotent

elemanidir. (Dinh, 2010)

Kanit: (E)ps =(X—l)ps = xP 1" = 1 1" =0dur.

4.2.3.Lemma s sl(mod(xps _1)]

O halde x—1 bir nilpotent elemandir.

Herhangi bir k < p* ,k € Z" igin

(x_—l)k:(x—l)k = x-17 * 0°dur.

4.2.3.Lemma o zl(mod(xps 4

O halde x—1 elemaninin nilpotentlik derecesi p°’dir.
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4.2.13.0nerme: R, halkasi maximal ideali <Jx_—1> olan bir yerel halkadir

fakat bir zincir halkas1 degildir. (Dinh, 2010)
4.2.14.0nerme: F o cisminde sifirdan farkli herhangi bir y eleman i¢in IE‘pk
cisminde y,” =y olacak sekilde en az bir , elemani vardir. (Dinh, 2010)

Kamt: Bolme algoritmasi kullanilarak s, m’ye bolindiigiinde s=y,-k+y,

olacak bigimde y,,y, pozitif tam sayilar1 vardir.

_ p(Vu ks

Vo=V =y "

olsun.

O\ PP 1\ PP 1) il 1
[y )——— _ - = - = )
_ _ pe-r_ = olur.
(7 ) 7q & 4_2,1.Lemma(7/ ) 7q tane ((7/ ) ) 4.2.1.Lemma Y

4.2.15.0nerme: y Ve y,, 4.2.14.Onermede tanimlandig1 gibi olmak iizere;

R[] R[]
e e
—X)I—>l/l(f(x)):f(]/0 X

f( -X)
bi¢iminde tanimlanan y donisiimii bir izomorfizmadir. (Dinh, 2010)

<Xps _1> i¢in

< f(x)-g(x) =(x”s —1)-h(x) olacak bi¢imde en az bir h(x)e R[x] vardur.

<:>f(yo.x)_g(yo.x):((yo-x)ps—1)-h(;/o-x) olacak bicimde en az bir

h(7,-x)eR[x] vardur.
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<:>f(yo.x)_g(yo-x):(}/ops-Xps—l)-h(j/o-X) olacak bi¢gimde en az bir

h(,-x) e R[x] vardr.

- f(7-X)—9(7-X)= (y‘l-x”s —y'l-;/)-h(yo -X) olacak bigimde en az bir
=py ™

h(7,-x)eR[x] vardur.

<:>f(yo.x)_g(yo-x):(xps—;/)-y‘l-h(yo-x) olacak bi¢cimde en az bir

h(7,-x) e R[x] vardr.

o f (7O.x)_g(7/0~x)=(xps —7)~k(x) olacak bigimde en az bir k(x) e R[]
vardir.

k(x)=}"1-ﬁ.x) olacak(xpS B 7/)‘( f (7/0 . X) -9 (7/0 . X))
bigimde dyle bir

k(x)eR[x]vardir.

& f(yo-X)EG(%-X)(mOd(Xps ‘7))

< (7 %)=9(r-X)

O halde y iyi tanimli ve birebirdir.

Herhangi bir f(x)eR[X]< 5 >i<;in
X" =y

R[X]

(10 0)= 1l G 0)= 000

f (7/071 : x) € R%ps _1> vardur.

O halde y ortendir.

. olacak bicimde en az bir
(x' =)

w donligiimiiniin tanimlamisindan toplama ve c¢arpma islemlerini korudugunu

gostermek kolaydir.

O halde w bir izomorfizmadir.o
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4.2.4.Sonu¢: C, R halkasi tizerinde tanimli p°® uzunluklu bir cyclic kod ise
y/(C)’nin R iizerinde p° uzunluklu y —constacyclic koddur. Bu ifadenin tersi de

dogrudur. (Dinh, 2010)o
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BOLUM 5

F +uF, +u’F, HALKASI UZERINDEKIi CYCLIC VE (1-u?)-

CONSTACYCLIC KODLAR

Bu bolimde p=2, u® =0 olmasi durumunda ve p=3, u=0 ya da ud=1
durumunda IFp+uIFp+u21Fp halkas: tizerindeki cyclic, (1—u2)—constacyclic veya

quasi-cyclic kodlar incelenmistir. U*> =0 olmasi durumunda F, +uT, +u®F, halkasi

iizerinde yapilan ¢alismalar u®=0 durumunda F,+uF, +U? [F, halkas lizerine

genellestirilmistir.

51. F,+ul,+U’F,(u®*=0) Halkas: Uzerindeki (1—u2)—ConstacycIic

Kodlar

Bubélimde R=TF, +UlF, +u®F, (u® =0) halkasindan F, cismi iizerine bir Gray
doniisiimii tanimlandi ve 3.2. veya 4.1. Bélimde tanimlanan o, v, u, i, ot
doniisiimlerine benzer bigimde bu doniisiimler R halkasi veya F,* vektdr uzayi

tizerinde tanimlanmustir. 3.2. ve 4.1. Boliimdeki Nechaev permiitasyonu kullanilanarak

7% permiitasyonu tamimlanmustir. 3.2. ve 4.1. Béliimdeki sonuglar bu déniisiimler

kullanilarak R halkasi lizerine genellestirilmistir.
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5.1. Boliim boyunca U® =0 durumunda F, +uF, +u®F, halkas1 R ile gosterilecektir.
R halkas1 maksimal ideali u-R ve rezidii cismi F, cismine izomorf olan sonlu bir

zincir halkasidir. (Cengellenmis, 2009b)

o Ve v donisiimleri sirasiyla R" {izerinde tamimlanan cyclic kaydirma ve

(1—u2)—constacyclic kaydirma doniistimleri olsun. Bu durumda R iizerinde n
uzunlugunda bir C kodu i¢in v(C)=C oluyorsa C koduna R iizerinde n

uzunlugunda bir (1— u’ ) —constacyclic kod denir. (Cengellenmis, 2009b)

IF,* vektor uzayi iizerindeki 2 indeksli quasi-cyclic kod doniigiimii
U®2 ]F24~n N ]F24~n
a= (a() ' a'l’ " "aZ-n—Z'aanl’ aZ-n ! aZ-n+1' e a4-n—2l a4-n71) = U®2 (a) = (az-n—l’ aO’ al’ . "aZ-n—Z' aA-nfl’ aZ»n ! aZ-n+1’ T ad-nfz)

bi¢ciminde tanimlanir. (Cengellenmis, 2009b)

R halkas1 iizerindeki homogeneous agirlik fonksiyonu asagidaki bigimde

tanimlanir:
5.1.1.Tanmim:

Woom (R —>{0,2,4} cZ
2: reR\R-u?ise |2 re{l,u,1+u,1+u2,u+u2,1+u+u2}ise
r W, (r)=44; reR-u\{0} ise =14; r=u’ise
0; diger durumlarda |0; r=0ise

bi¢iminde tanimlanan w, _ fonksiyonuna homogenous agirlik fonksiyonu herhangi bir

hom

reR igin W, (I’) degerine r elemaninin homogenous agirhigi denir. (Greferath &

Schmidt, 1999) o

R" ’nin herhangi bir c= (C0 yClyenns Cn_l) elemaninin agirlig
n-1

Woom (€)= Woon (¢;)  bigimindedir. Ayrica R"’nin herhangi iki X,y eleman
i=0

arasindaki homogeneous uzakligt d, (X, Y) =W, (Xx—Yy) olarak tanmlanir.

(Cengellenmis, 2009b)o
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Onceki bolimlerde tanimlandigi gibi bu bolim boyunca da w, Hamming

agirlik fonksiyonunu, d,, ise Hamming uzakligini gosterecektir.

5.1.1.0nerme: R halkasi iizerinde homogeneous, F,* vektdr uzay: lizerinde

Hamming uzaklig1 verilsin. Bu durumda;

O:R—>F}*

x=(a+ub+u2c)|—>CD(x):(c,c+a,c+b,c+b+a)

bi¢iminde tanimlanan @ donisiimii bir izometridir. (Cengellenmis, 2009b)
Kamt: Herhangi iki x=a, +ub, +u’c,,y=a, +ub, +u®c, eR i¢in

Ao (X, ¥) =4, (fl)(x) , CD(y)) oldugu sekiz adimda gosterilecektir.

) a, #a,,b =b,,c,=c,

Ghom (X, Y) = Whom (XY ) = Wiy ((ai_a2)+u(b1_b2)+u2 (@ _Cz))

= W (& —az)W; 2 olur.

Q#ay
b,=b, tanim
G =C,

dy (© (%), @(y)) =W, (©(x) - (y))
=Wy (C1_Cz'(c1_C2)+(a1_az)’(c1_C2)+(b1_b2)’(c1_cz)+(b1_b2)+(a1_az))
= w,(0,a,-a,0a-a,)=2

a#a,
by =b,
G=6;

O halde a, #a,,b, =b,,c, =¢, isin; dy,,, (X, y)=d, (®(x),D(y)) dir.
I)a =a,,b #b,,c =c,

G (X, ¥) = Wiy (X = ¥) =W (8, — 3, ) +U (b, =, ) +U° (¢, ¢, )

= W ((8,—3,)+u(b —b,)) = 2olur.

& 78 Whom
b, #b, tanimi
G =C;

dy (@ (%), @(y)) =Wy (©(x) - (y))
=WH(CI_CZ’(CI_CZ)+(ai_a2)’(Cl_CZ)+(b.l_bZ)’(Cl_CZ)+(bl_b2)+(a:L_a2))
:WH(O’al_azlbl_bZ’(bl_b2)+(a1_a2)) = WH(O'a1_a2’b1_b2'O):2

& #ay b, —b, =1€F,
by #b, a,-a,=1el,
G=C,
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O halde & #a,,b, #b,,¢, =c,igin; d,, (X, y)=d, (®(x),®(y)) dir.
M) a, #a,,b =b,,c #c,
dhom(x! y):Whom(X_y):Whom((ai_a2)+u(bl_b2)+u2(Cl_c2))

aljaz Whom ((a'l —a, ) + u2 (C1 -G, ))Wm:m 2 olur.
b=D, tanimi

G #Cy

dy (@ (x). @ (y)) = w, (@ (x)-2(y))
=Wy (Cl_Cz’(cl_cz)+(ai_az)’(cl_Cz)+(b1_b2)’(cl_cz)+(bl_b2)+(ai_a2))
= W, (Cl_cz’(cl_C2)+(al_a2)’cl_CZ’(Cl_C2)+(a1_a2))

a#a,
by =b,
G #Cy

Cl—szle]Fz WH (Cl B CZ , O, Cl B Cz ’ O) =2
a—a,=1ek,

O halde a, #a,,b, =b,,c, #¢,isin; dy,, (X, y)=d, (D(x),D(y)) dir.

IV) a, #a,,b #b,,c, #c,

Goom (X, Y) = Whgry (X—¥) =W (8, —3,) +u(b —b,)+U% (¢, -C,)) = 2

& #8,

by #b

G #Cy
Whom tanmi

dy (© (%), @(y)) =Wy (©(x) - (y))
=Wy (Cl_CZ’(Cl_CZ)+(a1_a2)7(Cl_C2)+(bl_b2)’(cl_C2)+(b1_b2)+(al_a2))
= w, (c,—¢,,0,0,a, -a,)=2

#ay

by=b,
G #C;

(cr—Cp )+(ag—8,)=0elF,
(c1=C; )+(by~b, )=0<F,

O halde a, #a,,b, #b,,¢, #C,isin; dy, (X, y)=d, (D(x),®(y)) dir.
V) a1=a2vb1=b2’C1=C2
dhom(x’ y)=Whom(X_y)ZWhom((al_a2)+u(bl_b2)+u2(Cl_cz))

= Whom(O)W: Oolur.
b11=b22 tarﬁln;m

=w, (¢, ¢, (¢, —¢,)+(a,-a,).(¢,—¢,)+(b —b,).(c,—¢,)+ (b —b, ) +(a, —a,))
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— w, (0,0,0,0)=0

O halde &, =a,,b, =b,,¢, =¢,igin; d,, (X, y)=d, (®(x),®(y)) dir.
V1) a, =a,,b =b,,c, #c,
Ch(X09) = W (X=9) =W (&~ +0 b, ~b,) -4 (6.

= W (U*+(c,-C,)) = 4olur.

dy (©(x), @(y))=w, (©(x)-2(y))

=Wy, (CI_CZ’ Cl_C2)+(a1_a2)’(cl_cz)+(b.l_bz)’(cl_C2)+(b1_b2)+(a1_a2))
5 W (¢, —C,,¢,—C,,C,—C,,C,—C, ) =4

by =b,

G #Cy

O halde a, =a,,b, =b,,¢, #¢,isin; dy,,, (X, y)=d, (D(x),D(y)) dir.

VIl) a, =a,,b #b,,c, =c,
dhom(x’ y)=Whom (X_y)ZWhom ((al_a2)+u(bl_b2)+u2(Cl_cz))

o Whom (U (b1 -b, ))th 20lur.
by 7D, tar%Tm
G =C;

Ay (©(x), @ (y)) = w, (@ (x) - (y))
=Wy (Cl_CZ’(Cl_CZ)+(a1_a2)7(Cl_C2)+(bl_b2)’(cl_C2)+(b1_b2)+(al_a2))
~ W, (0,0.b,-b,,b,b,)=2

a=a,
by b,
G =C;

O halde & =a,,b =b,,c, =¢,igin; d,, (X, y)=d, (®(x),®(y)) dir.
Vill)a, =a,,b #b,,c #¢,
dhom(x’ y):Whom (X_y):Whom ((al_a2)+u(bl_b2)+u2(Cl_CZ))

= Wy, (U(b,—b,)+u% (¢, ~¢,)) = 2olur.

=3, Whom
b, #b, tanimi
G #Cy

dyy (@ (%), @ (y)) =W, (@ (x)-@(y))
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=w, (¢, ¢, (¢, —¢,)+(a,-a,).(¢,—¢,)+(b —b,).(c,—¢,)+ (b —b, ) +(a, —a,))

= W, (Cl_czicl_cz’(cl_cz)+(b1_bZ)'(Cl_C2)+(b1_bz))

=2,
by #b,
G #C,

=w, (¢, —¢,,¢,—¢,,0,0)

=2

O halde a, =a, b, #b,,c, #¢,isin; dy, (X, y)=d, (D(x),D(y)) dir.
O halde ® bir izometridir.o

5.1.1.Not: @ doniisiimii R" tizerine

®:R" > F*"
r=(2+uby+U°Cy,a, +Ub, +U°C,,.., 8, +Ub,  +UC ;) D(1) =(Cy,Cpronns €y 1,Co + 80, C; +8y,00,Cy 8y,
C, +by,c +by,....co, +b,
C+by+a,,c+b +a,....c +b +a )

bi¢iminde genellestirilir. (Cengellenmis, 2009b)

4.1.2.0nerme’ye benzer olarak asagidaki 5.1.2.0Onerme verilir.
5.1.2.0nerme: ®ov =0 o® (Cengellenmis, 2009b)

Kamt: ®,v ve o™ doniisiimleri ve

(0]
R" >F,*"
vy J oA
R" >F,*"
(o]
diyagramu diisiiniilerek 4.1.2.Onerme’nin kanitina benzer bicimde ispatlanir.

5.1.1.Sonug¢: C, R halkas1 iizerinde tanimli n uzunlugunda bir kod olsun. Eger

C (1—u2)—constacyclic kod ise ®(C) kodu F, iizerinde 4-n uzunlugunda 2 indeksli
bir quasi-cyclic koddur. Bu ifadenin tersi de dogrudur.

Kamit: =: C, R halkasi iizerinde tanimli n uzunlugunda bir (1—u2)—
constacyclic kod

7 o (@(C))=2(v(C))
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= o*(®(C))=d(C)

v tanmm

= CD(C) F, cismi iizerinde tanimli 4-n uzunlugunda 2 indeksli bir quasi-cyclic

¢ tanimu

koddur.

<:®(C) F, cismi iizerinde tammli 4-n uzunlugunda 2 indeksli bir quasi-cyclic kod

.5 ©(v(C))=0"(2(C))

v 2 (0(C))=@(C)
o2 tanm

= v(C)=C

@ birebir

= C R iizerinde n uzunlugunda bir (1-u”)- constacyclic koddur.o

V tanimi
n tek ise (1_u2)n =1-u®, n ciftise (1— uz)n =1"dir. (Cengellenmis, 2009b)

5.1.2.Not:  4.1.3. ve 3.2.5. Onermelerde verildigine benzer bigcimde

dontisiimii

.R[X] L R[X]
ke -1 (x"-(1-u?))

c(x) Hﬂ(C(X))ZC((l—UZ)-X)

biciminde tanimlanir. n sayisinin tek olmasi durumunda x bir izomorfizmadir. o

(Cengellenmis, 2009b)

3.2.6.Teorem ve 4.1.4.Onermeye benzer bicimde asagidaki 5.1.3.0nerme

verilir:
5.1.3.0nerme:

L:R"—>R"

r =(r0,rl,r2...,rn71)|—>ﬁ(r)=(r0,(1—u2)-rl,(1—u2)2-rz...,(l—uz)nfl.rnfl)
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permiitasyonu verilsin. Bir C kiimesi R {izerinde n uzunluklu bir lineer cyclic kod ise

(C) kiimesi R iizerinde n uzunluklu bir (1-u?)—constacyclic koddur. Bu ifadenin

tersi de dogrudur. (Cengellenmis, 2009b) 0

5.1.4.0nerme: n tek bir dogal say;, 7 3.2.6.Tanim’da tanimlanan Nechaev
Permiitasyonu ve
7[@2 IF24-H N ]F24-n
®2
C= (C01C1 c+1Con 1 Coni G "’C4~nfl) =7 (C) = (”(Covcp : "7C2-n—1)‘7[(c2-n 1Coniarees C4-n—1))

olmak iizere ® oz = 7% o ® esitligi saglanir. (Cengellenmis, 2009b)

Kanit:

(]
R" > F,*"
gl D™

R" > F,*"
[}
Herhangi bir r =(a, +ub, +u’c,,a +ub +u’c,,...,a,, +ub, , +u’c, ,)eR" igin

z(r)=(a, +ub, +u2c0,(1—u2)(al+ub1+u2c1),(1—u2)2(a2 +ub, +U°c, ).,
(1—u2)n72(an_2 +ub , +U? cn_z),(l—uz)nfl(an_1 +ub, , +u2cn_1))
:(ao+ubo+u2c0,(1—u2)(a1+ubl+u2c1),(a1+ub1+u2cl),...,

(1-u®)(a,, +ub, ,+u’c,,).(a,, +ub,, +u? CH))

=(a, +ub, +u’cy,a +ub +u*(c,—a,),a, +ub, +u’c,,...,

2 2
a,,+ub,_,+u°(c,,—a,,).a,,+ub , +u’c,,)

= O(a(r))=(C).6, = 2,6, C—Ag..,Cyp — 8y 5,Co s
Co+8,,C,—a+8a,C,+a,,C,—a,+a,,...,C, ,—a, ,+a, ,,C,, +a,,,
C,+by,,c,—a,+b,c,+b,,c;—a,+b,,....c._,—a,_,+b,_,.C,+Db
C,+b,+a,,c,—a +b+a,c,+b,+a,c,—a,+b, +a,,..., cH—aH+bn72+an72,cn,l+bn71+anfl)

=(Cy,C,+a,,C,,Cy+ay,...,Co, +8, ,,C,y,
Co+8,,C,,C, +8,,Cqy---,C 5, Co g+,
C, +b,.¢,—a +b,c,+b,,c;—a,+b,,....,c. ,—a, ,+b,,,c ,+b ,,
C, +by +a,,¢ +b,C, +b, +a,,¢, +by,....C, +b, ,.c +b  +a,,)-+(i)

Diger taraftan;
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D (r)=(Cy,C,,Cpy-1Coy,Co +8g,Cy +8,,C, +8y,...,Coy +8, 4,

Co+Dy,¢ +b,c,+b,,....c +b,,,C +by+a,,c +b +a,C,+b, +a,,....,c., +b , +a, )
:”o—gz(q)(r)):(;r(co,cl,cz,...,cnfl,co+a0,c1+a1,c2+a2 ..... Coy +3,4 )| 7(Co+1by, G, +Dy,C, +b,,

Coy +D, 4 Co+hy +a,,C +b +a,C,+b, +a,,...,C,, +b, +a,,))

=(C,C, +8,,C,,Cy+ay,...,Cy, 8, ,,Cy,
Co+@,,C,,Cy+3,,Cqy-..,C,»,Coy +8, 4,
C, +b,.¢,—a +b,c,+b,,c;—a,+b,,....c. ,—a, ,+b,,,c.,+b ,,
C, +by +a,,c +b,c, +b, +a,,¢,+by,....C,, +b,,,C +b,  +a, ) (i)
O halde i veii’den ®o = 7% o ® dir.
5.1.2.Sonug¢: n tek dogal say1 olmak lizere; C, R tizerinde n uzunlugunda bir
lineer cyclic kod ise ®(C) F, cismi iizerinde tanimli 4-n uzunlugunda 2 indeksli bir
quasi-cyclic koda denktir. (Cengellenmis, 2009b)

Kamt: n tek dogal say1 ve C, R halkas1 {izerinde taniml1 n uzunlugunda bir

lineer cyclic kod

= 71(C)bir(1-u’) - constacyclic koddur.

5.1.3.0nerme

b q)(ﬁ(C)) [, cismi iizerinde tanimli 4-n uzunlugunda 2 indeksli bir quasi-
.1.1.Sonug

cyclic koddur.

o 7 (CD(C)) IF, cismi tizerinde tanimli 4-n uzunlugunda 2 indeksli bir quasi-

cyclic koddur.

[F, cismi tizerinde taniml1 4-n uzunlugunda 2 indeksli bir quasi-cyclic koda denktir.

52. F,+UuF,+U’F, (uU’=0 ya da u’=1) Halkalar1 Uzerindeki Cyclic
Kodlar

Bu boliimde U® =1 kosuluyla halka olan R = F, +uTF, +u®F, halkasi iizerinden

IF,> vektdr uzay: iizerine 5.1. Boliimde verilen Gray déniisiimiinden farkli bir Gray

doniistimii tanimlanmigtir. Tanimlanan bu Gray doniisiimiiyle R halkas1 {izerinde n

uzunluklu bir cyclic kodun Gray doniigiimii altindaki goriintiisiiniin indexi 3 olan bir
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quasi-cyclic kod oldugu gosterilmistir. U* = 0 kosuluyla halka olan S = F, +uF, +u®F,

halkasiyla R halkasi arasinda bir izomorfizma tanimlanmigtir. Ayrica S halkasi
iizerinde N uzunluklu bir lineer koda permiitasyon denk bir kod i¢in {irete¢ matrisi
verilmistir. Daha sonra R ve S halkalar1 iizerindeki izomorfizma kullanilarak R
halkas1 tlizerinde n uzunluklu bir lineer koda permiitasyon denk bir kod i¢in lireteg

matrisi verilmistir.

R ve S halkalan karakteristigi 3 olan sonlu zincir halkalaridir. Ayrica R
halkasinm idealleri (0) =((u+2)")=((u+2)")(u+2)(1)=R bigimindedir.u+2
R halkasinin nilpotentlik derecesi 3olan bir nilpotent elemanidir. R halkasinin biitiin

tersinir elemanlarinin kiimesi R\ <u + 2> kiimesidir. (Xiong, Yun, Xing & Xu, 2013)

5.2.1.0nerme:
f:R—>S

a+bu+cu’ > f(a+bu+cu’)=(a+h+c)+(b+2-c)u+cu’

bigiminde tanimlanan doniisiim bir izomorfizmadir. (Xiong vd., 2013)

Kamt: f fonksiyonunun tanimmdan toplama ve carpma islemlerini
korudugunu ve de birebir oldugunu gostermek kolaydir.
Herhangi bir x+yu+zu®eS$S icin
f ((x+z—y)+(y—2- z)u+zu2):(x+z—y+ y—2-2+2)+(y—-2-z+2-z)u+zu’
= X+ Yyu+zUu® olacak bicimde en az bir (X+ e y)+(y—2-z)u +zu’? e R vardur.
O halde f &rtendir.
O halde f bir izomorfizmadir.

5.2.2.0nerme: S halkas: iizerinde tammli n uzunlugunda herhangi bir C

lineer kodu, I, , I, , I, sirasiyla k;,k, ve ky mertebeli birim matrisler, k =k, +k, +k,
, AL AL A, ve 1=123 i¢in B, B,,, B, F, cismi iizerinde matrisler ve i=1,2,3

igin A =B, +U-B,, +U”-B,, olmak iizere iirete¢ matrisi
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. A A Ay
G=0 ul, uA UuA,
0 0 ul, u®-A,

bi¢iminde olan bir koda permiitasyon denktir. (Xiong vd., 2013)

Kamt: Glz(gij )k ) matrisi S halkasi tizerinde tanimli n uzunluklu C lineer

kodunun bir iirete¢ matrisi olsun. G, matrisi igerisinde tersinir bir eleman varsa

oncelikle o elemanin carpmaya gore ters elemaniyla matris ¢arpilir ve 1 bulunur. Daha
sonra satir ve slitunlar yer degistirilerek 1, 1. Satirin 1. elemani yapilir. 1. Siitunun 0
olmayan diger elemanlar1 i¢in 1’in yer aldig1 1. satir 0 yapilmak istenen elemanin
bulundugu satirda yer alan ilk elemanin toplamaya gore ters elemaniyla ¢arpilir ve ilk
eleman1 0 yapilmak istenilen satira eklenir. Bu islem ilk eleman1 O olmayan tiim satirlar

icin tekrarlanir. Sonug olarak G, matrisi birinci siitunu;

1
olan bir matrise ¢evrilmis olur. Bu matris G, ile gosterilsin. G, matrisinde tersinir
0
eleman varsa G, matrisine uygulanan satir siitun islemleri benzer bi¢imde G, matrisine
uygulandiginda ikinci siitunu;
0
olan G, matrisi elde edilir. Benzer yontem k; adim tekrarlandiginda; 1, ; Kk
0
mertebeli birim matris, M,,M,; S halkasi iizerinde matrisler olmak iizere;

., M
GW:[; MlJ matrisi elde edilir. Burada M, matrisinde tersinir eleman
2

olmadigindan u-S fiizerinde bir matristir.S halkas1 iizerinde M, =u-M, olacak
sekilde M, matrisi vardir.G, matrisine yapilan satir siitun islemleri M, matrisi icin
Gk1+1 matrisine uygulandiginda k, adim sonra; A,M,; S,M,; u-S , M.; u-s

halkasi tizerinde matrisler ve Ik2 ; k, mertebeli birim matris olmak iizere;
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Ik1 A M
-

G u=| 0 u-l, M, |matrisieldeedilir. S halkasi iizerinde M, =u®- M, olacak
0

0 M,

sekilde M, matrisi vardir. G, matrisine yapilan satir siitun islemleri M, matrisi icin
G, ., .» matrisine uygulandifinda k,; adim sonra; I, , I, , I, swrasyla k;,k, ve k,
mertebeli birim matrisler, A, A,, A, ve 1=1,2,3 i¢in B, B,,, B,; I, cismi iizerinde
matrisler ve i=1,2,3 i¢in; A =B, +u-B, +u®-B,, olmak iizere

L, A A A,
G=0 wu-l, u-A, u-A, | matrisieldeedilir.o

0 0 u-l, uZ-Aszn
5.2.1. ve 5.2.2.0nermelerden 5.2.1.Sonug Verilir.

5.2.1.Sonug: R halkasi iizerinde tanimli n uzunlugunda herhangi bir C lineer

kodu, I, , I, , I, swrasiyla k;,k, ve k, mertebeli birim matrisler, k =k, +k, +K;, A,
AL, A, ve 1=123 icin B, B,,, B, F, cismi lizerinde matrisler ve 1=12,3 i¢in

A =B, +u-B, +U?-B, olmak iizere iireteg matrisi

L, A A A
G=| 0 (u+2)-l, (u+2)-A; (u+2)-A, |olan bir koda permiitasyon denktir.
0 0 (u+2)2-lk3 (u+2)-A,

(Xiong vd., 2013)
5.2.3.0nerme:
O:R->F;}
a+ub+u’cr (D(a+ub+uzc):(a+b+c,b+2~c,c)
bigiminde tanimlanan @ doniisiimii bir halka homomorfizmasidir. (Xiong, 2013)
5.2.1.Tanim: w, Hamming agirlik fonksiyonu olmak iizere, R halkasinin

herhangi bir x elemanmin Lee agirhigr W, (X) =W, (CD(X)) biciminde tanimlanir. o
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5.2.1.Tanimda 3.2. Béliimde u? =0 kosuluyla halka olan R, = F, +uT, halkasi

lizerinde tanimlanan @ Gray doniisimii diisiiniildiigiinde 3.2.2.Tanim elde edilir.

Gergekten de;

w (W), =, 1,2 W (D),

)=(0,1) 3.2.2.Tanm

®(0 ) 00) 3. 2.2?an1m W (O) '

(@(
w, (@ (u )
(@(

Wi

)=(11) 322:an1mWL (u) :

w, (@ (1+u ) W, (1+u) dir.

(l 0) 3.2.2;an1m

5.2.4.0nerme: R halkasi lizerinde Lee uzakligi, F, cismi {izerinde Hamming

uzakhig diisiiniildiigiinde 5.2.3.Onerme’de tanimlanan @ doniisiimii bir izometridir.

(Xiong vd., 2013)

Kamt: Her X,y € R icin;

dL(X' y): ( y)sleammWH (cD(x—y))

s200mme M (d)(x)—(b(y)) =d, (q)(x)1®()’)) dir.

@ bir homomorfizma

O halde @ bir izometridir. o
3.1.1.Tamm’da F, cismi iizerinde tanimlanan indexi s olan quasi-cyclic kod

doniisiimii ¢°° benzer bigimde F, cismi iizerinde de tanimlanir. Bu boliimde F.*"

iizerinde tanimlanan indexi 3 olan bir quasi-cyclic kod déniisimii ® biciminde
gosterilecektir. Daha 6nceki boliimlerde oldugu gibi bu béliimde de o doniisiimii cyclic
kaydirma doniisiimii anlamindadir.

5.2.1.Teorem: C, R halkasi iizerinde tanimli n uzunlugunda bir cyclic kod ise
®(C) F, iizerinde 3-n uzunlugunda 3 indexli bir quasi-cyclic koddur. (Xiong vd.,
2013)
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(0]
R" >
ol D lo®

R" >F"
[}
Kamit: Herhangi bir
x=(a1+ub1+u201,32+ub2+u202,a3+ub3+uzc3,...,an+ubn+u2cn)eCic;in

a(X) :(an +ub +u’c ,a +ub +u’c,a, +ub, +u’c,,...,a_, +ub_, +uzcn_1)c§y“CC
kod

= ®(o(x))=(a,+b,+¢,,a +b +¢,,...,a,, +b ,+c, b +2-c b +2-c

by +2-¢.4,C,,Cp,...,Cy ) €@(C)-(i)

Herhangi bir y=(Y,, ;.- Y3,) € ®(C) i¢in ®(X) =y olacak bicimde en az bir
x=(a1+ubl+uzcl,a2+ub2+u202,a3+ub3+u203,...,an+ubn+uzcn)eC vardir.
= ®(x)=(a,+b +c,a,+b, +c,,...,a,+b, +¢,,b +2-¢,,b, + 2-c,,....b, +2-C,,C,,C,,...,C, )
= o (D(x))

=0 (a,+b +¢,,a, +b, +cC,,...,a, +b, +c, b +2-¢,b, +2-C,,...,b, +2-C ,C,,C,,...,C,)

=(o(a,+b +¢,8, +b, +C,,....a, +b, +¢, )| o (b +2-¢,b, +2-C,,...,b, +2-¢, )| 0 (C,.C, 06, )

((a, +b, +Cpa +b +Cposay g +b 4,y )| (b, +2:C, 1 +2:Cphn by #2460, )| (€00Crie oGy )
=(a,+b,+c,,a,+b +c,....a_, +b ,+c ;b +2-c b +2-c,...b, +2-C ,,C.,C.sCy ) oo(i)

O halde i veii’den 0**(y)=0*(®(x))=®(o(x))e®(C) dir.

O halde (I)(C) [, cismi lizerinde tanimli 3-n uzunlugunda 3 indexli bir quasi-cyclic

koddur.o

53.F,+uF +u’F, (u* =0) Halkas1 Uzerindeki Cyclic Kodlar

Bu béliimde 5.1.Boliimde U =0 kosuluyla halka olan F, +uF, +u®F, halkas
tizerinde yapilan ¢alismalar F, =GF(p) ve u® =0 olmak iizere R= F,+uF, +u® F,

halkasi iizerine genellestirilmistir.
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Bu boliim boyunca aksi belirtilmedikce u*=0 kosuluyla halka olan

F,+uF, +u? F, halkas1 R ile gosterilecekti. R maximal ideali u-R olan
{0} =R-U*cR-u*cR-ucR idealleri ile 3 uzunlugunda bir sonlu zincir halkasidir.
(Cengellenmis, 2009¢)

5.2.Béliimde tanimlanan cyclic kaydirma déniisiimii; o, (1—u?)— constacyclic

kaydirma doéniisimii v ayni sekilde R" iizerinde tanimlanir. 5.2.Bélimde TF,*"
tizerinde tanimli 2 indexli quasi-cyclic dontistimii; Fppz'” lizerinde 5.3.1.Tanmimdaki
gibi genellestirilir.
o:F"" >Fr°"
5.3.1.Tanim:
(al,az,...,ap‘n)HO'(ai,az,...,ap_n):(ap,n,ai,...,ap_nfl)

bi¢iminde o cyclic kaydirma doniisiimii tanimlansin. Ayrica i =1,2,...,S igin;

a(l) :(ai,aw...,ap_n) EIFpp'n
= (a-p~n+1! a‘p»n+21' . "af'p-n) c Fp p-n

a® = (a2~p~n+1’ A pni2re 13 ) € Fp "

a(l) - (a(i—l)»p-n+l’ a(i—1)~p»n+2 e @i ) € IFp *" olmak uzere;
her a= (ai, 8,85, ) eF, Y elemant a= (a(l)‘a(z)‘...| a(")) € ]Fppz'” gosterimiyle
yazilsin.

A LA L
a= (ai,az,...,apz_n) o (a)=0%" (a(l)‘a(z)‘...| a(p)) = (a(a(l))‘a(a(z))‘...|0(a(p)))
biciminde tanimlanan ¢ " déniisiimiine bir quasi-cyclic dontisiimii denir. Ayrica; bir
Cc Fppz'” kodu i¢in eger 0®?(C)=C oluyorsa C koduna p indexli p-n uzunluklu

bir quasi-cyclic kod denir. (Cengellenmis, 2009¢)
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5.3.2.Tanim:

whom:R—>{p2,p2—p,O}cZ
p>’—p; reR\R-u”ise
= W, (F)=1p% reR-u*\{0} ise

0; diger durumlarda

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona Homogeneous agirlik fonksiyonu denir.o (Greferath
& Schmidt, 1999)

5.3.2.Tanimda p =2 alindiginda 5.1.1.Tanim elde edilir. R" ‘in bir elemaninin

Homogeneous agirligi ve iki elemani arasindaki Homogeneous uzaklig: 5.1.Boliimdeki

gibi tanimlanir.

5.3.1.0nerme: c:(x1+ Y U+ZU%, X, +Y,U+2Z,U% .. X +Y U+Z, uz)e R"
olsun,
©: (R, dyn) > (",

CH O(C)=(2,2p0 1 2y X+ 2, X + 2y Xy + 20,2 X, + 20,2 X, + 2,
(P-1)-x+2,(P-1)-X+2,....(p—1)- X, + 2,

.....

(P=1)-y,+2,(P=1) Y, + 2o (P=1) Yy + 2, % +(P=1)- Y, + 2, %, +(P—1)- Y, + 2
X+ (P=1)- Yy + 2y (P=1)- %+ 2.y, +2,(P-1) X, +(P-1)- Y, + 2, (P-1)- X, +(P=1)- Y, + 2,)

dontisiimii bir izometridir. (Cengellenmis, 2009¢)

5.3.2.0nerme: ® Gray, v (1-u’)-constacyclic kaydirma ve o®" p indexli
quasi-cyclic kaydirma déniisiimii olmak iizere ®ov =0 o® dir. (Cengellenmis,

2009¢)

@ 2
R”—)]Fpp "
ol Yoo

(0]

R" > P"
p
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5.3.1.Teorem: C R halkas1 iizerinde tanimli n uzunlugunda bir kod olsun. C
bir (1-u?)—constacyclic kod ise ®(C) kodu F, iizerinde p?-n uzunluklu p indexli

bir quasi-cyclic koddur. Bu ifadenin tersi de dogrudur. (Cengellenmis, 2009¢)

Kamit: = :C, R halkasi lizerinde tanimli n uzunlugunda (1—u2)—

constacyclickod = v(C)=C =®(v(C))=®(C) = ®(C)=0c""(®(C))

v tanmi 5.3.2.0nerme

= ®(C), F, cismi iizerinde tanimli p?-n uzunluklu p indexli bir quasi-cyclic

o®P tanimu

koddur.
= CD(C), [F, cismi lizerinde taniml p?-n uzunlugunda p indexli bir quasi-cyclic
kod
®p — — —
o—®'f§mmlo- ((D(C)) B (D(C) 5.3.Zﬁermeq)(u(c)) B (D(C) 0] bigirdir.u(c) =C

= C, R halkasi iizerinde tanimli n uzunlugunda bir (1—u?®) - constacyclic koddur.

v tanmu

5.3.3.0nerme: (n,p)=1,n’ 6{0,1,2,..., p—1} ve n-n"=1(mod p) olmak iizere

£ =1+n"-u’ olsun.

R[] L R[x]
- (x-1) (x"=(1-v?))

r(x)Hu(r(x)):r(,B-x)

bi¢iminde tanimlanan g doniisiimii bir halka izomorfizmasidir. (Cengellenmis, 2009¢)
5.3.2.Teorem: £ 5.3.3.0Onerme’de tanimlandi81 gibi olmak iizere;
u:R"—>R"
=0 bl ) (1) = (1, B0, B2 0y B )
bigiminde zz donilisiimii tanimlansin.

C kodunun R iizerinde n uzunlugunda bir cyclic kod olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul Z(C) kodunun R iizerinde n uzunluklu bir (1-u”)-constacyclic kod

olmasidir. o(Cengellenmis, 2009¢)
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. o ®2 ..
5.1.4.0nerme’de yer alan F,*" {izerinde tanimlanan 7~ permiitasyonunun

2~ .. . . . .
F P vektor uzayi tizerindeki genellemesi;

_ pz.n . .
Her c= (‘30101,-~-Cp.n_1,Cp.n,Cp.n+1v--1Cz.pAn_1,~--1C(p_l).p.n,c(p_l).p.mp---,sz.n_l) e’ "igin
® _ pn
c _(co,cl,...cp,nfl)eIFp
(2 _ pn
c _(cp.n,cp_nﬂ,...,cz,p,nfl)eIB‘p

clP) = (C(p—l)-p-n’C(p—l)-p-n+1"'"Cp2<n,1) eF*" ve 7 4.1.6.Tanim’da k =1 alinmasyla elde
edilen IF,"" tizerindeki Nechaev Permiitasyonu olmak iizere;
2% F,P " ST,
e p

Ch> 7z®p(c):(;z(c(1))

doniisiimiiyle verilir. (Cengellenmis, 2009c)
5.3.4.0nerme: ®o = z%" o ®dir. (Cengellenmis, 2009¢)

5.3.3.Teorem: C R halkasi iizerinde tanimli n uzunluklu bir lineer cyclic kod
ise ®(C) kodu F, iizerinde p*-n uzunlugunda p indexli quasi-cyclic koda

permiitasyon denktir. (Cengellenmis, 2009¢)

D 2
R”—)Fpp'”
P R

R" > P
@ p

Kanit: C R halkasi tizerinde tanimli n uzunluklu bir lineer cyclic kod

=, 7 (C) , R halkasi tizerinde tanimli N uzunlugunda (1— u’ ) —constacyclic kod

= CD(ﬁ(C)), [F, cismi {izerinde tanimli p’-n uzunlugunda p indexli quasi-
5.3.1.Teorem

cyclic kod

= O(R(C)) =57 (®(C)) <,

5.3.4.0nerme P
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= ®(C) F, cismi iizerinde tammli p?-n uzunlugunda p indexli quasi-cyclic

71'® P
permiitasyon

koda permiitasyon denktir.o
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BOLUM 6

SONUCLAR VE TARTISMA

® Gray dontisimii, o cyclic kaydirma doniisiimii, v constacyclic kaydirma

1

k-1 . . _ - - o ee e . o100
doéniisimii, o® indeksi p“* olan quasi-cyclic kaydirma déniisimii, 7" Bélim

5’de 7 Nechaev Permiitasyonu kullanilarak tanimlanan permiitasyon olmak tizere

] n ® kin
Ron —)IFZZ'n R _)IFPk i
3.2.6.0nerme’de; vd J lo 4.1.2.0nerme’de; v D oo
@ @ k
R, —>F" R" —F, P
D [0
Rn _)F24-n Rn _>F24-n
5.1.2.0nerme’de; v .) do®  5.1.4.0nerme’de; I i«_} 1 7z®
R" > TF,*" R" > F,*"
(] [0}
D pz
n 3n n n
R' >, 5.3.2.0nerme’de; R,
5.2.1.Teorem’de; o4 ') o vl ') do®P
n 3n [} 2
R2E R" > F,P"
(0] pz
n ]F -n
5.3.3.Teorem’de; Ri—> P
S Il
R">F "
(0]
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diyagramlar elde edilmistir. Bu diyagramlar incelendiginde belirli halkalar iizerindeki
bir [n,k,d]— C kodundan yeni kod elde edilmesine ragmen n uzunlugunun arttig

goriilmektedir. Kodun n uzunlugunun biiyiimesi iletimde zaman kaybina neden
olacaktir. Bu yilizden n ‘nin artmasi istenen bir 6zellik degildir. Bunun i¢inde bu
diyagramlarda tanimlanan doniisiimler yerine uygun doniisiimler tanimlanarak en
azindan uzunlugu sabit kalan yeni kodlarin elde edilmesi amaglanmalidir. Bu ¢alismanin
ardindan belirli halkalar {izerindeki var olan kodlardan yeni ve iyi kodlar elde edilmesi

problemi {izerinde calisilmalidir.
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