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OZET

Uygulamali Bilimlerde bir olay1 agiklamak ya da bir problemi ¢6zmek ¢ogu kez
bir diferansiyel denklem kurmayi ve onu ¢dzmeyi gerektirir. Bundan dolay1 diferansiyel
denklemleri simiflandirmak, ¢oziilebilirlik durumlanin arastirmak ¢oziim yontemleri
gelistirmek diferansiyel denklemler teorisinin baglica konulardir.

Adi Diferansiyel Denklemler igin gelistirilmis degisik ¢6ziim yontemleri vardir.
Bunlardan biride simetriler yardimu ile ¢6ziimlerin bulunmasidir.

Bayag: Diféransiyel Denklemler ve ¢oziimleri ile ilgili olan bu ¢alisma 6
Boliimden olusmaktadir. I, II. Boliimlerde; nokta dontistimleri, doniistim kurallari,
doniisiim ve {lireteglerin normal formlari, doniistimlerin ¢ok parametreli gruplan ve
iiretegleri, bayagi diferansiyel denklemlerin lie nokta simetrileri ve bu simetrilerin
bulunmasi, simetrilerle ilgili tanimlar, bir ve ikinci mertebeden diferansiyel denklemler
ile ilgili bilgiler verilmigtir.

I11. ve IV. Boliimlerde; bir simetrisi bilinen diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri,
lie cebrinin bazi temel o6zellikleri, lie nokta simetrilerinin kullanimi, integrasyon
teknikleri incelenmigtir.

V. Boliimde; belli tiirden non-lineer bir denklem sinifinin belli kosullarda
yapilabilen ¢oziimleri ile, ayni denklem tiriinin simetriler yardimu ile yapilan bir
¢Ozimii incelenerek karsilastinnimigtir.

V1. Bsliimde; ¢alisilan konunun tartigmasi yapilmigtir.

Ek-A , Ek-B , Ek-C , Ek-D de ise lie nokta simetrilerinin bulunmasi, simetrilert

bilinen diferansiyel denklemlerin ¢dziimleri ile ilgili 6rnekler verilmistir.



SUMMARY

In Applied Sciences, the construction of a differential equation and its solution
is often required to explain an event, or to solve a problem. Therefore, the differential
equations theory mainly focuses on the classification of the differential equations, the
research on resolvable conditions and improving the solution methods.

There exist different solution methods developed for the ordinary differential
equations. One of the most important methods is to find solutions by the help of the
symmetries.

This study, which is considered the ordinary differential equations and their
solutions consists of six chapters. In the first two chapters; the point transformations,
the transformation rules, the normal forms of the transformations and generators, the
groups with polyparameter and the generators of the transformations, Lie point
symmetries of the ordinary differantial equations and finding these symmetries, the
definitions related with symmetries, the information about the differential equations of
1 and 2% order are given.

In the third and fourth chapters, the solutions of the differential equations with
known symmetry, the certain fundamental properties of the Lie Algebra, the use of Lie
point symmetries, the integration techniques are studied.

In the fifth chapter, the solutions which can be found at obvious conditions of
the obvious type of a nonlinear equation class are compared with the solution of the
same type of the equation carried out by the help of the symmetries.

In sixth chapter discusses the overall subject.

In the appendiceses A-B-C-D, finding Lie point symmetries and the exampies
related with the solutions of the differential equations whose symmetries are known are

presented.
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I. BOLUM

1. DIFERANSIYEL DENKLEMLER VE SIMETRILERIi
1.1  GIRiS

17. Yizyilin baginda diferansiyel ve integral kavramlarimin G.W.Leibniz ve
Isaac Newton tarafindan ortaya atilmas: ile birlikte diferansiyel denklemler matematigin
gliniimiize kadar en ¢ok arastirilan bir dali olmugtur. Matematik tarihinde biiyiik isim
yapmis olan Bernouilli kardesler, Euler, Clairaut, J.L.Lagrange, D’Lambert, Charbit,
Gaspord Monge, P.S.Laplace daha sonralart Cauchy, C.G.J.Jacobi picard, Frobenius
gibi matematikgiler diferansiyel denklemler teorisini bugiinkii ileri seviyeye
getirmislerdir.

Ik defa 1676 da Leibniz tarafindan kullamlan “Diferansiyel Denklem” bagimhi
degiskeni ve bir yada daha fazla sayida bagimsiz degiskene gore tiirevlerini igeren bir
denklemi ifade ediyordu.

Dogadaki olaylari agiklamak igin en etkin ve sistematik yontem diferansiyel
denklem dilini kullanmaktir. Gergektende ; Fizik, Kimya, Astronomi, Miihendislik,
Ekonomi ve pek ¢ok uygulamali bilimler diferansiyel denklemlerin uygulama
alanlaridir.

Diferansiyel denklemlerin boyle genis bir alanda uygulanabilir olmasinin nedeni agiktir.
Bilindigi gibi y = f(x) gibi bir fonksiyonun % tirevi; y ’ nin x ’e gore degisim

hizi olarak yorumlanabilir. Dogal olaylarda da degiskenler ve bunlarin degisim hizlari
birbirine; olay1 yoneten bazi temel yasalarla baglidir. Bu temel yasalar matematik
formiillerle yazildiginda genellikle ¢ogu zaman bir diferansiyel denklem ile karsilagilir.

Omegin  F=ma olarak bilinen Newton’nun 2. ci yasasi aslinda bir diferansiyel

denklemdir. Benzer sekilde diizlem geometride, bir diizlem egrinin ;l{— egimi ile (x,y)



koordinatlan arasindaki iligki bizi bir diferansiyel denkleme gétiiriir. Ist iletkeni denge
durumundayken 1s1 dagilimini belirten fonksiyonlar

ViF=0
Seklindeki Laplace denklemini saglayan fonksiyonlar, iki boyutta dalgalarin yayilisim

ifade eden fonksiyonlar ¢ bir sabit olmak iizere
|
¢xx +¢yy —;2_¢It = O

seklindeki Dalga denklemlerinin ¢6ziimii olan fonksiyonlar, K 1s1 iletkenligini
gostermek {izere difizyon olaylarini ifade eden fonksiyonlar

V,=KV*V
denkleminin ¢8ziimii olan fonksiyonlardir. Bu 6rnek doga olaylarimi ifade edildigi
matematiksel bagntilar “ Kismi tiirevli diferansiyel denklemler ” olarak bilinirler.

Genel olarak bir fiziksel olay: tammlayan diferansiyel denklem kurulup
¢oziildiikten sonra aranan fiziksel olayin kesin ifadesi, denklem kurulurken olayin
konumu itibariyle verilen baz1 6n sartlar, denklem c¢oziildiikten sonra genel ¢6ziim
olarak adlandinilan ifadede yerine yazilarak bulunur. Bulunan bu ¢6ziim sadece verilen
fiziksel olayin 6zel kogullarini saglayan bir ifadedir.

Matematiksel olarak diferansiyel denklemlerle karakterize edilen olaylarin
analizi bu denklemlerin ¢6ziimii olan fonksiyonlar iizerinde yapilir. Bu nedenle
diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinin bulunmasi 6nemlidir. Diferansiyel denklemleri
olusturup onlarin ¢oziimlerini bulmak i¢in yapilan ¢aligmalarda lineer ve non-lineer
yapida diferansiyel denklemlerle Kkarsilasilic. Lineer diferansiyel denklemlerin
¢oziimlerinin bulunmasi ile ilgili ¢ok genis bir teori ve uygulama da da olduk¢a
kolayliklar saglayan ¢6ziim metotlar gelistirilmistir. Non-lineer denklemlerin ¢6ztimleri
i¢in ayni seyleri‘sﬁylemek miimkiin degildir. Giiniimiizde non-lineer denklemlerin
¢oziimleri ile ilgili yeni ve ¢ok kullanigli metotlar gelistirilmektedir. Bunlardan birisi de
simetriler yardimu ile ¢dziimlerin aragtiriimasi ve bulunmasidir.

Bu ¢alismada bir ve ikinci mertebeden non-linecer denklemlerin ¢6zim
yontemleri incelenmis daha sonra belirli bir formda yazilan non-lineer bir denklemin,
denklemde bulunan bir keyfi sabit ile belirli bir fonksiyonﬁn durumlarina gore yapilan

¢Oziime altarnatif ¢6ziim 6nerisi incelenmistir.

to



1.2 Nokta Déniisiimleri ve Uretecleri

Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin arastinlmas: sirasinda sik sik uygun
degisken doniisimleri yardimiyla denklemler basitlestirilmeye caligilir. Yani, x
bagimsiz, y bagimli degisken olmak iizere,

X=X(xy) , y=yx)y) (1.2.1)
seklinde doniistimler kullanilarak diferansiyel denklemler basitlestirilmeye ¢alisilir. Bu
tip déniigiimlere “Nokta Doniisiimii” denir. Bu doniisim (x,y) noktalanni (%,7)
noktalarina tagir. Simetriler

X=X(xy6) » ¥=¥(x,5:6) (122)
seklinde tanimlanan keyfi bir & parametresine bagli nokta doniigiimleri olarak goz

Oniine alinabilirler. Bu doniigiimler

F=¥E5:5) = nyd) . E=EF09) (1.2.3)
seklinde kapalilik ©zelligine sahip, tersi alinabilen déniisiimlerdir. Bu déniisiimler;
e =0 igin

X(x,y:0=x , Y(xy0)=y (1.2.4)
seklinde birim 6zelligine de sahiptirler.

Bu 6zelliklerden dolayi (1.2.2) ile verilen nokta doniisiimleri, nokta doniisiimlerinin
bir-parametreli gurubunu olustururlar.
Bir-parametreli gruba basit bir 6rnek

X =xcosg—ysing , y=xsing+ycose (1.2.5)
seklinde verilen diizlemdeki d6nmelerin grubu gosterilebilir. Diger taraftan,

X=-x , y=—y (1.2.6)
ile verilen yansima da bir nokta doniisiimii olmasina ragmen bir-parametreli bir grup
olusturmaz. (1.2.2) denklemi ile verilen doniigiimler bir grup yapisindadir.
Doniisiimlerin etkileri (x,y) diizlemindeki hareketler gibi diistiniilebilir. Bunu gdrmek
i¢in x-y diizleminde keyfi bir (x,, y,) rin goriintiileri olan (¥, y,) noktalar bir ¢izgi
boyunca hareket ederler. Bu durum degisik baslangic noktalan igin tekrarlanirsa
birbirine doniisebilen noktalar1 temsil eden egriler elde edilir. Bu egrilere “ Grup
Yériingeleri ” denir. Yoriinge egrilerini X teget vektorleri tarafindan karakterize ederek

(1.2.2) ile verilen déniigim grubunun degisik gosterimleri olacagini gorebiliriz. Bu



goriige infinitesimal déniisiimler goz Oniine alinarak yeni bir bigim verilir. Yani (1.2.2)
ile verilen déniistimler grubunun bagka sekillerde de temsil edilebilecegini kanisina
varilir,

Bu yeni gosterim igin keyfi bir (x,y) noktast alinir ve

X(x,py;8)=x+eé(x, ) +.c=x+eXx+.....
Yx,y;e)=y+en(,y)+...=y+eXy+.... (1.2.7)
yazilir. Buradan &(x, y) ve n(x,y) fonksiyonlari,
§<x,y>=%€:0 L wen=2) 2.8
seklinde tanumlanir ; operatre de
X = £0u) S 4nx ) (1.29)
ox oy

seklinde verilir.

Burada X teget vektoriinlin bilesenleri &(x,y) ve n(x,y) fonksiyonlandir, X
operatoriine “ Doniigtimiin Infinitesimal Ureteci ” denir. Infinitesimal doniigiim tekrar
uygulanirsa sonlu bir doniisiim elde edilir. Bu sekilde elde edilen iireteg de X vektor

alaninin integral egrilerinin grup yoriingeleri oldugunu ifade eden farkli yaklagimdir.
Yani x, y baslangic degerleri ile
@y o Zoaw (12.10)
ifadelerinin £ =0 da integrali alinirsa (1.2.2) deki sonlu nokta déniistimiine varilir.
Infinitesimal {irete¢ gurubun yoriingelerini tek sekilde belirler. Eger &£ parametresi ,
f(0)=0 , f(0)#£0 olmak iizere , £= f(£) seklinde yeniden diizenlenirse ,
&(x,y) ve n(x,y) fonksiyonlarinn (1.2.8) deki tanimi

A OX ox de N A
F_) G Ge G = (0
NPT o Ogdé|;y 68f ) 50 7O
. OV oy de &N . ,
9 I i =2 = (0 1.2.11
7 08|, O€dé|sy 65f ©) #0 SO ( )

ifadesini verir. X teget vektoriinii sabit bir degere sahip degildir.



Ornek.1. :

X~y diizleminin (1.2.5) ile verilen donmelerini igin,

%

= y =X
&=0 O¢

&=0

olup , bunlara kars1 gelen infinitesimal {ireteg

x-el, 0 & 2.8 @
Ox "0y 0f|,q0Ox 0Og|,_q0y
X=—-y—+ x»a—
%
Ornek.2. :
Yine x-ekseni lizerinde yapilan
X=x+¢ , y=y
Otelemeleri igin,
& _, 38
O =0 73 &=0

olup, buradan infinitesimal {ireteg,

x=2
Ox

seklinde bulunur.

(1.2.12)

(1.2.13)

(1.2.14)

(1.2.15)

(1.2.16)

Buradan, iirete¢ verildigi zaman sonlu nokta doniigiimiiniin bulunmas: seklinde ters bir

problemle karsilagiriz. Bunu da bir 6rnek tizerinde inceleyelim;

Ornek.3. :

Eger

X =.V—Q—+y?—

ox

(1.2.17)

scklindeki fiiretecin hangi nokta doniigiim grubuna karst geldifini arastinrsak, bu

durumda (1.2.10) ile verilen ifad¢ kullamlir. Yani,



E_. @

_a.;._—_-x R 55:}1 (1.2.18)
olmak tizere ¥(0)=x ve 5(0)=y baslangic degerleri ile birlikte ¢6ziim tam olarak,

& _ X X=efx (1.2.19

P y 2.19)

&y _ - ~_ e

P =y , y=ey (1.2.20)

seklinde bulunur. (1.2.19) ve (1.2.20) ile verilen

&

=efx , y=ey (1.2.21)

ifadesi “ Benzerlik Doniisiimii > diir.

=1

1.3 Déniisiim Kurallari ve Ureteglerin Normal Formlar

(1.2.9) denklemi ile verilen X iireteci tam olarak x ve y depiskenlerine
baglidir. x yerine u(x,y) ve y yerinede w(x,y) deperlerini koyarak & ve n

bilesenlerinin nasil degistigini aragtiralim. Bunun igin
X =bu)-L i=123,..N (13.1)
axl

seklindeki tiretegleri gz dniine alarak problemi genisletelim. Eger;

*=x'&) % #0 (13.2)
doniisiimii yapilirsa,
i'
8' = ax. a., (1.3.3)
o' ax' axt
olacagindan, déniisiim kurals
' " ‘o
X=b i YN, (1.3.4)
ox’ ox'

olur. Goriildiigii gibi , X lretecinin b bilesenleri bir vekt6riin kontravaryant
bilesenleri gibi degismektedirler.
X retecini farkhh bir formda yazmak i¢in bu doniisiim kuralindan

taydalanilabilir



i 0 n n n
Xx" =b gx ’ X" =b (135)
olmasindan dolay1
D . D
X=(Xx")—=(Xx")— 1.3.
(XD~ )5 (1.3.6)
olur. Buda X iiretecinin x’ koordinatlarmin nasil bir yapida oldufunun bilinmesi
halinde nasil belirlenecegini agiklar.

Ornegin, X = S y—q— ile verilen iiretecin
& "oy

u=2 , v=Xxy (1.3.7)
x

koordinatlarinda ifade edilmesi istenirse, (1.3.6) dan dolayi

e R e e S O

Xv= [xgax— + y%)v = x[—(%(xy)} + y{gy—(xy)jl =xy+yx=2xy=2v (1.3.9)
bulunur. Bu degerler
X=(Xu)—a—+(Xv)—a— (1.3.10)
ou ov
denkleminde yerine yazilirsa, yeni koordinatlardaki tireteg
0
X=2v5v— (1.3.11)

seklinde bulunur. Benzer gekilde

X =~y gx_ + xa%; ile verilen fireteci polar koordinatlarda ifade edersek;

X =rcosg , y=rsing (1.3.12)
!
r=(x?+yH)? wzarctan()—)) (1.3.13)
x
oldugundan
' ! ! !

Xr =(~y§—+x%](x2 +y2)2=—xy(x2 +y2)2+xy(x2 +y2)2:0 (1.3.14)

x



+x =1 (1.3.15)

Y
0 0 Y x?
Xp = (—y——+x———]arctan(—) =y
® o o 1y
x x

olur. Bu degerler yeni koordinatlardaki iireteg formu olan

0 0
X =(Xr)—+(Xp)— 1.3.
(r)ar (¢)a¢ (1.3.16)
ifadesinde yerine yazilirsa, tiretecin polar koordinatlardaki ifadesi
0 0o 0
x=yp24x9_09 13.17
Yt " 0 (1.3.17)

seklinde bulunur.
(1.3.17) den goriilecegi gibi kutupsal koordinatlar donmeyi, kartezyen
koordinatlardan daha iyi tanumlar. Bu agiklama verilen bir parametreli déntisiimler

grubuna her zaman azami derecede uyan koordinatlar var mudir sorusunu akla getirir.

Bu sorunun cevabi evettir. Her zaman keyfi N sayidaki x' koordinatlarina bagli
(1.3.1) formundaki X iiretecini

0 ,
X = 1.3.18
% ( )

seklinde basit forma sokan koordinatlar vardir. Bu forma X {iretecinin normal formu

denir. Bunu géstermek igin

o

Os =0 (i=LN), (' =2N) (13.19)

Xs=b—=1, X" =b'
axl

denklemlerinden olusan sistemin daima
b2 ()]

seklinde asikar olmayan ¢6ziime sahip oldugunu kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerden biliyoruz. Fakat (1.3.18) ifadesini bulmak icin (s,x") koordinatlarina
doniisiim yapmak daha anlagilirdir. Bu kisaca su demektir, Eger N boyutlu uzayda, bu
uzay! diizgiin ve tamamen Orten bir boyutlu grup yoriingelerinin bir kongriians: varsa,
bu durumda bu egrileri x" = sabit koordinat ¢izgileri gibi alabilir ve s yi de bu egriler
boyuca bir parametre olarak diistinebiliriz. Bu koordinatlarda X teget vektoriiniin

yanlizca sifirdan farkhi tek bileseni s yoniindedir ve uygun bir s parametresinin segimi

ile s bilegenin birime esit oldugu sonucuna vanlabilir.



Verilen bir {ireteci (1.3.18) seklindeki normal forma sokan belirli doniigiimii
bulmak her zaman miimkiin olmayabilir. Fakat diferansiyel denklemlerle ilgili olarak
ortaya ¢ikan birgok uygulamada {ireteci normal forma sokan déniisiimiin belirlenmesi

miimkiindiir. Bu belirli doniisiimiin

£=5(x,y) (1.3.20)

seklinde oldugunu goriiriiz.
1.4  Doniisiim ve Ureteglerin Genislemeleri

(1.2.1) ve (1.2.2) ile verilen bir nokta doniistimii
H,Y,Y Yy s ¥ P) =0 (1.4.1)
seklinde verilen bir diferansiyel denkleme uygulamak istendiginde denklemdeki y

tiirevlerinin nasil doniistliglintin, yani bu nokta doniistimlerinin tlirevierde nasil

genislediginin bilinmesi gerekir. Bu da,

i3 d5( ) ——de+——fdy y'—%%-ﬂ—f

~r y dy(x,y., & Ox a}’ o Ox ot ' .

- == = = =¥y (X y.y.& 142
Y TdE  dR(uyie) &, & & B (7.758) - (142)

—dx+-—d Bt
# ol 25 o

~p d“’ ~y ’ n
/ =i—)€=y (X, 5,5 ,Y736)5..V8 (1.4.3)

degerlerinin tanim ile mimkiindiir. Yani déniigtiirilmils tirevler, doniistliriilmiis
degiskenlere kars1 gelen tiirevlerdir. Denklemin ¢dziimi igin bilinmesi gereken X

infinitesimal iireteglerinin geniglemesidir. Bu genislemeler

n=% s '=%% : n"=% : n‘”’=6f;;) (1.4.4)
£=0 =0 £=0 £=0
olmak tizere (1.2.7) ye benzer sekilde
X=x+&& (0, ) +..=x+e X0+ (14.5)
y=y+en(x,N+..=y+teXy+... (1.4.6)

bod

V=3 +en () Fa.=y XY + .. (1.4.7)

................................................................
................................................................

................................................................
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FO =y 4 e (5, Y ey ) b= YD 1 X Y 4 (1.4.8)
olur. Bulunan (1.4.5),(1.4.6), ..., (1.4.8) ifadeleri (1.4.2) ve (1.4.3) denklemlerinde

yerine yazilirsa,

,, .dng dé
y+e—+... (O +£ + -2+ ..
f':y’+en'+...=%=Z);:gzg:‘"= d‘? = ddg ddgx
£
l+e—=2+... l+e—=2+. . )(1-—=2+...
dx (re g t)-e s
y'+g%—y's%~+...
y' = E (1.4.9)
-2 () +..
dx
ifadesi elde edilir. Bu ifade de
dé ’
2 2
—& — +... 1.4.10
(-or ] (1410
terimleri ihmal edilirse,
- dn a’é)
"=y el Ly 2 (1.411)
ooy
elde edilir. Benzer sekilde
A dn? dé \
S ) oy Y w48 mis 1.4.12)
y =y +enT 4. e y ' +e dx y dx ( J
bulunur. Buradan (1.4.12), (1.4.6), (1.4.7) ve (1.4.8) ifadeleri karsilagtirilirsa,
' d'] Idg 6'7 ' 5'7 6§ 12 6§
_an_ 4 _on, .on_0s|_ 20 (1.4.13)
"o Ta w M\ ) 0
dy"™ dé
(ny _ _ 84S (1.4.14)
7 & 0 &

oldugu goriiliir. Ttimevarim kullanilarak (1.4.14) ile verilen son rekiirans bagintisindan

7' nin

(n _ (n+h) 4.15)
(n—y' &)+ y'"E (14
n ck"” y
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seklinde yazilabilecegi gosterilebilir. Eger,

%) )
X =&, y)—+n(x,y)— 4.
&( y)ax 7 y)ay (1.4.16)
ifadesi, bir nokta doniisiimiiniin infinitesimal {ireteci ise, bu durumda,
0 0 ) 0
X=6Lvp—+n—+..+p" —— 1.4.1

ifadesi de bu iiretecin n. mertebeden tiireve genislemesidir. (1.4.17) genisleme formiilii
ve (1.4.15) deki '™ tamm formiilii basit goriinmekle beraber goriindiigiinden daha

karmagiktir. (1.4.15) deki tiirevler zincir kural geregi tim argiimanlara gore alinmak
durumunda oldugundan n artikga tiirev ifadesinin igindeki terimler giderek artar ve ilk
iki adim,
7 =1+, —E)Y —¥E, (14.18)
0= + Qg =Ee) ¥ + (1, =265 =8, ¥ + (1, —2£, =38, ¥) y" (1419)
olarak verilir.
(1.4.15),(1.4.18), (1.4.19) den 7™ m y,y", ¥,y cinsinden polinomlar

oldugunu ve bu polinomlarin #n>2 igin y'™ de lineer oldugunu gdriiyoruz.

Omek olarak baz basit genislemeler tamimlayabiliriz. Bu 6mek geniglemeler

figlincii mertebe tiirevlere kadar yazilirsa

a a 2 5 r.m 0 2 t.m a
X=my—x—+Q+y)—=+3yy" —+ Gy +4yy" )+ (1.4.20)
ox Oy oy oy oy
X=x3+yi—y”~—67—2y’"—%—... (1.4.21)
ox T dy dy oy
a a y [ a .. a
X=xyg\j+yz—5y—+(y—xy )y 5y~,~3xyy o
: Y 5 (1.4.22)
~Gy'y" +3xy" +4xy'}/”+yy”)-a—)7+ ......
x=2 (14.23)
Ox

Bu 6meklerden (1.4.20),

X =xcosg—ysing
Y =xsing+ ycosg



seklinde diizlemdeki donmelere; (1.4.21) ise

X=e’x , ‘55=e€y
seklinde basamak doniigiimlerine karst gelen diretelerdir. (1.4.23) ise bir iiretecin keyfi
mertebeden tiirevlere genisleyen normal formunun nasil bulundugunu gésterir. Bu da
E=1 ve =0 (veya =0, p=1) iletim 7™ lerin 6zdes olarak sifira esitlemesi

ile genisleyen operatdr doniisiimiine kars1 gelir.
1.5 Doniisiimlerin Cok Parametreli Gruplan ve Uretegleri

Doniigiimler, bir & parametresinden gok daha fazla sayida parametreye sahip
olabilir. Yani, (1.2.1) ifadesi yerine

¥=X(xyey), y=Y(x,y;6y), N=L23,...r (1.5.1)
yazilabilir. Eger &y, ° lerin her biri digerinden bagimsiz ve (1.5.1) doniisiimleri birimi
icerirlerse tersi alinabilir ve kapaliik &zelligine sahiptirler. Bu durumda (1.5.1)
doniisimleri G, ile belirtilen r-parametreli grubu olugtururlar. Her bir &y

parametresine bir X infinitesimal tiretect

, % % o
Xy=8n 5;*77.1\”“ ’ é,v(an’):‘a‘—* s My (xy) = (1.5.2)
5y % ep=0 N £ar=0
seklinde baghdir.
£y’ in yeniden bir Sl¢iimil ; bir garpan ile X ’e kars: gelen bir ol¢ii olup,
ey =&x(€y) » &x(0)=0 (1.5.3)
donistimii kars: gelir. Omek vermek gerekirse,
2 53 & O oe ‘
SN T aa =5—# =&y ”(,)‘TM“ = B‘\‘.’ St (1.5.4)
agN &1=0 Em OEN £1.=0 En £1=0

ifadesi lineer bir doniigiime kars gelir. By sabit katsayilari ile X, arasinda
Xy=BY X, (1.5.5)
seklinde bir iliski vardir. Ozel bir dontsimi belirtmek icin, farkli &, degerlerinin

birbirine nasil bagl olduklarim belirtmek gerekir. Yani, verilen &£, lar tekil bir £-



parametresinin fonksiyonlan olarak géz oniine aliur. Bu ozel doniistim i¢in
infinitesimal iireteg

2
Oe

_ Ok Ogy
=0 Oty O¢

&= =a"¢y , n=a"ny X=a"x, (1.5.6)

=0

seklindedir. Yani X, taban iireteglerinin bir lineer kombinasyonu seklindedir.
Omegin;
(x,y) diizleminde
X=x+g , Y=y+g (1.5.7)
seklinde verilen 2-parametreli grup g6z oniine alindiginda, liretegler
0 0

X, =— , X,=— 1.5.8
1= 275 (1.5.8)
olup,esas lireteg
X=d'X +d*X, — L2 (1.5.9)
ox oy

2 sabitlerinin oram (x,y)-diizleminde bir yfin tayin

seklinde verilir. Burada @' ve a
eder. Ozel bir steleme igin, bu yonde ne kadar gidileceginin belirtilmesi gerekir.

Bigimsel olarak, 1-parametreli grup ile ¢ok parametreli grup liretegleri arasindaki tek

fark, cok-parametreli grup iiretecinin lineer olarak bazi a” parametrelerini igermesidir.



II. BOLUM

2. BAYAGI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN LiE NOKTA
SIMETRILERI VE BU SIMETRILERININ BULUNMASI

2.1  Temel Tanumlar ve Ozellikleri

¥=%(xy) , y=y(x)y) (.1.1)
scklinde baz1 parametrelere bagli olan yada olmayan bir nokta doniigiimii, diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimlerini yine bu denklemin ¢dziimlerine esliyorsa ,yani, diferansiyel
denklemin herhangi bir y(x) ¢dziimiiniin y(X) goriintiisii yine diferansiyel denklemin
bir ¢6ziimii oluyorsa, (2.1.1) doniisiimiine “ adi diferansiyel denklemin simetri
doniistimil ” veya kisaca “ Diferansiyel denklemin simetrisi  denir. Bagka bir degisle,

n. mertebeden

Hx, 3,99y s ¥7) =0 (2.1.2)
diferansiyel denklemin (2.1.1) simetri doniislimii alunda degismez oldugu, yani,
(2.1.1) ve (2.1.2) den

~

HE 3,5, 5 5 7 ")=0 (2.1.3)
oldugu ifade edilir.

Bu tanim, simetrinin varhigimin diferansiyel denklemin ve bu denklemin
¢ozlimlerinin verildigi degiskenlerin se¢iminden bagimsiz oldugunu ifade etmesi
bakimindan 6nemlidir. Eger keyfi bir nokta déniisiimii yapilirsa, bu durumda sadece
simetrinin kapalt formu degisecektir. Basit diferansiyel denklemlerin bir¢ok simetriye
sahip oldugu diistiniilebilir. Bu nedenle, karmagik goriiniimlii bir diferansiyel denklemin
cesitli simetrileri bulunabilirse, aslinda bu denklemin kapah bir formda, yani,uygun

olmayan degiskenlerle verilmis basit bir denklem oldugu anlasilir. Her ne kadar bu

simetriler bir lie grubu tegkil etmeseler de, diferansiyel denklemler ile ilgili ¢alismalarda



olduk¢a kullamsgli olabilirler. Bu simetrilerin bulunmas: igin kullanil: basit bir yol
yoktur.
Bundan sonra, simetri déniistimiiniin
X=X, y;8) , Y=9(xy:€ , YV=Y(x1,Y6.. (2.1.4)
seklinde en azindan bir € parametresi igerdigini g6z Oniine alacagiz. Bu doniigiime
“Lie nokta simetrisi ” denir.
Simdi simetri sartini analitik bir formda vermeye ¢aligalim:

(2.1.3) ifadesi €’ nun her degeri i¢in gegerli olacagindan,

~ o~ o~ ~(n) ' oH (n)
OH(*,y, V" ¥ )l = @_§+ﬁ@+a—[{§y—+...+—(;{® ] =0(2.1.5)
o¢ |£=0 X 0 Oy 0 &Y' O¢ &y ot )

bagintisi elde edilir. Ciinkii
oH _o4 2.1.6)
o0x | ox

=0

olup,

65%‘ [ ! n (n) &
5(36,}’)::* b ﬂ(x,y)=a_)7"l > 77 (xay)”_"aj—' EAR S 77( )(X7y)= aji (217)
CE&|. 0&| £=0 oe £=0 ve £=0

tanimlan kullanilirsa, (2.1.5) ifadesinin
:;
};éﬁ.;.n_(‘.li.{,n'gl;[_-}.m n(")il—l—-:() (21.8)
x 'y o oy
veya
XH =0 (2.1.9)

ifadelerine denk oldugu goriiliir.

Eger H =0 diferansiyel denklemi X {iretegli simetrilerden olusan bir grubu
icerir ve kabul ederse XH =01 da igerir, H =0 diferansiyel denklemi infinitesimal
déniistimler altinda invaryanttir.

Tersini kanitlamak icin, simetrinin ortaya ¢tkist degiskenlerin se¢iminden
bagimsiz oldugu seklindeki diisiince kullanilir;

Sadece simetrinin belirgin formu yani X ’in bilesenleri bu se¢ime baglidur.
Eger XH =0 denklemi bazs X ler i¢in gegerli ise tireteci her zaman |

0

X =—
Os



seklindeki normal formuna doniistiiriilebilir. s degiskeni yeni bir ¥ bagimsiz degiskeni
olarak segilir ve ~ sembolii kaldirilirsa, (2.1.9) ifadesi

oH
XH=—==0 2.1.10
. (2.1.10)

seklini alir. Bu baginti genelde dogru ise, /’ nin x’ ten bagimsiz oldugu kanisina
vanlabilir. Fakat (2.1.10) denkleminin sadece H =0’in ¢oziimleri igin saglanmasi
gerektiginden dolayi, bu sonug her zaman dogru olmayabilir. Clinkii, 6rnegin
H=("-x)%=0 (2.1.11)

diferansiyel denklemini ele alalim. Bu diferansiyel denklemde H ’nin tiim birinci
tirevleri H =0 halinde sifira esitlenir. Bu durumda, herhangi bir X lineer operatérii
i¢in XH =0 oldugu saglanir. Ozellikle, H =0’ 1n ¢dziimleri igin

ot _

ox

olmasi, H’ nin x’ ten bagimsiz oldugunu ifade etmez. Diferansiyel denklemin bu garip

0

durumundan kurtulmak i¢in, A’ mn tim birinci tlrevlerinin H =0’da sifira esit
olmadig: seklinde bir kisitlama getirilebilir. Bu da, diferansiyel denklemin en yiiksek
mertebeden tiirevi igin ¢dziilebilecedi farz edilerek yapilir ve bundan dolay:

H=3" —w(x,y, ¥, y"V)=0 (2.1.12)
seklinde yazilabilir. Bu durumda, H =0 da

XH=—=—=0 (2.1.13)
ox Ox
ifadesi gergekten H’ min X’ ten bagimsiz oldugunu ifade eder. Boylece
X=x+¢ (2.1.14)

seklindeki bir sonlu doniisiimiin H’1 degistirmedigi, yani, diferansiyel denklemi
invaryant birakti1 goriiliir. Bu déniisiim diferansiyel denklemin bir simetrisidir.
Kisaca 6zetlemek gerekirse, eger H =0’da H’ nin tiim birinci tiirevleri sifir

degilse, asagidaki teorem gegerli olur;
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Teorem.1.

H(x%, 9,5 s y™) =0 (2.1.15)
seklindeki bir adi tiirevli diferansiyel denklemin X firetegli simetriler grubunu igermesi
icin gerek ve yeter sart,

XH =0 (modH =0) (2.1.16)
olmasidir.

Burada, XH =0 yazilmasin nedeni, tim x,y,)’,»",..., y"Y degiskenlerinde
bir denklemin $zdes olarak saglanabilmesidir. Bu da simetrinin bir &zelligi olarak yansir
ki, (2.1.16) ifadesi (2.1.15) denkleminin her y(x) ¢bziimil igin dogru olmalidir.
Ayrica keyfi bir ¢6ziim i¢in = x,y,)',¥",..., " baslangig degerleri herhangi bir x

noktasinda rahatlikla verilebilir. “ mod H=0 * ifadesi, eger x,y,),) 5.,y

verilmis ise, y“ tiirevinin A =0 diferansiyel denklemi tarafindan sabitlestirelecegini
gosterir. Bu denklem degerlendirilmeden &nce, »“? tirevi H =0’ in yardimiyla
XH =0 denkleminden yokedilebilmelidir. Ornegin

Hx,y,y,y)=y"+y=0 (2.1.17)
seklindeki lineer diferansiyel denklemde y (ve y") keyfi sabit bir ¢arpanla ¢arpilabilir.
Yani (2.1.17) denklemi

X=x , y=(1+¢&)y (2.1.18)
alinip, buradan
o
’=—3;Z~y'g;i=y' (2.1.19)
» =%‘y"%”"

bulunur. Bu sonuglardan (2.1.17) diferansiyel denkleminin
X —é—a—+n£+n'~q—+n” 9 ~y—6~*~y'~a-~+y” 0
x oy o " Ty Y "

seklinde bir simetri kabul ettigi goriiliir. Bu da

(2.1.20)




xH=(pLay Lsyr 2

y -y %7

oldugunu verir ve XH ifadesi sadece H =0 oldugu hesaba katilirsa sifira esit, yani
XH =0 olur.

DO+ =y+y” (2.1.21)

2.2  Bayag Diferansiyel Denklemler ve Birinci Mertebeden Kismi Tiirevli

Diferansiyel Denklemler

n. mertebeden adi tiirevli diferansiyel denklemler ile
i 0 iory 0 r :

Af =a ai—f=a (x )?a;,—f(x )=0, i,r=1,2,...nt1 (2.2.1)
seklinde (n+1) degiskenli birinci mertebeden lineer kismi tiirevli diferansiyel
denklemler arasinda yakin bir iligki vardir.

Af =0 ve A(x*)4f=0 ifadeleri aynr ¢6ziim kiimesine sahiptiler. Eger f
bir ¢dziim ise, keyfi F(f) fonksiyonu da bir ¢6ziimdiir.

X operatoriiniin genel durumunda belirlendigi gibi

A=d' ai" (2.2.2)
Lineer operatorii her zaman uygun
s=s5(x"), e* =% (x") , a=123,..,n (2.2.3)
koordinatlan ile
Ap® =0 (2.2.4)
verilerek
A= 55; (2.2.5)

seklinde kendi normal formuna doniistiiriilebilir.

Burada ne s, nede ¢“, tek sekilde belirlenemezler. A4 ::-aa— ve Ap® =0
s

ifadelerini etkilemeksizin, her zaman

s=5+S(p%) (2.2.6)



9% =9"(9”) 2.2.7)

doniligiimleri yapilabilir. (2.2.2) , (2.2.3) , (2.2.4) ve (2.2.5) bagintilarindan (2.2.1)

denkleminin bagimsiz ¢dziimlerinin sayisimn @ fonksiyonlarimin sayisina esit oldugu

goriiliir. Bu say1 n’ e esittir. 4 f =0 denklemini ¢6zme problemi ile, 4° nin (2.2.5)
ile verilen normal formuna doniistiiriilmesi problemleri ayni problemlerdir.

Tersine, (n+1)-koordinath uzayda verilen bir 4 f =0 denkleminin ¢dziimleri

olan n tane bagimsiz @*(x’) fonksiyonlarmin bir sistemi verilmis ise, bu durumda

@®, A’ y1 sabit olmayan bir A g¢arpanmna kadar belirler. Eger ¢% ve bazn s(x')
fonksiyonlart koordinat gibi kullamlirsa, bu durumda, 4 operatorii ai operatoril ile
s

orantilt olmalidir.

Simdi adi tiirevli diferansiyel denklemler ile, (2.2.1) formundaki kismi tiirevli
diferansiyel denklemler arasindaki iliskiyi kuralim. Once; n. mertebeden adi tiirevii
diferansiyel denklemi

Y =w(x, 3,3, ¥ ) (2.2.8)

seklinde yazalim. Bu denkleme karsi gelen (n+1) degiskenli kismi tiirevli diferansiyel
denklem,

0 0 0 0
Af = —+y ' —+y” +..t+w = 229

dir. Bu denklemdeki ', ", ¥",...,y™™" ler aym x ve y gibi, bagimsiz degiskenler
olarak davranirlar, (2.2.8) ve (2.2.9) denklemleri arasindaki iligki, her ikisinde de
bulunan w fonksiyonuna dayamir. Bu denklemlerin tamamen denk olmalarn,
aralarindaki bagintiyr daha da derilestirir. Bu ifadeler arasindaki bagint, adi tiirevli
diferansiyel denklemlerin ilk integralleri tarafindan saglanir. Ilk integral, (2.2.8)° in

¢coziimleri boyunca sabit olan.
=206,y s ¥ ) (2.2.10)
fonksiyonudur. Eger y™ ile w yer degistirirse

&z o0z ,0z
—=—t Y —+ Y —+..tYy

d & oy o'

elde edilir. Buradan

(n aZ

5o 0 2.2.11)
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2(%, 9, ¥, ¥ Y V) = 2, (22.12)

(n-1) s

bagmtisinin  y e gore ¢oziilmesiyle,

y(n—l) — ﬁ}(x, ¥, yv’yn,".’ y(n—z) : ZO) (2213)

elde edilir. Ilk integral, diferansiyel denklemin mertebesini bir basamak diigtirmede

kullamlabilir. (2.2.11) ile verilen ilk integral tamim ile, (2.2.9) ile verilen kismi

tirevli diferansiyel denklem karsilastinildiginda, A4f =0’in her ¢ ¢6ziimiintin
y'" =w denkleminin bir z ilk integrali oldugu hemen goriiliir ve terside dogrudur.

@® sabit olmadikga,

a

dp" _
ay‘”"’ =0

(2.2.14)
ile

Ap® =0 (2.2.15)
ifadeleri tezatlik olusturduklarindan, @®’ min ™" e bagli olmas: gerekir. Buradan
baska , n tane bagimsiz ¢% ¢dziimlerinin her tam kiimesi, y ’ nin tiim tiirevlerinin

O (. 3.V Yy N =0% , a=123,..,n (2.2.16)

sisteminden elemine edilmesi ile elde edilebilen adi diferansiyel denklemlerin

y=y(x9;) (2.2.17)
seklindeki genel ¢bziimiine karsi gelir. Buradaki ¢f sabitleri, aslinda, diferansiyel

denklemin integrasyon sabitleri (baslangi¢ degerleri) dir.

Bunu bir 6rekle ifade edersek;

y'=w(x,y,y) ==y (2.2.18)
diferansiyel denklemini ve ona karsi gelen
Af:(i+yrﬁ__y a')f:o (2.2.19)
ox Ty oy

seklindeki kismi tiirevli diferansiyel denklemi g6z 6niine alalim. (2.2.18) diferansiyel
denklemin genel ¢ozlimii
Y =0, COSX+C,Sinx (2.2.20)

tir. Eger



! !
o =—(py)?sing; , ¢, =(p})% cospp (2221
olarak segilirse, genel ¢6ziim
! 1 1
y=~(0y)? sin @ cosx+(p})? cosp? sinx = (@))? sin(x - ®2) (2.2.22)
olarak bulunur. (2.2.18) diferansiyel denklemine karsi gelen (2.2.19) kismi tiirevli

diferansiyel denklemi g6z 6niine alalim,

Af=(-a%+y'~§y——y£~,)f=0 (223)
denkleminin iki bagimsiz ¢6ziimii olan ¢' ve @2

o' =y + () (2.2.24)

o =x—arctg [;):;J (2.2.25)

seklinde bulunur. (2.2.24) denkleminde ¢'=¢, ve (2.2.25) ¢dziimiinde P’ =go§

alinursa,

i
v =y (x5 08) = (p4)? sin(x-@3) (2.2.26)

gibi bulur. Bu ¢dziim daha dnce bilinene yolla bulunan (2.2.22) ¢6ziimii ile aymdur.

2.3 Simetri I¢in Ikinci Bir Tamm

Simetrinin birinci tamminda goriildiigti gibi y' =w diferansiyel denklemi bir

A lineer operat6rii vasitast ile

o 0 o 8
Af =l —+y = +y" =+t w——x | =0 (2.3.1)
y (ax Yy ey By"’"")

gibi ifade edilebileceginden ve herhangi Lie nokta simetrisi tamamen kendi

0 - 0
X =§é~+q~(—3—+rf—a—;+r]" —+ ..+ ”-T;—;l)— (2.3.2)
ox dy oy .0y oy
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tireteci ile belirlendiginden, diferansiyel denklem (4 operatorii) ve simetri (X iireteci)
aym konumdadir. X {ireticinin, (2.3.1) denkleminin simetrisi olmasi i¢in saflanmas
gereken sartlar nelerdir ? (2.3.1) denkleminin n tane bagimsiz @ ¢6ziimlerinin tam
bir kiimesini alalim. Simetri tanimindan bilindigi gibi, simetri, ¢oziimleri ¢oziimlere
esler. Bu durumda, X¢% yine bir ¢6ziim olmalidir. Buradan

Xo® =Q% (p%) , Ap®=0=4Q° (23.3)
elde edilir. Bilinmeyen Q ¢ fonksiyonlarindan kurtulmak igin, yine 4 ve X gibi lineer

operatdr olan ve
2
[x, 4]=—(4&) %+ {(X)-(4n) }%+ +{(xw) = (4n" ) }m (23.4)

ile tanimlanan, X ve A’ mn komiitatdriinii goz niine alalim. (2.3.3)’ den dolay1,
[x, 4o = X (49%) - 4(Xp®) =0 (23.5)

olup, 4p% =0 vé Xop “=Q % oldugundan,

[X,4]=-4Q =0 (2.3.6)
elde edilir. Bu ifade tim ¢¢ fonksiyonlar igin gegerli oldugundan,

[x,4]7=0 2.3.7)
denklemi ile

Af =0 (2.3.8)
denklemi aynm1 ¢dziim kiimesine sahip olur.

Boylece, bu iki operator sadece genelde sabit olmayan bir A ¢arpam kadar
farklidirlar, yani, X firetecinin (2.3.1) denkleminin simetrisi olmast igin

(X, 4]=2(x, 3,5y s ") 4 (2.3.9)
olmalidir.

Aslinda, [X,4] ve A operatdrleri birer vektdrdiirler. Bu nedenle, (2.3.9)
ifadesi aslinda (n+1) denklemden olusan bir sistem gibidir. (2.1.16)” deki XH =0
tanim1 sadece tek bir denklem oldugundan, ilk bakigta n+1 sayisi sasirtict olabilir. Bu
noktay1 agiklamak igin, (2.3.9) ifadesinin degisik bilesenlerini g6z oniine alahm. Yani,
(2.3.4) bagintisim kullanarak, bu denklemin her iki yanindaki

IR
ax’aysay'qu-
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terimlerinin katsayilarim kargilagtiralim:

g; > in bilegenlerinin kargilagtirtlmasi, 4 fonksiyonunun tanimi olan,

-—A¢=—(%x£+y'%)=l (2.3.10)

ifadesini verir. (2.3.9) ifadesinin geri kalan kismina gegmeden once, y’ nin tiirevleri
bagimsiz degisken olarak davranmasma karsin, (2.2.9) ile A4 operatoriiniin,
mod y =w ortaya ¢ikt1ig1 zaman, Yy ile w(x, ¥, ¥, e Uy in yer degisimi

oldugunu belirten,

A=2 2.3.11
n ( )

operatdrii seklinde yazilabilecegi gorilir. (2.3.2) , (2.3.4) ve (2.3.10) den dolay:

0
a.V (n-1)

?

(2.3.9) denklemi uygulamada mod y"™ =w ° in sadece sol tarafindaki

teriminin katsayisini ilgilendirmektedir. Bu durumda (2.3.9) denklemi,

By (n-1)
[n'—ﬁ)—a— (r]'—ﬁji+...+ Xw—d]7 0 ‘
dx ) oy dc ) oy’ de oy

£ .
- y’—a—+y” g +otw 0 (mod ¥ = w)
dc\~ oy oy’ gyt

(2.3.12)
seklinde yazilir. 7 nin
dn"™ d&
(m _ 41 _ ymas (2.3.13)
7 & 7
seklindeki tanimindan dolays, W ” in katsayilan disinda
Xw=n"" (mody" =w) (2.3.14)

sonucunu ortaya koyan ¢ogu terimin sadelestigi goriilir. Ama bu durum, tamamen

altarnatif simetri kosulu olan,

XH =0 (modH =0) O (2.3.15)

bagintistna, H = y'" —w ifadesinin eklenmesi ile elde edilen bir sonugtur. Sonug

olarak, probleme yapilan bu iki yaklagim ve simetrinin (2.1.16) ve (2.3.9) ile verilen
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iki tammin tamamen denk oldugu goriiliir. 4 lineer operatdriiniin yardimu ile simetri
sartinin formiile edilmesi, diferansiyel denklemlerin simetrilerinin bulunmast ve bu
simetrilerden faydalamlarak diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin elde edilmesinde
cok biiyiik kolayliklar saglamaktadir.

Kisaca 6zetlenirse, n. mertebeden bir diferansiyel denklem

H=Hxy,y,yy")=0 (2.3.16)
veya,
3 = w(x, 3,y Y s ¥V (2.3.17)
veya,
Af = —a—+y'-a—+y” a'+...+w 0 f=0 (2.3.18)
a oy &
formlarindan herhangi biri ile verilebilir.
Eger,
XH=0 (modH =0) (2.3.19)
veya esdeger olarak
[x,4]=44 (2.3.20)

bagintilar saglanirsa, (2.3.16) , (2.3.17) veya (2.3.18) formlarindan biri ile ifade
edilebilen diferansiyel denklem

G 0 8 G
X = E(x, )+ 1%, ) — +17'(%, ¥, ¥ ) F et P —— 2.3.21
e y)—+n( y)éy ' yy)ay, T 5 (23.21)
dn"™ dg
(m) _ _ Y
L” a7 &

iiretecli bir Lie nokta simetrisi kabul eder.



2.4 Genel Hatirlatmalar

H(x,y,y", " y) =0 (2.4.1)
seklinde bir diferansiyel denklemin Lie nokta simetrilerinin bulunmasi,
XH=0 (modH =0) (24.2)

ile verilen simetri sartimn £(x, y) , 7(x,y) genel ¢dziimiiniin bulunmas: anlamina gelir.
(2.4.1) diferansiyel denkleminin regiilerligini saglamak igin

¥ =w(x, 3,5, 0y ) (2.4.3)
formundaki denklemleri goz 6niine alalim.

Xw=n"" (mody™ =w) (2.4.4)

ile verilen ifadeden, genel haldeki H(x,y,y,»"...., ¥y igin

0 0 . O ny O
X, y)—+n(x,y)—+ 3 ——to+n"V ——H
[5( y) +7(x, ) & 7 5 811(”)}

denklemi alinarak; (2.4.3) i¢in

XW-[f(x y)-—+q(x y)5~y—+77 g)—wy ; +ot " a~ }wmf’*) 2.4.5)

simetri kosulu elde edilir. Buradan

i~1
o 90

g dx dx

(2.4.6)

ile verilirve n'” ifadesinde gorillen y™ w ile yerdegistirilir.
(2.4.5) simetri kogulu, & ve 7 fonksiyonlarimn her ikisine gére bir lineer

denklemdir. Ayrica bu kosul, tim x,y,y’,y"....,»"" degiskenlerinde 6zdes olarak
saglanabildiginden ve sadece £ ve 7, x ile y’ ye bagh fonksiyonlar oldugundan,
sonlu tane farkli kismi tiirevli diferansiyel denkleme parcalanir. Bu diferansiyel
denklemlerin  uygun agikdr ¢Oziimleri vardir ve bu ¢Sziimler genellikle
bulunabilmektedir. Co6ziimler sirasinda genellikle 1. mertebeden Kismi tiirevli
denklemlerle karsilagilir. Bu durum bizi birinci mertebeden diferansiyel denklemier ile

genel lineer diferansiyel denklemlere gétiiriir.



2.5  Birinci Mertebeden Diferansiyel Denklemler

Birinci mertebeden adi tiirevli bir diferansiyel denklem F =(x,y,y')=0 yada
M (x,y)dx+ N(x,y)dy=0 seklinde wverilir. Bu denklemler y’’ ye gore
¢oziildigiinde y’'= f(x,y) elde edilir. Buradan I.mertebeden diferansiyel denklem
icin y'=w(x,y) adi tiirevli diferansiyel denklemini ve

0 0

A=—+w— 2.5.1D)
x oy
operatdriinii alarak, simetri kosulunu
Xw = 5—6—+7]—6— w=w g’l—wﬁ—g +§ﬂ— (2.5.2)
U oy &y &y ox) ox
yvada
Sw,+¢&, w2 +& w=1, —nw, +1,w (2.5.3)

seklinde yazabiliriz.

w(x,y) fonksiyonu ile verilen bu kismi tiirevli diferansiyel denklem daima
sifirdan farkli &(x, y) , n(x, y) ¢Oziimlerine sahiptir. Bu ¢6ziimii £ (yada 77) olarak
diisiinelim. Bu durumda (2.5.3) denkleminde & (yada 77)’ y1 hesaplayabiliriz. Birinci
mertebeden bir diferansiyel denkiem daima sonsuz sayida simetriye sahiptir.

Bu tip Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin kiimesi bir parametreli egri
ailesidir. Simetri iglemi tanim olarak ¢éziimleri ¢dziimlere tasvir eden bir doniistimdiir.
Bu simetrinin operatorii olan X fiireteci, ¢6ziimleri komsu ¢dziimlere gotiiren bir vektdr
alanima karst gelir. Boyle bir vektor alani daima vardir. X * in herhangi bir noktadaki
yonii tammlanabilir. X° in iki farkhi se¢imi X ve X nin integral eprilerinin
yOniiniin hareketin de fark eder. Analitik olarak eger X bir simetri ise,

X=X+u(x A4 (2.5.4)
bagintisiyla verilen X operatorii de bir simetridir. Ciinkii,
|5, 4]=4 4 (2.5.5)

gegerlidir ve 7 ile & | sadece x ile y° nin fonksiyonlandirlar. Nitekim,



§Wx+§y w2+5xw=77x—nwy+'7yw (2~56)
denkleminin sonsuz sayida ¢6zilmii vardir. Bu g6ziimlerin herhangi birini bulmak igin
sistematik olmayan bir yol vardir. (2.5.6) ile verilen simetri kosuluna basit durumlarda

bir ¢dziim verilebilir. Bu duruma uyan birka¢ denklem simetri iiretecleri ile birlikte
, —(y+2x 1 0
y = (y+2x)

’ X = ~ 2.5.7
x y+2x Ox ( )
¥'= F()g) x=a 2 @258)
’ g(x) ox -
y'=1+ltan(x-y) 5 X=————1—~~a— (2.5.9)
x xcos(x—y) oy
seklinde verilebilir.
2.6  Ikinci Mertebeden Diferansiyel Denklemler
¥ =w(x,y,y") (2.6.1)
2.mertebe diferansiyel denklemi i¢in (2.4.5) ile verilen simetri sart1
ox &y oy

seklini alir. 7', 7" icin,
7=+ (0, ~E)Y ~&, ¥

ve

"=+ Q0 =) V' + (11 =26) 3" =8 ¥7 + (0, =28, =38, ¥) Y
ifadelerini y” yeﬁne w yazarak kullanirsak
W, ~ 28, ~3&, ¥V w, E~w, n-{n. +(1,~E)Y ~¢, Y w1 263)

F @My ~Ea) Y+ =285) Y = £, =0 -

elde edilir. Bu diferansiyel denklemden &(x,y) ve n(x,y) fonksiyonlar belirlenir
(2.4.1) * deki gibi. bu ifade x,y,y’ gore bir dzdeslik olup, ayrica & ve 7
fonksiyonlarnn 3’ ye bagli olmadiklart igin, (2.6.3) denklemi y'’den bafimsiz

denklemlere aynilir.



2.7  Yiiksek Mertebeden Diferansiyel Denklemler ve n. Mertebeden Genel

Lineer Denklem

Mertebesi ikiden biiyiikk adi tiirevli diferansiyel denklemlerin simetrilerini
bulmak igin, ikinci mertebeden denklemler diferansiyel denklemler i¢in yapilan

islemlere benzer islemler yapilarak simetriler hesaplanabilir.
Ik nce ' igin

. Gn
7® = %__ y® ‘;_5 i=1,2,3,....n (2.7.1)

yazilir. Bu taktirde simetri kosulu ya
XH=0 (modH =0)
ya da
Xw = (fgax— + 77—6— + 77'—@—' +.ot g ——g—_gjw =n"
&y oy %4
olur. Buradan ortaya ¢ikan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerden &(x, y) ve n(x,y)

fonksiyonlar1 hesaplanir. n sayisimin artmasi olduk¢a uzun islemleri ortaya gikarir.

Ancak bu islemler ne kadar uzun olursa olsun, & ve 77 ’lar daima lineerdir. Simetriler,

diferansiyel denklemlerin ¢ziilmesiyle bulunur. Bunun nedeni de simetrilerin en ¢ok

9 9 9 9 , ax~i+by—?— (2.7.2)

s XT— s T 5 Y
ox oy oy %y Ox Oy
seklinde ortaya ¢ikmasidir. Bu simetriler ise sirasiyla
X=x+¢ ; X=(l+&)x ; y=y+e ; ¥=(01+&)x ; y=(1+&)%y (2.7.3)

sonlu doniisiimlerine karsilik gelirler

Ornegin ~ 2yy"-3y"* =0 , H™.,)"y"\»)=0 , y"-p"+y?=0

denklemlerinin  simetrileri siras1 ile X=u 9 +b 2 +cy G . = 9 )
o' Ox
X = a—6—+b x—gv—y—a— dir.
Ox ox oy

Genel lineer diferansiyel denklemler bazen ,



LO)=Y fin y® =g(x) 274
i=0

olarak karsimiza g¢ikar. Bu denklemin genel ¢6ziimli; U, (x) homojen denklemin n

adet lineer bagimsiz ¢oziimi, y,,(x) de (2.7.4) ikinci tarafli denkleminin bir &zel
¢Oziimii olmak iizere
YO =y () + 2, C Uy (%)
k=1
seklindedir. Buradan n tane bagimsiz U, (x) fonksiyonu sabit bir kat1 y(x) ¢dziimiine
eklenebilir ve bu da bir ¢dziimdiir.

Bu ise iireteci

0 - ok 0 \
X=nx)—=) a Uy (x)— (2.7.5)
@,§ Y
olan
J=y+e».a" U, (x) : a" =sabit (2.7.6)
k=1

seklinde bir simetri doniisiimiidiir.

n. mertebeden bir lineer diferansiyel denklem, Lie nokta simetrilerinin en kiigiik
n-parametreli bir grubunu igerir.

Simetrinin belirlenmesi ile, dogal olarak n.ci mertebeden bir diferansiyel
denklemi ¢dzmilg oluruz. Ciinkii # fonksiyonu bu denklemin bir ¢6ziimiidiir.

Kisaca, eger n yada daha fazla simetriye sahip (lineer olmayan‘) bir diferansiyel
denklemle karsilasirsak, bu denklemde simetrilerin bulunmasi, aslinda denklemin,
uygun olmayan bir koordinat sisteminde lineer bir denklem ile ifade edilebilecegi
yolunda bir ipucu verir. Bunun bir 6rnegi y" = (x—y)y'> denklemidir. Bu denklemin
sekiz parametreli bir grub simetrisi gosterdigini ve x ile y nin yer degistirmesi ile basit
bir sekilde lineer bir denkleme déniistiiriilebildigini biliyoruz. Dolayisi ile n simetrinin
var olmasi durumunda , verilen denklemi lineer sekle doniistiirmek oldukga yararlidir.
Bunu_yapmanm en kolay yolu lrete¢ fonksiyonu (2.7.5) formuna doniigtiirmektedir.
Fakat, daha genel bir ifade ile, simetri kosulunun daima lineer olmasi 6nemlidir ve
bunlar ¢8ziilebilirse, diferansiyel denklemin ¢oziimiinii; denklemi lineer bir sekle

ddniigtiirmeden olusturulabilir.
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Diger taraftan kismi tlirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri keyfi
fonksiyonlardan bagimsiz olmaktadir. Acaba keyfi fonksiyonlar tahmin edilebilir mi?
Bu sorunun cevabi igin,

7™ = Xw
simetri kosulu alinarak, &(x,y) ve n(x,y)’ nin n. kismi tiirevini igeren terimlere

bakilir. Ciinkii

7" “(Ex—”%} (n-y'&)+
W[ gm0 amey 06 }r Q.77
" Zo(m][y @@ @) @) :

Ifadesinin terimleri n>1 igin segilerek, y"‘ ’ nin katsayilar1 simetri kosulunda

sifira esitlenerek ayrilabilir. Sonug olarak,

& ve nile onlarin daha diigiis mertebeden tiirevierinde lineer olan terimleri =

(")_—?—n—"———-( 7 ) T 4 2.7.8)
k)@@t \k=1) @) " o™
dir.

Burada n. tirevden (nt+2) tane denklem vardir. Onlarin x ve v' ye gore
diferansiyelini aldifimizda, 2(n+2) tane bagimsiz denklem buluruz. Bumlar yiiksek

mertebeden tlirevlerin bir lineer kombinasyonu olarak &(x,y) ve n(x,y)’ nin (n+1)

tiirevlerinin tiimiinii bulma imkam verir. Ancak bdyle bir sistem sadece sonlu sayida
lineer bagimsiz ¢6ziim igerir. Verilen bir (x,y) noktasinda ilk olarak & ve 17 ile bunlarin
yﬁksek mertebeden tiirevleri tam olarak verilebilir. Bu da & ve #’ mn (] igin )
keyfi sabitler tizerinden bagimli ancak keyfi fonksiyonlar iizerinden bagimli olmayacagi
anlamina gelir.

(2.7.8) kosuluna ilave olarak, simetri kosulunun kalan kismi saglanmakta
oldugundan, simetrilerin uygun sayist yalmizca (2.7.8) denkleminde buiunmus
olanlardan ¢ok daha kiigiiktiir. Buradan n>2 igin n. mertebeden diferansiyel
denklemler ile bunlarin bulunmus olan Lie nokta simetrilerinin r sayist r>n+4 ile

sinirlandig goriilir.
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III. BOLUM

3. BIR SIMETRISi BILINEN DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
COZUMLERI LiE CEBRININ BAZI TEMEL OZELLIKLERI

3.1  Birinci Mertebeden Diferansiyel Denklemler

y'=W(x,y)@Af=(§x—+W%Jf=0 (3.1.1)

seklinde 1.mertebeden bir diferansiyel denklemi g6z 6niine alalim ve bu denklemin
4
Oy

tiretecli bir simetri kabul ettigini varsayalim. Acaba simetrileri bir integrasyon

X %f(x,y)§+n(x,y) (3.12)

isleminde, yani, diferansiyel denklemin ¢6ziimiinde kullanabilir miyiz? Bunu gérmek
icin

Af =0 (3.1.3)
denkleminin bir ¢ ¢ozimiinlii g6z Oniine alalim. X simetri oldugu icin ¢dziimleri

¢oziimlere esler. Bu durumda (3.1.3) ’ {in tiim ¢dziimleri ¢ ‘nin fonksiyonlan olup

X¢=Q(p) (3.1.4)
olur,

dp 1 (3.1.5)

dp Q(¢9)

seklinde uygun bir ¢(¢) fonksiyonu alinarak

S g
Q(¢) Q(¢)

Xo Q(p) =1 (3.1.6)
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bulunur.

Ayni sekilde,
& O dg\ox Oy
dy
Ap=—A4¢=0 , (A¢=0) (3.1.7)
d¢
olarak bulunur. (3.1.6) ve (3.1.7) ifadeleri birlikte g6z 6niine alinirsa,
op Op
Xop=¢(—+n—=1 3.1.8
P=c— "% (3.1.8)
A¢=§£+w§(£=0 (3.1.9
& Oy

elde edilir. Eger X ; A’ nin bir ¢arpani degil ise, dp/ox=¢, ve an/ay: ?,

ifadeleri ¢6ziilebilir. Yani, (3.1.8) ve (3.1.9) denklemlerinden olusan sistemden

P, =- = (3.1.10)
n-wé
_A G.111)
?, — .
ve
d@:i@dx.;_a_gdy:;d(gzm (3.1.12)
ox 44 n-we
olarak bulunur. Buradan integral alinarak
dy—-w(x, y)dx
o(x,y)= [—2 (x) (3.1.13)

n(x, y) —w(x, ) &(x, )
elde edilir. Bu ifade (3.1.3) denkleminin genel ¢6ziimiidiir. Ayrica ¢ fonksiyonu

Y =w(x,y) (3.1.14)

diferansiyel denkleminin daima ilk integrali olur. Bun durumda su teorem verilebilir.

32



Teorem 1. :

(3.1.14) diferansiyel denklemi eger;

3, 0
X =&(x,y)—+n(x,y)—
&(x, ) . (%, y) %
tiretecli bir simetri kabul ederse, bu diferansiyel denklemin ¢oziimii
—w(x,y)dx .
o(x,y) = j b~ w(x.y) =@, = sabit

n(x, y)-w(x, ¥)§(x, ¥)

seklinde bir ¢izgi integrali ile verilir.

(3.1.15)

(3.1.16)

Burada bir integrasyon garpami yardimiyla diferansiyel denklemin integre

edilmesi islemi ile Teorem 1. arasinda yakin bir iligki vardir. Eger bir M(x,y)

fonksiyonu, ¢’ nin
dy=-w(x,y)dx=0
seklindeki bir diferansiyel denklemin integrasyon ¢arpan ise,

do = M (x, y)|dy —w(x, y)dx]

olur. (3.1.12) ile (3.1.18) denklemleri karsilagtirildiginda, (3.1.12)" deki

1
1(x, )~ w(x, y) &%, ¥)

=[x, ») ~w(x, ») ECx, )]

ifadesinin bir integrasyon garpan oldugu goriiliir.

Xw=n'
bagintisindan,

x o oy ox dy Oy
idi. Dikkat edilirse, bu ifadenin tam olarak (3.1.18) ifadesinin
%=~£(Mw) AM= !
& o n-wé

seklindeki integrallenebilme sartina denk oldugu goriiliir. Gergekten de,

M = !

(7-wgS)

olup, buradan
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(3.1.17)

(3.1.18)

(3.1.19)

(3.1.20)

(3.1.21)

(3.1.23)



E’_Ai:_a_( 1 ) 1 {—9’1+ Qf+wa—§} (3.1.24)

o oxlg-wE) (-wel | o "ox . ox

ve
o w o wé  ow w2 B 1 ow
~— (Mw) = —r——— - —- 27 (3.125
ay( ¥ (-w&* &y (-wé? & (g-wb &y (n-wé) oy ( )
bulunur.

oM _ 8 .

PV 6y(Mw) (3.1.26)
denkleminde de

——1—;{—@-&4‘@ w—aé}=w§—z—n@—w2—aé (3.1.27)
(-we)* L & “& &) &y &y O
olup, gerekli diizenlemeler yapulirsa,
2
wa—sﬁ.kféw—+w2 %=@+w@—n@
ox " ox & & oy Oy
seklinde (3.1.21) ifadesi elde edilmis olur. Sonug¢ olarak (3.1.21) ile (3.1.22)

(3.1.28)

bagintilarimn birbirlerine denk oldugu goriilir. Bu durumda Teorem 1. yeniden

asagidaki gibi diizenlenir.
Teorem 2. :

Eger (3.1.14) diferansiyel denklemi
| G

(3.1.29)
oy

0
X =&(x,y)—+n(x,
&( y)ax n(x,y)

tiretecli bir simetri kabul ederse,

_ 1
(n—wé)

(3.1.30)

ifadesi, diferansiyel denklemin bir integrasyon ¢arpani olur.
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3.2  Yiiksek Mertebeden Diferansiyel Denklemler

n. mertebeden bir diferansiyel denklemin

YD =w(x, ¥, 3, Y e Y) (3.2.1)
veya
i G 0 o i
Af = —+y —+y"—+ " +.o.+w — | f=0 3.2.2
f (&C Yot e o ay(n_l,]f (3.2.2)

seklinde verildigini ve bu denklemin
9
@)'

seklinde bir simetri kabul ettigini farzedelim.

_o

1 , -1
+.. 47" (%, 3,5 s YU ))ay(n_n

X =&x, y)-a%m(x,y)g;m'(x, 7.5 (3.2.3)

Birinci mertebeden diferansiyel denklemlerde oldugu gibi, benzer yolla, bu
simetri ifadesi diferansiyel denklemin ¢6zlimiiniin bulunmasinda kullanalim.

Bunun i¢in, X simetri tiretecinin
seklinde normal forma doniistiiriilebildigini varsayalim. (x,y) uzayinda bdyle bir

déniisiim yapmak daima miimkiindiir. Ornegin,

X=t(x,y) , Yy=s(xy) (3.2.4)
secilerek,
5 0
X == 325
2 (3.2.5)

elde edilir. (3.2.1) ile verilen diferansiyel denklem bu koordinatlara gegildiginde. s(¢)

fonksiyonu igin,

$ 55,5755 (326)

seklini alir. Fakat

(n) ()

Xw=n (mod y'"' =w) (3.2.7)

oldugundan, simetri bilesenlerinin
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ox oy
=— =0 ve p=—" =0 2.
4 2e M=% . (3.2.8)
seklinde oldugu goz 6niine alinirsa, buradan
dn ,dé dn’  ,dS () (

il '——:0, i S ”-——-—:0, "= v =.,.= ”):0 2.
n N ; n , Y n=n n (3.2.9)
bulunur.

Xw=n" | Xw=7" (3.2.10)

olup, n>1 igintiim 7™’ lerin sifir olduklar: goriiliir. Xw =0 ’ a kargilik

iw:o:ﬂ
os

olacagindan, W’ min s ’den bagimsiz oldugu anlasilir. Yani,

s =%@,s, 5", sy (3.2.11)
olur. Dolayisiyla  (3.2.11) ifadesi s'(f) fonksiyonu ig¢in (n-1).mertebeden bir
diferansiyel denklém olur. Béylece, eger (¢,s) seklinde uygun koordinatlar bulunursa,

denklem n. mertebeden diferansiyel denkleme indirgenmis olur ve
. ds
s=\s'Od , (s'=— 3.2.12;
[sma . == (32.12)

bulunur. Burada akla gelebilecek ilk soru, s(x,y) ve #(x,y) fonksiyonlarinin nasil

bulunacagidir. Uretecin istenen &/8s formunu elde etmek icin, s(x,y) ve #(x,y)

fonksiyonlarinin
0 o 0
X=_—+n—-=—
ox "oy Os
igin,
Xs"zﬁé+r;§£=1 ,(stis:l) (3.2.13)
Ox oy os
Xt:ﬁﬂw;ﬂzo ,(Xt=—a—t=0) (3.2.14)
ox Oy Os

ifadeleri saglanmas: gerektigi goriilebilir.

Geometrik olarak, (3.2.13) ve (3.2.14) ifadelerinden ¢6ziimlenebilen s(x,y)
ve I(x,y) fonksiyonlar, koordinat g¢izgileri gibi olan s=sabit ¢izgileri ile birlikte,

grubun f = sabit yoriingeleri olarak ortaya konan koordinatlar: anlamindadir.

36



s= sabit ﬁ

t(x,y) ve s(x,y) koordinatlart X = 556;4-77% =§— tretegli bir gruba uyarlanmuti ..
s

Dogal olarak s(x,y) fonksiyonu (3.2.13) ifadesinden tek sekilde belirlenemez.
Bu durumda
§=s+5,(1) (3.2.15)
seklinde bir doniisim yapmak daima mimkiindir. Yani s degiskeninin orjini
(merkezi), keyfi olarak herhangi bir yoriinge lizerinde secilebilir. Ayni sekilde t* de
(3.2.14) ifadesinden tek sekilde belirlenemez. Dolayisiyla
f=f() (3.2.16)
seklinde bir doniisiim yapmak daima miimkiindiir.
(3.2.14) denklemini ¢6zmek igin, ilk olarak herhangi bir ¢ =sabit yoriingesi
i¢in

ot ot
dt=0=—dx+— 3.2.17
a Y (.2.17)

ifadesi saglanir. Bu bagmt ile (3.2.14) ifadesinden ot/éx , ot/oy ifadeleri yok
edilirse,

E(x.y)dy —n(x,y)dx=0 (3.2.18)
seklindeki 1.mertebeden bir diferansiyel denklem elde edilir. Bu durumda t’ nin
(3.2.18) ifadesinin ¢oziimiinde bir integrasyon sabiti olacagi agikardir. Coziim, drnegin,
y=y(x,t) formunda olup, yoriingeleri verir. Burada her bir yoriinge t’ nin kendi

degerleri ile siniflandirilir. Tersi alinarak, ¢=1(x,y) elde edilir.
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(3.2.13) denklemini ¢6zmek igin, yeni bir koordinat olarak t’ yi alalim. Bu t

koordinatin1 y ile birlikte kullanabiliriz. Eger t, x> e bagh degil ise, t ve x’ i birlikte

koordinat olarak alabiliriz. Béylece (3.2.14)’ den X, =0 olup,

0 0 0 0
X=(X)—+X)—=(Xy)—=n(y,0) - (3.2.19)
oy ot %4 oy
elde edilir. Bu durumda (3.2.13) ’deki Xs =1 denklemi
Os
n—=1 (3.2.20)
oy
seklinde olur. Buradan s(y,t) fonksiyonu
dy
s(y,t) = ,n#0 (3.2.21)
I n(y,1)

seklinde bulunur. Burada integral alinirken t sabit olarak g6z oniine alir. Boylece
s(y,t) bulunur.t ile ¢=#(x,y) yerdegistirilerek, s(x,y) elde edilir.
n=0 oldugunda, s fonksiyonu i¢in en uygun formiil

dx
&(x,1)

s(x, ) = j LE(x D) #0 (3.2.22)

olur.

Bdéylece, eger n. mertebeden bir diferansiyel denklemin bir Lie nokta simetrisi
kabul ettigi bilinirse, bu durumda problem, (3.2.18) ile verilen ve grup yoriingelerini
ifade eden 1.mertebeden bir diferansiyel denkleme; veya (3.2.12) ve (3.2.21) veya
(3.2.22) ile verilen iki adet quadratiire; veya (3.2.11) ile verilen (n-1). mertebeden
bir diferansiyel denkleme indirgenir.

Yontemin Srneklerle agiklamasi EK-B de verilmistir.



3.3 Cok Parametreli Gruplarn Uretegleri ve Bu Ureteglerin Lie Cebirleri

G # ¢ bir kiime olmak iizere *:GXG — G biriglem (G,*) bir grub olsun. Bu
grubun Vg elamam belli bir aralikta defisen parametre ya da parametrelerin bir

fonksiyonu ile ifade ediliyor ve bu fonksiyonlar parametre ya da parametrelere gore
sitrekli ise bu gruba Lie grubu denir . Her Lie grubuna bir Lie cebri karg1 getirilebilir.
Lie cebri grubun yapisinu korur.

Bir K cismi iizerinde bilineer doniisiim ile agagidaki 6zellikleri saglayan bir V

vektdr uzayina Lie cebri denir.

[, v v

(xp,%3) > [x1 ,X, ] bilineerdir. Yani

1-Va,be K ve X, X,,X; eV igin

[ax,+bX,, X;]=alx,, X;]+5[X,. X;]
ve
[X;,ax +b6 X, ]=alX;, X, ]+b[X;. X, ]

2-VX,,X,,X; €V igin
[, 2,0, X5 [+ [ 15, %00, X, [+ [1X5, X531, X,]=0 Gocobi szdesligh)
3-VXeV igin [X,X]=0 d.
1.ve 3. Ozellikleri [X,,X,]=-[X,,X,] anti simetri 6zelligini saglar. Ayrica Lie cebri
ile tanimlanan ¢arpma genelde
G Xl G, 1)

dir. Eger;

X=X(x,y;ey) , Y=y yey) » N=123...r (3.3.1.)
simetri doniisiimlerinin grubu birden fazla £, parametresine bagh ise, bu grubun genel
infinitesimal tireteci

X=a"X, , a®=sabit ., N=123..r (3.3.2)
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seklinde, &, grub parametrelerinin her birine karg1 gelen r tane lineer bagimsiz X N
taban iireteglerinin lineer kombinasyonu olur. Grubun parametrizasyonu degistirilirse,
Xy=BY Xy , BY=sabit , |B¥|#0 (3.3.3)
seklinde, taban tireteglerinin bir lineer doniisiimii elde edilir. Sonlu grub déniisiimleri
yerine lireteglerin kullanilmasinin sagladi: avantaj, iireteglerin lineer operatorler
olmalanindan kaynaklanmaktadir. (3.3.2) ile verilen siiper-pozisyon kurali daima
lineer oldugu i¢in hangi mertebeden iiretecler eklenirse eklensin sonug degismeyecektir.
Xy fretegleri i¢in degisme 6zelligi s6z konusu oldugundan grub teoriden bilinen
komiitat6r kavram 6n plana ¢ikar. X, ve X,, gibi iki iiretecin komiitatorii
(X X=Xy Xpp =Xy Xy =—[X 3, Xy ] (3.34)
seklinde tamimlanir.
Eger X, ve X, liretegleri lineer ise, onlarin komiitatsrii olan

‘ 8 8 ) &
Xy . Xy |= —— 1y — .t —+ —t...
[ N M] l:‘ffv Py UF B Su o Ty o J

(3.3.5)
= {0y 81)- (X 6)} 2
operatdrii de yine lineer bir operatér olur.
Komiitat6ér tammindan dolay, komiitatérler igin (3.3.9)’ e benzer olarak
X L0 X, 1 [+ (XL, X T X, Xy, X4 1] =0 (3.3.6)

seklindeki Jocabi dzdesligi daima gegerlidir.
Bu &zdeslik, A4 operatorii ile temsil edilen bir diferansiyel denklem ve bu
denklemin X, , X, gibi iki simetrisine uygulanirsa,
[X 11, A ]+ [, 04, X, 1 ]+ [4,0x L X, 1] =0 (3.3.7)
elde edilir.
X, ve X, birer simetri olduklar i¢in ,
[, d]=2 4 . [X,4l=0,4 (4 =4,@y.y.y"Y) i=12) (338)
olup, (3.3.7) " den
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[[X,,Xz],A]=[X|,12 A]“[Xz ='11 A]
=pd .,  p=pExy,yHm.y"") (3.3.9)
bulunur. Yani [X,,X,] komiitatdrii de yine bir simetri olur. Tiim simetrilerin, r tane

taban tiretecinin bir lineer kombinasyonu gibi oldugu farzedilirse,

[XDXZ]:CNXN (3.3.10)
veya, daha genel olarak
Xy, Xul=Chu X, 3.3.11)

elde edilir. CJ,, sabitlerine, grubun “Yap: sabitleri” denir. Komiitatr tammindan
dolay1, yap: sabitleri
Chy =—Chy (3.3.12)

seklinde anti simetriktir. Ayn1 zamanda (3.3.6) ile verilen Jocabi &zdesligi’nden dolayt
da, yap1 sabitleri

CSp CRy+C8y Cho+C8y Chy =0 (3.3.13)
seklindeki “Lie 6zdesligi” ni saglarlar.

Yapu sabitleri bir koordinat déniisiimii altinda degismezler. Eger,

0 0

Ll _pk_Y
olursa,
i i i i i o’ kK _ gk ox*
xX=x"(x")Yy , b =b— , by =by —— (3.3.15)
( ) I i ax, 2 2 6xk

scklinde verilen donilisim kurallarindan da  goriilecegi  lizere, komiitatoriin
(X,b,)=(X, b)) scklindeki bilesenleri bir vektoriin bilesenleri gibi dontsir. Yapt
sabitleri hi¢bir sekilde bu dontistimden etkilenmezler. Yapi sabitleri tabanda yapilacak
bir doniistim ile degisirler,

X, %, ]=¢0, %, (3.3.16)
ifadesine (3.3.3) ifadesi de katildiginda,

BY B, C% = B9 Cl, (63.17)

seklinde dontigiim kurah elde edilir.
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(3.3.3) ile verilen taban doniigimleri, verilen bir grubun yap: sabitlerinin

belirlenmesinde kullanilabilir. Komiitatdrler (yapt sabitleri) ile birlikte tlim {X N} ’lerin

kiimesi, gdz 6niine alinan grubun “ Lie Cebri ” ni olusturur.



IvV. BOLUM
4. LIiE NOKTA SIMETRILERININ KULLANIMI

4.1  Genel Bilgiler ve invaryant Haller

[

Eger;

0 0
y":w(x,y,y')@Afz(g;—+y'5y—+w~éy—,—)f=0 (4.1.1)

seklinde ikinci mertebeden bir diferansiyel denklem iki parametreli bir G, grubu kabul
ederse, bu durumda bir Lie cebri teskil eden X, ve X, gibi iki tireteci vardir. X ve
X,’ nin bir Lie cebri tegkil etmesi demek, bu iireteglerin komiitatériiniin

[x,.x,]=cl x,=C Xx,+C, X, (4.1.2)
seklinde {ireteglerin bir lineer kombinasyonu seklinde olmas: demektir.

Burada iki farkli durum 6n plana gikar. Ya C, ve C, ile verilen yap sabitlerinin
her ikisi de sifirdir ve dolayisiyla grup abelian bir grup olur. Bu grup G,/ ile
gosterilirse

G,I:[X,,X,]=0 (4.1.3)
olur. Ya da yap sabitlerinin en az biri, 8megin C,, sifirdan farklidir. Bu durumda yapt

sabitlerinin basitlestirilmesi i¢in tabanda

- M M M .
Xy =By X,, ., By =sabit

2

BY|#0 (4.1.4)
seklinde bir doniigiim yapilabilir. Ornegin, ):’I =C X +CyX, ve X , =X,/C,

ile lf( ,,/{’ZJ:X’] olur. Yani degismeli (abelian) olmayan durum da s6z konusu
olabilir. Bu durum ,
Gyl :[X,,X,]=X, (4.1.5)

ile ifade edilir.
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Ozetlemek gerekirse, burada iki parametreli G, grubunun (4.1.3) ve (4.1.5)

ile verilen iki farkli tipi vardir. Bu durumda verilen bir diferansiyel denklemin
integrasyonunda, iki simetrinin kullanabildigi bir metot gelistirilmelidir. Boylece,
simetri {ireteclerinin baz1 basit normal formlara doniistiirilmesi ve yeni koordinatlardaki
diferansiyel denklemin ¢oziimlenmeye ¢alisiimas: olduk¢a kullamsli bir yol olarak
ortaya gikar.

Ilk olarak degismeli iki iiretecin oldugu durumu inceleyelim. s(x,y) ve t(x, y)

seklinde koordinatlar ele alinarak X, treteci daima X, =—aa~ seklindeki kendi
s

normal formuna doniistiiriilebilir. Ikinci bir X, {iretecinin s ve ¢ koordinatlarindaki

genel formu

0 0 0
X,=— , X,=a(t)—+b({t)— 4,1.6
1 Bs 2 a()as ()at ( )

seklinde olmalidir. X’ i invaryant birakip, X,’yi degisiklige ugratan doniisimler

u(s,)=s+h() , v=v() (4.1.7)
e o W v ,_du ,_ v ,
seklindedir. Bu doniistimlere gore liretegler u :—(E Y == olmak iizere
%, 0 0 0 0 o 0
X, =(X,u)—+ (X, V)—=|— s+ ()| |—+| — v({) | —=— 4.1.8
V=X EMS [as[ ()])611 (as ())av MY
0 0 3, 0
X, =(Xu)—+(X)—=(@+bh")—+bVv — 4.1.9)
2 (2U)au (2V)av (a )6u Py ( )
seklinde olur.
b=0 ve v=asegilirse,
Xl :'_a_‘ s X2 =v—(?~ (4.1.10)
~ Ou ou
elde edilir.
b#0 igin v =1/b , h'=-a/b segilirse,
0 d
X,=— , X,=— 4.1.11)
Yo > v
bulunur.
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(4.1.10) ve  (4.1.11) u simetri olarak kabul eden ikinci mertebeden
diferansiyel denkleme gegmek igin, ¥ ve v’ nin bagimsiz degisken gibi alimp
alinmayacag problemi ile kargilaginz.

Eger (4.1.10) i¢in diferansiyel denklemin
v () =wu,v,v') (4.1.12)
seklinde bir forma sahip oldugu diistiniiliirse, bu durumda
Xyw=ny (modv"=w)
simetri sartlari ow/Gu=0 , Vv'Ow/ov'=3w  olmasi gerektirir. Bu durumda
diferansiyel denklem
V=1 W) (4.1.13)
seklini alir.
Diger taraftan, eger diferansiyel denklem u ve v degiskenlerinde
u"(Vy=w,u,u') (4.1.14)

seklinde segilirse, bu durumda X, w=n5} (modu”=w) simetri sartlari bizi

u"(v) = w(v) (4.1.15)
diferansiyel denklemine gotiiriir. (4.1.11) durumu, yani (G, /) iginde benzer islemler
yapilir.

G, gurubunun (4.1.3) ve (4.1.5) ile verilen farkls tipleri igin 6= ? Zj
2

ve s=s5(¢) olmak iizere diferansiyel denklemin alacag: belirgin sekilleri arastiralim.

La: G,I:[X,,X,]=0 olmas: halinde

0 0
Xi=— , Xy=— (4.1.16)
Y 2T o
olup,diferansiyel denklemin s” =w(.s,s’) formunda oldugu g6z 6niine alinirsa
0 0 0
X, =& —+n, —+n, — (4.1.17)
1 =% Py m 2 7 PY
ifadesinden
£ dn, dE
§1=0,77,=l;17.'=51~'7’—-—.s"—d—5’—~0; | R T R (4.1.18)

di a Ty dt
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olup, genisletilmis tireteg

0 0 o0 0
X = — —t = 4119
1 =4 ot T Os ,h s’ Os ( )
seklinde bulunur. Benzer sekilde
0 0
Xo =& 2 4p, —+n), — 4.1.20
2 =6 o m 3 72 Ew ( )
denkleminden,
dn, 4% o _dn 45,
=1, =0;,=—~-§22=0; ) =—=-5"—2=0 4.1.21
& U} Up) di 5 di m dr dt ( )
olup, genisletilmis tireteg de
0 %, g 0
X - — —+ P = 4.1.22
2 5261 Mt 5557, ( )
seklinde bulunmus olur. Burada
& 0 1
s=2t ™ =l |=-1¢o
S M |1
olup,
Xw=n (mods"=w) , X,w=n; (mods”=1w)
simetri sartlarindan
M0 W=, (4.1.23)
Os
ve
%=0 ;. w=w(s,s") (4.1.24)

bulunur. Bu iki durum birlikte g6z 6niine alinirsa, w=w(s') olur. s"=3" dan da,

diferansiyel denklemin
s"=w(s")

formunda olmas: gerekti3i ortaya ¢ikar.
Lb: G,I:[x,.X,]=0 olmast halinde

All = i N 1"2 ={ —a‘
Oy Os
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olup, diferansiyel denklemin s”=w(t,s,s’) formunda oldugu goéz oniine alinirsa

(4.1.17) ve (4.1.18) den genisletilmis tireteg

X, = 9 (4.1.27)
Os
seklinde bulunur. Benzer sekilde (4.1.20) ifadesinden
dm, ds, dm;, dé,
=0, =f; =t ’—:1; S =—t—s" 22 =0 4.1.28
¢, 72 m di s dt Up) di di ( )
olup, genisletilmis iireteg de
0o 0
X, =t—+— 4.1.29
27 8 o' ( )
seklinde bulunmus olur. Burada
5= Sim =|0 1 -
&, my [0 ¢
olup,
Xw=n] (mods"=w) , X,w=n; (mods"=w)
simetri sartlarindan
é”—':o ;o w=w(t,s") (4.1.30)
Os
ve
t@—’—F@:O , ?K=O , w=w(,s) 4.1.31)
Os Os' os'

olup, bu iki durum birlikte gbz 6niine almrsa; w=w(f) olur. s"=w’ dan da
diferansiyel denklemin
s" = W(t) (4.1.32)

formunda olmas1 gerektigi bulunur.
U-a: G,H:[X,.X,]=X, olmas halinde
Xi=— , Xy=t—+5— (4.1.33)

olup. Diferansiyel denklemin s"=w(s,s,s’) formunda oldugu g6z Oniine alinirsa

(4.1.17) ve (4.1.18) ifadelerinden genisletilmis tireteg
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0

X =— 4.1.3
1 os ( Y
seklinde bulunur. Ay gekilde (4.1.20) dan
d”Z ’ ng ” d”; ” déZ
=t, =53 =——-5—==0;n=—5-5s""%=~5" 4.1.
S2=1. M =83 =y dt = a0 (4135)
olup, genisletilmis {ireteg de
0 0
X, =t—+5— 4.1.36
2o s ( )
seklinde bulunmus olur. Burada
1
o= 51 n = 0 =—t+0
G2 M (t S
olup
Xw=n! (mods"=w) , X,w=n; (mods"=wn)
simetri sartlarindan
M _0 o wewes) (4.1.37)
Os
ve
téw—'+s—a—w—=—s" , t-a—w—.z—s” , $"=w (4.1.38)
ot Os ot
oldugu g6z Oniine alinirsa 8rv = ——atﬁ ;oW =~? olup, C=w(s") segilirse
w
P w(s")

!

olur. s"=w" dan da, diferansiyel denklemin

o W(ts') | (4.1.39)

formunda olmasi gerektigi ortaya ¢ikar.

I-b: G, 1[:[Xl. X,]=X, olmast halinde

—

Xi=— , X,=s— (4.1.40)
AY
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olup. Diferansiyel denklemin

(4.1.17) ve (4.1.18) ifadelerinden genisletilmis {ireteg
0

s"=w(t,s,s') formunda oldugu goz Oniine alinirsa

X, =— 4.1.41
' as ( )
seklinde bulunur. Ayni gekilde (4.1.20) dan
dﬂZ ' d§2 ’ " d’?; " déz L4
=0, =5 =——~8§ ——=8 ;) =—"~—5 = 4.1.42
&2 =557 i dr 7 aZ dt ( )
olup, genisletilmis iireteg de
0
X,=5—+s' 4.1.43
> e o (143)
seklinde bulunmus olur. Burada
S» M| 0 s
olup, ‘
Xw=n (mods"=w) , X,w=p; (mods"=w)
simetri sartlarindan
~6—w—‘=0 s w=w(t,s") (4.1.44)
Os
ve
s?‘—v-ks'aw:s" ; s'aw=s" , S'=w (4.1.45)
Os os’ os’
oldugu g6z Oniine alinirsa é?i: aS, ; w=s'C olup, C=w() segilirse,
w s
diferansiyel denklemin
s"=5"w(t) (4.1.46)
formunda olmasi gerektigi ortaya ¢ikar. Bu dort durum
. A %) 0 y o
(I-a) Gyl :[X,, X,]=0 , &=0 Xi=— , X,==  s"=ws") 4.147)
os ot
. , , 0 ) "o
(Ib) Gy 1 :[X, X,]=0 , §=0 . X,=— , Xpy=1—  s"=w() (4.148)
- os Os
(l-a) G, 1 :[Xx X, ]=X,, § =0, X, -2, X, 20 M) 449
- os o Os {
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(U-b) Gy Il :[X, X,]=%, , 6=0, X1=§— , X2=s_éa_ s"=sW(r) (4.1.50)
A A}

seklinde Gzetlenir.

Incelenen bu dért durumda diferansiyel denklemlerin quadratiirlere (s ve t’ye)
gegilerek kolaylikla ¢oziilebilecegi goriilmektedir. O halde, Lie nokta simetrilerinin bir
G, grubunu kabul eden ikinci mertebeden diferansiyel denklemler iizerinde g¢aligmak
i¢in en uygun teknik, ilk olarak tretecleri kendi normal formlarina doniistiirmek ve
sonra bu forma uyan diferansiyel denklemleri ¢6ziimleyip, quadratiirleri integre
etmekten ibarettir. Fakat burada simetrilerin kullamilmasinda farkli bir yolun daha
oldugu goriilmektedir. Buradaki esas fikir, {iretecleri bagimli ve bagimsiz degiskenlerin
uzayindaki temsillerinde (realizasyonlarinda) degil de, ilk integrallerin uzaymndaki

temsillerinde baz1 normal formlarina doniistiirebilmektir.

4.2  Birinci Integrasyon Teknigi : Ureteclerin Degiskenler Uzaymdaki Normal

Formlan

Eger X, ve X, gibi iki simetri varsa, bunlann degismeli olup olmadiklar1 ve
bunlarin (x,y) veya (s,¢) seklinde bagimli ve bagimsiz degiskenlerin uzayinda lineer
bagimsiz olup olmadiklarinin incelenmesi gerekir. Bunun sonucunda normal form
belirlenebilir. integrasyon iglemi ortaya ¢ikan her bir durum igin biraz farkli olur. Her
bir durumda ilk olarak ¢ ve s degiskenleri belirlenir ve sonugta s (¢) igin ortaya ¢ikan
diferansiyel denklem ¢oziiliir.

(4.1)’ de verilen (4.1.47), (4.1.48), (4.1.49) , (4.1.50) ile 6zetlenen durumlar
i¢in ¢dziim tiplerinin nasil belirlenecegini inceleyelim.

(4.1.47) durumunda

ot ot
Xy =& (x,y)—+n(x,y)—=0 (4.2.1)
ox oy
ot ot
Xt = L y) —+ Ly)—=1 (4.2.2)
2 éz(xy)ax nz(xy)ay |

Ve
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Os 0.
X5 =£,(0)) 5+ (x,y)5;—=1 (4.2.3)

X5 =8,(x,)) gxf +1,(x, y)gy{ =0 (4.2.4)

denklemlerini saglayan ¢(x,y) ve s(x,y) fonksiyonlar: vardir ve & #0 oldugundan

(4.2.1), (4.2.2), (4.2.3) ve (4.2.4) den ¢t ve s degigkenleri belirlenebilir.
(4.2.1) ve (4.2.2) den

a_ om0 & 4.2.5)
ox $iM2 =& ¥ S~ s
olup, dt(x,y)= 5; dx+ o dy ifadesinden integrasyonla
-mde+&, d
1x,y) = J{ dx+—— } mdtody (4.2.6)
St =&
bulunur, Benzer sekilde (4.2.3) ve (4.2.4) ten
o _ _ m Ly A 4 (42.7)

— = ve
ox &y —mé, oy &1y — &

olup, ds(x,y)= %s; dx + g dy ifadesinden integrasyonla

Os ny,dx—&,dy ‘
1) = || —dx + DBayl= [ E 729 (4.2.8)
sG.7) jl:ax oy y] S\ — &>

bulunur.

Simdi y"=w(x,y,y’) diferansiyel denkleminin (s,s) uzayinda nasil
déniistiigiinii inceleyelim. (4.1.47) dan bu diferansiyel denklemin s"(f)=w(s")
formunda olabilecegi bilinmektedir. Fakat yine de w fonksiyonu belirlenmelidir. w’y1

belirlemek icin (4.2.6) ifadesinde , s yii belirlemek igin de (4.2.8) ifadesi kullanilir.

Burada s'= fdl— (~— Qi dy) (?{fdx+ o dy) olup, 8s/ax , ds/dy , ot/dx , O1fdy
6)’ ox oy
degerleri kullanilirsa,
s = _)ié_z;ﬂ_g_ (4.2.9)
-y’

elde edilir. Buradan
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,_ T ts'n
=._____§z " s'é‘: (4.2.10)

!

bulunur. Benzer sekilde 3" ifadesini elde etmek icin s"=é— kullanilirsa,

[

s”:%:(?}i dx+ Os d )/( ~dy) olur. Buradaki &s'/ox ,

os'[oy , os'[oy" 61/ ox , 6t/ dy ; terimleri hesaplanir ve s” ifadesinde yerine yazlirsa
(4.2.10) ifadesi ile birlikte § =&n, —&,n, olmak iizere

R om  mts'm on, ¢y é 6f72
=———2<s"+ + + - -
Yy 25{3 7 ox 72 o (§2+s,§ ) (&2 B m 8x ¢
0 +5 0 5] 64’
+7 7 7 771) (772 A )2 & o0&, _52 o0&, +&, T -7, 52 +17, 1

ox oy %y %y

elde edilir. Buradan uygun bir yok etme islemi yapilarak, y"=w(x,y,y’) seklindeki
diferansiyel denklemden s"=w(s') seklindeki diferansiyel denkleme gelinir. Bu basit

diferansiyel denklem

ds’' ds’ .
dt = , g, = - 42.11
w(s') o J‘W(S') ( )

seklinde oldugu igin rahatlikla integre edilebilir ve bu terim s’ = f (t+¢,) seklinde
ifade edilir. Tekrar integrasyonla
s(t0o.W0) = [ t+@y) di+y, (4.2.12)

olarak bulunur.

s(x,y) . Hx,y) ve s(t,py,wy)’dan s ve ¢ yok edilerek y"=w(x,y,)")
diferansiyel denkleminin y = y(x,@,,¥,) seklindeki genel ¢ozlimii elde edilmis olur.

(4.1.48) durumunda, X, =¢(x,y)X, oldugundan, s fonksiyonuna gegmek
i¢gin x yerine yeni bir degisken olarak ¢ (veya Of/dx =0 ise y yerine t) alir ve

boylece

Bs os Bs '
X, s(0.1) =(X,y)5y°—+(x,t>—a}=m (y,t>5y°—= (4.2.13)

yani,



dy
77[ (yat)

s = | (4.2.14)

elde edilir.
(4.1.48)’den, doniigmiiy diferansiyel denklem s"(¢)=w(f) seklinde olup, bu

denklem integre edilirse, s(f) fonksiyonu

sy = [[Ww(Oydi di+ @yt +yq (4.2.15)
seklinde bulunur. (4.2.14) ve (4.2.15)’den s yok edilirse, = f (y,9,,¥,) elde edilir.
Benzer gsekilde X, =tX,” deki t=1(x,y) ile t=f(y,0,,¥,) dan t yok edilirse,
diferansiyel denklemin y = y(x,¢,,¥,) seklindeki genel ¢6zlimii elde edilir.

(4.1.49) durumunda #(x,y)’i belirflemek igin t=e" =>u=Int donisimi

yapilirsa, (4.1.49)’ den

ou Ou
Xlu(x,y)=§15;+m E——-O (4.2.16)
Ju Ou
Xou(x,y)=4&, 5;‘*772’6;:1 (4.2.17)
elde edilir. (4.2.16) ve (4.2.17) sisteminin ¢dzimii u, =- S| — p ve
&1l =6
u, = ———51—— seklinde olup, du(x,y)= éu—dr+—0£ dy ifadesinden
Sy — &M ox oy

7 e+ &
&y, —Eam &y —Eomy
bulunur. Bu ifade integre edilirse, doniigtimdeki u
& dy—m, dx
&1y — &,

seklindeki bir ¢izgi integrali ile verilir.

du(x,y)=- dy

u(x, y)=Int(x, y) = j (4.2.18)

Simdi x'in yerine (veya 0f/Ox=0 ise y’nin yerine) 'yi koordinai gibi

kullanalim ve s igin s =¢v(y,) ansatz’m olusturalim. Bu durumda v fonksiyonu igin

v=s/t ve X, =20/ds oldugundan X,v:i

(l):l veya { X v =1 olup.
Os

{ {

X,v(y.t)=(‘\’,y)§—v—+()(,l)@)— ve ay::)(ly-:n,(y,l) ttadesinden
dy o Os
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v
tX,v:lm(y,t)é;=1 ; (Xit=0) (4.2.19)

0 1 1
bulunur. Ayn sekilde X,v=¢ g—(i)-l- s a—(i) =t s(— )4‘ s; =0 olup,
s

t\ t t t?

Xyv(y,t) =(X,t) %+ (X, y)% ifadesinden

8 0 Yy ¥
X2t=15;(t)+sg(t):t ve Xzy=t~67+s55—=t§1(y,t)+sm(y,t)=772(y,t)

bagintilar1 kullanilirsa,

ov ov
Xv=t—+ ,0)—=0 (4.2.20
V==t (v:1) % )
. . 1
olur. (42.19) ve (4.2.20)’den olusan sistemin ¢Ozimid v, = ve
n]l (ya t)
=— ;7_2()1{)__ seklinde olup, dv(y,t)= 2% dy + & dr ifadesinden
t 771 (y: t) 6)/ 6[

dV(y,f)= dy _ ’272()’,1)
tﬂl(y’t) t nl(yst)

dy  m(y,nde
)= -
7 j-(”h(y:f) i 771(%’))

olur. Bu ifade integre edilirse,

ve buradan s(y,t) ansatz fonksiyonu

S0 =Vt =tv(p,0) = J{m ‘g 5 722:’ (;)‘:)’J (4221)
1\ 1\

seklinde bulunur.
(4.1.49)’de s ve t koordinatlarina gegildiginde, y"=w(x,y,y’) diferansiyel
denklemini s”=w(s") /t seklini aldig1 goriiliir. Bu diferansiyel denklemde,

S,,:d.s' _w(sh) ’ Ads _d den
dt t w(s'y ¢

" ds’
e [
w(s')

seklinde kolaylikla ¢oziiliir. Ayrica, s'=g(f,9,)’ danda

=Int+g, (4.2.22)

st = (gl 00)dt +y, _ (4.2.23)
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olur. (4.2.18) , (4.2.21) ve (42.23ydan s ve ¢ yok edilirse, y"=w(x,y,)")
diferansiyel denkleminin y = y(x,@,,¥,) seklindeki genel ¢6ziimii elde edilir.

(4.1.50) durumunda X, =s(x,y)X; dir ve bu lineer bagintidan s(x,y)

fonksiyonunun belirlenebilecegi goriiliir. #(x, y) fonksiyonu belirlemek igin, ise

ot ot o m o ot

Xit=¢ —+ng—=& | —+——t=0 (—=0=X,1) 4.2.24
1 Cflax ’hay fl[ax £ o s 1 ( )
denkleminin ¢6ziilmesi gerekir. Bu kismi diferansiyel denklem; y=y(x,f;) igin

E_Y y = y(x,1,) olup

1 ¢
y=l (4.2.25)
&

seklindeki  birinci mertebeden adi tirevli bir diferansiyel denkleme denktir.
¥y =y(x,t,) bulunabilirse, buradan ¢ =1,(x,y) elde edilir.
(4.1.50) dan " =w(x,y,y’) diferansiyel denkleminin, s ve t koordinatlarina

gecildiginde s”=s"Ww(r) seklinde bir diferansiyel denkleme donigiir. Bu diferansiyel

denklemde "= % =s'w(t) , lns'= jﬁz(t) dt+lngp, , s'= gooeI Hnd olup ve
tekrar integral alinirsa
s)= [y (exp [We)ar" Jdt+y, (4.2.26)

bulunur. r=#(x,y) |, s=s(x,y) ve s(t,py,Wo)’dan s ve t yok edilirse,

y"=w(x,y,y") diferansiyel denkleminin y=y(x,¢,,y,) secklindeki genel ¢dziimil
elde edilir.

Genel olarak incelenen bu durumlara bakildiginda, tipik olarak, ¢izgi integralleri
ile ¢oziilebilen (4.2.1) , (4.2.2), (4.2.3), (4.2.4) veya (4.2.16) , (4.2.17) denklemleri ile
ifade edilen, iki kismi diferansiyel denklemden olusan sistemler ile karsilasilir. Burada
bir ¢dziimiin varh, diferansiyel denklemin bir simetri grubu kabul ettigi farz edilmesi
ile ise baglanip saglandigr igin. integrallenebilirlik sartlarnin g6z Oniine alinmasi
gerekmez. A

[I-b durumu hari¢ tiim durumlarda, iireteglerin ve normal formlar1 ve bunlarin

cizgi integralleri, bazi eliminasyonlar ve degisken doniigtimleri ile elde edilir. Orijinal
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diferansiyel denklem s ve ¢ degiskenlerine gegildiginde basit hale doniistii3ii i¢in bu

diferansiyel denklem quadratiirler ile de ¢oziilebilir.

42  ikinci integrasyon Teknigi : ilk integraller Uzayinda Ureteglerin Normal

Formlan

Af=(§;+y'§;+W(x,y,y')5ya—,]f=0 (4.3.1)

diferansiyel denklemi, ¢oziilebiliyorsa, ¢6ziim ¢@(x,y,y") ve w(x,y,y") seklinde iki
bagimsiz ¢dziimdiir.

Eger x,y,y' yerine ¢,y ve Ay=1"i saglayan lgiincii bir y bagimsiz
degiskeni kullamlirsa, 4’mn bilesenleri ve genisletilmis X, ve X, {iretegleri,
bilesenler cinsinden

A~ (0,0,1)
X~ (X, Xy, X ) (4.3.2)
X, ~(Xy0, Xov . X3 0)

seklinde ifade edilir. X, ’ler simetri olduklarindan N=1.2 i¢in [x A=A, 4
yazilabilir. Buradan da X y¢ ve Xyy x’den bagimsizdirlar. Cinkii Xy ve
Xy yine ¢dzim olacaklarindan yanlizca ¢ ve ¥’ nin fonksiyonlan olurlar. Eger
¢ozlimlerin uzayinda, ¢ =¢(p,¥) ve ¥ =¥ (p,y) koordinat doniistimleri yapilirsa,
Xyo ve X,y bilesenleri degisecektir. Bu uzay iki boyutlu olup, x-y degiskenlerinin
uzayi olacaktir ve X genisletilmis tiretegleri, genisletilmemis X tiretegleri gibi aym
komiitatorlere sahip olduklarn igin, ¢6ziimlerin uzayinda normal formlarin
siniflandirdmast (4.2) ° de yapildig: gibi yapilir.

Siniflandirma ile ilgili olarak oncelikle (4.1.47) I-a ve (4.1.49) II-a durumlarn
tizerinde duralim. Her iki durum da, iki boyutlu bir uzay: geren firetegler tarafindan

ifade edilirler. Yani, bu tiretegler (s,f) veya (x,y) uzayinda gegisken olurlar ve

Xu=0 , X,u=1 olacak sekilde bir u(t) fonksiyonu daima vardir. Burada I-a
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icin u=¢ vell-aicin ¥ =In¢ olur. Bunu ¢dziimler uzayindaki notasyona gevirmek
icin,
Ap=¢ . +Y'¢, +..twg Sy = 0

Xyd=End +n50, +- '”T(n v ¢,(n—l) =0 N=12,.,n

sisteminin ¢6ziim uzayindaki gegiskenligin, A, X; ve X, gibi U¢ vektdrin
bilesenlerinin determinanti olan A’ mn sifirdan farkli olmasi ile miimkiindiir. Bu
durum, koordinatlarin bagimsizligini ifade etmekte olup (x,y,y') koordinatlarinda
oldugu gibi, (@,y,y) koordinatlarinda da dogrudur.

Eger A=#0 ise, X;p=0 , X,po=1 olacak sekilde bir ¢ ¢dzimii daima
bulunabilir. Bu durumda, (4.1.3) veya (4.1.5) bagmntilarini saglayan X, ve X, gibi

genisletilmis tiretegli iki simetri ¢6ziim uzayinda gegisken ise, yani

1 ¥y w
A=\& n m|#0 (4.3.3)
& M 5
ise,
4p=22.,92,,50 _; (4.3.4)
x Ty o
op ,0p
Xp= 51 +’71“a;)‘+7716y =0 (4.3.5)
0 d
Xy0=622 +772 ; +n25y‘4=1 (4.3.6)

sistemi daima ¢@(x,y,y’) seklinde tek bir ¢oziime sahip olur.
Diger taraftan (4.3.4) , (4.3.5), (4.3.6) sisteminin A determinanti sifirdan
farkli oldugu igin (gegiskenlikten), sistem ¢, , ¢, ve ¢, e gore ¢oziilebilir ve @

fonksiyonu
de dy dy
1y w
[ ? § ’7 ,’,
o(x.3.y') = (o, det o, dy+o, dy')= F— (4.3.7)

scklinde bir ¢izgi integral formunda da yazilabilir.
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(4.3.1) denkleminin ikinci ¢6ziimii olan y igin nelere gerek oldugunu
arastiralim. Eger y' yerine yeni bir degisken olarak ¢ ele alinirsa, sabit olmayan ¢

i¢in, Ap =0 ifadesi Op/0y’ #0 bagntisini saglar ve Ay =0 denklemi de

0 0 dy oy
Ay = —+y'(x,y,¢)—}w=0 ) ( ,=—=0) (4.3.8)
v (536 oy o' Op
seklini alir. Bu denklemin kabul ettigi simetri de ,
X, = &5 )1y (5, )= (43.9)
1 =616y ox Thix, Py 3.

seklindedir. Buradan (4.3.8) denklemi tam olarak
y'=w(x,}’) ’ Af (“—+W Jf 0
oy

seklindeki 1. mertebeden bir denklemin formuna sahip olur. Burada ¢ yanlzca

toplamsal bir parametre rolii oynar ve (4.3.8) ifadesi (4.3.9) simetrisini kabul ettigi

icin (3.1)” deki sonuglar kullanilabilir ve (3.1.13)’ den y ¢dziimil

Idy y' (x,y,p)dx
‘fly

seklinde bir ¢izgi integral formunda verilebilir.

v =y(xy,0)=

Simdi, elde edilen @ ve y integralleri ile w(x,y,p,) =¥,  dan yok etme ile
Y =y(x,0,4,¥,) genel ¢oziimii elde edilebilir. Boylece (4.3.7) ve (4.3.10) seklindeki

cizgi integrallerine bagl olarak, ¢oziim uzayinda gegisken olarak hareket eden

simetrilerin bir G, grubu ile 2.mertebeden bir diferansiyel denklem ¢6ziilmiis olur.

Eger X, ve X, tiretegleri deZismeli iseler, yani [X 1 X 2]=0 ise (4.3.4)
(43.5), (43.6) te X, ile X, ve ¢ ile y yer degistirilerck tekrar aym islemler
yapilabilir. Boylelikle

Ay =W OOV g (4.3.11)
o 3)’ (7y
. 61// oy
Xow=&Lwn ¥ 2o 43.12)
W =6t LYY (
., oy

ay ay

ifadeleri clde edilir. (4.3.7) ¢izgi integrali ¢6ziimii temsil etmekle birlikte, buradan
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1 y w
, ? 0 oy & Mmoo M
w(xy,y')= j(é’—dwg"’dw—éy-“édy J= " (4.3.14)

bulunur.

Eger genisletilmis liretegler, ¢oziim uzayinda gegisken degillerse, yani A =0
ise, bu integrasyon teknigi birakilarak ilk integrasyon teknigi olan (4.2)’ ye geri
doniiliir.

A =0 olmasi durumunu incelersek;

Ornegin I-a durumunda

1 s %
A=l0 1 0[=—W (4.3.15)
1 0 O

dir. Béylece A =0 olmasi yanlizca w=0 olmasiyla miimkiin olmaktadir. I-b ve
II-b durumlarinda A =0 olmasi miimkiin degildir. Fakat II-a durumunda w=0 igin
A =0 olacaktir. Uretegler, ¢bziim uzayinda yalmz bu durumlarin kiiciik bir alt
kiimesinde gecisken olmayabilirler. Burada iiretegler (s,#) koordinatlarindan olusan
uzayda gegiskendirler. Fakat ayn1 zamanda w=0 igin simetrilerin 8- parametreli bir
grubu s6z konu olur.
Coziim uzayinda tiretegler gegisken olduklart zaman, 4, X, ve X, operatorleri
arasinda lineer bir bagnti olmalidir. Bu baginti daima, sabit olmayan w ve v ile,
X, =y X,+v4 (4.3.16)
seklinde ifade edilebilir.
(4.3.16)  ifadesinin her iki tarafimn 4 ile komiitatérii alindiginda,
[XZ,A]=/12A olup, [XZ,A]:—[A,XZ]’ den
[4.X,]=(4p) X, - wi, A+(4v) 4 (4.3.17)
elde edilir.
A, X, ve X, operatorlerinin yalniz ikisi arasinda lineer bir baginti olmasi
miimkiin olmadig1 igin, (4.3.17)" denyani (Ay)X, —wd A+(Av)d=-4,4
baginusindan

Ay =0 (4.3.18)
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oldugu anlasilir.
Burada w(x,y,y') ifadesi bir ilk integral olup, A4 f=0’in ¢dziimiidiir.

Boylece (4.1.48) veya (4.1.50) den t(x,y) ve s(x,y)’nin belirlenmesi ile bir y

¢Oziimii elde edilebilir.
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V.BOLUM

5. BELLi TURDEN NON-LINEER BiR DENKLEM SINIFININ LINEER
DENKLEM VE SIMETRILER YARDIMI iLE ¢OZUMU

51 2yy"=y'?—-4q(x)y*+c denkleminin ¢oziimleri

c bir sabit ve g(x) x’in herhangi bir fonksiyonu olmak lizere

2yy =y —4qx)y*+c (5.1.1)
tipinde belli tiirden lineer olmayan bir denklem smifimin ¢dziimlerini ancak c lizerinde
bazi kisitlamalar yaparak ve ¢’ ye 6zel degerler vererek bulunabilir.

Bilindigi gibi ikinci mertebeden

Yy +p(x)y'+0(x)y=0 (5.12)
seklindeki herhangi bir lineer homojen diferansiyel denklem
u"+q(x)u=0 (5.1.3)

seklinde kanonik forma indirgenebilir. #,(x) ve wu,(x) fonksiyonlari (5.1.3)
denkleminin ¢oziimleri ise
Y =u(x)uy(x) (5.1.4)

fonksiyonu da ¢ ’ nin farkli degerleri icin (5.1.1) denkleminin ¢6ztimiidiir.

Gergekten,
y'i=u'u, +uu (5.1.5)
Yy =uluy +2u uy +up uy (5.1.6)

degerleri ve (5.1.4) ifadesi (5.1.1) denkleminde yerine konulursa
[, ty~ujuy 1P +c=0 (5.1.7)
ifadesi elde edilir.

Buradan (5.1.4) ifadesinin (5.1.1) denkieminin bir ¢6ziimii olabilmesi igin
¢ =—u uy—uj uy |’ (5.1.8)

olmasi gerektigi sonucuna varinz
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Diger taraftan (5.1.8) ifadesi

up Uy
4 12

w(u,,u,) =
u U

olmak tizere

c=-wp (5.1.10)
seklinde ifade edildiginde (5.1.4)’ min (5.1.1) denkleminin bir ¢6ziimii olmas1 (5.1.10)
esitliinin olmasi ile miimkiindiir.

Bu yontemi (5.1.1) denklemine uygulayarak denklemde bulunan g(x) in reel
degerli olmasi halinde ¢’ nin farkli degeri igin denklemin iki paramatreli ¢6zlimlerini
arastiralim.

c=0 olmasi durumu:

u(x) ve u,(x), (5.1.3) denkleminin bagimsiz ¢dziimleri, ¢, , ¢, keyfi
sabitler ve

u(x) =c; u;(x)+c, uy(x) (5.1.11)

de (5.1.3) denkleminin genel ¢6ziimii olmak tizere, u ve u (5.1.3) ’in bagimh

¢Ozlimleridir ve

w (U, u)=(c;cy —C; €)Wy =0 (5.1.12)
dir. Buna gére

2" = y'? ~4q(x)y” (5.1.13)
denkleminin iki parametreli ¢6zlimii

y =u(x)u(x)=[u(x)]* =[e; u (x)+c; u, ()] (5.1.14)

seklindedir.

Gergekten (5.1.3) denkleminde (5.1.14) ifadesi ile verilen ddniisiim yapilirsa
(5.1.13) denklemi elde edilir.

c<0 ve ¢ =~w; olmasi durumu :
a, . a, , b, , b, keyfisabitler olmak tizere (5.1.1) denkleminin ¢dziimleri
y=[a u +ayu, \[bu +b,u, ] (5.1.15)
seklindedir. (5.1.15) ¢6ziimiindeki ¢arpanlarin bagimsiz olmasi
(ay by —ay b)) [ uy—uluy P +¢=0 (5.1.16)

veya



a‘bz —'azbl ¢0 (5.1.17)
olmast ile egsdegerdir.

(5.1.17)  ifadesinden a, ,a, ya da b, ,b, nin her ikisinin birden sifir
olmayacagi goriiliir. Bu yiizden genelligi bozmaksizin a; =1 almabilir. Bu durumda
(5.1.15) ifadesi

y=[u +a, uy (b u; +b, u;] (5.1.18)
veya a,=c, , b, =c¢, , b, =c; segilirse

y=[u;+ciuyllc, u; +c3u,} (5.1.19)
olur.

U +cyu, Vve cyu +c3u,° nin wronskiyenini w, ile gosterilirse

w,y =(c3—C; Cy) W, (5.1.20)
olur. Buradan (5.1.18) ¢6ziimiiniin (5.1.1) denklemini saglamasi i¢in

(c34—clc2)2w§+c=0 (5.1.21)
yada

ws +c=0 (5.1.22)

olmas gerektigi sonucuna varilir. (5.1.20) ve (5.1.22) dan
wy =—(c3~¢;¢;)  c=—c (5.1.23)
bulunur. Buradan
(c3—¢¢,)" =1 (5.1.24)
yada
c3;=cicytl=k (5.1.25)
elde edilir.
Buradan (5.1.1) denkleminin iki parametreli ¢dziimiinii (5.1.19) ifadesinde
(5.1.25) ile verilen c¢; degerini kullanarak
y=coul +(k; +¢,¢cy)upuy +c kyul (5.1.26)
formuna doniistiiriiriiz.
¢ <0 ve ¢ #~(u (x)uy(x)—uj(x)u, (x)n? = —wg olmasi durumu :

(5.1.20) ve (5.1.21) dan
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ws =(c; =€, 6;)* wy =—¢ (5.1.27)

yazilarak

0

Jn
o

bulunur. Béylece (5.1.1) denkleminin ¢6ziimii c;’lin (5.1.28) ile bulunan ifadesinden
yararlanarak (5.1.26) ¢dziimiine benzer sekilde

y=cyul +(ky +cycy)upuy e ky u? (5.1.29)
olarak bulunur.
Diger taraftan

al+|B]#0 (5.1.30)

\&]
u1=——— ’ uzz——- N

segilirse bu doniisimle w(v,,v,)=1 olacak sekildle «a, B segilebilir. Bu se¢im

sonucu ¢4 sabiti

¢y =c ey E—c =k, (5.1.31)
seklinde yazilir. Bu durumda (5.1.1) denkleminin iki parametreye bagh ¢Oziimi
u, . u, yerine v, , v, alinmak sureti ile |

y=cy i +(ky +e )V vy ey ks v3 (5.1.32)
seklinde ifade edilebilir.

¢ >0 olmasi durumu:
¢>0 olmast durumunda (5.1.1) denkleminin reel ¢Oziimiiniin varhigim
arastiralim. (5.1.20) ve (5.1.21) bagintilarindan

wl =(c;—c; ;) we=—c , ¢>0 (5.1.33)
oldugunu biliyorué.

Buradan (5.1.19) ifadesindeki c;

C3 :CICZ + =k4 (51.34)
Wy

veya

Cy=c¢ Cyti——=k, (5.1.35)

64



seklinde olmasi gerekir.
Boylece (5.1.1) denkleminin iki parametreli ¢oziimii
y=cyul +(ky+¢, ¢, Uty +¢, kg u3 © (5.1.36)
seklinde ifade edilebilir. (5.1.36) ifadesi @, , a, , B, , B, reel degerler olmak iizere
a=a+ib (5.1.37)
cy, =a,+iff;
icin

y =a2u12 + 21y = BBy Juu, +|:a2(a12 ‘:512)*/61 (2 By iég‘)}uzz
0

““{ﬂzulz “*'[2(0«'1:32 “azﬂx)i';v@]%% +[ﬂ2 (af = BY) +a e, B, i_@ }”%}

0 Wo
(5.1.38)

seklinde yazilir. (5.1.38) ifadesindeki sanal kismun sifir olmasi igin

B, =0

2a, ﬂli[C;:O (5.1.39)

Wo

olmasi gerekir. Buradan

ay, keyfi , a, #0 , [1’1:?2;/2—(';—; , Br=0 (5.1.40)
olmak flizere reel ¢dziim

y=a,uf +2a, a,u, u, +(al a2+~f—2—)u§ (5.1.41)

Wy
seklinde bulunur.
Imc # 0 olmasi durumu
Eger y gergel ise (5.1.1) denkleminden Imc¢=#0 olmast gerektigi sonucuna

varinz. Bu durumda (5.1.1) denkleminin Imc#0 igin gergel degerli ¢dziimiiniin

olmadig: sonucunu varinz.
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(5.1.1) Non lineer diferansiyel denkleminin (5.1) de incelenen ¢’ nin &zel
degerleri ve q(x)’ nin belirli gekilleri i¢in elde edilen ¢dziimleri simetriler yardimu ile
elde edilebilir mi? Bu sorunun cevabi son yillarda birgok uygulama alani bulan ve non
lineer diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerine katkisi bulunan bu ¢alismanin 3. Bolim
de incelenen 2. ci mertebeden diferansiyel denklemlerin simetrileri ve bulunan
simetriler yardimi ile denklemlerin ¢oziimleri (5.1.1) denklemine uygulanarak
verilebilir.

Gergekten (5.1.1) denkleminin simetrisi (2.6.3) de verilen simetri sartlarindan
elde edilebilir . Eger (5.1.1) denkleminden elde edilen tiirev degerleri (2.6.3)

ifadesinde yazilirsa

~Qy*E,, +yE )Y ~(yn, — -2y, +4y7E )Y + (12q(x)y*E, - 3eye,
=2y, +4y2 0, — 2928 )Y + 40 ()Y E + (4yPn— 4y n, +8Y°E )q(x)

+ey(, —28,) +cn+2y°n,, =0 (5.1.42)
denklemi elde edilir. (5.1.42) saglanmasi igin
2y&,.+&,=0 (5.143)
yn,—n-2y"n, +4y* £, =0 (5.1.44)
12g(x)y* &, -3¢&, =20, +4yn, ~2y&, =0 (5.1.45)
+4y  Eq) +(~4Y 0, +8Y7 £, +4Y" m)q(x) (5146
tey(m, —2E)+en+2y ., =0
olmaldir.
Sirasi ile bu denklemleri ¢6zelim
(5.1.43) °de
E.=p (5.1.47)
doniigiimii yapilirsa
2)'-‘![—)4—/):0 (5.1.48)
dy

lineer denklemi elde edilir. (5.1.48) denkleminden; A(x) x ' in bir keyfi fonksiyonu

olmak tizere
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!
p=Ax)y 2 (5.1.49)
elde edilir. (5.1.47) denkleminden; B(x) x ’inkeyfi fonksiyonu olmak iizere
{
£(x,y) =24(x)y? + B(x) (5.1.50)
bulunur.
(5.1.44) denkleminde (5.1.50) kullanilirsa C;(x) ve C,(x) keyfi fonksiyonlar
olmak lizere
i 3
7(x,) = Ci () y+Cy (1) y2 +44'(x) y2 (5.1.51)
elde edilebilir.
Benzer sekilde (5.1.45)° den, (5.1.50) ve (5.1.51) kullanilirsa

3 1
[12g(x) A(x) +12 4"(x) 12 + 2 C)(x) =2 B"(x)) y-3c A(x)y 2 =0 (5.1.52)

ifadesi elde edilir.

(5.1.52) ifadesi saglanmasi; y#0 ve ¢#0 oldugundan

g(x) A(x)+ A" (x)=0 (5.1.53)

C{(x)=—B"(x)=0 (5.1.54)

A(x)=0 (5.1.55)
olmasi ile miimkiindiir. (5.1.55) ifadesi (5.1.50) , (5.1.51) de yerine yazilirsa

& = B(x) (5.1.56)

1

n=Ci(x)y+Cy(x)y? (5.1.57)
bulunur.& ve n’ min (5.1.56) ve (5.1.57) ile bulunan degerleri (5.1.46) ifadesinde
yazilirsa
[4B(x)¢'(x)+8 B'(x) q(x) + 2C1(x) 1y +[2Co (¥) g(x) + 2 C3(x) ] 32 518)

" ! T

+[2¢C(x)~2¢c B'(x)]y+§cC2(x)y2 =0
bulunur. (5.1.58)" nin saglanmasiigin y#0 , ¢#0 oldugundan,

2 B(x) ¢'(x) +4 B'(x) g(x)+ C{(x) =0 (5.1.59)

Cy(x)g(x)+ C3(x)=0 (5.1.60)
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C,(x)-B'(x)=0 (5.1.61)

C,(x)=0 (5.1.62)
denklemi elde edilebilir. (5.1.61) ve (5.1.62) dan
n=B'(x)y (5.1.63)

bulunur. Boylece & ve 7 igin elde edilen (5.1.56) ve (5.1.63) den simetri

X = B(x)éa;-!—B'(x) y% (5.1.64)

seklinde bulunur.
Bulunan bu simetriden yararlanarak B(x) fonksiyonunun sekline gore (5.1.1)

denkleminin ¢dziimlerini aragtiralim.
Ozel Durumlar:

B(x) ; a ve b herhangi reel sabitler olmak iizere

B(x)=ax+b (5.1.65)
seklinde birinci dereceden bir polinom olmasi durumu (5.1.59) °de C[(x)=B"(x)=0
oldugundan

4 B'(x)q(x)+2B(x)q'(x)=0 (5.1.66)
veya

4ag(x)+2(ax+b)q'(x)=0 (5.1.67)
ifadesi elde edilir. (5.1.67)” den K bir sabit olmak tizere

q(x) = f&x{—b)—z (5.1.68)

bulunur.

3. Boliim’de detaylanimi verdigimiz y6ntemi kullanarak (3.2.21) , (3.2.17) ,

(3.2.18) bagintilarindan yararlanarak

y — ed.f

(5.1.69)

as

¢
=
ax+h

elde ederiz. (5.1.69) ve (5.1.70)" den

(5.1.70)
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dy=ae® ds (5.L.7D)

iome L Lzal 5172
a
bulunur. Bu ifadelerden y' ve »" igin
dy
— 2,2
, a’t
y =%=%=.____ds - (5.1.73)
.oat—| —
ds (dtj
' 2,2
y”=§l~£s~=f'— —ar 5 & (5.1.74)
ds dc ds (ds) dx
at—| —
dt
degerleri elde edilir.
Diger taraftan (5.1.69) ifadesinden
, 2
s _1dy_ g . (5.1.75)
dc aydx a{ ( ds) ]
el at-| —
ar
ve (5.1.74) > 1n
~=%%% (5.1.76)

seklindeki ifadesi g0z Oniline alinarak y” igin
2 2 12,2 -2 g at’ —1y~3
y'={a® 1 220 1(s) " -a? 25" ()72 Y0 e (ar—(5) ) (5.1.77)
e

bulunur. (5.1.68) , (5.1.69), (5.1.73), (5.1.77) degerleri (5.1.1) denkleminde yerine

yazilirsa

, 3
2s"+[(ars’—1)=2]at (s")? +4S'+((‘—4K12).(a“1_1) =0 (5.1.78)
a

denklemi bulunur. (5.1.78) denkieminde U(¢) t’ nin bir fonksiyonu olmak iizere

s+t (5.1.79)
a .

doniistimiinii yapilirsa
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ve

” ” 1
s"=U ——3‘
at

olur. Budegerler (5.1.78)’ de yerine yazilirsa
2U"+U' +[c+(a* —4K)21[U'Y =0
denklemi bulunur. (5.1.82)° de

doniiglimii yapilirsa

14G)%

o1 er@® —4K)?
V@ VO -

denklemine ulasilir.
Bu denklem
y'+P(x)y=0(x)y" n#0
seklinde bir Bernoulli denklemidir.
(5.1.84) nin her iki yam V=2 ile carpilirsa

1

2 2
3 V’+—2—V'2 =_l0+(a —4K)t l
t

2t

bulunur. Bu denklemde
T=V">
doniistimii yapilarak
T =2V
ile birlikte

2 2
T,_;T=c+(a t4K)t

(5.1.80)

(5.1.81)

(5.1.82)

(5.1.83)

(5.1.84)

(5.1.85)

(5.1.86)

(5.1.87)

(5.1.88)

(5.1.89)

lineer denklemine ulasilir. Bu denklemin ¢6ziimii ise C, bir integrasyon sabiti olmak

lizere
T =(a”>-4K)1* +C t—c

dir. Buradan (5.1.87) goz 6niine alinarak
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I
V=[(a®-4K)t? +C,t-c] 2 (5.1.91)
elde edilir. (5.1.83) °de ¥V ’ nin bu degeri kullamilirsa U igin
1
U= j[(a2—4K)t2+C,t-—c] 24t (5.1.92)

bulunur. Bu integrali

dt

U= j 1 (5.1.93)

2 2
2 C, _Cl +4c(a® -4K)
(a 4K){(t " 2(a? —4K)) 4(a? - 4K)? }

seklinde yazalim ve integrali a®>—4K >0 ve a®—4K <0 olmasi durumlarina gére

inceleyelim

1) a> -4K > 0 ise;

C! +4c(a*-4K) mnn isaretine bagli olarak (5.1.93) ifadesinde
CE+4c(a” -4K) d

P 5 +M? (5.1.94)
(a” -4K
. AV (5.1.95)
2(a* ~4K)

donilistimiinit yapalim. Bu durumda (5.1.93) integrali
_ 1 J‘ da
Va?-4K * Ja? +M?

olur. (5.1.96) * de gerekli hesaplamalar yapilr'sa InC, integrasyon sabiti olmak

(5.1.96)

lizere

B 2
U= log ,+___2C_1__+ ,+__29__ M2 L+inC,  (5.1.97)
N Aa? —4K) 2(a? —4K)

bulunur. (5.1.69) , (5.1.70) , (5.1.79) kullamlarak (5.1.1) denklemlerinin ¢dziimii

olarak
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Va?-4K

[ 2 +1
J’='—2—-2—Clj4—K—(ax+b)+%C2” 4K (ax+b) @
(a7 -4K) (5.1.98)
1{ C? +4c(a®—4K) J22 —"“2'4K+1
+=| C;V K (ax+b) @
2\ 4(a®-4K)?

ifadesi bulunur.
2) a® 4K <0 ise

(5.1.93) ifadesinin tanimli olmasi i¢in ifadenin karakék altindaki kisminin
pozitif olmasi gerektigini biliyoruz.

Bunun i¢in de

2 2 2 _
i _G +42"(“ jK) <0 (5.1.99)
2(a® - 4K) 4(a* -4K)
olmalidir. Bunun saglanmast
Cl+4c(a® —4K)>0 (5.1.100)

olmasi ile miimkiindiir.
Bu durumda (5.1.93) ifadesi (5.1.94), (5.1.95), (5.1.96) , (5.1.100) dikkate alinirsa

T i f o (5.1.101)
| -4K| “AM? -2
seklinde yazilir. (5.1.101) integrali igin
a=Msinb (5.1.102)
donlisiimii yapilirsa
2 —
U=~——1—~arcsin 2la” ~4K)+ ¢, +C, (5.1.103)

J]e* -4K] JC? +4c(a® -4K)
bulunur.

(5.1.103) ifadesinde (5.1.69) , (5.1.70) , (5.1.79) kullanilirsa (5.1.1)
denkleminin

_ ) 3 . 2 rlr1(ax+b)_ . N ax+b
y-{Jc, +4c(a —4K)sm(\/‘a —4K”——(;— Cz]] G }——-———2(02_410

(5.1.104)

seklindeki ¢6ziimii elde edilir.



3) a’?-4K =0 ise;
Bu durumda (5.1.82) denklemi

2tU"+U' +¢[U’]?=0 (5.1.105)
seklini alir. Bu ise (5.1.83) doniiglimil yardimu ile
1 c 3
V'4—V===[y 5.1.106
2t 2t[ ] ( )
veya
2tV +V +c[V]’=0 (5.1.107)

seklinde yazilir. (5.1.107) denkleminin ¢6ziimii C; bir integrasyon sabiti olmak iizere
L
JCit—c

olarak bulunur. Buradan (5.1.83) kullamilarak C, bir integrasyon sabiti olmak tizere

V()=+ (5.1.108)

U(‘z)=i§-,/c1z—c+c2 (5.1.109)
i

bulunur. Boéylece (5.1.1) denkleminin genel ¢oziimii (5.1.69) . (5.1.70) , (5.1.79)

ifadeleri yardimu ile

2 2
y:ax+b{%[lln(ax+b)—C2:l +c} (5.1.110)
a

C

olarak bulunur.
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5.2 Kargillagtirma

(5.1.3)  kanonik denkleminin qﬁzﬁmleri ile  (5.1.1) denkleminin ¢dziimleri
arasinda kurulan iliski incelendiginde (5.1.1) denkleminin ¢6ziimiiniin ¢’ nin baz 6zel
ve simrh degerleri i¢in yapilabildigini gosterir. Bu sekilde yapilan ¢oziimler (5.1.1)
tipinde bir denkleminin tam ¢dzlimlerinin bulunmasi igin sinirlamalar getirmekte,
bulunan ¢6ziimlerin belli kogullar: saglamas: istenmektedir. Bu nedenle bu ¢6ziim sekli
en genel (5.1.1) denkleminin en genel ¢6ziimlerini veren bir yontem degildir.

(5.1.1) denkleminin g(x) ’in belli formlan ve ¢’ nin tiim degerleri igin
denklemin simetrisi bulunarak yapilan ¢6ziimii denklemin lineerlestirilerek yapilan
¢Oziimiinden farkliliklar gstermektedir.

Simetriler yardimi ile yapilan ve irdelemesi yaptlan ¢6ziim, ¢’ nin tiim degerleri

i¢indir. Bu nedenle bu yéntem ¢g(x)=

olmas1 durumunda ilk ySntemine
(ax+

b)*
gore daha genel bir yontem olarak géziikmektedir.
Omegin;

(5.1.1) denkleminde g(x) 4 , c¢=-1 almirsa denklem

4(x+1)*
2yy =y —(x+1)? y? -1 (5.2.1)
olur. Bu denkleme kars1 gelen lineer denklem
gL —u=0 (5.2.2)
4(x+1)

dir ve denklemin iki bagimsiz ¢6ziimii

] 1
u =(x+D2 , uy =(x+1)2 In(x+1) (5.2.3)

ve wronski determinantin degeri
wy =1 (5.2.4)

dir. Bu durumda (5.2.1) denkleminin ¢dziimi C, , C, keyfi sabit ve k&, =C,C, *1

olmak iizere

y=C(x+ D+ +C )+ D In(x+ 1)+ C ky (x+ 1) In? (x + 1) (5.2.5)
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olarak bulunur.

Ayni denklemin simetriler yardimi ile ¢6ziimii ise

0 0
X =(x+DZ+yvZ 526
(x+h)—+y % (5.2.6)
(5.2.1) denkleminin simetrisi, C; ve C, keyfi sabitler olmak lizere
; C,C
y= GG 1 (x+1)+ﬁ(x+1)1n2(x+1)——‘—i(x+1)1n(x+1) (5.2.7)
4 G, 4 2
olarak bulunur.

(5.2.1) denkleminin (5.2.5) ve (5.2.7) ¢ozimleri benzer ¢dziimlerdir. (5.1.1)
denkleminin simetriler yardumi ile yapilan ¢oziimlerinde g(x) ’ nin degisik formlari igin

benzer ¢bziimlerin nasil olacagi incelenmesi gereken konulardandir.
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V1. BOLUM

6.1 TARTISMA

Genel olarak n. mertebeden bir diferansiyel denklem Lie nokta simetrilerinin en
kiigiik n-parametreli bir grubunu igerir ve simetriler yardimu ile ¢oziillir . n yada daha
fazla simetriye sahip non- lineer bir diferansiyel denklemde bulunan simetriler bunlarin
gizlenmis formda bir lineer denklemle ilgili oldugunu gésterir. Bu durumda diferansiyel
denklemin lineer forma déniistiiriilmesi ¢6ziim i¢in olduke¢a yararlidir.

Birinci mertebeden bir diferansiyel denklem daima sonsuz sayida simetriye
sahiptir. n.ci mertebeden bir diferansiyel denklem i¢in bulunan Lie nokta simetrilerinin r
sayist r < nt4 -ile sinurhidir. Eger n. mertebeden bir diferansiyel denklemin bir Lie
nokta simetrisi kabul ettigi bilinirse bu durumda bu simetriden yararlanarak denklemin
¢Oziimit; ayrntilari Bolim III de verilen grup ydriingelerini ifade eden birinci
mertebeden bir diferansiyel denkleme veya iki quadratiire veya (n-1). mertebeden bir
diferansiyel denklemin ¢dziimiine indirgenir.

Bu ¢alismada bazi denklemlerin simetriler yardimi ile yapilan ¢oziimlerinin
¢0ziimi yapilan denkleme bazi kisitlamalar getirilerek yapilan ¢6ziimlerinden daha
genel oldugu, belli tlirden bir diferansiyel denklem simifinin ¢dziimii yapilarak
gosterilmistir.

Litaratiir ¢aligmas: seklinde yapilan bu ¢aligmada birinci ve ikinci mertebeden
siradan diferansiyel denklemlerin simetriler yardimt ile ¢dziimleri incelenmistir.

Daha ileri ¢alismalarda ¢ok parametreli gruplar bu gruplarla iliskili simetriler ve

tiretegler, kismi tiirevli denklemler incelenebilir.
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EK-A

1) (2.6)° daaynntis: verilen islemleri
y"=w(x,y,y’)=x"y2 , n#0 (AD
diferansiyel denklemine uygulayalim.

Denklemden w, ==nx”"’y2 . W, =2x"y , wy =0 olup, simetri arti

x"y? (7,-26,)-n X"yt E2x" yy—+1y,,

(A.2)
+(27, ~Ea 35" Y2 E )y (0, —26,) v £, ¥ =0

olarak bulunur. Bu bagintida y'2 ve y’> terimlerinin katsayilar: sifira esitlenirse,

£y =0, n,=25, (A.3)
denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin birincisinden integral ile

E(x, ) =a(x) y+ p(x) (A4)
ve ikincisinin integrali ile

nx,y)=a' (0)y* +y (X) y+8 (%) (A.5)
ifadeleri bulunur. Buradan & ve 75 fonksiyonlarimn y’ nin birer polinomlari olduklar:
goriiliir.  (A.2) denkleminde y' teriminin katsayisim sifira esitlemekle, (A.4) ve
(A.5)’1 kullanarak

“3x" yra(x)+3ya"(x)+2y (x)- f (x)=0 (A.6)

ifadesi elde edilir. (A.6) ifadesinde a(x)=0 igin, 2y'(x)= " (x) dir. Boylece
& ve n fonksiyonlar

B (x)
2

E=p(x) | , m= y{ + c} +6(x) (c:integral sabiti) (A7)

seklinde bulunur. Bu ifadeler (A.2)’ te yerlerine yazilir ve
x" y? (n, —2&)-nx"" yrE-2yx"n+n, =0

scklindeki y' siiz terimlerin bulundugu ifade g6z Oniine alinirsa
2 n 5 ' n-1 1 m n "
-y i x -2~,B+c +nx"" Bty Eﬂ ~2x"0;+6"=0 (A.8)

denklemine ulagilir. Buradaki tiim terimler sifira csitlenirse,
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%xﬂ’+cx+nﬂ=0 (A.9)

|-
5=;x B (A.10)
"=0 (A.11)

denklemleri elde edilir. ilk denklemden A(x) belirlenebilir. Bulunan bu B(x) degeri
kullamilarak ikinci denklemden &(x) hesaplanabilir. Son denklem, ilk denklemden
bulunan B(x) ¢oziimiiniin saglamas: gereken sarti verir. Bu dogrultuda gidildiginde, n

degerine kars: gelen birgok durumla kargilagihir. Yani, (A.9) denkleminden,

prelp=-2 | (xe0)
Sx

i

)
seklinde 1.mertebeden lineer bir diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklem
¢oziiliirse, ¢6ziim k bir integral sabiti olmak iizere

2n

)=k 5 —

2n+5
seklinde bulunur. (A.12) ifadesi kullamlarak (A.10) denkleminden

x (A.12)

Tnas
5 (A.13)

5(x)=_n(2n+53)(n+5)kxﬁ

Tur+23

n(2n+5)(n+5)(7n+15)(7n+'20)kx 5 dir

olarak bulunur. Burada 6" (x)=- 55

Tn+25
_n(2n+5)(n+5)(Zn+15)(7n+20)kx S _0 seklinde
5

yazilirsa bu esitligin saglanmasi i¢in k=0 veya n=0 veya n=-5/2 veya n=-5

Bu ifade (A.11) den

veya n=-~15/7 veya n=-20/7 olmas: gerekitigi sonucuna varilir. Burada n#0
oldugu dikkate alinir ve k>0  segilirse esitligin saglanmasi igin n=-5/2 veya

n=-5veya n=-15/7 veya n=-20/7 oldugu goriiliir. (A.5) de bulunan y(x)
ifadesinin degeri y(x)= % B'(x)+c¢ oldugu dikkate alinarak gerekli diizenleme

yapilirsa y(x) igin

2n+¢5

- 2n+4
y(x)=——%kx 3 e

C
2n+5

(A.14)
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2n

bulunur. Simetri bilesenleri ise  B(x)=kx 5 - 2c

x,a(x)=0,

2n+5
7(x)=-151-kx—95ﬁ + ;Z:ic , 5(x)=_n(2n+53)(n+5) ]“_7";15 oldugu g6z 6niine
alinarak, £ = B(x) , n=yy(x)+5(x)’ den
fmkx's TETE | (A.15)

olarak bulunur. n sayilar1 gbzden gegirilirse, sonug olarak n=-5 veya n =-15/7
veya n=-20/7 oldugu goriiliir.

Sonug olarak y"=x"y% , (n=0) diferansiyel denkleminin simetrileri

n=-5  igin X = (ax? +bx)—6~+y(ax+3b)75- (A.17)
Ox ay '
15 .. =2 8 49 —=\|a
n=-—— i X=ta—x"+Tbx|-—+|a+y|b+—ax 7 ||— A.18
5 ¢in . (a 5 x xJ =~ |: y[ , ax ) ( )

3 8 1
n=~£)— igin X = az-x7 +—6~bx -a~+ —ax+y b+£ax7 9 (A.19)
12 7 |&x 3 Oy

ve diger tlim n’ ler igin Xsz—a——(n+2)byi dir.
Ox Oy

Tiim bu durumlardan, y" =x"y? diferansiyel denkleminin daima bir simetri

ve istisnai durumlarda iki simetri (a ve b gibi iki parametreli ) kabul ettigi goriiliir.

2) Benzer sekillerde; detaylarini verdigimiz yontemi
y = (-t (A20)
diferansiyel denklemine uygulayalym. Bu denklem igin (2.6.3) simetri barty:

w,o=y . wy =—y . wy' = 3(x-—y)y'2 tirevleri kullanilirsa,
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-3y [n, -2£,-3y'€, -y £+ v n-3(x=3) y'2[n, Y1y -E) -y ¢ ]
Y Uy =€)+ ¥ (1, =26,) -y &, =0

(A21)
olarak bulunur. y' niin bulunmadigi ve y'’e gore lineer olan terimler sifira esitlenirse

Na=0 , 27,~&,.=0 olur. 57, =0 ifadesinden
nxy)=a(y)x+p(y) | (A.22)

ve 217, —¢&,, =0 ifadesinden

E(x,y)=a’ () x* +y(»)x+8(y) (A23)

bulunur. (A.21) bagintisinda kalan diger terimler

RO=-0)7, +(x=»)&, ~E+7-E, 19 + B -x)1. +(7,, ~2£,)]1»"> =0 olup. Bu

ifade ise (A.22) ve (A.23) denklemlerinden yararlamlarak

~x'yP @+ @)=y 2 —a+yy -y 8"+ 5 + ¥y ~28) - Bl-3n (@ + @)

-y 2y = B"=3ep) =0

seklinde yazilir. Buradan,
ad"+a=0
2y'=p"-3ay=0
2B'+y"—a=0
8"+5+y(y-2p)-p=0

(A.24)

denklem sistemi elde edilir. ik denklemden baglanarak ¢dziim yapilirsa
a(y)=q,cosy+a,siny

B(y)=a4+as;cos2y+agsin2y—~a ycosy—a,ysiny
y(y)=-assin2y+agcos2y+a,cosy+a,siny+2aysiny+2a,ycosy+a;
O(y)=a;cosy+agsiny—agycos2y+asysin2y+as cos2y+aqsiny (A.25)
—ayy’ siny+a2y3 cosy—a,ycosy—a,ysiny—~a;y—a, ‘

¢oziimleri bulunur. Buradaki a, , i=1,.8 sabitleri integrasyon sabitleridir.

Dolayisiyla (A.20) diferansiyel denklemi nokta simetrilerinin sekiz parametreli bir
grubunu kabul eder.
(A.24) diferansiyel denklem sisteminin iki basit ¢dziimii vardir. Bu ¢dzlimler,
P =a=sabit =5 (y=a=0)
y = sabit = -9’ (x=pB=0) (A.26)
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olarak bulunabilir. Buna gore simetri bilesenleri, a=8=0, y=b=-5" icin,
~8'=b,6=~by+a ollip, g:a'(x)x2+y(y)x+5(y) den §=ax2+bx—by+a
veya E=a+b(x-y) ve a=y=0,B=a=6 i¢in, n=a()x+B(y), n=a

bulunur. Buna gére (A.20) diferansiyel denkleminin simetrileri
0 0
X=|la+b(x~y)|—+a— A2
[a+bt=n) ] +ars (A27)
seklinde elde edilir.

3) Ikinci mertebeden en basit diferansiyel denklem

y'=0 (A28)
denklemidir. Bu denklemin birgok simetrisi oldugunu tahmin ediyoruz.
Gergektende
y" =w(x, y, 3, D) (A.29)

icin, (2.6.3) simetri kosulundan w=y”"=0 alinirsa,

M + y'(277).3 —'éxx) + y'z (77»- -_zéxy)_y'}éyy =0 (A3O)
denklemine ulasilir. Buda

seklinde ifade edilir. (3.3.40) denkleminin terimleri ayr1 ayn: sifira esitlenirse tireteg

0 0 \
X =(q, +a2x+a3y+a4xy+.a5x2)a+(a6 +a;x+ a8y+a5xy+a4y2)5y— (A.32)

olarak bulunur. Bu X iireteci, x-y diizleminde
ax+by+c _ hxtky+l
ex+ fy+g ’ ex+fy+g

ile verilen genel izdiigiim doniisiimiiniin sekiz parametreli bir simetri retecidir.

X = (A33)

<

4) y"+y=0 diferansiyel denkleminin simetrilerini bulalim.

(2.6.3) simetri kosulunda y” yerine —y koyarsak,

28,338, }ow, £ 4w, n-wy ln, 4y (1, —£0-37 8|
0

) (A.34)
/A +y’(2'7.ty —éxx)'*-y'z (ﬂyy "zéxy)—"y' gyy =

bulunur. Burada w, =w, =0 ve w,=-~1 olup, ifade diizenlenirse,
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~yln, ~2&, -3V E Jentng +y @y ~Ex)

A.
Y2 (1, ~2£,) -y €, =0 (A.33)

denklemi bulunur. Bu denklemde y'3? tin katsayis: sifira esitlenirse, & 5 =0 dan

& =a(x)y+p(x) (A.36)

olur. Aynt sekilde sadece y’li terimin katsayisi sifira esitlenerek,
n,-26,=0 , n=a'(x)y*+2f'(x)y (A37)

bulunur. y'* niin katsayistnin sifira esitlenmesi ile, 27, -&,, =0 olup gerekli
hesaplamalar yapilirsa, &=a(x)y+B(x) ; n=a'(x) y? +2f'(x)y dan
1 :
a(x)=——f(x) (A.38)
y
bulunur. Bulunan a(x) degeri yerine yazilirsa,

£= ‘—iyﬂ(x)w(x) . £=0 (A39)

n=—§;ﬂ'(x)y2+2ﬁ'(x)y . n=p)y (A40)

olur. n+n,=0"dan B'(x)y+pB"(x)y=0 olup,
buradan B"+ B =0 denklemi ¢oziliirse, B =a,+a,cosx+a;sinx bulunur. Bu
ifade 7= p'(x)y denkleminde yerine yazilirsa 17 =(-a,sinx+a;cosx)y olur. Bu

durumda y"+y=0 diferansiyel denkleminin bir simetrisi
. 0
X = y(a; cosx—a, sin x)a (A.41)

olarak bulunur.



EK-B

1)

Eger w, y’ denbafimsiz ise
Y =w(x, 5,y s y) (B.1)
diferansiyel denklemi daima (3.2.11) ile verilen denklemin yapisinda olur. Yani y’

degiskeni i¢in (n-1). mertebeden bir diferansiyel denklem olur.
Eger w, x’ ten bagimsiz ise,

0

¥ =wix, ¥, ",y X == (B.2)
ox
olup,
, dy [ds)“l b,
t=vy, s=x, =—=|—| , X=—,.m B.3
V Y = \ar N (B-3)

seklindeki basit koordinat doniigiimleri problemin ¢dziimiinde oldukg¢a faydalidir.

X==a3c~§-+byi , ab#0 (B.4)
x oy

formunda simetri kabul eden bir diferansiyel denklem g6z oniine alalim. Diferansiyel
denklemler ve kabul ettikleri simetriler benzerlik 6zelligine sahip olup, bu denklemler

ve simetriler

¥=A%%, =y, =2y (B.5)
doniisiimleri alinda degigsmezler,

Burada yoriingeler icin diferansiyel denklem

b _by (B.6)
dc ax
seklinde olup, bu denklem ¢dziliirse,
alny=hblnx+Int, (¢ :integral sabiti) |
yh=txt (B.7)

veya
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a

t(x,y) =—X,,— (B.8)
X

olur.
s(x,y) fonksiyonu belirlemek i¢in, ilk olarak (3.2.21) ifadesi kullanilmalidir.
Burada, 7(y,t)=by oldugundan

1
sy, 1) = f%= In(y*) (B.9)

bulunur. Buradan, s(x, y) ’ nin tek sekilde tanimh olmadig ve dolayisiyla t’ nin bir

fonksiyonun daima s’ e eklenebilecegi kanisina varilir. Eklenecek ifade

1
olarak segilirse, §=s+s5,(t) olup, s=In(y?) oldugu kullanilirsa,

nx

§=—F (B.10)

a

elde edilir.

2 ) (3.1) de agiklanan yontemi ve elde edilen sonuglar (A.1) ile verilen denkleme
uygularsak a=1 , b=-(n+2) olmak iizere

X=x—§;—(n+2)y§—y— (B.11)

seklinde simetri iiretecini buluruz. Diger taraftan,

(n+2)

t=yx , s=lnx , x=e' , y=te " (B.12)

olup, diferansiyel denklemdeki tiirevler hesaplanirsa,

'=§£=Qﬂ_e~.s il)_)__e‘“s _q_(te—(n+2)s)

dc  ds dx ds ds

e s {gi—-(n+2)l }ze-ma)s { (gi_‘)_' —(n+2)t l (B.13)
AY

Y= s (I e Qn+5)e S s e+ 2)(n+3)e YT (B14)

degerleri  y" =x" y* diferansiyel denkleminde yerine yazilirsa
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R B Y B N P

bulunur. Bu baginti ™% ile carpilirsa, diferansiyel denklem

s"==t257 4 {(n+2)(n+ )t -2n+5) )57 (s'=2) (B.16)

olarak elde edilir.

3) Ek— A Ormek (2)’ de genel simetrisi bulunan (A.20) denkleminin

X=<x—y)§x— , (X=¢§+n§y—) ®.17)

simetrisini géz 6niine alalim . (3.2.18) ve (3.2.22) ten,

dx dx _ _ s
S—J‘g(x,t)_".x—-t*ln(x )y , t=y , x=t+e (B.18)

elde edilir. (A.20) diferansiyel denklemini s ve  degiskenlerine bagli olarak

yazalim; y=x-—e® olup, X’ e gore tiirev alinirsa,

) s ds s ds dt
y=l-e —=l-e"——
dx dt dx
veya
, 1
y=—— (B.19)
1+e° (ds/dr)
ve
() o s
dy' dt d dt 2
=y _drd a (B.20)
o dx dxdt ds
(H—es ‘——J
bulunur.

Buifadeler y"=(x—y)y"? diferansiyel denkieminde yerlerine yazilirsa,

s"+5241=0 (B.21)

denklemi elde edilir. (B.21) > de s’ = p doniisiimii yapilirsa denklem

‘—12+p2+l=0 (B.22)
dt
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seklinde degiskenlerine ayrilabilen bir diferansiyel denkleme doniisiir.

p=tan(c 1) (B.23)
bulunur. Buradan da

s=Incos(c, ~f)+Inc, (B.24)
elde edilir. (B.18) kullamlarak diferansiyel denklemin genel ¢oziimii

y=x—c,cos(c; —y) (B.25)

ifadesi bulunur.
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EK-C

Lie cebrine ait bazi drnekler

x-y dlizlemindeki 6telemelerin

X] =“2‘ s Xz:—-’—a—'
Ox oy
tiretecleri igin,
X, x,]=0 ., [x,,x]=0 (C.1)

dir. Yapi sabitleri sifira esit olan gruplara “ Abelian Gruplar ” denir. Bir diger 6rnek ise,

diferansiyel denklemlerin simetrileri gibi olan ve

Y . 8
X=nx)y—=), a U, (x)—
oy ; o
ile verilen
Xy=Uy (x)é% , [Xy.x,]=0 (C2)

seklindeki iireteglerdir. Simdi y"=x"y? diferansiyel denkleminin simetrilerinin

komiitatoriine bakalim.
y"=x”5y2 igin X=(ax2+bx)§x—+y(ax+3b)§y— olup n=-5; a=1;

b=0 ve a=0 ,b=1 igin

0
oy ox " dy
seklinde olup,
[X,.x,]=(x? —2x2)9——(3xy—xy—3xy)—a— (C.3)
. o o
H . om my2 0 d a
olarak bulunur. Diger taraftan 2yy"-3(y")" =0 , X=a5;+b——+cy5yj
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ifadesinden. (a=1, b=0, c=0) ; (a=0, b=1, c=0) ve (a=0, b=0, c=1) i¢in
sirasiyla

X1=5}‘ » Xag=— , Xy=y— (C4)
lireteglerinden olusan grup elde edilir. Bu iireteglerin komiitatorleri

[Xl’X2]=O s [Xx,X3]=O ’ [XuX3]='?‘(y£]—yi[—a“]=‘§‘=Xz (C.5)

y\" ) " oy\y) o
seklindedir. x- y6niindeki bir 6telemeye, x-y diizleminde bir donme eklenirse, Lie
cebrini olugturmak igin,
0 0 0
Xy=07 , Xpy=-y_—+x— C6
P 2 =Y o oy (C.6)
olup,
0 0 0 0 6.0 0
[Xl,X2]=—(“y—"+x—“)‘(*)’*‘+x““)——=— (C.7
4 ox "oy oy x oy ox Oy

elde edilir. Bu komiitatoriin sag taraft X, ve X,’ nin (sabit bilesenlerle beraber) bir
lineer kombinasyonu geklinde yazilamaz. Buda X; ve X,’ nin yalmz baglarina bir
lie cebrinin tabanimi olusturamadiklarini gdsterir. Dolayisiyla, bu tabani olusturmak
i¢in {iglincii bir

0

X=5 (C8)
tiretecine ihtiyag vardir. Bu durumda,
[XlsX2]=X3 > [X1=X3]=0 J [XZ’X3]=X1 (C9)

olarak bulunur.

Geometrik olarak, bir dsnmenin x- yoniinden y-ydniine dogru bir Steleme
urettigi agikca gﬁrﬁli‘u‘. Diferansiyel denklemlerin simetrileri ¢ergevesinde bu 6rneklere
bakildiginda, eger denklemin birkag simetrisi bulunabiliyorsa, bu simetrilerin

komiitatdrlerinin yeni simetriler belirtikleri goriiliir.
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EK-D

(4.1) ile detaylanm verilen iki simetri ile ¢6zlim ySntemi

Y =(x-y)y"’ (D.1)
diferansiyel denklemine uygulayalim. Denklemin simetrileri
0 0 0 0
Xiy=—+— , Xy=(x-y)—+y'O'-1)— D.2
=ty 2 ==Y —+y' (¥ )ay' (D.2)

dir. Simdi (D.1) denkleminin y = y(x,@,,¥,) seklindeki genel ¢6ziimiinii arayalim.

Burada w=y"(x—y)y">  olup, simetri iireteglerinin komiitasyonundan,

e o
[X . ¢ ] =0 dir. Genisletilmis lretegler, X, =&, —a% +1m, —+1 9

& o
d d
& =1, =1 olup, n =—ll—-—y’-—§—1=0 kullanilarak
dx dx
0 0 & o0 0
X, =& — 4y — 4 =y D3
1516x ﬂlay may'axéy (D.3)
0 e , 0
ve X2=§25;+'725;+772§ s &=(x-y), n,=0 olup,
ns = any _ y'd§2 =y'(y'—1) oldugundan, genisletilmis tireteg
dx dx
0 0 0 0 0
Xy =& —+n,—+ny—=x-y)—+y'(y'~-1)— (D.4)
2 =6 o Ul oy m £y P EY
seklinde bulunur. Ayrica burada
6251 771= 1 llzy—X¢0
152 720 x-y 0
ve

’ r

1 3y w 1 y (x—y)y"?
A=l& m oml=| 1] 0 |==y"@x-»-y -y
m k=y 0 Y'O'-b

P
N
<
(&)
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dir. Burada ,
[X,X,]=0 , 6=y-x#0 , A=-y"(x-)
yazilabilir. Ikinci integrasyon teknigi uygulanirsa, yani (4.3.7) ve (4.3.14) bagintilan

2oy 1-y"? (D.5)

kullamlirsa, (4.3.7)’ den
dc dy dyf
1y w
n_ fi51 T U (x— y)y
o(x,y,¥") = f A I

'3dx+(x Ny dy+(1-y)ady'
Bx-pt-ya-y)

elde edilir. (D.3) bagmtisindan

dA=—2{ B (x-y)de+y” (x—y)dy- [ T C 2R R e (1 ¥)? y'(l—y’)}a&'}

bulunur. Buradan

o(x, ¥,y == Jd—A—éjdy D.6)

veya
(D.7)

o(x, y,y)——ln{(x ¥’ +( yy) }

bulunur. Ote yandan (4.3.14)" ten
ooy = [P0 D -9 -y o' =D |y -y -
e -y (x-»)? -y -y

0 .
elde edilir. Burada d(x—y)= —% (x—y)dx+ gy— (x—y)dy=dx—dy olup, integralde

kullanilirsa,

) ¥
w(x.p.y)=—[dv— | Ty £y

olur. Buradan u=M . du=——— Y d(x—y)+ }'Zdy‘ doniisiimit
-y 1-y (1-y

yapilirsa
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y'(x-y)

W(x’y’y’)-—-—y*ar(:tan{ P
: -y

} , (int.sbt =0) (D.9)

elde edilir. y =y, alinarak, tan(y, +y)=2 "2 e

1-y
o(x,3,5") ——1n{ (x- y) +( y ) } ifadesindende ¢ =¢, alinarak
y
—(x—y)2 + 422 y) (D.10)
y

bulunur. Diger taraftan

fo 2.2 '2 a2
y_(i_,.}’l =tan(y, +y) ve = 5 Woty) ¥ ,);) oldugundan , buradan

-y cos> (wo+y) (1=

-y (=) cos® (wy +)
'2 2.2
sin” (o +¥)

(D.10) oldugu da goz 6niine alinirsa, diferansiyel denklemin genel ¢6ziimi

olur.

x—yFesin(y,+y)=0 (D.11)
seklinde bulunur.
Iki farkh yaklasimi karsilastirmak igin, bu 6rnege bir de ilk integrasyon teknigini
uygulayalum:
(D.5) olmasindan dolayr I-a durumu gegerli olur. Bu durumda #(x,y) ve
s(x, y) fonksiyonlar i¢in; (4.2.6) ° den

mdx+& dy Id(x*J’)

1(x,y) = |—
) '[ 172 =&, my

=ln(x-y) (D.12)

ve (4.2.8) den

1, dx - &, dy= J“(X—}’)dy
& —&m -(x-y)

degerleri bulunur. Burada integrasyon sabitleri sifir olarak alinmustir. Diferansiyel

s(x.y)= = .[dy =y (D.13)

) , +5' ,
denklemi s ve r terimlerine bagh olarak yazmak igin, y TS e y

& +5'E

hesaplanirsa, e’ =x-y olup,
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' __ s S r=(x.-y)y'

- vy » S '
xX—y+s e -y

(D.14)

bulunur. Bu durumda y”"=(x—y)y"> diferansiyel denkleminin doniistigii s” = w (s"
diferansiyel denkleminin agik ifadesini bulmak i¢in, (D.14) ve

I 4! _ 2 —vh3 ! —
e ENY) GoD e y)z{s,_y (x 'y)} bulunar
- (1=y) -y (x-y) 1-y
4 S, t ’ e‘ 5
y'= , x—y=e' ve 1-y'= bagintilart kullanilirsa,
e +s' e' +s'
o {s-s')
yre g (D.15)
(' +s5')

elde edilir. Bulunun ifadeler y”"=(x—y)y'® diferansiyel denklem yerine yazilirsa,

s"=w(s)=s+s5" (D.16)
seklinde bir diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemi ¢6zmek i¢in, (D.16)
ifadesinin
2 3
-‘?——s=f§+(5§) (D.17)
dt* dt \dr

seklindeki yazilig1 g6z 6niine alinirsa, % = p olarak alinirsa,

d
—p—p=p3 (D18)
dr

seklinde bir diferansiyel denkleme ulasilir. Bu denklem Bernouli diferansiyel denklemi
olup, ¢6ziimii vardir. Bagka bir ¢dziim yolu da, diferansiyel denklemi degiskenlerine

ayirip ¢ozmektir. (D.18) denkleminin ¢oziimli ¢, bir integrasyon sabiti olmak lizere

pz 3 e 2(t-90)
cT 2(1-
(-7

bulunur.

, e2(t—¢0)

S'" [ SO (D.lg)
1— eZ(t—wo)
e2(t—¢po) (t=00)

olarak bulunur, Tekrar integral alinirsa, §=F |—=———=dIl olup, e P00 =y

[ 1_e2(t—(p0')



doniistimii ile y, integrasyon sabiti olmak iizere

s+, =Farcsin (e ) (D.20)
elde edilir. (D.6) ve (D.8) e dikkat edilirse,

x—y=FePsin(y+y,) , s=y , x-y=ée
olup, buradan

s+, =Farcsin(e ™) (D.21)

bulunur. Boylelikle her iki yaklagimdan da beklenildigi gibi aym: sonuglar elde edilir.
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