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Zaman Gecikmeli Telegraf Denkleminin Sinirli Coziimleri
T.U. Fen Bilimleri Enstitisti

Matematik Anabilim Dali

OZET

Bu ¢alismada, H Hilbert uzayinda, self-adjoint pozitif tanimli A operat6riine
sahip zaman gecikmeli telegraf denklem icin

d?v(t) dv(t) ~
Tz e AV = adv(th, >0,

v(0) =¢, v'(0)=1

baslangi¢ deger problemi incelenmistir. Bu problemin ¢6zimiiniin sinirliligi igin

kararlilik kestirimleri tizerine teorem kurulmustur. Cozimin sinirliligr igin test
problemi olarak Dirichlet sinir kosullu bir boyutlu gecikmeli telegraf denklem
alinmigtir. Bu problemin ¢oziimiiniin sinirliligi, birinci ve ikinci mertebeden

dogruluklu fark semalariyla desteklenmistir.

Yil : 2017
Sayfa Sayis1 171
Anahtar Kelimeler  : Baslangi¢ ve sinir deger problemi, fark semalari, gecikmeli

telegraf denklem.
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ABSTRACT

In this study, the initial value problem for telegraph equation with time

delay,
d?v(t) dv(t)
Tz ta——+ Av(t) = adv([t]), t>0,

v(0) =9, v(0)=19y
in a Hilbert space H with a self-adjoint positive definite operator A, where A > 61
is considered. Here ¢ and y are elements of D(A). The main theorem on stability
estimates for the bounded solution of this problem is established. As a test
problem, for boundedness of solution, one-dimensional delay telegraph equation
with Dirichlet boundary conditions is considered. Boundedness of the solution of
this problem is supported by the first and second order of accuracy difference

schemes.
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Keywords - Initial and boundary value problems, difference schemes,

delay telegraph equations.



TESEKKUR

Bu tezi hazirlama siirecimde basindan itibaren destek olan, yardimlarini
esirgemeyen ve her problemde dogru yolu gosteren hocalarim Dog¢. Dr. Deniz
AGIRSEVEN ve Prof. Dr. Allaberen ASHYRALYEV e goniilden tesekkiir ederim.

Yiiksek lisans egitimim boyunca beni destekleyen TUBITAK 2210-A Genel
Yurtici Yuksek Lisans Burs Programi’na ayrica tesekkiir ederim.



ICINDEKILER

OZE T . i
ABSTRACT ...ttt ii
TESEKKUR ...ttt iii
TABLOLAR LISTESI.....oiuiiii e vi
SEKILLER LISTESI. ...ttt vii

BOLUM 1

BOLUM 2

ZAMAN  GECIKMELI TELEGRAF DENKLEMININ  ANALITIK
YONTEMLERLE ELDE EDILEN COZUMLERI............cococoiiiiiiiiin, 6

BOLUM 3
ZAMAN GECIKMELI TELEGRAF DENKLEMININ COzZUMU ICIN

KARARLILIK TEOREMI ..ot 27
5.1.  Kararlilik Uzerine T@OreM. .. ...vovene e 28
BOLUM 4

SAYISAL SONUCLAR. ... e 35
4.1. (4.1) Probleminin Tam COzUmund Fourier Serileriyle Ydntemiyle Elde
B . o oo 35
4.2. (4.1) Probleminin Yaklasik Coziimiinii Birinci Basamaktan Dogruluklu
Fark Semasiyla Elde Etme. ...........ooiiiiiiii e 36
4.3.  (4.1) Probleminin Yaklasik Céziimiinii Ikinci Basamaktan Dogruluklu Fark
Semastyla Elde Etme..........cooiiiiiii e 42
4.4. Birinci ve Ikinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semalariyla Elde Edilen
Sonuglarin Hatalarinin Karsilastirilmast...............coooiiiiiiiii i 46
BOLUM 5

SONU G LAR Lo e 48



....................................................................................... 50
KAYNAKLAR ... 56
OZGECMIS ... oo, 60
TEZ ILE ILGILI BILIMSEL FAALIYETLER ..........cccoiiiiiiiiiiec e, 61



TABLOLAR LiSTESI

Tablo 4.1. M ve N’nin Farkli Degerleri i¢in t € [0,1],[1,2],[2,3] I¢in (4.6) Fark
Semast 10N Hatalar. .. .....c.oouinie e 42

Tablo 4.2. M ve N’nin Farkli Degerleri icin t € [0,1],[1,2],[2,3] I¢in (4.9) Fark
Semast Icin Hatalar. . ........o.ooiei e 46

Tablo 4.3. M ve N’nin Farkli Degerleri igin [0,1],[1,2],[2,3] Araliklarinda
Maksimum Hatalarin Karsilastirmasi............coooeiiniiiiiii e, 47

Vi



SEKILLER LISTESI

(4.6) Birinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semasiyla Elde Edilen Tam ve
Sayisal Coziimler icin MATLAB ile Elde Edilen Grafikler

Sekil4.1 M = N = 120 iken t € [2,3] i¢in Tam COziim.............................. 41
Sekil4.2M = N = 120 Iken t € [2,3] i¢in Sayisal Coziim........................... 41

(4.9) ikinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semasiyla Elde Edilen Tam ve
Sayisal Coziimler Icin MATLAB ile Elde Edilen Grafikler

Sekil4.3M = N = 120 iken t € [2,3] i¢gin Tam COzim...................cceeeeeenn.. 45
Sekil4.4 M = N = 120 Iken t € [2,3] I¢in Sayisal COziim...................c....... 45

vii



BOLUM 1

GIRIS

Bu calismada ele alinacak olan telegraf denklem esas olarak bir kablo
uzerinde elektriksel iletimle ilgilidir. Bir elektrik devresinde voltaj ve akim
devredeki konuma ve zamana bagli olarak ifade edilebilir. x degiskeni kablonun
sonuna olan mesafe ve t degiskeni de zamani1 gostermek tizere; v(x,t) ve i(x,t)
fonksiyonlar1 herhangi bir noktada herhangi bir anda sirasiyla voltaj ve akimi temsil
etsin. R,C,L,G sirastyla direng, siga, indiiksiyon, iletkenlik olmak (zere

aralarindaki iliski, Ohm kanunu ile

v=IiR
_Ldi
VTR
Y-
U—E l

seklinde verilmektedir. Bu ifadeler kullanilarak

62i—L662i+(LG+RC)ai+GR' 1.1
ox2 " 9r2 ot ' (1.1)
0%v _ LCaZU+(LG+RC)av+GR 1.2
ox2 "oz ot v (1.2)



denklemleri elde edilebilir [1-2]. Burada sabitleri 28 =2 +%,c2 =1 ¢ =%
L' c LC cL

seklinde tanimlayarak

Ve (2, 1) + 2B0:(x, t) + av(x, t) = c?v,(x, t) (1.3)

denklemi yazilabilir [3].
(1.2), (1.2) ve (1.3) ile verilen denklemler telegraf denklemleridir.

Telegraf denklem bircok ¢alismaya konu olmustur. Bu ¢alismalarin
cogunda analitik ¢éziimlerin yaninda sayisal ¢éziimler icin farkli yollar ortaya
konmustur. V. K. Srivastava, M. K. Awasthi, R. K. Chaurrasia ve M. Tasmir, “The
Telegraph Equation and Its Solution by Reduced Differential Transform Method”
adli ¢alismalarinda Ohm Kanunu ile telegraf denklemin elde edilisinin yani sira
yari-analitik ¢6ziimii indirgenmis diferansiyel metoduyla sunmuslardir [4]. S.
Goldstein de ¢alismasinda [5] slreksiz hareket ile difizyon ve telegraf denklem
arasinda iliski kurmustur. M. J. Golay bir tiipiin i¢inden gegirilen gazin tahlili
lizerine yaptig1 ¢alismada [6], baskaca yollardan elde edilen sonuglar1 daha kolay
ve kullanish bir bi¢imde telegraf denklemden yararlanarak elde etmistir. B.
Gopinath ve M. M. Sondhi 1971 yilinda yaptiklar1 bir ¢alismada [7], diizgiin
olmayan (nonuniform) hatta elektrik akimin1 ele alarak telegraf denklem lzerinde
degisiklige gitmisler ve bazi yeni sonuglar ortaya koymuslardir. Ayni y1l baska bir
calismada [8], A. Okubo telegraf denklemi, okyanuslarda yayilim ile ilgili bir

matematiksel model olarak sunmustur. P. Drabek ve D. Lupo

:But T U — Uyy — l/)(t, X, u(t' x),u(to,x)) = g(t, X)

tipinde bazi nonlineer telegraf denklemler igin t ve x degiskenlerine gore 27
periyodlu periyodik u(t, x) ¢oziimlerini sunmuslardir [9]. P. L. Felmer ve R. F.

Manasevich benzer sekilde
Upe — Uy T U — f(W) = h

formundaki telegraf-dalga denklemlerinin periyodik ¢oziimlerini ve ¢dziimlerin
sagladig1 baz1 6zellikleri vermislerdir [10]. E. Feireisl, tamamen nonlineer telegraf

denklem icin yine periyodik ¢6zimii ama sadece x degiskenine gore periyodik olan,



her t € R icin gegerli ve siirh ¢oztimleri, u = u(x,t),x € (0,L),t € Rve Lu =

Uy + duy — auy,, a,d > 0 olmak (zere,
Lu + F (Uyeyey Uy, Wy Uer, Ug) = f(x, 1),
u(0,t) =u(L,t) =0

seklindeki problemi ele aldigi ¢alismasinda [11] incelemistir. S. Chang ve V. H.
Weston ise telegraf denklem igin ters problemi incelemistir [12]. F. Gao ve C. Chi
lineer telegraf denklemin ¢oziimii i¢in sayisal algoritma gelistirmislerdir [13]. J.
Biazar, H. Ebrahimi ve Z. Ayati ¢alismalarinda [14], telegraf denklem icin
varyasyonal iterasyon metot ile yaklasik ¢oziimler bulmuslardir. A. Saadatmandi
ve M. Dehghan ise ¢alismalarinda [15], telegraf denklemin sayisal ¢6ziimii igin
Chebyshev Tau metodunu kullanmistir. A. Ashyralyev ve M. Modanli, telegraf
denklem tizerine cesitli ¢alismalar yapmuslardir [16,17,18]. Bunlardan [16]’da
telegraf denklem i¢in Cauchy problemini
2
4 d‘f) +a dt‘l(tt) + Au(t) + pu() = f(t) (0<t<T), L4
u(0) = o, u'(0) =9

Hilbert uzayinda ele almislardir. Burada A self-adjoint pozitif tanimli operator ve
A>26l,a>0,+a=> %kosullan vardir. (1.4) probleminin ¢ozimu igin kararlilik

kestirimini kurmuslar, birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu fark semalariyla
yaklasik ¢oziimleri elde etmislerdir.

Yukarida bahsedilen ¢aligmalarda ele alinan problemlerde gecikme terimi
ele alimmamistir. Gergeklikte gecikme kaginilmaz olarak mevcuttur. Ger¢ege daha
yakin matematiksel modelleme yapmak i¢in gecikme dikkate alinmak zorundadir.
Bu nedenle blyik bir 6neme sahiptir. Gecikmeli diferansiyel denklemlerle ilgili
caligmalar 20. yiizyiln ilk geyreginden sonra baslar. “Ilk olarak 1942 yilinda
Minorsky [1], kendinden uyartimli salinimli dinamik sistemleri modellemek i¢in
histerodiferansiyel denklemler fikrini ortaya atmistir.” [19]. Sonrasinda da bu

konuyla ilgili bircok ¢alisma literatiire kazandirilmistir.

G. Birkhoff ve L. Kotin 1966 yilinda, yapmis olduklar1 ¢alismada [20],
birinci mertebeden lineer gecikmeli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin

asimptotik davraniglarini incelemisler ve sonuglarini da baska bir ¢alismada [21]



genellestirmislerdir. L. J. Grimm ve K. Schmitt 1968 yilinda yaptiklar1 makalede
[22], gecikmeli diferansiyel denklemler icin belli tipte baslangi¢-deger probleminin
¢Oziimiiniin varlig1 i¢in yeterli kosullart vermisglerdir. E. Winston 1971°de yapmis
oldugu ¢alismada [23], gecikmeli diferansiyel denklemin ¢éziimiinii her t > 0 i¢in
aragtirmistir. Bu ¢alismasini belli formdaki gecikmeli diferansiyel denklem sistemi
uzerine yapmustir. A. S. C. Sinha 1973 yilinda yaptig1 ¢alismada [24], bazi {i¢ ve
dordinci  mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemlerin  ¢6zimlerinin
kararliligimi incelemistir. J. L. Kaplan ve J. A. Yorke yaptiklar1 ¢alismalarda
[25,26], gecikmeli diferansiyel denklemin periyodik ¢oziminiin kararligiyla ilgili
sonuglar ¢ikarmiglar, sonra da bu sonuglar1 nonlineer gecikmeli diferansiyel
denklemler i¢in genisletmislerdir. P. Chocholaty ve L. Slahor ¢alismalarinda [27],
ikinci mertebeden gecikmeli diferansiyel denkleminin baslangic deger problemi
icin ¢oziimiiniin varlik ve tekligini ele aldiktan sonra sayisal ¢6ziim de ortaya
koymuslardir. S. Nababan ve K. L. Teo [28]’de gecikmeli parabolik kismi
diferansiyel denklem sistemiyle ifade edilen Cauchy probleminin optimizasyonu
icin gerekli kosullart ele almiglardir. Parabolik tipte gecikmeli diferansiyel
denklemlerle ilgili bircok ¢aligma da [29-37] A. Ashyralyev ve D. Agirseven
tarafindan yapilmistir. A. N. Al-Mutib 1984 yilinda yapmis oldugu ¢alismada [38],
gecikmeli diferansiyel denklemlerin ¢bziimleri i¢in sayisal yontemlerin
kararliligmin Ozelliklerini incelemistir. 1991 yilinda E. Feireisl yapmis oldugu
caligmada [39], tim pozitif ¢t’ler igin ¢6ziimiin oldugunu zaman gecikmeli operator
iceren lineer olmayan telegraf denklem i¢in ispatlamistir. Bazi hiperbolik tipte
gecikmeli diferansiyel denklemler igin tam ¢6ztumleri de A. V. Vyazmin ve V. G.
Sorokin’in sunduklar1 ¢alismada [40] bulmak mumkundar. Nonlineer zaman
gecikmeli telegraf denklemin pozitif iki degiskenine gore periyodik ¢ozumlerini Y.

Li ve H. Zhang 2015°de yapmis olduklar1 ¢alismada [41] vermislerdir.

Literatiir taramasi1 derinlestirildik¢e bircok calisma bulmak miimkiindiir.
Ancak zaman gecikmeli lineer telegraf denklemle ilgili az sayida ¢alisma [42,43]
mevcuttur. Bu tezin konusu da zaman gecikmeli telegraf denkleminin sinirl

cozimleridir.



2. Bolim’de zaman gecikmeli sabit katsayili telegraf denklem igin
baslangi¢-simir deger problemlerinin ¢ozumlerini analitik olarak elde etmek icin
Fourier serileri, Laplace doniisiimii ve Fourier doniisiimii yontemleri kullanilmistir.

Coziimde adim-adim ¢6ziim yonteminden yararlanilmistir.

3. Bolim’de, zaman gecikmeli degisken katsayili telegraf denklem icin

baslangi¢-sinir deger probleminin abstract formu

2
ddigt) ta dl;it) +Av(t) = adv([t]), t>0,

v =9, v (0)=y

ele alinmis ve ¢oziimiiniin kararlilik kestirimleri (izerine teorem kurulmustur.
4. Boliim’de ise ¢6ziimiin siirliligini gosteren test problem olarak zaman

gecikmeli telegraf denklem igin baglangig-sinir deger problemi

(0%u(t, ou(t, 0%u(t, 2%u([t],

(tx) ,oultx) 07u( x)=0,001 u([]x),
ot2 ot 0x?2 O0x?
< O<x<m t>0,

u(0,x) = sinx, u;(0,x) = —sinx, 0<x<m,

\u(t,0) = u(t,m) =0, t=>0

incelenmis ve dncelikle tam ¢oziimler elde edilmistir. Daha sonra birinci ve ikinci
basamaktan dogruluklu fark semalar: verilip, yaklasik ¢oziimleri elde etmek igin
MATLAB programlama dilini kullanarak program yazilmistir. Diferansiyel ve fark

denklemlerinin sinirlilig1 grafikler ve tablo ile gosterilmistir.

5. Bolim Sonuglar boliimi olup yapilan ¢aligmalarin sonucu ifade

edilmistir.



BOLUM 2

ZAMAN GECIKMELI TELEGRAF DENKLEMININ
ANALITIK YONTEMLERLE ELDE EDILEN COZUMLERI

Bu bolimde zaman gecikmeli telegraf denklemlerin ¢6zumleri Fourier
serileri, Laplace doniisiimii ve Fourier doniisiimii yontemleri kullanilarak analitik
olarak elde edilecektir. ilk basta, Fourier serileri yontemi kullanilarak analitik
cozimleri bulmak icin érnekler ele alinacaktir.

Ornek 2.1. Zaman gecikmeli telegraf denklem igin
(Uee (E, %) + 2u (t, X) — Uy (E, %)
= 0.1[uxx([t],x) + e_[t]sinx], t>0 0<x<m,

) (2.1)
u(0,x) = sinx, u;(0,x) =—sinx, 0<x<m,

\u(t,0) =u(t,m) =0, t>0
baslangic-sinir deger problemi ele alinsin.

Co6zim. (2.1) probleminin ¢6zimd icin  Fourier serileri yoéntemi

kullanilacaktir.

D(A) ={u:uu" € C[0,n],u(0) = u(nr) =0}, A’nin tamm kiimesi
olmak Uzere Au(x) =—u"'(x) bi¢iminde tanimlanan A operatori igin,
Au(x) + Au(x) = 0 ,u(x) # 0 Sturm-Liouville problemi

—u"'(x)+Au(x) =0, 0<x<m u(x)+0,

(2.2)
u(0) =u(mr) =0



biciminde siir deger problemi olarak yazilabilir. Bu probleme ait karakteristik
denklem, —m? + A = 0’dur.

i. A= 0ise(2.2) probleminin tek ¢6ziimii asikar ¢oziim u(x) = 0 dir.

ii. A<0isem,,=+V2aicin, (2.2) probleminin
u(x) = ¢ycos(V=1x) + c,sin(vV—1x)
genel ¢6zumuiine baslangi¢ kosullart uygulanirsa
u(0) =¢;, =0
u(m) = ¢; cos(vV=1Ar) + ¢, sin(vV=2ar) = 0
oldugundan
czsin(vV—-2m) =0
bulunur. Asikar ¢6ziim disinda ¢6zim bulabilmek icin ¢, # 0 olarak kabul edilirse
sin(v—An) = 0 = V=Ar = kn, k = 1,2,3, ..
bulunur. A, = —k?,k = 1,2,3, ... icin (2.2) probleminin ¢oztmleri
ur(x) =sinkx , k = 1,2,3, ...
biciminde elde edilir.
(2.1) problemi, t € [0,1] igin

U (8, %) + 2u (8, x) — Uy (£,x) =0, 0<x <,

u(0,x) = sinx, u;(0,x) =—-sinx, 0<x<m, (2.3)
\u(t, 0) = u(t,m) = 0

seklindedir. O halde Fourier serileri ¢6zumu

u(t,x) = Z Ay (t)sinkx
k=1

olacaktir. Burada A (t) bilinmeyen fonksiyonlardir. Bu durumda bu seri ¢dzim

(2.3)’de yerine yazilirsa



r (00] [e0] [e0]
z A} (t)sinkx + 2 Z Ay (t)sinkx — Z A, () (=k?)sinkx =0, 0<x <,
k=1 k=1 k=1

z A (0)sinkx = sinx, Z A, (0)sinkx = —sinx, 0<x<m
\k=1 k=1

elde edilir. Burada k = 1,2,3, ... i¢in sinkx’lerin katsayilarin1 esitlenirse

k # 1igin
Ay (b)) + 245 (t) + k24, (t) =0,
(2.4)
A(0) =0, A4, (0) =0,
k = 1igin
A7 () +245(6) + A,(1) = 0,
(2.5)

4,(00=1, A(0)=-1

problemleri elde edilir. k # 1 icin elde edilen (2.4) baslangi¢ deger problemin tek
¢ozlim, asikar ¢oziim A, (t) = 0 dir. k = 1 durumunda ise karakteristik denklemin

koklerinden yararlanilarak
Al(t) = (Cl + Czt)e_t (26)

cozlimu elde edilir. (2.5)’de verilen baslangi¢ sartlari A,(0) = 1, A;(0) = —1,
(2.6) ile verilen ¢oziimde saglatilarak ¢6ziimdeki sabitler ¢; = 1, ¢, = 0 olarak
bulunur. Dolayisiyla A;(t) = et biciminde belirlenir. Bu durumda, (2.1)

probleminin [0,1] araliginda ¢dztimii

u(t,x) = Z A, (t)sinkx = A (t)sinx = e tsinx (2.7)
k=1

olarak elde edilir.

(2.1) problemini [1,2] araliginda incelenmesi i¢in baslangig sartlar1 (2.7)’de
elde edilen [0,1] aralig1 i¢in gegerli olan ¢6ziimden elde edilecektir. O halde, (2.1)

probleminin [1,2] aralig1 i¢in yeniden yazilmasiyla



U (t, %) + 2u, (t, x) — Uy (t,x) =0, 0<x<m
u(l,x) = e tsinx, u/(1,x)=—-elsinx, 0<x<m, (2.8)
\u(t, 0) = u(t, ) = 0

baslangi¢-sinir deger problemi elde edilir. Aranan

u(t,x) = Z Ay (t)sinkx
k=1

bicimindeki seri ¢oziimii (2.8)’de yerine yazilirsa

1)
k=1

r (00] [ee]
Z Ay (t)sinkx + 2 Z A (t)sinkx — Z A () (—k?®)sinkx = 0,0 < x < m,
k=1 k=1

Z A, (Dsinkx = e‘lsinx,z A, (Dsinkx = —e lsinx, 0<x<m
\k=1 k=1

bulunur. Burada k = 1,2,3, ... i¢in sinkx’lerin katsayilar1 esitlenirse

k # 1igin

Ap () + 245 (t) + k2A, () =0,

(2.9)
A1) =0, A1) =0,
k =1igin
A7 () + 241(6) + A1(6) = 0,
(2.10)

AM=et, A1) =—eT,

problemleri elde edilir. k # 1 icin elde edilen (2.9) baslangi¢ deger problemin tek
¢ozliimii asikar ¢oziim A, (t) = 0 ¢6zUmidur. k = 1 durumunda ise karakteristik

denklemin koklerinden yararlanilarak
A(t) = (cq + cpt)e™t (2.11)

¢cOzimi elde edilir. (2.10)’da verilen A;(1) = e, A{(1) = —e~! baslangig

sartlar1, (2.11) ile verilen ¢6ziimde saglatilarak ¢oziimdeki sabitler c; =1, ¢, =0



olarak bulunur. Dolayisiyla A, (t) = et biciminde belirlenir. Bu durumda, (2.1)

probleminin [1,2] araliginda ¢6ziimii

u(t,x) = z A, (H)sinkx = A;(t)sinx = e tsinx (2.12)
k=1

olarak elde edilir.

(2.1) probleminin n € N olmak Uzere herhangi bir [n,n + 1] araliginda
¢cozimin u(t, x) = e~ tsinx oldugu gosterilecektir. Bu aralikta ¢dziim arastiriimasi
icin, [n—1,n] aralifinda ¢oziimiin u(t,x) = e ‘sinx oldugu kabul edilsin.

[n,n + 1] araliginda (2.1) problemi baslangig sartlari diizenlenerek tekrar yazilirsa

I{utt(t, xX) + 2u (t,x) — Uy (t,x) =0, 0<x<m,

Ju(n, x) =e "sinx, u;(n,x)=—-e"sinx, 0<x<m, (2.13)
u(t,0) =u(t,m) =0

baslangi¢-sinir deger problemi elde edilir. Aranan

u(t,x) = z Ay (t)sinkx
k=1

bicimindeki seri ¢c6zumi (2.13)’de yerine yazilirsa

r (00] [ee] (o]
Z Ay (t)sinkx + 2 Z A (t)sinkx — z A () (=k?)sinkx = 0,0 < x <,
k=1 k=1 k=1

Z A(n)sinkx = sinx, z A, (n)sinkx = —sinx, 0<x<m
\k=1 k=1
elde edilir. Burada k = 1,2,3, ... i¢in sinkx’lerin katsayilarini esitlenerek
k # 1igin
Ay (t) + 245 () + k24, () =0,
(2.14)

A,(n)=0, A(n)=0,

k =1igin
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A7 () +241(0) + A1(8) = 0,
(2.15)
Ai(n)=e™, Ai(n) =—e™"
problemleri elde edilir. k # 1 icin elde edilen (2.14) baslangi¢ deger problemin tek
¢oziimii asikar ¢oziim A, (t) = 0 ¢6zUmidir. k = 1 durumunda ise karakteristik

denklemin koklerinden yararlanilarak
Al(t) = (Cl + Czt)e_t (216)

¢coziimu elde edilir. (2.15)’de verilen A;(n) =e™™, Aj(n) = —e™™ baslangi¢
sartlari, (2.16) ile verilen ¢oziimde saglatilarak ¢oziimdeki sabitler c; =1, ¢, =0
olarak bulunur. Dolayisiyla A;(t) = e~* bigiminde belirlenir. Bu durumda, (2.1)

probleminin [n,n + 1] araliginda ¢6zimii
u(t,x) = z A (t)sinkx = A, (t)sinx = e tsinx
k=1
olarak elde edilir. O halde (2.1) probleminin t > 0 i¢in ¢dzim
u(t,x) = e~ tsinx
olarak bulunmus olur.

Asagida verilecek olan zaman gecikmeli telegraf denklem lineer
olmamasma ragmen, n € N olmak Uzere herhangi bir [n,n+ 1] araliginda
incelendiginde denklemin lineerlestigi ve dolayisiyla Fourier serileri yontemiyle

¢oziilebilecegi gosterilecektir.
Ornek 2.2. Lineer olmayan zaman gecikmeli telegraf denklem icin
(Ut (E, ) + 2 (t, x) — Uy (E, X)
= 0.1u(t, x)[u([t], x) — e‘[t]cosx], t>0, 0<x<m,

! (2.17)
u(0,x) = cosx, u;(0,x) = —cosx, 0<x<m,

\u,(t,0) = u,(t,m) =0, t=>0
baslangi¢-siir deger problemi ele alinsin.

COzum. (2.17) problemi t € [0,1] i¢in tekrar yazilirsa

11



U (8, %) + 2u (t, x) — Uy (E,x) = 0, 0<x<m,

u(0,x) = cosx, u;(0,x) = —cosx, 0<x<m, (2.18)
kux(t, 0) =u,(t,m) =0
lineer telegraf denklem icin baslangi¢-sinir deger problemi elde edilir.

D(A) ={u:uu" € C[0,7],u(0) = u(nr) =0}, A’min tamm kiimesi
olmak Uzere Au(x) = —u"'(x) big¢iminde tanimlanan A operatdri igin,

Au(x) + Au(x) = 0 ,u(x) # 0 Sturm-Liouville problemi
—u"(x)+Au(x) =0, 0<x<m u(x)+0,
u(0)=u'(m)=0

bigiminde sinir deger problemi olarak yazilabilir. (2.2) problemindekine benzer

yontemle

A = —k?,k=0,1,2,3, ...

icin ¢ozumler

ur(x) = coskx,k =0,1,2,3, ...

biciminde elde edilir. Bu durumda (2.18) probleminin

u(t,x) = Z Ay (t)coskx
k=0

bicimindeki seri ¢6zimu aranacaktir. Bu seri ¢6zim (2.18)’de yerine yazilirsa
( " l 2
Al ()coskx +2 ) Ay(t)coskx + ) Ai(t)k*coskx =0,
k=0 k=0 k=0

Z A, (0)coskx = cosx, Z Ay (0)coskx = —cosx
kk=0 k=0

elde edilir. Burada k = 0,1,2,3, ... icin coskx’lerin katsayilar1 esitlenirse

k # 1igin

12



AL (t) + 24, (t) + k?A,(t) =0,

(2.19)
A (0) =0, A,(0) =0,
k =1igin
A7 () + 241(t) + A, (t) =0,
(2.20)

4,000=1, A3(0)=-1,

problemleri elde edilir. k # 1 icin elde edilen (2.19) baslangi¢ deger problemin tek
¢ozlimii asikar ¢oziim A, (t) = 0 dir. k = 1 durumunda ise karakteristik denklemin

koklerinden yararlanilarak
Al(t) = (Cl + Czt)e_t (221)

¢cozumdi elde edilir. (2.20)’de verilen baslangig sartlar1 A;(0) =1, A7(0) = —1,
(2.21) ile verilen ¢ozliimde saglatilarak ¢6ziimdeki sabitler ¢; = 1, ¢, = 0 olarak
bulunur. Dolayisiyla A;(t) = e~t biciminde belirlenir. Bu durumda, (2.17)

probleminin [0,1] araliginda ¢6zimi
u(t,x) = Z A (t)coskx = A,(t)cosx = e"tcosx (2.22)
k=0

olarak elde edilir. (2.17) ile verilen problemi [1,2] aralig1 i¢in yeniden yazarken

(2.22) ¢oztimiinden yararlanilarak, baslangi¢-sinir kosullari diizenlenir ve

(Uee (6, %) + 2u(t, x) — Uy (t,x) =0, 0<x<m,
u(l,x) = e *cosx, u(1,x) = —e lcosx, 0<x<m, (2.23)
Uy (t,0) = uy (t,7) = 0,

baslangi¢c-sinir deger problemi elde edilir. (2.23) baslangig-sinir deger problemin

aranan seri ¢6zumu ise

u(t,x) = z Ay (t)coskx
k=0

bicimindedir. Bu seri ¢bziim (2.23)’de yerine yazilirsa
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Z Ay (t)coskx + 2 z Al (t)coskx + Z A, ()k?*coskx = 0,
k=0 k=0

k=0

8

Lz A, ()coskx = e~ cosx, ZA}c(l)coskx = —e Icosx,
k=0 k=0

ifadesi elde edilir. Burada k = 0,1,2,3, ... i¢in coskx’lerin katsayilar1 esitlenerek

k # 1igin
AL (t) + 24, (t) + k?Ai(t) =0,
(2.24)
A, (1) =0, A,(1)=0,
k = 1igin
A7 () + 241(0) + A1(6) = 0,
(2.25)

A =e™t, A1) =—e!

problemleri elde edilir. k # 1 icin elde edilen (2.24) baslangi¢ deger problemin tek
¢ozlimii asikar ¢oziim A, (t) = 0 dir. k = 1 durumunda ise karakteristik denklemin

koklerinden yararlanilarak
A(t) = (¢ + cyt)et (2.26)

¢oztiimii elde edilir. (2.25)’de verilen baslangi¢ sartlar1 A,(1) =1, A7(1) = —1,
(2.26) ile verilen ¢ozliimde saglatilarak ¢oziimdeki sabitler ¢; = 1, ¢, = 0 olarak
bulunur. Dolayisiyla A;(t) = e~t biciminde belirlenir. Bu durumda, (2.17)

probleminin [1,2] araliginda ¢oztimii

u(t,x) = Z A (t)coskx = A (t)cosx = e tcosx
k=0

olarak elde edilir.

(2.17) ile verilmis lineer olmayan zaman gecikmeli telegraf denklem icin
baslangic-sinir deger probleminin, n € N olmak (izere herhangi bir t € [n — 1, n]
icin ¢ozUminin u(t, x) = e ‘cosx oldugu kabul edilip, bu ¢dzimin t € [n,n +

1] i¢in de gecerli oldugu asagida gosterilecektir.
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(2.17) problemi, [n—1,n] araligindaki ¢6ziimiinden yararlanilarak

baslangi¢ kosullar1 diizenlenirse, [n,n + 1] aralig1 i¢in yeniden yazilmasiyla
I{utt(t, x) + 2u(t,x) —u,(t,x) =0, 0<x<m,

Qu(n, x) = e "cosx, u;(n,x) = —e"cosx, 0<x<m, (2.27)
Lux(t, 0) =u,(t,m) =0

baslangi¢-sinir deger problemi elde edilir.  Bu baslangi¢-sinir deger problemin

aranan seri ¢6zumu ise

u(t,x) = Z Ay (t)coskx
k=0

bicimindedir. Bu seri ¢dzlim (2.27)’de yerine yazilirsa

(Z Ay (t)coskx + 2 Z A, (t)coskx + z Ar()k?coskx = 0,
4 k=0 k=0 k=0

Lz Ay(n)coskx = e "cosx, Z A, (n)coskx = —e "cosx

k=0 k=0

elde edilir. Burada k = 0,1,2,3, ... i¢in coskx’lerin katsayilar1 esitlenerek
k # 1igin

A (t) + 245 () + k24, () =0,

(2.28)
Ac(m)=0, A, =0,
k =1igin
A7 () +245(6) + A,(1) = O,
(2.29)

A(n)=e™, Ai(n)=-e™"

problemleri elde edilir. k # 1 icin elde edilen (2.28) baslangi¢ deger problemin tek
¢ozimi asikar ¢6ziim A, (t) = 0 dir. k = 1 durumunda ise karakteristik denklemin

koklerinden yararlanilarak

A1(t) = (c; + cpt)e”® (2.30)
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¢cozliimu elde edilir. (2.29)’daki baslangig sartlart A;(n) =e™, Aj(n) = —e™",
(2.30) ile verilen ¢oziimde saglatilarak ¢oziimdeki sabitler ¢c; = 1, ¢, = 0 olarak
bulunur. Dolayisiyla A,(t) = e~t biciminde belirlenir. Bu durumda, (2.17)

probleminin [n,n + 1] araliginda ¢éztimii
u(t,x) = Z A, (t)coskx = A;(t)cosx = e tcosx

olarak elde edilir. Sonug olarak (2.17) probleminin t > 0 i¢in ¢6zUmu
u(t,x) = e tcosx
olarak bulunur.
Benzer mantig1 kullanarak, cok boyutlu zaman gecikmeli telegraf denklem
icin

(0%u(t, x) N au(t x) - 2%u(t, x)

a a
ot? T 9x2
=1

62
—ﬁ[z T st

U,(O, .X') = (P(x): ut(Oﬂ .X') = l/)(X), X € ﬁ:

+ Su(t, x)

+ f(t,x), t>0, x=(x4,..,x,) €Q,

u(t,x) =0, x €S, 0<t<oo veya
oJu(t,x)
\ 9n

=0, X €S, 0<t<o

baslangi¢c-sinir deger probleminin ¢6ziimii bulunabilir. Burada (2, $;0=QuUSile
sinirlart verilen n-boyutlu Oklid uzayr R®(0 < x;, < 1,1 < k < n)’de birim acik
kip ve a, > 0,8 >0o0lmak Uzere ¢@(x),yY(x) ve f(t,x) verilen dizgin

fonksiyonlardir. % dis normal tiirevdir.

Bununla beraber, Fourier serileri yontemi, yalnizca, denklemin tiim
katsayilarinin sabit olmasi durumunda kullanilabilir. Oysaki operatorler yontemi

ise degisken katsayili durumlarda da gecerlidir.

Simdi, Laplace doniisiimii yontemi kullanarak analitik ¢oztimleri bulmak

icin Ornekler ele alinsin.
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Ornek 2.3. Lineer zaman gecikmeli telegraf denklem igin
(Uee (8, %) + 2ue (8, %) — Up (8, X) + 2u(t, x)
= 0.1[uy, ([t], x) — e [He™], t>0, x>0,

. (2.31)
u(0,x) = e™%, u:(0,x) = —e™%, x>0,

\u(t,0) = e, u,(t,0) = —e¢, t>0
baslangic-siir deger problemi ele alinsin.
Cozim. t € [m,m+1],m=0,1,2,... i¢in (2.31) problemi adim-adim
cozllecektir. (2.31) problemi t € [0,1] igin
I{utt(t, xX) + 2u (t, x) — Uy, (£, x) + 2u(t, x) = 0, x>0,

Ju(O,x) =e ¥ u;(0,x) = —e™%, x>0, (2.32)

u(t,0) = et U, (t,0) = —e~*t
elde edilir. Simdi, (2.32)’de verilen baslangig-sinir deger problemine ve baslangig
sartlarina L{u(t,x)} = U(s,x) olacak sekilde t’ye gore Laplace dontisimi

uygulanarak ve Laplace doniisiimiiniin 6zelliklerinden yararlanilarak

2

(
%U(s,x) —(s?2+2s+2)U(s,x) = —(s+1e™™
x (2.33)

| _ 1 _ 1
kU(s'O)_s+1' Ux(s,0) = s+1

baglangic deger problemi elde edilir. Dikkat edilirse, (2.33)’de bilinmeyen
fonksiyon U(s,x) iki degiskene bagli olmasina ragmen diferansiyel denklem
sadece x degiskene baghdir. Dolayisiyla, (2.33)’iin diferansiyel denklemi adi

diferansiyel denklemler icin bilinen yontemlerle ¢cozilirse

U(S X) =c e—\/52+25+2x +c e\/52+25+2x +Le—x (2_34)
’ 1 z s+1

olarak bulunur. Genel ¢dziimde olan keyfi sabitler c; ve ¢, ’nin belirlenmesi igin

(2.33)’de verilen baslangi¢ kosullar1 (2.34)’de saglatilarak ¢; = ¢, = 0 olarak

bulunur. Dolayisiyla, (2.33)’tin ¢6zimi

1
s+1e
olarak belirlenir. Burada ters-Laplace doniisiimii uygulanarak

u(t,x) = L HU(s,x)} = L1 {Le_x} =ete™™

s+1

—-X

U(s,x) =
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olarak bulunur. Bu durumda, (2.31) probleminin t € [0,1] i¢in ¢6zUmi
u(t,x) = e~ E+ (2.35)
seklinde elde edilir.

Simdi (2.31) ile verilen problem t € [1,2] igin, baglangi¢ kosullarinin (2.35)
ile verilen ¢dzlimden yararlanarak yeniden diizenlenmesiyle, tekrar yazilirsa
I{utt(t, x) + 2u (t, x) — uyy (¢, x) + 2u(t,x) = 0, x>0,

gu(l, x) =e te™¥, u(1,x) = —e e, x >0, (2.36)

u(t,0) = et u,(t,0) = —et
bi¢imindeki baslangig-sinir deger problemi elde edilir. (2.36)’da elde edilen

probleme t’ye gore Laplace doniisiimii uygulanarak

[ d?
| —U(s,x) = (s? + 25 + 2)U(s,x) = —(s + De7*,
dx?
] (2.37)
LU( 0)_L U,( 0)__L
SUESET S =T

baslangic deger problemi elde edilir. (2.37)’de de bilinmeyen fonksiyon U (s, x) iki
degiskene bagli olmasina karsin diferansiyel denklem sadece x degiskenine
baglidir. Bundan dolayi, (2.37)’nin diferansiyel denklemi adi diferansiyel

denklemler icin bilinen yontemlerle ¢ozilerek

U(S X) =c e—\/52+25+2x +c e\/52+25+2x +Le—x (2.38)
’ 1 2 s+1

bulunur. Genel ¢dziimlnde olan keyfi sabitler c¢; ve c,’nin belirlenmesi igin

(2.37)’de verilen baslangi¢ kosullar1 (2.38)’de saglatilarak ¢; = ¢, = 0 olarak

bulunur. Dolayisiyla, (2.37)’in ¢6zimi

1
s+1
olarak belirlenir. Burada ters-Laplace doniisiimii uygulayarak

U(s,x) = e

u(t,x) = LU (s, x)} = L-l{ e-x} = ete~x

s+1
elde edilir. Bu durumda, (2.31) probleminin ¢t € [1,2] i¢in ¢bzimi
u(t,x) = e" ¢+
seklinde belirlenir.
(2.31) ile verilmis zaman gecikmeli lineer telegraf denklem i¢in baslangic-

sinir deger probleminin, n € N olmak Ulzere herhangi bir t € [n —1,n] igin
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cozuminiin u(t, x) = e~* oldugu kabul edilip, bu ¢ézimiin t € [n,n + 1] icin
de gecerli oldugu asagida gosterilecektir.

(2.31) problemi, [n—1,n] araligindaki ¢6ziimiinden yararlanilarak
baslangi¢ kosullar1 diizenlenirse, [n,n + 1] arali1 i¢in yeniden yazilmasiyla

(utt(t, x) + 2u (t, x) — Uy (8, x) + 2u(t,x) =0, x>0,
u(n, x) = e~ +x) u(n,x) = —e~ ), x>0, (2.39)

u(t,0) =e’¢, u, (t,0) = —et
bi¢imindeki baslangi¢-sinir deger problemi elde edilir. (2.39) ile elde edilen

probleme t’ye gore Laplace doniisiimii uygulayarak

[ d?
ﬁU(s,x) —(s%2+ 25+ 2)U(s,x) = —(s + De™¥,
x ) (2.40)
| _ -
kU(s'O)_s+1' Ux(s,0) = s+1

baslangi¢-sinir deger problemi elde edilir. (2.40)’da bilinmeyen fonksiyon U (s, x)
iki degiskene bagli olmasina ragmen diferansiyel denklem sadece x degiskenine
baglidir. Dolayisiyla, (2.40)’in diferansiyel denkleminin adi diferansiyel

denklemler icin bilinen yontemlerle ¢céztlmesiyle

U(s,x) = Cle—\/s2+25+2x + Cze\/s2+25+2x + Le—x (2.41)
s+1

bulunur. Genel ¢dziimde olan keyfi sabitler c; ve ¢, ’nin belirlenmesi i¢in (2.40)’da

verilen baglangi¢ kosullar1 (2.41)’de saglatilarak c¢; = ¢, = 0 olarak bulunur.

Dolayisiyla, (2.40)’1n ¢6zumu

1
s+1
olarak belirlenir. Burada ters Laplace doniisiimii uygulayarak

U(s,x) = e

u(t,x) = LU (s, x)} = L-l{ e-x} = ete~x

s+1
elde edilir. Bu durumda, (2.31) probleminin t € [n,n + 1] igin ¢6zimi
u(t,x) = e~ ¢+
seklinde belirlenir.
Asagida verilecek olan zaman gecikmeli telegraf denklem lineer

olmamasina ragmen, n € N olmak Uzere herhangi bir [n,n+ 1] araliginda
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incelendiginde denklemin lineerlestigi ve dolayisiyla Laplace doniisiimii
yontemiyle ¢oziilebilecegi gosterilecektir.
Ornek 2.4. Lineer olmayan zaman gecikmeli telegraf denklem igin
(U (t, %) + 2u (E, X) — Uy (E, x) + 2u(t, x)
= 0.1u(t, ) [u([t], x) — e"ltle=*], t >0, x >0,

. (2.42)
u(0,x) = e™%, u:(0,x) = —e™7, x>0,

\u(t,0) = e’ ¢, u, (t,0) = —et, t > 0.
baslangi¢-siir deger problemi ele alinsin.

Cozum. t € [0,1] araliginda (2.42) problemi tekrar yazilirsa
(Uee (t, %) + 2up (E, X) — Upre (8, x) + 2u(t,x) =0, x>0,

u(0,x) = e™%, u:(0,x) = —e7%, x>0, (2.43)

I

ku(t, 0)=et, u,(t,0) = —e~t

problemi elde edilir. Burada, problemin diferansiyel denklemine ve baslangic
kosullarina, L{u(t,x)} = U(s,x) olacak sekilde t degiskenine goére Laplace

doniistimii uygulanarak

[ d?
| —U(s,x) — (s* + 25+ 2)U(s,x) = —(s + De 7%,
dx?
(2.44)
U(s,0) = ——,  Uy(s,0) = ———
k U T A& =T

baglangic deger problemi elde edilir. Bilinen yontemlerle (2.44) probleminde

diferansiyel denkleminin genel ¢6zimdi
1

s+le
olarak belirlendikten sonra, (2.44)’in baslangi¢ kosullar1 genel ¢oziimde

—-X

—/s2 Vs2
U(s,x) =c,e s“+2s5+2x + cye se+2s5+2x +

saglatilarak ¢; = ¢, = 0 bulunur. Dolayisiyla, (2.44)’in ¢6zim

U(s,x) =

—¢ (2.45)

seklinde bulunur. (2.45)’e ters-Laplace doniistimii uygulanmasiyla

u(t,x) =L HU(s,x)} = L‘l{ e‘x} =ete™™

s+1
elde edilir. Bu durumda, (2.42) probleminin ¢t € [0,1] i¢in ¢bzumi

u(t,x) = e~ ¢+ (2.46)
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olarak bulunur.
Benzer sekilde, t € [1,2] ven € N olmak Uzere t € [n,n + 1] i¢in de (2.42)
probleminin ¢6ziimii (2.46) seklinde bulunabilir.
Benzer mantikla, ¢cok boyutlu zaman gecikmeli telegraf denklemler Laplace
doniisiimii yontemiyle ele almabilir. Ornegin
n
fazlg(t, x) ta du(t,x) " 62155;, x) + ultx)

t2 ot o
n az ,
_ [Z a, % — su([t], x)

u(0,x) =), u(0,x)=9(x), x€t,

+ f(t,x), t>0, x=(xq1,...,%,) €Q7F,

A

ou(t, x) B
ox,

Lu(t,x)=0, 0, r=1,..,n x€ST, 0<t<o

problemi ele alinabilir. Burada Q*, S*, O = Q* U ST ile sirlan verilen n-
boyutlu Oklid uzay1 R™(0 < x;, < 0,1 <k <n)’de agik kiip ve a, >0,
@(x),P(x) ve f(t, x) verilen diizgiin fonksiyonlardir.

Bununla beraber, Laplace doniisiimii yontemi, yalnizca, denklemin tiim
katsayilar1 sabit ya da Ozel tipte polinomlar olmasi durumunda kullanilabilir.

Oysaki operatorler yontemi ise degisken katsayili durumlarda da gecerlidir.

Simdi, Fourier doniisiimii yontemi kullanarak analitik ¢oziimleri bulmak
icin ornekler ele alinsin.
Ornek 2.5. Zaman gecikmeli telegraf denklem icin
(Uee (t, %) + U (E, X) — Uy (8, x) + ult, x)
= 0.1 [t ([2], ) — u([£], %) — e (4x2 — 3)e~*']

. (2.47)
—(4x2 — 3)e"te ¥, t>0, —00 < x < 00,

2

\u(0,x) = e~ " u(0,x) = —e™*
baslangi¢ deger problemi ele alinsin.

Cozim. t € [m,m+1],m=0,1,2,... i¢cin (2.47) problemi adim-adim
cozulecektir. (2.47) problemi t € [0,1] de
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(utt(t, x) + u(t, x) — Uy (t, x) + u(t, x)

{ = —(4x2 — 3e e ¥, —0 < x < 00, (2.48)

2

ku(O, xX) = e~ " u(0,x) = —e™*
baslangi¢ deger problemi seklindedir. Burada F{u(t,x)} = U(t, s) olacak sekilde

x degiskenine gore Fourier doniisiimii alinirsa

2

d? d
—U(t,s) +—U(t,s) +s2U(t,s) + U(t,s) = (s* + 1)e‘tx/ﬁe_ST,
dt? dt (2.49)

52 52
\U(0,5) =vre™s,  U(0,5) = —Vme 7
elde edilir. (2.49) baslangi¢ deger problemi t degiskenine gore ¢ozillrse genel

¢cozum
1 4s? + 3 452 + 3 s?
U(t,s) = e 2" (¢, cos <T t) + ¢, sin <T t) + e tme % (2.50)

seklindedir. (2.50) genel ¢6ziimiinde (2.49)’da verilen baslangic kosullari
saglatilirsa genel ¢ozumdeki keyfi sabitler c; = ¢, = 0 olarak bulunur. O halde

¢cozum

U(t,s) = e‘t\/Ee_g (2.51)
olarak elde edilir. (2.51) ile verilen ¢6ziime ters-Fourier doniisiimii uygulayarak
(2.47) probleminin t € [0,1] icin ¢dzumu
u(t,x) = e te™*’ (2.52)
olarak elde edilir.

(2.47) ile verilen problemin t € [1,2] araligi i¢in yeniden yazilirken
baslangi¢ kosullar1 (2.52) ¢6ziimiinden elde edilmesiyle
(Uee (E, ) +ue(t, %) — uy, (t, x) +ult, x)

= —(4x% — 3)e e ™’ —00 < x < 0, (2.53)

2

—x? 1

u(l,x) = e le ™, u(1,x) = —e7le™™

problemi elde edilir. (2.53) problemine x’e gore Fourier doniistimii uygulayarak

2 s2

d d _s2
—U(t,s) +—U(t,s) + s2U(t,s) + U(t,s) = (s?> + e tV/me 7,
dt? dt (2.54)

52 s?
U(l,s) = e Wrme™ %, U,(1,s) = —e Wme™@

bulunur. (2.54) baslangi¢ deger problemi t degiskenine gore ¢ozullrse genel ¢ozim
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<\/4SZ +3 t) (\/452 +3 t)

1 s?
U(t,s) = e 2" (¢, cos + ¢, sin + e tme % (2.55)

olarak elde edilir. (2.55) genel ¢oziimilnde (2.54)’de verilen baslangi¢ kosullar
saglatilarak genel ¢oziimdeki keyfi sabitler c; = ¢, = 0 seklinde bulunur. O halde

¢cozum

U(t,s) = e_tx/ﬁe_% (2.56)
dir. (2.56) ile elde edilen ¢ozlime ters-Fourier donilisiimii uygulayarak (2.47) ile
verilen problemin t € [1,2] igin ¢ozUmu
u(t,x) = e te™*’ (2.57)
olarak elde edilir.

Dikkat edilirse, (2.47) ile verilen problemin t € [0,1] ve t € [1,2] araliklar1
icin ¢ozim u(t,x) = e~ te™" seklinde belirlenmistir. Simdi herhangi bir n € N
icin t € [n — 1,n] araliginda ¢6ziimiin (2.57) ¢6ziimiine esit oldugu kabul edilip
t € [n,n+ 1] icin de ¢ozUmin (2.57)’ye esit oldugu gosterilecektir. Dolayisiyla
¢6zim her t > 0 igin belirlenmis olacaktir.

(2.47) problemin t € [n,n + 1] i¢in yeniden yaziminda baslangi¢ kosullari
t € [n — 1, n] icin ¢dziimden elde edilmesiyle
(Uee (t, ) +ue(t, %) — uy, (t, x) + ult, x)

= —(4x% — 3)e e ™’ —00 < x < 0, (2.58)

—x2 2

ne=x", u(n,x) =—e e ¥

u(n,x) =e”

problemi elde edilir. (2.58)’de x’e gore Fourier doniisiimii uygulayarak

2 s2

d d _s2
—U(t,s) +—U(t,s) + s2U(t,s) + U(t,s) = (s?> + e tV/me 7,
dt? dt (2.59)

s? s?
Un,s) = e ™re %, Ui(n,s) = —e ™me™ %
bulunur. (2.59) baslangi¢ deger problemi t degiskenine gore ¢ozilirse genel ¢coziim

V4s? +3 ) _ <v452+3
———t |+ cysin| ———

1
U(t,s) =e 2"
(t,s) =e 27 (¢, cos< 5 5

SZ
t) + e tme % (2.60)

olarak elde edilir. (2.60) genel ¢éziminde (2.59)’da verilen baslangi¢ kosullar
saglatilarak genel ¢oziimdeki keyfi sabitler c; = ¢, = 0 seklinde bulunur. O halde

¢cozum
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U(t,s) = e_tx/ﬁe_% (2.61)
dir. (2.61) ile elde edilen ¢6zlime ters-Fourier donilisiimii uygulayarak (2.47) ile
verilen problemin t € [n,n + 1] i¢in ¢bzimi

u(t,x) = e te *’

olarak elde edilir.

Asagida verilecek olan zaman gecikmeli telegraf denklem lineer
olmamasina ragmen, n € N olmak Uzere herhangi bir [n,n+ 1] araliginda
incelendiginde denklemin lineerlestigi ve dolayisiyla Fourier dontisimii
yontemiyle ¢oziilebilecegi gosterilecektir.

Ornek 2.6. Lineer olmayan zaman gecikmeli telegraf denklem igin

I(utt(t, x) + up(t, x) — Uy (6, %) + u(t,x) = —(4x? — 3)e~(t+x%)

{ 0.1u(t, x)[u([t],x) - e_([t]“‘z)], t>0, —o<x<om, (2.62)

u(0,x) = e~ " u:(0,x) = —e~¥’

baslangi¢ deger problemi ele alinsin.

C0Ozum. (2.62) problemi t € [0,1] i¢in yeniden yazilirsa ve baslangi¢ kosulu
olarak verilen u(0,x) = e™*" kosulu (2.62) denkleminde kullanilarak
(Uee (8, 2) + ug(E, ) — urr (8, x) + ul(t, x)

2
= () e ), oo <x<on (2.63)
X

u(0,x) = e,  u(0,x) = —e*

biciminde yazilabilir. F{u(t,x)} = U(t,s) olacak sekilde (2.63)’e x degiskenine
gore Fourier doniisiimii uygulanirsa

(d? d X
FU(L“,S) +%U(t,s) +sU(t,s) + U(t,s)

52 52
& = Sze_t\/ﬁe_T + e‘t\/ﬁe_T , (2.64)

s? s?
\U(0,s) =+me %, U.(0,s) = —\me™ %
baslangi¢ deger problemi elde edilir. (2.64) problemi t’ye gore ¢oziiliirse

<\/452 +3 t)

1 452 + 3 s?
U(t,s) = e 2" (¢, cos + ¢, sin (T t) + e tme % (2.65)
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genel c¢ozimi elde edilir. (2.64)’de verilen baslangic kosullar1 (2.65)’de

saglatilarak keyfi sabitler c; = ¢, = 0 olarak bulunur. O halde (2.64)’iin ¢6zimi

U(t,s) = e_tx/ﬁe_% (2.66)
olarak elde edilir. (2.66) ¢cozimdine ters Fourier doniisiimii uygulanmasiyla (2.62)
ile verilen lineer olmayan zaman gecikmeli telegraf denklem i¢in baslangi¢c deger
probleminin ¢t € [0,1] igin ¢ozUmu
u(t,x) = e+ (2.67)
olarak elde edilir. Benzer sekilde t € [1,2] igin de ayni ¢6ziim bulundugu rahatlikla
gosterilebilir ve (2.47) problemin ¢oziimiinde yapildig gibi bu ¢6ziimiin herhangi
birn € N ve t € [n,n + 1] icin de gegerli oldugu goriilebilir. Dolayisiyla (2.67)
¢ozimi her t > 0 icin gecerli olan ¢6zumdar.

Benzer mantikla, ¢ok boyutlu zaman gecikmeli telegraf denklemler Fourier

doniisiimii yontemiyle ele almabilir. Ornegin

(0%u(t, x) ou(t, x) . 2%u(t, x)
32 +a Fram a, —axﬁ + 6u(t, z)
r=1
] C 2u((e)x)
=p ZQTT_ ou([tl,z2)|+ f(t,x), t>0, x € R,
r=1 r

\u(0,x) = p(x), u:(0,x) = Y(x), x € R,

problemi ele alnabilir. Burada a, > 0, ¢@(x),¥(x) ve f(t,x) verilen dizgln

fonksiyonlardir.

Bununla beraber, Fourier doniistimii yontemi, denklemin tiim katsayilarinin
sabit olmas1 durumunda kullanilabilir. Operatorler yontemi ise degisken katsayil

durumlarda da gecerlidir.

Bu boliimde ele alinan zaman gecikmeli telegraf denklemlerin ¢dziimleri
Fourier serileri, Laplace doniisiimii ve Fourier doniisiimii gibi analitik yontemlerle
elde edilmistir. Bu yontemler ancak sabit katsayil1 veya 6zel tipte polinom katsayili
denklemlerin ¢ozlimlerini elde etmek i¢in kullanilabilirler. Degisken katsayili kismi
diferansiyel denklemlerin ¢6zimlerini bulmak igin bu bélimde verilen analitik
yontemleri kullanmamiz miimkiin degildir. Bu durumda operatdrler yontemine

ihtiyag  duyulur.  Operatorler yontemiyle tam ¢6zim agik  bicimde
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verilemeyeceginden oOncelikle 3. Boliim’de ¢oziimiin sinirli oldugunu gosteren
kararlilik teoremi verilecek ve elde edilen teorik sonuglar 4. Boliim’de niimerik

olarak desteklenecektir.
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BOLUM 3

ZAMAN GECIKMELI TELEGRAF DENKLEMININ COZUMU
ICIN KARARLILIK TEOREMI

Bu boliimde, pargali siirekli zaman gecikmeli lineer telegraf denklemin

¢OzUmu i¢in kararlilik kestirimi tizerine teorem, kaniti ile birlikte verilecektir.

d?v(t) dv(t)
12 +a Tt + Av(t) = aAv([t]), t>0, 3.1)
v(0)=¢, V(O0)=y

ile verilen baslangi¢ deger problemi zaman gecikmeli telegraf denklemin abstract

formudur. Burada tanim kiimesi D(A) olan A, H Hilbert uzayinda self-adjoint

2
pozitif tanimli operator ve § > aT kosulu ile birlikte A > &1 dir. Ayrica, bilinen ¢

ve ¢ fonksiyonlart D (A)’nin elemanlaridir. [¢] en biiyiik tamsay1 fonksiyonu ile de
gecikmeli terim ifade edilmektedir.
v(t) fonksiyonu agsagidaki ii¢ kosulu sagliyorsa v(t) fonksiyonuna (3.1)

probleminin ¢bzimu denir.

i.  v(t), [0,00) araliginda iki kez stirekli tirevlenebilirdir.
ii. Hert€[0,00) igin v(t) € D(A) ve Av(t) fonksiyonu [0, o) araliginda
streklidir.

iii.  v(t), (3.1) problemindeki denklemi ve baslangi¢ kosullarini saglar.
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3.1. Kararhlik Uzerine Teorem

2
Yukarida verilen (3.1) problemindeki A operatéruile, § > “T kosulu altinda
2
H Hilbert uzayinda pozitif tanimli self-adjoint B = A — %I operatdrii tanimlansin.
2
Bu durumda B > (6 — aT)I esitsizligi saglandig1 kolayca goriilebilir. Ayrica, bu

boliimde kullanilacak olan c(t) ve s(t) operator-fonksiyonlar

t

u, s(tu =fc(s)uds

0

iBl/2¢ + e—iBl/Zt

2

e

c(u =

seklinde tanimlidir.

Simdi, (3.1) probleminin ¢oziimiiniin kararlilik kestirimi Uzerine olan

teoremin ispati i¢in gerekli lemma asagida verilecektir.

Lemma 3.2. B,c(t) ve s(t) yukarida tanimlanan operatorler olmak tizere t > 0

icin agagidaki kestirimler saglanir.

1
||B_1/2||H_>H S —2’
5 — &
7}
le@lan <1 [BEso| <1
H-H

Lemma 3.2.°nin ispati Hilbert uzayinda self-adjoint pozitif taniml
operatorlerin spektral gosterimi temeline dayanir [44].

Teorem 3.3. (3.1) probleminin ¢6ziimii igin asagidaki kestirimler saglanir.

1

i maxlv@lly < bllelly +||(A-%1) Ty (32)

' 0st<1 H = DlPlH 4 H' '
! !

. a 2 a 2

i max (4-%1) *v| <clols+a|(A-%1) "y|| . 33)

H H

iii. max ||[v(t)|ly <b max |v(t)l|ly
nstsn+1 n—1=<tsn
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1

a? |\ 2
+ max (A——I) vl ,n=123,.. (3.4)

n-1stsn 4
H

1

. aZ _E
- ! <

V. nsr?s%fsrl (A 4 I) v'(0) ; = Cn_nllgfsnllv(t)llﬂ
1
a? )\ 2
+d max (A——1> voll . n=123.. (35
n—1<tsn 4

H

Burada, b = |a| + |1 —ald, ¢ = |1 —a|—>5, d = 1 + -22 dur.
5%

a o2
4 NCars

Ispat. Verilen (3.1) problemi, D = % tiirev operatorii yardimiyla

(D? + aD + A)v(t) = aAv([t]), t>0,
{ (3.6)

v(0) =9, V()=
seklinde yeniden yazilabilir. Burada operatorlerin Ozelliklerden yararlanarak ve

2
B=A —a: seklinde tanimlanan B operatorii ile (3.6)’nin denklem kismi

dizenlenerek

D+a [ |A @ D+a+'A @ (t) = aAv([t]
5 2 St 4v)—av()

(D +2- iB%) <D +o ué) v(t) = adv([t])

denklemi elde edilir. (D + % + iBl/Z) v(t) = z(t) doniisiimii yapilarak (3.1)

problemi birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem sistemi igin baslangig

deger problemi olarak yazilabilir.

(D + % + iB%) v() =2(t), w0 =, v'(0) =1,
3.7)

(D + % - iB%) 2(6) = adv([t]),  z(0) = + (% + iB%> 0.

Elde edilen (3.7) sisteminin t € [0,1] i¢in yeniden yazilmasiyla
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a 1

(v +5v® +iBv© =20, v =9, VO =1
(3.8)

a 1 a 1
kz’(t) + Ez(t) — iB2z(t) = aAep, z(0) =y + (E + iBZ> 7
sistemi elde edilir. Birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemler i¢in baglangig
deger probleminin genel ¢6ziim formiiliinden yararlanilarak (3.8) sisteminin
¢cOozumu

.

(0 = e_f(f(%HB%)dsv(O) N f e—f;(%ﬂg%)duz(s)ds'
0
t

_ (¢t g—'B%>d -t g—'B%)d
z(t)=e f°<2 l SZ(O) +fe fs(z l uaA(pds
\ 0
olarak bulunur. Boylece v(t) ¢dzimi z(t)’nin yerine yazilmasiyla

t

—gt a —gt —gt —E(t—p)
v(t) =e 2 c(t)e +Ee 2’s()p+e 2s()Y+ | e 2 s(t — p)aAedp

0
olarak bulunur. Buradan da

v(t) =(1- a)e_%tc(t)qa + % (1- a)e_%ts(t)go +ap + e_%ts(t)lp (3.9)

elde edilir. Bundan sonra Lemma 3.1 kullanilarak (3.9) esitliginin her iki yanindan

norm alinirsa

a _1
@l <11 = alllolly + 511 = al [BZ] ol + lallloll,
H-H
-1
1 e
H-H
[ a 1 -1
<[lal+1t-al+ 31 -al|z| i+ |z i
- H-H H-H
|
a 1
<lal +11-al + 311~ al Il + = Il
a? a?
. /5——
4 4
|
a 1
<|lal +11al {145 —= }uq)nw—nwn,{ (310)
a? a?
5% 5%

esitsizligi elde edilir. (3.10) esitsizliginin her iki yanindan da t € [0,1] igin

maksimum alinarak Teorem 3.2.’nin i. sikkinda (3.2) ile verilen kestirim
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a? \ 2
< -
grslgﬁllv(t)llﬂ < bllolly + (A 2 1> Y

H
elde edilir.

Teorem 3.2.’nin ii. sikkinin dogrulugunu gostermek igin (3.9) ile verilen
v(t)’nin tlrevinin alinmasi gerekir. Bunun igin, c(t) ve s(t) operatorlerin
tanimlarindan yararlanilarak c'(t) = —Bs(t) ve s'(t) = c(t) oldugu kolayca
gorulebilir. O halde

v'(t) = [—(1 - a)e_%tBs(t) - %2(1 - a)e_%ts(t)l 7

a _a, _a,
+ [—Ee 2’s(t)+e 2 C(t)]l/} (3.11)

elde edilir. Yine, B = A — %21 oldugunu hatirlayarak (3.11) esitligine iki taraftan

B~'/2 operatorii uygulanarak

1 a, 1 a? a 1
B 2v'(¢t) = [—(1 —a)e z'B2s(t) — = (1- a)e_ftB_lBis(t)l )

a _a 11 _a, _1/2

+[_§e 2°B 2B2s(t) +e 2 c(t)]B 124 (3.12)
esitligi elde edilir. (3.12)’nin her iki tarafindan norm alinir ve tiggen esitsizliginden
yararlanilirsa

a
-1 6 [ 7 ] 1
l2v | <(n-a——lols+|-Z=+1||p7|]|  c13
H 5— % a? H
4 6 ——

esitsizligi elde edilir. (3.13) her t € [0,1] i¢in saglandigindan, esitsizlik bu aralikta
1)

a?
4

ved =

sol tarafin maksimum degeri i¢in de saglanacaktir. Ayrica ¢ = |1 — a
a/2

a2
s

a? \ 2 a? |\ 2
max (A_TI> vl Zcllelly+d (A_ZI> Y

0st=<1

1+ sabitleri oldugu hatirlanirsa Teorem 3.2.’nin ii. sikkinda verilmis olan,

1 1

H H

(3.3) kestirimi elde edilmis olur.
Teorem 3.2.’nin iii. ve iv. siklarinda verilmis olan kestirimleri elde etmek

icin (3.1) ile verilen problemi n € N olmak (zere t € [n,n + 1] i¢in ¢0zmek

31



gerekecektir. O halde, (3.1) probleminin t € [n — 1,n] icin elde edilen ¢6ziimden
v(n) = ¢, ve v'(n) =1, baslangi¢ deger fonksiyonlarin1 ¢ekerek yeniden
yazilmasiyla

v (t) + av'(t) + Av(t) = aAv(n)

v =@n, V() =Yy
baslangi¢ deger problemi elde edilir. Diferansiyel denklemin operatdrle yeniden
yazilmasiyla ve uygun doniisiim yardimiyla birinci mertebeden lineer
a 1
v'(t) + Ev(t) + iB2v(t) = z(t), v(n) = @,,
(3.14)
a 1 1
2/(0) +52(0) - iB22(0) = alg,,  2(0) = + ( + le) o
diferansiyel denklem sistemi elde edilir. (3.14) sisteminin ¢6zimi
( t
f +lB +lB
v(t) =e fe Z(S)dS,

n

z(t) = e_frt(%_m%) z(n) + f e_fst<%_i3%>dpaA<pnds
L n

olarak yazildiktan sonra v(t)’yi acik halde elde etmek i¢in z(t) ¢6ziimii kullanilir.

Buradan
ac. a &
v(t) = (1 — @)e 2 ™We(t —n)g, + > (1-ae 25t — ), + ag,
~5(t-n)
+e 2" Vs(t —n)yY, (3.15)

olarak elde edilir. (3.15) esitliginin her iki yanindan norm alarak iiggen esitsizligi

ve Lemma 3.1 kullanilirsa

a _1
1wl < 11— alllgalla + 511 - al||5~2

l@nlle + lalllenlly

H—-H

1
] S
H

|

S[|a|+|1—a| 1+— (3.16)

520

F}J”(pn”H
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1

th
s

esitsizligi elde edilir. Burada, b = |a|+ |1 —a] 1+§ sabit oldugu

dikkate alinarak (3.16) esitsizligi

1
B 2y

vl < bllgnlly +
H

seklinde yazilabilir. v(t) ¢6zimdi, t € [n,n + 1] icin gecerlidir ve ¢, ile P,
baslangic deger fonksiyonlar1 ise v(t)’nin t € [n —1,n] araligi igin gegerli
¢coziminden elde edilmistir. Esitsizligin sol tarafinin t € [n,n + 1] i¢in sag

tarafinin ise t € [n — 1, n] i¢in maksimumu alinabilir. O halde

1
max ||v(t < b max |lv(t 4+ max ||B_§v’ t ”
nstsn+1” ( )”H n—1stsn” ( )”H n—1<tsn ( ) H

2
esitsizligi elde edilir ki burada B = A — %I yerine yazilarak

2 2
a
t <b t A——1I "(t
max [[v(O)lly <b max [[v(O)|ly + max < 2 ) v'(t)

nstsn+
H

kestirimi bulunur ve bu kestirim n = 1,2,3, ... igin gecerlidir. Dolayisiyla Teorem
3.2’nin iii. sikk1 gosterilmis olur.
Verilen son kestirimin dogrulugunu gostermek igin (3.15) ile verilen v(t)

¢Ozlimiiniin tlirevinin alinmasiyla
2

a a a
v'(t) = —(1 - a)e 2 MBs(t — n)g, — T(l — Qe 2" st — ),
(04 a a
— Ee_f(t_n)s(t — Y, + e 25 et — n)y,

1
elde edilir. Simdi her iki tarafa da Bz operatorii uygulanirsa

1 ~Lt-n) 1
B zv'(t) = —-(1—a)e 2 B2s(t —n)g,

a’ a

1
- (1-a)e 2 ™B2s(t — n)B~ 1o,

a 2y oy 1 X -1
—Ee_z(t WB2s(t — n)B Y, + e 2 Ve(t — n) B 2y,

esitligi bulunur. Bu esitligin her iki tarafindan norm alinip, Lemma 3.1 ve ¢gen

esitsizligi kullanilarak
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a? a
< |1 —allleally + T 11— alllB~ @,y + 5 1B~ 4P |l
H

1
+ ”B_ilpn
H
a? ) all .1
<11 al |1+ 18 | ol + [5 872 1] 5720
4 2 H-H
<|1-al 1+—— ||(Pn||H l \/—+1}”B len

) 1
<f-a—; ||<an||H+|2—2+1||B s (3.17)
—_ H
°% L%

+ 1] sabitleri ve B’nin tanim

1
bulunur. Burada ¢ = |1 —a|— ve d = |=

5— 2 |o a?
T N

kullanilirsa (3.17) esitsizligi

a’ |\ 2 a? |\ 2
(A_Tl> U’(t) SC”q)n“H'i'd <A_TI> Yn
H H

haline gelir. Eger iki taraftan uygun sekilde maksimum alinirsa
1

a? \ 2
max <A——I> v'(t)

nstsn+1 4
H
1

a? \ 2
<c max vy +d max <A _Tl> v'(t)
n—1<ts<

H

kestirimi elde edilir ki bu esitsizlik her n = 1,2,3, ... i¢in gecerlidir. Bu da Teorem
3.2’nin iv. sikk ile verilen son kestirimdir.
Sonug olarak Teorem 3.2 ile verilen tiim kestirimlerin dogrulugu gésterilmis

olur.
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BOLUM 4

SAYISAL SONUCLAR

Bu boéliimde zaman gecikmeli telegraf denklem icin olusturulan bir 6rnek
problem ele alinacaktir. Problemin tam ¢6zimi elde edildikten sonra, ilk olarak
birinci basamaktan dogruluklu fark semasi ile ardindan da ikinci basamaktan
dogruluklu fark semasi ile yaklasik ¢éziimler bulunacaktir. Bu yaklasik ¢éziimlerin
hatalar1 hesaplanip karsilastirilacaktir. Yaklasik ¢ozimleri hesaplamak icin

kullanilan MATLAB programi ek olarak sunulmustur. Ornek olarak

(0%u(t, x ou(t,x) 0d%u(t,x
( )+2 ( )_ (t,x)

2%u([t],
_ 0,001 224800
ot? ot d0x? 0x?
t>0, O<x<m,
) (4.1)
u(0,x) = sinx, u;(0,x) = —sinx, 0<x<m,

\u(t,0) = u(t,m) =0, t=>0

ile verilen zaman gecikmeli telegraf denklem i¢in baslangig-sinir deger problemi

ele alinacaktir.
4.1. (4.1) Probleminin Tam Coztmund Fourier Serileri Yontemiyle Elde Etme

(4.1) verilen baslangig-sinir deger probleminin ¢oziimiinii bulmak igin
adim-adim ¢6ziim metoduyla Fourier serileriyle ¢6zim yontemi birlikte

kullanilacaktir.

Problem (4.1), t € [0,1] i¢in yeniden yazilirsa;
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,0<x<m,

0%u(t,x) _ou(t,x) 9%u(t,x) 0%u(0,x)
( TR TR PR

u(0,x) =sinx,  u,(0,x) =—sinx, 0<x<m, (4.2)

u(t,0) = u(t,m) =0,

problemine dontsiir. u(t, x) = Y.y, Ax (t)sinkx seklinde aranan ¢6zim (4.2)’de

yerine yazilirsa
r oo co co

z A} (t)sinkx + 2 Z Ay (t)sinkx + Z A, (O k?sinkx
k=1 k=1 k=1

< — 0,001 Z A, (0)sinksx,
k=1

z A, (0)sinkx = sinx, Z A (0)sinkx = —sinx
kk=1 k=1

problemi elde edilir. Burada k = 1,2,3, ... i¢in sinkx’lerin katsayilari esitlenirse

k # 1igin
Ay (8) + 245 () + k24, (t) =0,
(4.3)
A (0) =0, A,(0)=0,
k = 1igin
A (t) + 245(t) + A, (t) = —0.001,
(4.4)

4,(00=1, A(0)=-1

problemleri elde edilir. k # 1 icin elde edilen (4.3) baslangi¢ deger problemin tek
¢ozliimii agikar ¢6ziim A, (t) = 0 dir. kK = 1 durumunda ise denklemin homojen

kisminin karakteristik denkleminin koklerinden yararlanilarak

Ay, (8) = (c; +cpt)e™t
homojen kismin ¢ézlimii olarak bulunur. Baglangi¢ deger kosullar1 saglatilarak
sabitler c; = 1,001, ¢, = 0,001 olarak, ayrica belirsiz katsayilar yontemiyle de

Ozel ¢ozim

Ay, (t) = —0,001
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seklinde elde edilir. Dolayisiyla ¢6zum, t € [0,1] igin
u(t,x) = [1,001e~t + 0,001te~t — 0,001]sinx (4.5)
dir.

Problem (4.1), t € [1,2] i¢in yeniden yazilirken yapilacak degisiklik
baslangi¢ deger kosullarinin (4.5) ¢oziimiinden elde edilmesidir. Bu sekilde devam
edilerek t’nin farkl araliklardaki degerleri igin ¢oziimler elde edilir. Asagida ilk ii¢

aralik i¢in (4.1)’in tam ¢6zUmi verilmistir.
(1,001e™t + 0,001te™* — 0,001, 0<t<1,

1,001e"t + [0,002002 — 0,001001¢]te "
—0,001[1,002¢~" — 0,001] ’
R(t.x) — sin [0,999994996 + 0,001005004e] -
’ +1,001(0,001)2e?
0,003007004 — 0,002006004¢ —] _, 2<t<3,
[ 1,001(0,001)2e2 ] te
—0,001[1,005004¢2 — 0,003004e~" — (0,001)?],

\

4.2 (4.1) Probleminin Yaklasik Coziimiinii Birinci Basamaktan Dogruluklu
Fark Semasiyla Elde Etme

Bu kisimda (4.1) ile verilen zaman gecikmeli telegraf denklem igin
baslangi¢-sinir deger probleminin yaklagik ¢6ziimiinii bulmak i¢in birinci

basamaktan dogruluklu fark semas1 kullanilacaktir.
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(uk+l — 2uk 4 k-1 o uk+l — yk B uktl — oy ktt 4 g ktl
T2 T hZ2
k=N k=N | . k-N
_ Up+1 — 2un + Up—1
= 0,001 - ,

t, = krt, X, = nh, k=1, 1<n<<M-1,
Nt =1, Mh =T,

< (4.6)
ko uptt —uy _
Uy = sinxy,, — = —sinx,, X, = nh,
0<n<M, -N<k<0,
uk=ul =0, k=0
\

Elde edilen (4.6) sistemi, (4.1)’in birinci basamaktan dogruluklu fark semasi

sistemidir. Bu sistemi matris formunda ifade etmek mimkindir. Burada,

1 1 2 2 2 2 1 ..
c=—=-—= d=T—zoImakuzere, M+1)x(M+1)

h2’ w2 1 h?’ 2 T’

boyutundaki A, B, C matrisleri

OO0 Q OR
Qo0 oo
Q9 oo o
oo ocoo
coococoo
oo ocoo
cooro

(=)
S
=)
=)

o
o
o
o
Q
S Q
o

o
o
o
o
o
Q
o Q
Q

AM+1D)X(M+1)

===
cooAa oo
.on oo o
noococo
~coococoo
~coococoo
~coococoo
cocoocoo

o o
o o
o o
[e>Bl o
a o
o O
o O

0 0 0 0 .. 0 O ¢ 0'(M+1)><(M+1)
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0 0 0 O 0 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0 O
0 d 0 0 0 0 0 O
0 0 d O 0 0 0 O
C=[0 0 0 d 0 0 0 O )
0 0 0 O d 0 0 0
0 000 .. 0d 00O
0 0 0 0 . 0 0 d O'(M+1)><(M+1)

ayrica R, (M + 1) x (M + 1) boyutunda birim matris,

k—N k—N k—N
u —2u + u;—
k—-N _ “n+1 n n-—1
Pn = 12 ) 1<n<M-1

ile taniml1 iken (M + 1) X 1 boyutundaki @ (U*~), US matrisleri

0 ug
. ui
UM =| US = s=kk+1
oy Up—1
0 Jm+nx L uy “(M+1)x1

ile verilmis olsun. O halde (4.6) sisteminin matris formu

(AU**1 + BU* + CU*"1 = 0,001Rp(U*™N), k=12,..
[ Sinxg 7
sinx;
| Uk = : , Ufl=QQ-7U% -N<k<0
SinXy_4
\ Lo sty doyi1yxa

olarak elde edilir. Burada U**?! yalniz birakilarak
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(UK*1 = A=1(0,001Rp(U*=N) — BU*CU*™1), k=12,..
[ Sinxg
sinx;
Y| UM —(—oUf, N <k<0 (4.7)
SinXxy_4
L Sinxyy

“(M+1)x1
matris katsayili k degiskenli ikinci mertebeden fark denklemi elde edilir.

(4.7) ile verilen fark denkleminin ¢6zimu icin EK-A ile verilmis olan
MATLAB programi kullanilmistir. Bu program ile yaklasik ¢oziimler hesaplanip
hata analizi yapilmigtir. M ve N’nin 120 degeri ve t € [2,3] icin elde edilen tam

¢Oziimiin ve yaklasik ¢6zlimiin grafikleri asagida verilmistir.
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0.15 §

0.1 +

0.05 +

150
150

50 50

X ekseni 0 0 [ eksenl

SEKIL 4.1 t € [2,3] icin tam ¢6zim

0.15 §

0.1 +

0.05 +

150

50

50

SEKIL 4.2 t € [2,3] igin sayisal ¢dziim
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Yukarida verilen sekillerde tam c¢oOziim ile yaklasik ¢oziimi goz ile

karsilastirmak neredeyse miimkiin degildir. Ciinkii hata oldukga diisiiktiir. Bu

nedenle
N _ _ .,k
EM - Orsnkaé)Iivlu(tk’ xn) unl (48)
0osnsM

formiilii kullanilarak elde edilen sonuglar tablo seklinde asagida verilmistir.

TABLO 4.1 M ve N’nin Farkli Degerleri i¢in t € [0,1], [1,2], [2,3] I¢in (4.6) Fark
Semast I¢in Hatalar

M =N =30 M =N =60 M =N =120
t €[0,1] | 0,0062517 0,0030913 0,0015375
t € [1,2] |0,0023084 0,0011415 0,0005677
t € [2,3] |0,0008514 0,0004210 0,0002094

4.3 (4.1) Probleminin Yaklasik Céziimiinii ikinci Basamaktan Dogruluklu
Fark Semasiyla Elde Etme

Bu kisimda (4.1) ile verilen zaman gecikmeli telegraf denklem igin
baslangi¢-sinir deger probleminin yaklasik ¢6ziimiinii bulmak igin ikinci

basamaktan dogruluklu fark semasi kullanilacaktir.

uk+l — 2k 4 k-1 uktl — k=1 yktl_ ogkHt gkl
2 +2 - 2
T 2T 2h

k—1 k—1 k-1

_Un+41 — 2up”" +upZg
2h?
k+1-N k+1-N k+1-N k—1-N k—1-N k—1-N
= 0001 Upi1  — 2Uy +Up_q + Upi1  — 2Uy +Un_1
’ 2h2 2h? ’
{ (4.9

t, = kr, X, = nh, k>1, 1<n<M-1,
Nt =1, Mh =T,

k+1 k
k , Up = —Up , T .
Uy = sinxy,, - = —sinx, + Esmxn,
X, =nh,0<n<M, —-N<k<0,
u’g = u}f,, =0, k=0
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Yukarida (4.9) ile verilen sistem, (4.1) baslangig-sinir deger probleminin
ikinci basamaktan dogruluklu fark semasiyla ifadesine karsilik gelen sistemdir. Bir
onceki alt baglik altinda yapildig: gibi burada da (4.9) sistemi matris formunda ifade

edilecek ve ¢ozlime o sekilde ulasilacaktir.

(AU**' + BU¥ + CU*™* = 0,001Re(U*™), k=12, ..,
[ Sinxg
sinxq
\uk = s ,U"+1=<1—r+§>U", N<k<o *1O
Sinxpy_1
\ L sinxy “(M+1)x1

ile verilen k degiskenli matris katsayili denklem (4.9) sisteminin matris formunda

ifadesidir. Buradaa = ——, b = — + -+
2h? 2T

1 2 1 1

1
L C——T—z, d———;'l‘ﬁ olmak

T2

Uzere, A,B,C

o000 Q OR
—coQ oo
QT Q oo
>~Q oo o
oo ooo
oo ooo
oo o oo
coor o

(=)
S
=)
=)

o
o
o
o
Q
S Q
o

o
o
o
o
o
Q
o Q
Q

AMH1D)X(M+1)

===
cooAa oo
.on oo o
noococo
~coococoo
~coococoo
~coococoo
cocoocoo

o o
o o
o o
(e B o
a o
o O
o O

‘0 0 0 0 .. 0 0 ¢ 0'(M+1)><(M+1)
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0 0 0 O 0 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0 O
a d a 0 0 0 0 O
0 a d a 0 0 0 O

C=|0 0 a d 0 0 0 O
0 0 0 O d a 0 0
0 0 0 O a d a 0
L0 0 O 0 a d

A (M+1)x(M+1)

seklindeki (M + 1) X (M + 1) boyutunda matrislerdir. Ayrica R ise birim matris
olup (M + 1) X (M + 1) boyutundadir. o (U¥~N) ve US siitun matrisleri

0 Uy
N 51
pUFM) = us=| ,  s=kk+t1
Pr1 Upr—1
0 “m+nx1 gy “(M+1)x1

seklinde taniml1 olup, burada ¢ (U*~V)’nin bilesenleri olan XV 1 <n<M -1
icin

k+1-N

k+1—-N k+1-N k—1—-N k—1-N k—-1-N
(pk_N _Unyr T 2Uy +UpZy + Uny1  — 2Un +Up_g
" 2h? 2h?
bicimindedir.

(4.10) ile verilen fark denkleminin ¢6zumi igin EK-B ile verilmis olan
MATLAB programi kullanilmistir. Bu program ile yaklasik ¢oziimler hesaplanip
hata analizi yapilmistir. M ve N’nin 120 degeri ve t € [2,3] icin elde edilen

grafikler asagida verilmistir.
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0.15 §

0.1 +

0.05 +

150
150

50

50
X ekseni 0 0 [ eksenl

SEKIL 4.35 t € [2,3] icin tam ¢6zim

0.15 §

0.1 +

0.05 +

150

50

50

SEKIL 4.36 t € [2,3] i¢in sayisal ¢dziim
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Yukarida her ne kadar tam ¢oziimiin grafigi ile yaklasik ¢6ziimiin grafigi
arka arkaya verilmis olsa da hatanin ¢ok kiigiik degerlerde olmasindan kaynakli
aradaki farki sekillerden anlamak miimkiin degildir. Bu nedenle yine (4.8) formulu
kullanilarak hesaplanan her bir araliktaki mutlak hata asagida tablo olarak

verilmektedir.

TABLO 4.2 M ve N’nin Farkli Degerleri i¢in t € [0,1], [1,2], [2,3] I¢in (4.9) Fark
Semas: I¢in Hatalar

M =N =30 M =N =60 M =N =120
t €[0,1] | 0,0001894 0,0000491 0,0000131
t €[1,2] |0,0000623 0,0000144 0,0000030
t €[2,3] |0,0000214 0,0000045 0,0000007

4.4 Birinci ve Ikinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semalariyla Elde Edilen

Sonuclarin Hatalarimin Karsilastirilmasi

Yukarida yapilan ¢aligmalarda her ne kadar ikinci basamaktan dogruluklu
fark semalarimi kullanarak yapilan sayisal c¢oziimlerde birinci basamaktan
dogruluklu fark semalariyla yapilan sayisal ¢oziimlere gore ¢ok daha kiigiik
oranlarda hata yapildigi goriilse de bunu bir kez daha karsilastirarak ortaya koymak
faydal1 olacaktir.

Dikkat edilirse hem birinci basamaktan dogruluklu fark semas1 kullanilarak
hem de ikinci basamaktan dogruluklu fark semas1 kullanilarak elde edilen sayisal
cozlimlerde M ve N degerleri icin 30, 60 ve 120 degerleri verilmis ve bu sekilde
adim sayis arttik¢a elde edilen sonuglarda hata paymnin diistiigii goriilmiistiir. Ne
var ki, hata payinin diistlis h1z1 birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu fark semalar1
icin ayn1 hizda degildir. Adim sayisin1 ikiye katlarken birinci basamaktan
dogruluklu fark semas: ile elde edilen sonuglarin hata paymin yariya indigi
gOzlemlenirken bu ikinci basamaktan dogruluklu fark semasiyla elde edilen
sonuglarda yaklasik dortte birine kadar indigi gézlemleniyor. Bu durum da bize

olmas1 gerektigi gibi ikinci basamaktan dogruluklu fark semasi kullanmanin, birinci
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basamaktan dogruluklu fark semasi kullanimina karsi daha avantajli oldugunu

gosteriyor.

Asagida birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu fark semalariyla elde

edilen sayisal ¢ozliimlerde maksimum hatalarinin karsilastirildig: tablo verilmistir.

TABLO 4.3 M ve N’nin Farkli Degerleri igin [0,1],[1,2], [2,3] Araliklarinda
Maksimum Hatalarin Karsilastirmasi

M=N=30 | M=N=60| M=N=120

€ [0,1] i¢cin | Birinci Bas. | 0,0062517 0,0030913 0,0015375
Dog. Fark S.

Ikinci Bas. | 0,0001894 0,0000491 0,0000131
Dog. Fark S.

t € [1,2] icin | Birinci Bas. | 0,0023084 0,0011415 0,0005677
Dog. Fark S.

Ikinci Bas. | 0,0000623 0,0000144 0,0000030
Dog. Fark S.

t € [2,3] icin | Birinci Bas. | 0,0008514 0,0004210 0,0002094
Dog. Fark S.

Ikinci Bas. | 0,0000214 0,0000045 0,0000007
Dog. Fark S.
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BOLUM 5

SONUCLAR

Bu caligmada, zaman gecikmeli telegraf denklem i¢in baslangic-sinir deger
problemi Hilbert uzayinda ele alimmustir. Lineer zaman gecikmeli telegraf
denklemler icin olusturulmus baslangig-sinir deger problemleri Fourier serileri,
Laplace doniisiimii ve Fourier doniisiimii yontemleriyle ¢Ozilmiistiir. Ancak,
kurulan 6rnek lineer olmayan zaman gecikmeli telegraf denklemler i¢in baglangic-
sinir deger problemlerinin zaman gecikmeli terimi sayesinde lineerlestigi ve
yukarida sayilan yontemlerin uygulanabilecegi goriilmiis ve bu yontemler

uygulanmistir. Zaman gecikmeli telegraf denklemlerin ¢dzlimlerinin kararlilik

2
kestirimi icin, H Hilbert uzayinda, A self-adjoint pozitif taniml1 operatér, § > % :

A = 61 ve bilinen ¢ ve ¢ fonksiyonlari D(A) nin elemanlari olmak {izere, lineer

zaman gecikmeli telegraf denklem i¢in baslangi¢ deger probleminin

d?v(t) dv(t) ~
dt2 ta dt + Av(t) = adv([t]), t>0,

v(0)=¢, V'0)=y

abstract hali dikkate alinmistir. Coziimiiniin kararlhilig1 {izerine teorem verilmis ve

kanit1 yapilmistir.
Calismay1 sayisal sonuglarla destelemek icin, 6rnek problem olarak

olusturulan
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(02u(t,x ou(t, 0%u(t, d%u([t],
tx) oultx) o7 x)=0,001 u([]x)’
ot? ot 0x? 0x?
t>0, O0<x<m,
4
u(0, x) = sinx, u:(0,x) = —sinx, 0<x<m,

\u(t,0) =u(t,m) =0, t=>0

baslangig-sinir deger problemi ele alinmistir. Oncelikle, Fourier serileri metoduyla
tam c¢ozumleri elde edilen problemin, sayisal ¢oziimleri i¢in birinci ve ikinci
basamaktan dogruluklu fark semalar1 kullanilmistir. Sayisal ¢Oziimler igin
MATLAB ile programlamadan yararlanilmis, tam ve yaklasik ¢oziimler grafiklerle

verilmigtir.
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EKLER

Ek-A Birinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semasmm Coziimii Icin

Hazirlanmms MATLAB Program

function telegraphfirstorder (M, N)
h=pi/M; tau=1/N;
a=-1/h"2 ; b=(1l/tau”2)+(2/tau)+((2/h"2);
c=(-2/tau”2)+(-2/tau); d=1/(tau”2):;
A=zeros (M+1,M+1) ;
for n=1:M-1;
A(l,1)=1; A(1,M+1)=0;
A(2,M+1)=
A(

1;
n+2,n)=a

; A(n+t2,n+l)=b; A(n+2,n+2)=a;

end;
A;
B=zeros (M+1,M+1) ;
for n=1:M-1;
B(n+2,n+1)=c;
end;
B;
C=zeros (M+1,M+1) ;
for n=1:M-1;
C(n+2,n+1)=d;
end;
C;
R=zeros (M+1,M+1);
for n=1:M+1;
R(n,n)=1;
end;
fii=zeros (M+1,1);
for n=3:M+1; £fii(n,1)=(0.001)* (sin((n-1)*h)-
2*sin((n-2)*h)+sin((n-3)*h))*(1/ (h"2));
end;
fii;
G=inv (A) ;
for n=1:M+1; U(n,1l)=sin((n-1)*h); U(n,2)=(1-
tau) *sin ((n-1) *h) ;
end;
for k=2:N; U(:,k+1)=G*R*fii-G*B*U(:,k)-G*C*U(:,k-1);
end;

U;
3%%5%5%%5%%5%5%5sEXACT SOLUTIONZ%$%%%
for j=1:M+1;
for k=1:N+1;
t=(k-1) *tau;
x=(j-1) *h;
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es(3,k)=((1.001) *exp(-t)+0.001*t*exp (-t) -
0.001) *sin(x) ;
end;
end;
es;
%%%%%%%%%$SDIFFERENCES%%%
absdiff=max (max (abs (es-U)))
figure; surf(U);title('");
xlabel ('t ekseni'); ylabel('x ekseni'); rotate3d;
figure; surf(es);title(''); xlabel ('t ekseni');
ylabel ('x ekseni'); rotate3d;
psi=zeros (M+1,1);
for n=3:M+1;
for k=N+1:2*N+1;
psi(n,1)=0.001*(U(n,k-N)-2*U(n-1,%k-N)+U(n-2, k-
N))*(1/h"2);
end;
end;
psi;
for n=1:M+1;
U2(n,1)=(1.002*%exp(-1)-0.001) *sin((n-1) *h);
end;
for n=1:M+1;
U2 (n,2)=-tau*(1.001*exp(-1)*sin ((n-
1)*h))+(1.002*%exp (-1)-0.001) *sin((n-1) *h) ;
end;
for k=2:N;
U2 (:,k+1)=G*R*psi-G*B*U2(:,k)-G*C*U2(:,k-1);

U2;
%%%%%%%%%%%%%%%SSEXACT SOLUTION%%%%%S
for j=1:M+1;
for k=1:N+1;
t=(ktN-1) *tau; x=(j-1) *h;
es2(J,k)=(1.001*exp(-t)+(0.002002-
0.001001*exp (1)) *t*exp(-t)-0.001*(1.002*%exp (-1) -
0.001)) *sin(x) ;
end;
end;
$%%%%%%%%%%%%%%%SABSOLUTE DIFFERENCE®%$%%%%%%%%%
absdiff2=max (max (abs (es2-U2)))
$%%%%%%%%%%%%%%%%% GRAPH OF SOLUTION %$%%%%%%%

figure; surf(U2); title('yaklasik');
xlabel ('t ekseni'); ylabel('x ekseni'); rotate3d;
figure; surf(es2); title(''); xlabel ('t ekseni');
ylabel ('x ekseni'); rotate3d;
psi2=zeros (M+1,1);
for n=3:M+1;
for k=N+1:2*N+1;
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psi2(n,1)=0.001* (U2 (n, k-N)-2*U2 (n-1, k-N) +U2 (n-
2,k-N)) *1/h"2;
end;
end;
psi2;
for n=1:M+1;
U3(n,1)=(1.005004*exp (-2)-0.003004*exp (-1) -
(0.001)"2)*sin((n-1) *h);
end;
for n=1:M+1;
U3(n,2)=(-tau) *(1.003002*exp (-2)-0.001001*exp (-
1)) *sin((n-1)*h)+(1.005004*exp (-2)-0.003004*exp (-1) -
0.00172)*sin((n-1)*h);
end;
for k=2:N;
U3(:,k+1)=G*R*psi2-G*B*U3(:,k)-G*C*U3(:,k-1);

U3;
T%%%%%%%%%%%%%% EXACT SOLUTION %%%%%%
for j=1:M+1;
for k=1:N+1;
t=(k+2*N-1) *tau; x=(j-1) *h;

es3(J,k)=((0.999994996+0.001005004*exp (1)+1.001*(0.001)
~"2*exp (2)) *exp (-t)+(0.003007004-0.002006004*exp (1) -
1.001*%(0.001)"2%exp(2)) *t*exp (-t)-0.001*(1.005004%exp (-
2)-0.003004*exp(-1)-(0.001)"2)) *sin(x);

end;

$%5%%%%%%%%%%%% ABSOLUTE DIFFERENCE $%%%%%%%
i (abs (es3-U3)))
%%%%%%%%%%%%%%%%%%% GRAPH OF SOLUTION %%%%%%%%%%%%
figure; surf(U3); title('"'):;
xlabel ('t ekseni'); ylabel('x ekseni'); rotate3d;
figure; surf(es3); title(''); xlabel ('t ekseni');
ylabel ('x ekseni'); rotate3d;
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Ek-B Ikinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semasimin Coziimii Icin

Hazirlanmms MATLAB Program

function telegraphsecondorder (M, N)
h=pi/M; tau=1/N;
for 3=1:M;
for k=1:N+1;
a=-1/(2*h"2); b=1l/tau”2+1/tau+l/h"2; c=-2/tau"2;
d=1/tau”2-1/tau+l/h"2;
end;
end;
A=zeros (M+1,M+1) ;
for n=1:M-1;
A(l,1)=1; A(2,M+1)=1;
A(n+2,n)=a; A(n+2,n+l)=b; A(n+2,n+2)=a;
end; A;
B=zeros (M+1,M+1) ;
for n=1:M-1;
B(n+2,n+l)=c;
end; B;
C=zeros (M+1,M+1) ;
for n=1:M-1;
C(n+2,n)=a; C(n+2,n+l)=d; C(n+2,n+2)=a;
end; C;
fii=zeros (M+1,1);
fii(1,1)=0,; £fii(2,1)=0;
for n=3:M+1;
fii(n,1)=(0.001)*(sin((n-1)*h)-2*sin((n-
2)*h)+sin((n-3) *h))*1/h"2;
end; fii;
G=inv (A) ;
for n=1:M+1;
U(n,1l)=sin((n-1)*h);
U(n,2)=(tau™2/2-tau+l) *sin((n-1) *h) ;
end;
for k=2:N;
U(:,k+1)=G*fii-G*B*U(:,k)-G*C*U(:,k-1);

I~

end; U;

S\%\%\3\%\%'EXACT SOLUTION OF THIS PDE'
NSNS\ S\ 5\ 5\ %3\ %\ %

for j=1:M+1;

for k=1:N+1;

t=(k-1) *tau;

x=(Jj-1) *h;
es(J,k)=((1.001)*exp(-t)+0.001*t*exp (-t)-0.001) *sin (x) ;
end;

end;

S\3\%\%\%\ 'ABSOLUTE DIFFERENCES' %\%\%\%\%\% ;
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absdiff=max (max (abs (es-U)))
$GRAPH OF THE SOLUTION ;
figure; surf(U); title('');xlabel ('t ekseni');
ylabel ('x ekseni'); rotate3d ;
figure; surf(es); title(''); xlabel('t ekseni');
ylabel ('x ekseni');rotate3d ;
psi=zeros (M+1,1);
for n=3:M+1;
for k=N+2:2*N;
psi(n,1)=0.001*((U(n, k+1-N)-2*U(n-1, k+1-
N)+U(n-2,k+1-N))*1/(2* (h*2))+(U(n,k-1-N)-2*U(n-1,k-1-
N)+U(n-2,k-1-N))*1/(2* (h"2)));
end;
end; psi;
for n=1:M+1;
U2(n,1)=(1.002%exp (-1)-0.001) *sin((n-1) *h);
end;
for n=1:M+1;
U2(n,2)=((tau”2)/(2)-tau) *(1.001l*exp(-1)) *sin((n-
1)*h)+(1)*(1.002%exp(-1)-0.001) *sin((n-1) *h) ;
end;
for k=2:N;

+N-1) *tau; x=(j-1) *h;
(7,k)=(1.001*exp (-t)+(0.002002-

(1)) *t*exp(-t)-0.001*(1.002%exp(-1) -
x)

$%%%%%%%%%%%%% ABSOLUTE DIFFERENCE %%%%%%%%%%%
i =max (max (abs (es2-U2)))
$%%%%%%%%%%%% GRAPH OF DOLUTION %$%%%%%%%%%%%%%
figure; surf(U2); title(''); xlabel('t ekseni');
ylabel ('x ekseni'); rotate3d;
figure; surf(es2); title(''); xlabel ('t ekseni');
ylabel ('x ekseni'); rotate3d;
psi2=zeros (M+1,1);
for n=3:M+1;
for k=N+2:2*N;
psi2(n,1)=0.001* ((U2(n,k+1-N)-2*U2(n-1,k+1-
N)+U2 (n-2,k+1-N))*1/(2* (h"2))+(U2(n,k-1-N)-2*U2 (n-1, k-
1-N)+4+U0U2 (n-2,k-1-N))*1/(2* (h"2)));
end;
end; psi2;
for n=1:M+1;
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U3(n,1)=(1.005004*exp (-2)-0.003004*exp (-1) -
0.00172)*sin((n-1) *h) ;
end;
for n=1:M+1;

U3 (n,2)=(tau”2/2-tau) * (1.003002*%exp (-2) -
0.001001*exp(-1))*sin((n-1)*h)+(1.005004%exp (-2) -
0.003004*exp(-1)-0.001"2)*sin((n-1)*h);

end;

for k=2:N;
U3(:,k+1)=G*psi2-G*B*U3(:,k)-G*C*U3(:,k-1);

end; U3;

%$%%%%%%%%%%%%%% EXACT SOLUTION $%%%%%

t=(k+2*N-1) *tau; x=(j-1) *h;

es3(J,k)=((0.999994996+0.001005004*exp (1)+1.001*(0.001)
~"2*exp (2)) *exp (-t)+(0.003007004-0.002006004*exp (1) -
1.001*(0.001)"2*exp(2))*t*exp(-t)-0.001*(1.005004*exp (-
2)-0.003004*exp(-1)-(0.001)"2)) *sin(x);

end;

$%%%%%%%%%%%%% ABSOLUTE DIFFERENCE %%%%%%%%
=max (max (abs (es3-U3)))
%5%%%%%%%%%%%%%%%%% GRAPH OF SOLUTION $%%%%%%%%%%%
figure; surf(U3); title(''); xlabel ('t ekseni
ylabel ('x ekseni'); rotate3d;
figure; surf(es3); title(''); xlabel ('t ekseni');
ylabel ('x ekseni'); rotate3d;

~
~e
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