
  

 

 

 

T.C. 

TRAKYA ÜNĠVERSĠTESĠ 

FEN BĠLĠMLERĠ ENSTĠTÜSÜ 

 

 

 

 DEĞERLENDĠRĠLMĠġ CĠSĠMLERĠN GENĠġLEMELERĠ 

 

 

BURCU ÖZTÜRK 

 

 

 

 DOKTORA TEZĠ 

 

 

MATEMATĠK ANABĠLĠM DALI 

 

Tez DanıĢmanı: Doç. Dr. FĠGEN ÖKE  

 

EDĠRNE-2015 

 



 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 



i 

 

Doktora Tezi 
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ÖZET 

 

II. Bölümde konuyla ilgili ön bilgiler verilmiĢtir.  

III. Bölümde tame geniĢlemeleri ve değerlendirilmiĢ cisimler üzerinde 

tanımlanmıĢ olan sabitlere ait bazı teoremlere yer verilmiĢtir. Ardından seçkin ikililer ve 

seçkin zincirlerin sağladığı özellikler ve zincirdeki elemanları içeren cebirsel 

geniĢlemeler irdelenmiĢtir. Daha sonra değerlendirilmiĢ bir cismin tame geniĢlemeleri 

ve sabitleri ile ilgili elde edilen sonuçlara yer verilmiĢtir.  

IV. Bölümde ise rezidül transandant geniĢlemeler, lifting polinomları ile ilgili 

tanımlar ve teoremler verilmiĢtir. Lifting polinomlarının köklerinin ve köklerin 

sabitlerinin özellikleri çalıĢılmıĢtır. Bu kavramların rezidül transandant geniĢlemeler ile 

iliĢkisi incelenmiĢtir. Seçkin zincirler yardımıyla değer gruplarının ve rezidü 

cisimlerinin yazılıĢı ve lifting polinomlarının sağladığı bazı özellikler elde  edilmiĢtir. 

Daha sonra bir   cisminin rankı 2 olan bir   değerlendirmesinin      rasyonel 

fonksiyon cismine geniĢlemeleri ele alınmıĢtır. Bu geniĢlemeler için yeni teoremler elde 

edilmiĢtir. Ardından, elde edilen teoremler   değerlendirmesinin rankının   olması 

durumu için genelleĢtirilmiĢtir. 

Önceki bölümlerde elde edilen tüm sonuçlara V. Bölümde yer verilmiĢtir. 
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described and some properties of lifting polynomials obtained via distinguished chains. 
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are obtained for these extensions. Then these theorems are generalized to the case 
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BÖLÜM 1 

 

GĠRĠġ 

 

    bir cisim olmak üzere,      rasyonel fonksiyon cisminin sonlu bir     

geniĢlemesi   cismi üzerinde bir değiĢkenli cebirsel fonksiyon cismi olarak adlandırılır.  

    cebirsel fonksiyon cisminin asal divizörleri olan place’ler ile ayrık 

değerlendirmeler bire-bir eĢlendiğinden, değerlendirmeler cebirsel fonksiyon 

cisimlerinin yapısının belirlenmesinde önemli bir yere sahiptir. Ayrıca       

değerlendirilmiĢ bir cisim ve   değerlendirmesinin   cismine rezidül transandant bir 

geniĢlemesi   iken    rezidü cismi de    rezidü cismi üzerinde bir değiĢkenli cebirsel 

fonksiyon cismidir. Bundan dolayı bir   cismi üzerindeki değerlendirmelerin      

rasyonel fonksiyon cismine geniĢlemelerinin elde edilmesi önemlidir.  

Bir   cisminin değerlendirmelerinin      rasyonel fonksiyon cismine rezidül 

transandant geniĢlemeleri ilk olarak 1934 yılında Ostrowski tarafından ele alınmıĢtır. 

Nagata’nın tanımladığı rezidül transandant geniĢlemeler ile ilgili Mac Lane’in yaptığı 

çalıĢmalardan sonra Ohm ve Popescu bu konudaki çalıĢmalara derinlik kazandırmıĢtır. 

Popescu rezidül transandant geniĢlemelerin bir minimal çift yardımıyla tanımlandığını 

göstermiĢtir. Daha sonra 1988’de Zaharescu ve Alexandru ile birlikte uygun bir 

minimal çiftin belirlenmesi, cebirsel geniĢlemeler yardımıyla değerlendirmenin rezidü 

cisminin ve değer grubunun elde ediliĢi ile ilgili çalıĢmalar yapmıĢtır.  

1995 yılında ise Popescu ve Zaharescu lifting polinomu tanımını yaparak bu 

polinomların sağladığı özellikleri belirlemiĢlerdir. Bununla birlikte seçkin ikili 

kavramını vermiĢler ve bu kavramı kullanarak lifting polinomunun kökleri, bir   
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değerlendirmesi yardımıyla belirlenen sabitler ve rezidül transandant geniĢlemeyi 

tanımlayan minimal çiftler arasındaki iliĢkileri belirlemiĢlerdir.  

Popescu ve Vraciu 1996 yılında yaptıkları çalıĢmada   cisminin rankı 2 olan bir 

  değerlendirmesinin      cismine rezidül transandant geniĢlemesini tanımlayan bir 

minimal çiftin, bir lifting polinomunun yardımıyla elde edilebileceğini göstermiĢlerdir. 

Bu çalıĢmalar sabitlerin incelenmesinin önemini arttırmıĢtır. 1999 yılında Khanduja ve 

Saha     sabitini kullanarak,  Krasner Lemma’ya benzer Ģekilde literatürde önemli bir 

yere sahip olan bir teoremi kanıtlamıĢlardır. 

2002 yılında Aghigh ve Khanduja       değerlendirilmiĢ cisminin cebirsel 

geniĢlemelerinin hatasız olması durumunda     sabiti ile ilgili yaptıkları çalıĢmaları, 

2003 yılında     Krasner Sabitini de göz önüne alarak tame cisimlerini karakterize 

etmekte kullanmıĢlardır. Ayrıca        cisminin bir tame cismi olması durumunda her 

   ̅   elemanı için bir seçkin ikili yazılabileceğini ve dolayısıyla bir seçkin zincir 

elde edilebileceğini göstermiĢlerdir. Bu zincirdeki elemanların,   değerlendirmesi 

yardımıyla belirlenen sabitleri arasındaki iliĢki ile zincirdeki elemanları bulunduran 

cebirsel geniĢlemelerin özelliklerini de incelemiĢlerdir. 2005 yılında da elde edilen bu 

cebirsel geniĢlemelerin değerlendirmelerinin rezidü cisimlerinin ve değer gruplarının 

nasıl yazılacağını belirlemiĢlerdir.  

Bu çalıĢmaların ıĢığında üçüncü bölümde seçkin ikililerin ve seçkin zincirlerin 

sağladığı özelliklerin irdelenmesi amaçlanmıĢtır. Bunun için öncelikle sabitlerin ve 

tame geniĢlemelerinin yer aldığı teoremler ve tanımlar verilmiĢtir.  Daha sonra        

ve          değerlendirilmiĢ iki cisim ve         olmak üzere        cisminin bir 

      geniĢlemesinin tame olması durumunda   değerlendirmesine bağlı olarak        

ve          cisimlerinin de birer tame geniĢlemelerinin olduğu gösterilmiĢtir.       

Henselian değerlendirilmiĢ bir cisim ve         iken   değerlendirmesine göre 

sabitlerin belirlenmesiyle ile ilgili elde edilen sonuçlara yer verilmiĢtir. Bölümün 

sonunda da           olması durumu göz önüne alınarak tame geniĢlemeleri ile ilgili 

yapılan çalıĢma için bir genelleme elde edilmiĢtir. 

Dördüncü bölümde de bir minimal çift yardımıyla tanımlanan rezidül 

transandant geniĢlemeler, lifting polinomları ve bu polinomların özellikleri ile ilgili 
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bilgilere yer verilmiĢtir. Ayrıca seçkin ikililerin ve sabitlerin bu konudaki önemini 

gösteren teoremler de incelenmiĢtir.  Bu çalıĢmalarda yararlanılarak öncelikle seçkin 

zincirler ve lifting polinomları ile ilgili sonuçlar elde edilmiĢtir. Bunun için ilk olarak; 

      değerlendirilmiĢ bir cisim olmak üzere    ̅   elemanının bir seçkin zinciri 

göz önüne alınarak,      cisminin    değerlendirmesinin değer grubu ve rezidü cismi 

zincirdeki elemanların sabitleri ve minimal polinomlara bağlı olarak yazılmıĢtır. Ayrıca 

   ̅    ve    ̅   elemanlarının              ve              seçkin 

zincirleri yardımıyla          cisimlerinin       değerlendirmelerinin değer gruplarının 

ve rezidü cisimlerinin karĢılaĢtırıldığı bir sonuç elde edilmiĢtir. Daha sonra lifting 

polinomları ve bu polinomların kökleri yardımıyla yazılan seçkin ikililerinin sağladığı 

bazı özelliklerin belirlendiği sonuçlar elde edilmiĢtir. Bölümün sonunda da bir   

cisminin         olan bir   değerlendirmesinin      cismine         olan bir 

  rezidül transandant geniĢlemesinin tanımlanıĢının verildiği ve lifting polinomlarının 

sağladığı bazı özellikler ile ilgili elde edilen sonuçları içeren teoremler kanıtlanmıĢtır. 

Daha sonra         için yapılan tüm çalıĢmalar         için çalıĢılarak bir 

genelleme elde edilmiĢtir. 

Üçüncü ve dördüncü bölümlerde elde edilmiĢ olan tüm sonuçlar beĢinci 

bölümde özet halinde sunulmuĢtur. 
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BÖLÜM 2 

 

ÖN BĠLGĠLER 

 

 Bu bölümde değerlendirme kavramı tanımlanıp, bunun eĢliğinde diğer 

bölümlerde kullanılmak amacıyla gerekli tanım ve teoremler verilecektir. 

 

2.1. Değerlendirmeler 

2.1.1. TANIM:    bir cisim,   çarpımsal (veya toplamsal) sıralı bir grup olsun. 

      { }                (veya        { }   

dönüĢümü her       için  

i)              (veya            ) 

ii)                  (veya                  ) 

iii)           {         } (veya           {         }) 

koĢullarını gerçekliyorsa   dönüĢümüne   cismi üzerinde bir değerlendirme adı 

verilir.    sıralı bir grubuna da   değerlendirmesinin değer grubu denir. 

2.1.2. ÖNERME ([2]):     bir   cismi üzerinde değer grubu çarpımsal (veya 

toplamsal) olan bir değerlendirme olmak üzere aĢağıdaki özellikler sağlanır. 

           i)           (veya         ) 

 ii)                 ise  

          {         } dır. (veya           {         } dır. ) 

 iii)       için      ise  

  ∑   
 
                 dır.  (veya   ∑   

 
        (     ) dir.) 

 iv)        için        ve  ∑   
 
       ise  en  az  bir       için      

            dır. 
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2.1.3. TANIM:    bir   cisminin bir alt halkası olsun.      iken     veya 

      oluyorsa   halkasına   cisminin bir değerlendirme halkası denir. 

   {   |     }  kümesi    değerlendirme halkasının tek maksimal 

idealidir. 

   {   |     }  kümesi bir gruptur ve bu kümeye   değerlendirme 

halkasının birim grubu adı verilir. 

 

Her değerlendirme halkasına karĢılık bir değerlendirme yazılabileceği aĢağıdaki 

önerme ile görülebilir. 

2.1.4. ÖNERME ([5]):  Bir   cisminin bir   değerlendirme halkasının birim 

grubu   olsun. Bu durumda her     için  

     {
                
              

  

Ģeklinde tanımlı           { } dönüĢümü   cisminin bir değerlendirmesidir.  

 2.1.5. ÖNERME ([2]):    bir   cisminin bir değerlendirmesi ve     

değerlendirmesinin değer grubu    olsun.   çarpımsal bir grup ise değerlendirme 

halkası, maksimal ideali ve birim grubu sırasıyla 

  {   |       }     {   |       }     {   |       }  

kümeleridir.   toplamsal bir grup ise 

  {   |       }   {   |       }     {   |       } 

biçiminde olur.  

 2.1.6. TANIM:    cismi üzerinde bir değerlendirme   olsun.    değerlendirme 

halkası ve    tek maksimal ideali ise       kümesi bir cisimdir. Bu cisme   

değerlendirmesinin rezidü cismi adı verilir ve    ile gösterilir. 

 

 AĢağıdaki tanım ile bu tezde sıkça kullanılan bir değerlendirmenin rankı 

kavramı verilecektir. 

 2.1.7. TANIM:   sıralı bir grup,       grubunun bir alt grubu olsun.     

olmak üzere     ve         iken     oluyorsa   alt grubuna   grubunun bir 

isolated alt grubu denir. 
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   grubunun kendisinden farklı tüm isolated alt gruplarının sayısına   sıralı 

grubunun rankı adı verilir.    cisminin bir   değerlendirmesinin rankı     değer 

grubunun rankıdır ve       ile gösterilir. 

  

2.2. Cebirsel GeniĢlemeler 

  Bu alt bölümde cebirsel geniĢlemelerde sıkça kullanılan bazı kavramlar 

verilecektir. 

 2.2.1. TANIM:     cisminin bir geniĢlemesi    olsun.  ̅  {   |       }  

cismine   cisminin   cismi içindeki cebirsel kapanıĢı adı verilir. 

     olsun.    elemanı    cismi üzerindeki minimal polinomunun bir basit 

kökü ise   ya    cismi üzerinde ayrılabilirdir denir ve          ile gösterilir. 

 Her     elemanı   cismi üzerinde ayrılabilir ise    cismi   cisminin bir 

ayrılabilir geniĢlemesidir denir. 

 2.2.2. TEOREM ([2]):        değerlendirilmiĢ bir cisim ve     cisminin bir 

geniĢlemesi    olsun. Bu durumda   değerlendirmesi   cismine geniĢletilebilir.  

 2.2.3. TANIM:       değerlendirilmiĢ cisim ve   cisminin cebirsel bir 

geniĢlemesi    olmak üzere   değerlendirmesinin   cismine bir geniĢlemesi      olsun.    

ve    değerlendirmelerinin değer grupları sırasıyla    ve    , rezidü cisimleri sırasıyla 

   ve     ise          ⁄   [      ] indeksi     ⁄  geniĢlemesinin dallanma indeksi, 

        ⁄   [      ] derecesi     ⁄  geniĢlemesinin rezidü derecesi olarak 

adlandırılır.  

 2.2.4. TEOREM ([2]):         değerlendirilmiĢ bir cisim ve   cisminin  

   dereceden bir geniĢlemesi   olsun.   değerlendirmesinin   cismine bir geniĢlemesi 

   olsun.   dallanma indeksi,   rezidü derecesi olmak üzere        sağlanır. 

 2.2.5. TANIM:     cisminin bir değerlendirmesi    olsun.   cisminin her   

cebirsel geniĢlemesi için      değerlendirmesinin   cismine bir tek geniĢlemesi varsa    

Henselian değerlendirme olarak adlandırılır. 

    cisminin    değerlendirmesinin tek Ģekilde geniĢletilebildiği en küçük cisme 

   cisminin Henselizasyonu denir. 

    değerlendirmesinin,    cisminin cebirsel bir geniĢlemesi olan   cismine bir 

geniĢlemesi    olsun.   ve     bu geniĢlemenin sırasıyla dallanma indeksi ve rezidü 

derecesi olsun.   cisminin Henselizasyonu      ve    cisminin Henselizasyonu      
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olmak üzere   ⁄  geniĢlemesinin Henselian hatası [         ]   ⁄  ile tanımlanır ve 

                ⁄   veya         ⁄   ile gösterilir.  

Eğer       ⁄     ise yani 2.2.4. Teorem’deki eĢitsizlik       olarak 

yazılıyorsa   ⁄  geniĢlemesine hatasız bir geniĢlemedir denir.  

 

2.3. Transandant GeniĢlemeler 

Bu alt bölümde literatürde bulunan ve transandant geniĢlemeler tanımlanırken 

sıkça kullanılan bazı kavramlar ve teoremler verilecektir. 

Bu bölümde ve tezin bundan sonraki bölümlerinde;       değerlendirilmiĢ bir 

cisim olmak üzere   değerlendirmesinin   ̅ cismine geniĢlemesi  ̅ ile gösterilecektir. 

 2.3.1. TANIM:      cisminin bir geniĢlemesi   olsun.   cismi üzerinde cebirsel 

olmayan     elemanına   cismi üzerinde transandanttır denir ve           ile 

gösterilir. En az bir     elemanı   cismi üzerinde transandant oluyorsa    cismi      

cisminin transandant bir geniĢlemesidir. 

    cisminin bir değerlendirmesi    olsun.    değerlendirmesinin      cismine 

bir geniĢlemesi   olmak üzere      ⁄  geniĢlemesi bir transandant geniĢleme ise   ya    

değerlendirmesinin bir rezidül transandant geniĢlemesidir denir. 

 2.3.2. TANIM:      cisminin bir değerlendirmesi    olsun.        ̅    ̅  bir 

çift olmak üzere  her  ∑            ̅[ ] için  

  ̅     (∑          )      { ̅       }        ̅                                          

biçiminde tanımlanan  ̅      değerlendirmesi  ̅ değerlendirmesinin   ̅    cismine bir 

geniĢlemesidir ve bu geniĢleme  ̅ değerlendirmesinin       çifti ile tanımlanan 

geniĢlemesi olarak adlandırılır.  

     ,        ̅    ̅  çiftlerinin,  ̅ değerlendirmesinin   ̅    cismine aynı 

geniĢlemesini tanımlamaları için gerekli ve yeterli koĢul     ve  ̅        

olmasıdır. 

  ̅    cisminin  ̅      değerlendirmesini tanımlayan her         ̅    ̅   çifti 

için [      ]  [      ] oluyorsa        ̅    ̅ çiftine  ̅ değerlendirmesini 

tanımlayan  minimal çift denir.  
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2.3.3. TANIM:    cisminin Henselian bir değerlendirmesi   olsun.            

      [ ]         olan bir polinom göz önüne alınsın. Her    [ ] polinomu, 

    [ ]              olmak üzere   ∑    
 

  olarak tek Ģekilde yazılır ve bu 

yazılıĢa   polinomunun   açılımı denir. 

 2.3.4. TEOREM ([7]):  ̅  cisminin  ̅ değerlendirmesinin  ̅    cismine       

minimal çifti ile tanımlanan bir geniĢlemesi  ̅      olsun.   elemanının   cismi 

üzerindeki minimal polinomu      olmak üzere her   ∑    
 

   [ ] için  ̅      

değerlendirmesi 

 ̅             { ̅          ̅         }  

biçiminde tanımlanır. 

 2.3.5. TANIM:   bir cisim ve       [ ] asal bir polinom olsun.        

olan bir reel sayı olmak üzere      cisminin her 
    

    
      

    

    
,                             

(           [ ] (         )    ) elemanı için  

 (
    

    
)                      (veya   (

    

    
)             

biçiminde tanımlanan   değerlendirmesi      cisminin      adik değerlendirmesi 

olarak adlandırılır. 

2.3.6. LEMMA (Hensel Lemma) ([8]):    cisminin         olan bir    

değerlendirmesinin değerlendirme halkası    , maksimal ideali   , rezidü cismi    

olsun.        [ ] ve       [ ]  aralarında asal polinomlar olmak üzere      

         olsun. Bu durumda                olacak Ģekilde             [ ], 

          polinomları vardır.  

 

2.4. Değerlendirme Halkaları, Bir Değerlendirmenin Rankı 

  Bu alt bölümde bir değerlendirmenin rankı ve değerlendirme bileĢkesi 

kavramlarının tanımlanıĢı verilecektir. Bunun için öncelikle değerlendirme halkaları ve 

place’lerin incelendiği teoremler göz önüne alınacaktır. 

 2.4.1. ÖNERME ([3]):     cisminin bir değerlendirme halkası     olsun. Bu 

durumda aĢağıdakiler sağlanır:  

i)       sağlayan her   halkası bir değerlendirme halkasıdır. 

ii)   halkasının maksimal ideali       nın bir asal idealidir. 

iii)   { |     halkasının bir asal ideali} ve  
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  { |            alt halka} olmak üzere      ,          Ģeklinde 

tanımlı   dönüĢümü bire-bir ve örtendir. Dolayısıyla   ile    kümeleri arasında bire-bir  

eĢleme vardır.  

 2.4.2. TANIM ([3]):       değerlendirilmiĢ bir cisim,   nin değerlendirme 

halkası     ve maksimal ideali    olsun.         sağlayan alt halkaların sayısı ile       

         sağlayan asal ideallerin sayısı aynıdır ve bu sayı      halkasının rankı 

olarak adlandırılır.  

 2.1.4. Önerme, 2.4.1. Önerme ve 2.4.2. Tanım birlikte göz önüne alınarak  

değerlendirmenin rankı kavramı aĢağıdaki sonuç ile yeniden ifade edilebilir. 

 2.4.3. SONUÇ ([3]):       değerlendirilmiĢ bir cisim olsun.    değer grubunun 

isolated alt grupları kümesi ile    halkasını kapsayan   cisminin alt halkaları kümesi 

arasında bire-bir eĢleme vardır. Dolayısıyla    halkasının rankı ile    değer grubunun 

rankı yani    değerlendirmesinin rankı aynıdır.  

2.4.4. TANIM:   ve    iki cisim ve   cebirsel kapalı olsun.       { } 

dönüĢümü  

i)          bir halkadır. 

 ii)   dönüĢümünün   halkasına kısıtlanıĢı aĢikar olamayan bir 

homomorfizmadır. 

 iii)     için        ise          dır. 

 koĢullarını sağlıyorsa   dönüĢümüne   cisminin bir place’i adı verilir. 

          halkası bir değerlendirme halkasıdır.           değerlendirme 

halkasının     maksimal ideali   |   homomorfizmasının çekirdeğidir ve         

rezidü cismi de   cismine izomorftur. [5]  

         halkasına   place’ine karĢılık gelen değerlendirme halkası adı 

verilir. Yani her bir place’e karĢılık bir değerlendirme halkası vardır. [3] 

 Ayrıca bir    cisminin bir değerlendirme halkasına karĢılık da bir place’in 

olduğu aĢağıdaki önerme ile görülür. 

 2.4.5. ÖNERME ([5]):   cisminin bir   değerlendirme halkasının maksimal 

ideali   olsun. Bu durumda her     için  

     {
                 
              

  

Ģeklinde tanımlı          { } dönüĢümü   cisminin bir place’idir.  
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 2.4.4. Önerme ve 2.4.5. Önerme ile her place’e karĢılık bir değerlendirme 

olacağı sonucuna da varılır.  

   2.4.6. ÖNERME ([3]):        { } dönüĢümü   cisminin bir place’i ve bu 

place’e karĢılık gelen değerlendirme halkası   olsun.    cisminin bir place’i     ise 

      dönüĢümü de   cisminin bir place’idir.       place’ine karĢılık gelen   

değerlendirme halkası da   halkasının bir alt halkasıdır.  

 Böylece 2.1.4. Önerme, 2.4.2. Tanım ve 2.4.3. Sonuç birlikte göz önüne alınarak 

rankı birden büyük olan bu   değerlendirme halkasına karĢılık gelen değerlendirmenin  

rankının birden büyük olduğu görülür. Bu değerlendirmenin iki değerlendirmenin 

bileĢkesi olarak yazılabildiği aĢağıdaki tanım ile verilir.   

 2.4.7. TANIM ([3]):    cisminin          olan bir değerlendirmesi      ve    

cisminin         olacak Ģekilde baĢka bir değerlendirmesi      olsun.   cisminden  

        ve          rezidü cisimlerine tanımlı iki place sırasıyla    ile      olsun. Bu 

durumda         cisminin         olacak Ģekilde bir   place’i vardır.         

cisminin   place’ine karĢılık gelen değerlendirmesi      olmak üzere    değerlendirmesi 

   ile   değerlendirmelerinin bileĢkesi olarak adlandırılır ve         ile gösterilir. 

Ayrıca                     eĢitliği sağlanır.  

 Buradaki değerlendirme bileĢkesi kavramı fonksiyon bileĢkesi kavramından 

farklıdır. Sadece benzer gösterime sahiptir. 

  cisminin değer grubu    olan bir   değerlendirmesi ile    rezidü cisminin 

değer grubu    olan bir   değerlendirmesi göz önüne alınsın.   değerlendirmesinin 

değerlendirme halkası    olmak üzere    ile       elemanının rezidüsü yani   

                 doğal dönüĢüm altındaki görüntüsü gösterilsin.        

bileĢke değerlendirmesi   cisminin değer grubu       olan bir değerlendirmesidir ve 

     için                            eĢitliği ile tanımlanır. (     ise 

          eĢitliğini sağlayan bir     göz önüne alınarak    yerine        yazılır. )  

 2.4.8. TANIM:    cismi üzerinde değer grubu       olan bir 

değerlendirme   olsun.   değerlendirmesinin değerlendirme halkası   , bu halkanın tek 

maksimal ideali    ve     olmak üzere        olsun. Bu durumda        

biçimindedir ve    elemanına    halkasının birimsel elemanı denir. 
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2.4.9. LEMMA ([22]):   bir cisim ve      olsun.    cisminin değer grubu    

olan ayrık bir değerlendirmesi    olmak üzere      rezidü cisminin değer grubu   olan 

bir değerlendirmesi   olsun.   değerlendirmesinin         sağlayan bir birimsel 

elemanı    olsun.         için         
  

 elemanının    rezidüsü      olmak 

üzere        bileĢke değerlendirmesi                   Ģeklinde tanımlıdır ve   

değerlendirmesi   cisminin değer grubu      olan bir değerlendirmesidir.  

 

Rankı birden büyük olan bir değerlendirmenin değer grubu için tanımlanan ve en 

çok kullanılan sıralama bağıntısı aĢağıdaki tanım ile verilir. 

2.4.10. TANIM:    ve   sıralı iki küme olsun.                   için 

                 veya (     ve        Ģeklinde tanımlı   sıralama 

bağıntısı Lexicographically sıralama olarak adlandırılır.  
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BÖLÜM 3 

 

DEĞERLENDĠRĠLMĠġ BĠR   CĠSMĠNĠN CEBĠRSEL 

GENĠġLEMELERĠ 

 

Bir   cisminin değerlendirmelerinin      rasyonel fonksiyon cismine rezidül 

transandant geniĢlemelerinin elde edilmesi önemlidir. Bu konuda yapılmıĢ olan 

çalıĢmalarda bir rezidül transandant geniĢlemenin bir çift yardımıyla 

tanımlanabileceğini sonucuna ulaĢılmıĢtır. Buradaki önemli bir problem en uygun çiftin 

belirlenmesidir.  Bu aĢamada bir rezidül transandant geniĢlemenin rezidü cismi ve değer 

grubunun bir cebirsel geniĢlemeye bağlı olarak yazılabileceğinin gösterilmiĢtir. Konuyla 

ilgili incelemeler yapılmaya baĢlandığında ise bazı özel durumlarla karĢılaĢılmıĢ ve bir 

takım sınıflandırmaların yapılması gerekmiĢtir. Dolayısıyla cebirsel geniĢlemelerin 

yapısının belirlenmesinde önemli bir yere sahip olan, değerlendirilmiĢ cismin 

elemanlarına ait sabitler, tame geniĢlemeleri ve seçkin ikiler kavramları ve bu 

kavramların kendi aralarındaki iliĢkiler incelenmiĢtir.  

3.1. ve 3.2.  Alt Bölümlerinde bu kavramlar ile ilgili literatürde bulunan bazı 

tanım ve teoremlere yer verilmiĢtir.  

Bir   değerlendirmesinin rankı 1 iken yukarda bahsedilen çalıĢmalar ile ilgili 

tüm iĢlemler kolaylıkla yapılırken rankın birden büyük olması durumunda daha detaylı 

incelemelerin yapılması gerekmektedir. Dolayısıyla 3.3 Alt Bölümünde bir  

değerlendirmenin rankının 2 olması durumu göz önüne alınarak tame geniĢlemeleri ve 

sabitlerin tanımlanıĢı ile ilgili teoremler ispatlanmıĢtır. Daha sonra rankın   olması 

durumu için bir genelleme elde edilmiĢtir. 

 

 



13 

 

3.1. Sabitler ve Tame GeniĢlemeleri 

  AĢağıdaki ilk tanımda sabitler, ikinci tanımda ise özel bir cebirsel geniĢleme 

olan tame geniĢlemeleri kavramları verilecektir. 

 

 3.1.1. TANIM:    cisminin  Henselian bir değerlendirmesi    olsun.    ̅  ,  

  cismi üzerinde ayrılabilir bir eleman ise   elemanı için belirlenen sabitler       

Krasner Sabiti,       ve       aĢağıdaki gibi tanımlanır: 

         { ̅      |           -               }  

         { ̅      |           -         }  

         { ̅     |   ̅ [      ]  [      ]}  

 3.1.2. TANIM:        cisminin bir değerlendirmesi,    cisminin cebirsel bir 

geniĢlemesi    ve     değerlendirmesinin   cismine bir geniĢlemesi    olsun.    ve     bu 

geniĢlemenin sırasıyla dallanma indeksi ve rezidü derecesi olmak üzere 

 i) [   ]     

 ii)       cisminin ayrılabilir bir geniĢlemesidir. 

iii)          

koĢulları sağlanıyorsa   ⁄  geniĢlemesine tame geniĢlemesi denir.    cisminin her  

cebirsel geniĢlemesi bir tame geniĢlemesi ise    cismine  tame cismi adı verilir. 

 

 Bundan sonra ise sabitlerin; tame geniĢlemelerini karakterize etmekte, cebirsel 

geniĢlemelerde karĢılaĢılan yapıların belirlenmesinde ve seçkin ikili kavramının 

tanımlanıĢında büyük bir rol oynadığı gösteren ve [3], [11], [12] kaynaklarında bulunan 

bazı lemma ile teoremler sırasıyla verilecektir. Öncelikle iki cismin karĢılaĢtırılmasını 

sağlayan Krasner Lemma göz önüne alınabilir. 

 

3.1.3. LEMMA (Krasner Lemma) ([3]):       cisminin Henselian bir 

değerlendirmesi ve   cismi üzerinde ayrılabilir bir eleman    ̅   olsun.             

 ̅            olacak biçimde    ̅ elemanı varsa           dır.  
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 3.1.4. TEOREM ([11]):         Henselian değerlendirilmiĢ bir cisim ve   

cisminin bir tame geniĢlemesi      olsun. [      ]      ve    değerlendirmesinin 

     cismine bir geniĢlemesi   olsun. Bu durumda aĢağıdaki ifadeler denktir.  

i)              

ii)   sayısı   ̅               olacak Ģekilde en küçük pozitif tam sayı 

olmak üzere   değerlendirmesinin değer grubu ve rezidü cismi sırasıyla                         

        ̅      ve                     olacak Ģekilde bir     elemanı 

vardır.  

3.1.5. TEOREM ([12]):     cisminin reel, Henselian bir değerlendirmesi 

   olsun.   cisminin [      ]      olan hatasız, ayrılabilir bir geniĢlemesi      

olmak üzere   değerlendirmesinin      cismine bir geniĢlemesi   olsun. Bu durumda 

aĢağıdaki ifadeler denktir.  

i)             

ii)   sayısı                olacak Ģekilde en küçük pozitif tam sayı olmak 

üzere   değerlendirmesinin değer grubu ve rezidü cismi sırasıyla               ve  

         
         olur.  

 

3.2. Seçkin Ġkililer ve Seçkin Zincirler 

 AĢağıdaki tanımla verilen seçkin ikililer öncelikle cebirsel geniĢlemelerin rezidü 

cisimlerinin ve değer gruplarının belirlenmesinde kullanılmıĢtır.  

 

3.2.1. TANIM:       cisminin Henselian bir değerlendirmesi ve       ̅ olsun. 

i)            

 ii)  ̅            

 iii)    ̅            için  ̅       ̅       

koĢulları sağlanıyorsa       ikilisine bir seçkin ikili denir.  

 3.2.2. TANIM:     cisminin Henselian bir değerlendirmesi ve 

               ̅  olsun.         için           bir seçkin ikili ve      

oluyorsa                 zincirine   elemanının   uzunluğunda tam seçkin zinciri 

denir. 
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Bir seçkin zincirdeki elemanların    sabitlerinin karĢılaĢtırılması aĢağıdaki 

lemma ile verilebilir. 

3.2.3. LEMMA ([17]):        Henselian değerlendirilmiĢ bir cisim olsun. 

(    ) ve (       iki seçkin ikili ise                ̅       sağlanır. 

Ayrıca;    ̅    elemanının tam seçkin bir zinciri                                        

                 ise                           olur.  

 

Bir cebirsel elemanın iki farklı zincirindeki elemanların derecelerinin ve    

sabitlerinin karĢılaĢtırılması aĢağıdaki lemma ile verilebilir. 

3.2.4. TEOREM ([17]):        Henselian değerlendirilmiĢ bir cisim olsun.  

   ̅    elemanının tam seçkin iki zinciri                 ve                          

                  olsun. Bu durumda      dir ve        için          

[       ]  [       ]  ve                 sağlanır.  

 

Bir tame geniĢlemesi göz önüne alındığında bir seçkin zincirdeki elemanların 

sağladığı bazı özellikler aĢağıdaki teorem ile ortaya konmuĢtur. Bu özellikler içinde en 

önemlisi birbirini kapsayan cebirsel geniĢlemelerin elde edilmesidir. 

3.2.5. TEOREM ([13]):        cisminin bir Henselian değerlendirmesi ve    

cisminin  ̅ içinde kalan herhangi sonlu, ayrılabilir bir geniĢlemesi   olsun. Bu durumda 

aĢağıdaki ifadeler birbirine denktir. 

i)      bir tame geniĢlemesidir. 

ii)       elemanı için  ̅            olacak Ģekilde               

[      ]  [      ] sağlayan bir        elemanı vardır. 

iii) Her          elemanı için  ̅            olacak Ģekilde   

[      ]  [      ] sağlayan bir     elemanı vardır. 

iv) Her        elemanının,                      olan ve her 

        için                özelliklerini sağlayan bir                 tam 

seçkin zinciri vardır. 

v)     geniĢlemesi için; her         için                eĢitliği 

sağlanacak ve her    elemanı     cismi üzerinde ayrılabilir olacak Ģekilde bir             

               tam seçkin zincirine sahip bir   ilkel elemanı vardır.  
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3.3. Bir   Cisminin          Olan Bir     Değerlendirmesine Göre Sabitlerin 

Belirlenmesi ve Tame GeniĢlemeleri 

 Bu alt bölümde 2012 yılında yayınlanmıĢ olan  “Some Constants and Tame 

Extensions According to a Valuation of a Field with        ” adlı makalede 

bulunan bir   cisminin         olan bir   değerlendirmesine göre tame 

geniĢlemeleriyle ve     ̅   elemanının   değerlendirmesi yardımıyla elde edilen 

sabitlerinin belirlenmesiyle ilgili teoremlere ve ispatlarına yer verilmiĢtir.  

Daha sonra   cisminin         olan bir   değerlendirmesi göz önüne 

alınarak tame geniĢlemesi ile ilgili yapılan çalıĢma için bir genelleme elde edilmiĢtir. 

 

3.3.1.TEOREM:        Henselian değerlendirilmiĢ bir cisim,     sonlu bir 

geniĢleme    değerlendirmesinin   cismine bir geniĢlemesi    olsun.     rezidü 

cisminin bir değerlendirmesi    ve     değerlendirmesinin     cismine bir geniĢlemesi 

   olsun.    ile    değerlendirmelerinin bileĢkesi         değerlendirmesinin   

cismine bir geniĢlemesi z       değerlendirmesi olsun.    ile    sırasıyla           

               ile                   geniĢlemelerinin dallanma indeksleri olmak üzere 

          olsun. Eğer              geniĢlemesi bir tame geniĢlemesi ise          

               ve                     geniĢlemeleri de birer tame geniĢlemesidir. 

 Kanıt: 

                                 

    

 

 

                             

 

             geniĢlemesinin dallanma indeksi ve rezidü derecesi sırasıyla   ve 

   olsun.                 geniĢlemesi ile                   geniĢlemesinin rezidü 

dereceleri sırasıyla    ile    olsun.                ve      eĢitliklerinin 

sağlandığı açıktır.              tame geniĢlemesi olduğundan aĢağıdakiler sağlanır: 

 i) [   ]                                                                                                    (3.3.1) 

 ii)     rezidü cisminin karakteristiği    dallanma indeksini bölmez. 



17 

 

 iii)      rezidü cismi,    rezidü cisminin ayrılabilir bir geniĢlemesidir.  

   [     ] olduğundan bir     için           olacak Ģekilde en küçük 

pozitif tam sayıdır. 2.4.7. Tanım göz önüne alındığında  

          (          
  )              

sağlanır. Sonuç olarak              ve        
       olur. Buradan da   dallanma 

indeksi    ile    tarafından bölünür. Hipotezden         olduğu görülür. Bu eĢitlik ile 

     eĢitliği (3.3.1) ifadesinde yerlerine yazıldığında  

[   ]                                                                (3.3.2) 

elde edilir. 2.2.5. Tanım göz önüne alındığında                   geniĢlemesinin hatası 

    olmak üzere  [        ]                olarak yazılır.      olduğu varsayılsın.  

  

  
       eĢitliği (3.3.2) ifadesinde yerine yazıldığında  

          
 

  
                               (3.3.3) 

olduğu görülür.                 geniĢlemesinin hatası    ile gösterilsin. Bu durumda 

                                            (3.3.4) 

dir. (3.3.3) ve (3.3.4) eĢitliklerinin sağ tarafları birbirine eĢitlendiğinde    
 

  
 elde 

edilir. Buradan    in bir tam sayı olmadığı sonucuna ulaĢılır. Bu da bir çeliĢkidir. O 

halde      olmalıdır. Böylece           eĢitliğinin sağlandığı görülür. Bu eĢitlik 

(3.3.2) ifadesinde yerine yazıldığında istenilen           eĢitliği elde edilir. 

                

eĢitliklerinden      cisminin,     cisminin ayrılabilir bir geniĢlemesi olduğu açıktır. 

                olduğundan,         eĢitliği ile          olduğu birlikte göz 

önüne alındığında     cisminin karakteristiğinin    yi bölmediği  görülür. Bir cismin 

karakteristiği ya sıfır ya da asal sayı olduğundan           ya da            asal 

sayı olacaktır. Bu durumda kanıtın tamamlanması için iki durumun ayrı ayrı 

incelenmesi gerekmektedir. 

I. Durum:           olsun. Böylece     mükemmel cisim olacağından      in 

tüm geniĢlemeleri ayrılabilir geniĢlemedir. Dolayısıyla    ,      cisminin ayrılabilir bir 

geniĢlemesi olur ve           olduğu açıktır. 

II. Durum:           asal olsun. Bu durumda [3] den         ve         

dir. Dolayısıyla    ,      cisminin ayrılabilir bir geniĢlemesidir ve             olur. 
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Böylece               ve                   geniĢlemelerinin tame 

geniĢlemeleri olduğu görülür. 

3.3.2.TEOREM:        Henselian değerlendirilmiĢ bir cisim,     rezidü 

cisminin bir değerlendirmesi     olmak üzere    ile    değerlendirmelerinin bileĢkesi 

        değerlendirmesi olsun.     değerlendirmesinin  ̅ cismine bir geniĢlemesi   ̅̅ ̅ 

ve     değerlendirmesinin    
̅̅ ̅̅   cismine bir geniĢlemesi   ̅̅ ̅  olmak üzere          

değerlendirmesinin  ̅ cismine bir geniĢlemesi  ̅    ̅̅ ̅   ̅̅ ̅ olsun. Bu durumda    ̅    

elemanının    değerlendirmesine göre belirlenen sabitleri  

          (                      
    *  

          (       
               

    *  

          (                      
    *  

eĢitliklerini sağlar. 

 Kanıt:    ̅    olsun. 2.3.6. Lemma ve 2.4.11. Tanım kullanılarak           

sabiti 

             { ̅      |                    }  

         {   ̅̅ ̅         ̅̅ ̅         |                    }    

                    {   ̅̅ ̅         ̅̅ ̅  
        |                    } 

Dolayısıyla 

              {   ̅̅ ̅      |                    }   

ve 

          
        {   ̅̅ ̅  

        |                         }   

olmak üzere 

          (                      
    *   

olarak elde edilir.  

Benzer Ģekilde Krasner sabiti            

             { ̅      |                          }    

                     {   ̅̅ ̅         ̅̅ ̅         |                          }    

                       {   ̅̅ ̅         ̅̅ ̅  
        |                          } 

Dolayısıyla 
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        {   ̅̅ ̅      |                          }   

 ve           

          
        {   ̅̅ ̅  

        |                                  }   

olmak üzere 

          (       
               

    *  

Ģeklinde elde edilir. 

   değerlendirmesinin      cismine bir rezidül transandant geniĢlemesini 

tanımlayan       minimal çiftinin belirlenmesinde kullanılan            sabiti de  

             { ̅     |    ̅ [      ]  [      ]}  

         {   ̅̅ ̅        ̅̅ ̅        |    ̅ [      ]  [      ]} 

          {   ̅̅ ̅        ̅̅ ̅   
     |    ̅ [      ]  [      ]} 

Dolayısıyla 

              {   ̅̅ ̅     |    ̅ [      ]  [      ]}  

ve           

          
        {   ̅̅ ̅  

     |      
̅̅ ̅̅  [   

̅̅ ̅̅         ]  [   
̅̅ ̅̅         ]}  

olmak üzere 

          (                      
    *  

olarak elde edilir.  

3.3.3. TEOREM:         Henselian değerlendirilmiĢ bir cisim,     sonlu bir 

geniĢleme,          için       rezidü cisminin bir değerlendirmesi     ve 

           değerlendirmelerinin bileĢkesi              olsun.    

değerlendirmesinin   cismine bir geniĢlemesi   ,          için    değerlendirmesinin 

      rezidü cismine bir geniĢlemesi     olmak üzere              

değerlendirmesinin   cismine rankı   olan bir geniĢlemesi              olsun. 

               geniĢlemesinin dallanma indeksi    ve          için           

                      geniĢlemesinin dallanma indeksi     olmak üzere           

ve     için           olsun. Bu durumda              geniĢlemesi bir tame 

geniĢlemesi ise               geniĢlemesi ve her          için                 

                       geniĢlemesi de bir tame geniĢlemesidir.  
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Kanıt:  

                                                         

    

 

 

                                                  

 

             geniĢlemesinin dallanma indeksi ve rezidü derecesi sırasıyla   ve 

  olsun.                geniĢlemesinin rezidü derecesi    ve          için 

                      geniĢlemesinin rezidü derecesi     olsun.                ve 

      eĢitliklerinin sağlandığı açıktır.              bir tame geniĢlemesi olduğundan 

aĢağıdakiler sağlanır: 

 1. [   ]                                                                                                    (3.3.5) 

 2.     rezidü cisminin karakteristiği   dallanma indeksini bölmez. 

 3.      rezidü cismi,    rezidü cisminin ayrılabilir bir geniĢlemesidir.  

  [     ] olduğundan            olacak Ģekilde bir     elemanı vardır.   

nin     değerlendirmesine göre rezidüsü       ve            için            

elemanının    değerlendirmesine göre rezidüsü    ile gösterilsin. 2.4.7.Tanımdan 

         (                       )                    

yazılır.  Yani  

            ,             ,…,                 

olur. Böylece           için       olduğu görülür.           ve     için  

          olduğu göz önüne alındığında              eĢitliğinin sağlandığı 

görülür.  Bu eĢitlik ile      eĢitliği (3.3.5) ifadesinde yerlerine yazıldığında  

[   ]                                                (3.3.6) 

elde edilir.                       geniĢlemesinin hatası    olmak üzere   

[            ]                  

olarak yazılır. 
    

  
       eĢitliği (3.3.6) ifadesinde yerine yazıldığında  

[   ]                  
    

  
                                (3.3.7) 
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bulunur.                           geniĢlemesinin hatası      olmak üzere  

[            ]                       biçimindedir. Bu uygulamaya diğer 

geniĢlemeler için de benzer Ģekilde devam edildiğinde 

                   
 

  
 
 

  
 

 

  
  

eĢitliğine ulaĢılır. Buradan     
 

  
 
 

  
 

 

  
  yazılır.         için      olduğundan 

              ve dolayısıyla      olduğu görülür. Böylece          

için  [            ]              olur ve  [   ]        eĢitliği sağlanır.  

                      olduğundan         ayrılabilir bir geniĢlemedir. 

Ayrıca                 eĢitliği göz önüne alındığında  

                                        

olduğu görülür. Kanıtın tamamlanması için iki alt durum incelenecektir. 

I. Durum:              ise        mükemmel bir cisim olur. Dolayısıyla 

            ayrılabilir bir geniĢlemedir ve                olduğu açıktır. 

II. Durum:             asal olsun. Bu durumda          ve          

olur. Dolayısıyla             ayrılabilir bir geniĢlemedir ve  

                                                       

olduğu görülür.                  için benzer Ģekilde devam edilerek      

           olduğu ve          nin ayrılabilir bir geniĢleme olduğu görülür. Böylece 

              geniĢlemesinin ve         için                        geniĢlemesinin 

bir tame geniĢlemesi olduğu elde edilmiĢ olur. □ 

 

   cisminin         olan bir olan bir         değerlendirmesi göz önüne 

alındığında, 3.1. ve 3.2. Alt Bölümlerinde verilen tüm teoremlerin        ile 

(      ) değerlendirilmiĢ cisminin tame geniĢlemeleri için ve         

değerlendirmesine göre yazılan sabitler için kullanılabilir olduğu 3.3. Alt Bölümünde 

ispatlamıĢ olduğumuz teoremlerin bir sonucudur. Benzer durum         olan 

             değerlendirmesi göz önüne alındığında da geçerlidir. 
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 BÖLÜM 4 

 

DEĞERLENDĠRĠLMĠġ BĠR   CĠSMĠNĠN REZĠDÜL 

TRANSANDANT GENĠġLEMELERĠ 

 

 Bu bölümde rezidül transandant geniĢlemeler ile ilgili literatürde bulunan 

kavramlar ve teoremler ayrıntılı olarak ele alınmıĢtır. Daha sonra bu konuda tarafımızca 

yapılmıĢ olan orijinal çalıĢmalar ispatları ile verilmiĢtir. 

 

4.1.  Rezidül Transandant GeniĢlemeler, Lifting Polinomları, Seçkin Ġkililer 

4.1. Alt Bölümde ilk olarak bir   cisminin   değerlendirmesinin      cismine 

rezidül transandant geniĢlemeleri ve lifting polinomları ile ilgili bazı tanım ve 

teoremlere, daha sonra da bu kavramların seçkin ikililer ile iliĢkilerini gösteren 

teoremlere yer verilmiĢtir.  

  Ġlk iki teorem; sabitleri ve seçkin ikililere ait özellikleri kullanarak bir   

cisminin cebirsel geniĢlemeleri üzerindeki değerlendirmelerin rezidü cisimlerinin, değer 

gruplarının ve geniĢlemelerin derecelerinin karĢılaĢtırılmasında birçok çalıĢmaya 

kaynak olmuĢtur. 

4.1.1. TEOREM ([14]):   cismi          olan ayrık bir   değerlendirmesine 

göre tam bir cisim olsun.    ̅     olmak üzere   ̅            ifadesini sağlayan 

her    ̅ elemanı için;   değerlendirmesinin      ve      cisimlerine geniĢlemeleri 

sırasıyla   ve   olmak üzere, aĢağıdaki özellikler sağlanır: 

 i)          

ii)         

iii) [      ] [      ]      
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4.1.2. TEOREM ([15]):   cisminin Henselian bir değerlendirmesi   olsun. 

[      ]  [      ] olan her    ̅ elemanı için  ̅       ̅      sağlayan iki 

eleman      ̅ olsun.   değerlendirmesinin      ve      cisimlerine geniĢlemeleri 

sırasıyla   ve   olmak üzere aĢağıdaki özellikler vardır: 

i)       ,           

iii) [      ] [      ] 

iv)                     

 

 Bir   cisminin bir   değerlendirmesinin      cismine        rezidül transandant 

geniĢlemesinin tanımlanıĢı ve         
 rezidü cisminin bir cebirsel geniĢleme yardımıyla 

yazılabildiği aĢağıdaki teorem ile verilir. 

                                       
       

 

 

                           

  

                                    

 

4.1.3. TEOREM ([16]):       Henselian değerlendirilmiĢ bir cisim,   

değerlendirmesinin      cismine       minimal çifti ile tanımlanan bir geniĢlemesi 

       olsun.              ,        ve       (    )    olmak üzere 

aĢağıdakiler sağlanır:  

i) Her   ∑    
 

   [ ]        [ ]               polinomu için  

               { ̅(     )    }  

biçimindedir.  

ii)   sayısı,     ̅       olacak Ģekilde en küçük pozitif tam sayı,       [ ]  

derecesi   den küçük olan ve       (    )     eĢitliğini sağlayan bir polinom ve   

değerlendirmesinin      cismine geniĢlemesi    olsun. Bu durumda 

           ⁄        elemanının        -rezidüsü      olmak üzere   ,    rezidü 

cismi üzerine transandanttır  ve         
       

   eĢitliği sağlanır.  
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      [ 
 ]  monik polinomuna karĢılık bir    [ ] polinomunun olduğu yani 

lifting polinom kavramı aĢağıdaki tanım ile verilecektir. 

 4.1.4. TANIM ([14]):   cisminin Henselian bir değerlendirmesi   

olsun.               ve    4.1.3. Teorem’deki gibi olmak üzere      [ 
 ]  monik bir 

polinom ve             olsun.    [ ] polinomu 

i)                

ii)                          

iii)           

koĢullarını sağlıyorsa;     polinomuna    polinomunun         değerlendirmesine göre 

bir liftingi denir. Eğer       ise    polinomu   nin  aĢikar liftingidir.  

 

Lifting polinomunun kökleri ve bu köklerin sabitleri bir değerlendirmenin 

rezidül transandant geniĢlemesinin tanımlanmasında özellikle de bir       minimal 

çiftin belirlenmesinde kullanılmaktadır. Lifting polinomunun bir   kökü için       

seçkin ikilisinin yazılıyor olması ve         olduğunun belirlenmesinin ardından  

yapılan çalıĢmalarda lifting polinomunun kökleri için yazılan seçkin ikilerin ve 

sabitlerin de önemli bir yere sahip olduğu görülmüĢtür. Dolayısıyla bu kavramların 

konudaki önemini içeren bazı önemli teoremlere aĢağıda sırasıyla yer verilecektir. 

 

Bir lifting polinomunun ve köklerinin sağladığı özellikleri veren aĢağıdaki 

önerme bu konuyla ilgili literatürde yer alan en temel önermelerden birisidir. 

4.1.5. ÖNERME ([19]):   cisminin Henselian bir   değerlendirmesinin      

cismine       minimal çifti ile tanımlanan bir geniĢlemesi         olsun.   ,           

ile       4.1.3.Teoremdeki gibi ve      [ 
 ] monik, derecesi   olan ve    ile 

bölünemeyen bir polinom olsun.       [ ]  monik polinomu,   polinomunun          

değerlendirmesine göre bir liftingi ise aĢağıdakiler sağlanır: 

i)  ̅(    )            (    ) 

ii) g    polinomunun her     kökü için  ̅          dır. 

iii)      polinomunun   ̅         olacak Ģekilde bir     kökü vardır. 

iv) Eğer     (iii) deki gibi ise   ̅(    )        (    ) dır. 

v) Eğer     (iii) deki gibi ise               ⁄         dır. 
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 4.1.6. TEOREM ([14]):    cisminin Henselian bir   değerlendirmesinin      

cismine       minimal çifti ile tanımlanan bir geniĢlemesi        olsun.   ,           

ile         4.1.3.Teoremdeki gibi ve      [ 
 ] monik, asal ve    ile bölünemeyen bir 

polinom olsun. Bu durumda   polinomunun herhangi bir       [ ] liftingi de 

asaldır.  

  Böylece 4.1.6. Teorem ile asal bir polinoma, katsayıları farklı bir cisimde olan 

asal bir polinomun karĢılık gelebileceği görülmektedir. AĢağıdaki teorem ise bir lifting 

polinomunun    sabitinin minimal çiftin belirlenmesindeki önemini göstermektedir.  

 

4.1.7. TEOREM ([19]):       Henselian değerlendirilmiĢ bir cisim,   

değerlendirmesinin      cismine       minimal çifti ile tanımlanan bir geniĢlemesi  

       ve   değerlendirmesinin      cismine bir geniĢlemesi     olsun.     dan farklı bir 

     [ 
 ] asal, monik polinomunun         değerlendirmesine göre bir liftingi       

ve  ξ,       polinomunun herhangi bir kökü olsun. Bu durumda 

 i)      polinomu G nin aĢikar olmayan bir liftingi ise         dır. 

 ii)      polinomu   nin aĢikar bir lifting ise         dır. 

4.1.8. SONUÇ ([19]):       Henselian değerlendirilmiĢ bir cisim,        ve 

      4.1.7. Teoremdeki gibi olsun.      polinomunun  ̅        eĢitliğini 

sağlayan bir kökü   olmak üzere derecesi   elemanının   cismi üzerindeki 

derecesinden küçük olan herhangi bir       [ ] polinomu için           

  ̅     (    )   ̅       eĢitliği sağlanır.  

 

 Bir lifting polinomunun bir kökü göz önüne alınarak, cebirsel bir geniĢlemenin 

değer grubunun ve rezidü cisminin yazılıĢı aĢağıdaki lemma ile verilir. 

4.1.9. LEMMA ([19]):    ve         4.1.8. Sonuç’taki gibi ve              ve 

      4.1.3.Teorem’deki gibi olmak üzere   değerlendirmesinin      cismine bir 

geniĢlemesi   olsun. Bu durumda 

           ve       ((
     

    
)
 

) 

eĢitlikleri sağlanır.  
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  4.1.10. LEMMA ([17]):       Henselian değerlendirilmiĢ bir cisim,       

üzerinde asal, monik iki polinom      ve      olsun.        ,         olmak 

üzere      ve      polinomlarının birer kökü sırasıyla   ve   ise 

   ̅(     )  
 

 
 ̅(     )  

eĢitliği sağlanır.  

 4.1.11. LEMMA ([18]):        Henselian değerlendirilmiĢ bir cisim ve (   ) 

bir seçkin ikili olsun. Bu durumda  

i)           bir minimal çifttir. 

ii)         ve  ̅    cisminin,       minimal çifti ile tanımlanan 

değerlendirmesi  ̅       olmak üzere derecesi      dan küçük olan herhangi bir             

       [ ] polinomu için   ̅     (    )   ̅       eĢitliği sağlanır. 

  

AĢağıdaki teorem ise bir seçkin ikilideki elemanları bulunduran basit 

geniĢlemelerin üzerindeki değerlendirmelerin değer grupları ve rezidü cisimleri 

arasındaki iliĢkileri vermektedir. Ayrıca kanıtında minimal çift ve lifting polinomunun 

bir kökünün göz önüne alındığı 4.1.9. Lemma’nın sonuçları ile bu teoremin sonuçları 

benzerlik göstermektedir.  

4.1.12. TEOREM ([17]):        Henselian değerlendirilmiĢ bir cisim, (   ) bir  

seçkin ikili ve   elemanının   cismi üzerindeki minimal polinomu      olsun.    

değerlendirmesinin      ve      cisimlerine geniĢlemeleri sırasıyla   ve   olsun. Bu 

durumda aĢağıdakiler sağlanır: 

i)         ̅(    ) 

ii)       [ ]           ve    ̅(    )   ̅(    )     olacak Ģekilde 

en küçük pozitif tam sayı e olmak üzere      ((
     

    
)
 

) dır. 

iii)                            

 . 

4.2. Seçkin Ġkililer Yardımıyla Değer Grupları ve Rezidü Cisimlerinin YazılıĢı  

Bu bölümde önceki bölümlerde bulunan tanım ve teoremlerden yararlanılarak                    

seçkin zincirler ve lifting polinomları ile ilgili elde edilen sonuçlar verilmiĢtir. 

Bu bölümde ilk olarak;       değerlendirilmiĢ bir cisim olmak üzere    ̅   

elemanının bir seçkin zinciri göz önüne alınmıĢtır. Zincirdeki elemanların   
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değerlendirmesine göre belirlenen     sabitleri ve minimal polinomları yardımıyla      

cisminin    değerlendirmesinin değer grubu ve rezidü cismi yazılmıĢtır. 

 Ayrıca    ̅   ve    ̅   elemanlarının              ve                   

             seçkin zincirleri yardımıyla          cisimlerinin       

değerlendirmelerinin değer gruplarının ve rezidü cisimlerinin karĢılaĢtırıldığı bir önerme 

verilmiĢtir. Daha sonra lifting polinomları ve bu polinomların kökleri yardımıyla 

yazılan seçkin ikililerinin sağladığı bazı özelliklerin elde edildiği bir önerme verilmiĢtir. 

 Bu önermeler;      cisminin bir        değerlendirmesinin        cismine 

rezidül transandant geniĢlemesinin değer grubu ve rezidü cisminin yazılıĢında göz 

önüne alınabilir. Ayrıca bir   cisminin         olan bir   değerlendirmesinin      

cismine         olan bir   geniĢlemesinin tanımlanmasında da kullanılabilir. 

 

4.2.1. ÖNERME:       Henselian değerlendirilmiĢ bir cisim ve    ̅   

elemanının tam seçkin bir zinciri              olsun.          olmak üzere            

             ve          ve   değerlendirmesinin       cisimlerine 

geniĢlemeleri     olsun. Bu durumda aĢağıdakiler sağlanır: 

i)         {                                } 

ii)      (((
       

        
     

)
  
)
 

 ((
        

        
     

)
  
)
 

   ((
          

          
       

)
  
)
 

*  

 Kanıt: i) 4.1.12. Teorem göz önüne alındığında            olmak üzere 

     
       

   ̅                                                                                            (4.2.1) 

olduğu biliniyor.    Henselian değerlendirme ve          için            

olduğundan 

  ̅(     )     ̅                                                                                               (4.2.2) 

eĢitliği elde edilir. Ayrıca        ve         seçkin ikili olduğundan, 2.1.2. Önerme (ii) 

ve 3.2.3. Lemma göz önüne alındığında  

 ̅        ̅                                                                                       (4.2.3) 

eĢitliği elde edilir. Benzer Ģekilde devam edilerek         için      

 ̅        ̅                                                                                      (4.2.4) 

olduğu da görülür. (4.2.2), (4.2.3) ve (4.2.4) ifadeleri birlikte göz önüne alınarak (4.2.1) 

eĢitliğinde yerlerine yazıldığında ve (4.2.1) eĢitliği     için yeniden düzenlendiğinde 
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        {   ̅          ̅            ̅      }            

            {                                } 

eĢitliği elde edilir. 

ii) 4.1.12. Teorem’den           için    sayısı,        [ ]          

            olmak üzere 

    ̅(        )   ̅(      )      
    

olacak Ģekilde en küçük pozitif tam sayı olmak üzere 

       
     

((
        

  

      
)
 

)                                                                                     (4.2.5) 

yazılır. 4.1.10. Lemma göz önüne alındığında  

   ̅(        )   ̅(      )    
  

    
 ̅(        )  

eĢitliği yazılır. Buradan  

(
        

  

      
)
 

 ((
        

          

  
    

+

  

+

 

  

olduğu görülür. Böylece  (4.2.5) eĢitliği     için yeniden düzenlenirse 

      (((
       

        
     

)
  
)
 

 ((
        

        
     

)
  
)
 

   ((
          

          
       

)
  
)
 

*   

eĢitliği elde edilir. 

4.2.2. ÖNERME:       Henselian değerlendirilmiĢ bir cisim,            ve 

            tam seçkin iki zincir olsun.          olmak üzere                        

      
           

 ve       
           

 sağlanır. 

Kanıt:  4.1.12. Teorem’den          için  

    
       

   ,      
       

                                                                                 (4.2.6) 

ve 

    
       

  ,       
       

                                                                                  (4.2.7) 

ifadelerinin sağlandığı biliniyor.          cisminin elemanları    ve    cinsinden 

yazıldığından sadece    ve    elemanlarının görüntüsünün           
 grubunda 

olduğunun ve   
  ile   

 
 rezidülerinin de           

  cisminde olduğunun gösterilmesi  

kanıtın tamamlanması için yeterlidir. (4.2.6) ve (4.2.7) ifadeleri göz önüne alındığında 

sırasıyla istenen 

 ̅          
       

           
 ,    ̅          
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ve  

  
       

       
           

 ,        
       

       
           

  

ifadeleri elde edilir.  

4.2.3. ÖNERME:       Henselian değerlendirilmiĢ bir cisim ve   

değerlendirmesinin      cismine        minimal çifti ile tanımlanan bir geniĢlemesi 

   olsun.      [ 
 ]  asal, monik bir polinom ve      

     cismi üzerindeki   adik 

değerlendirme     2.3.5. Tanım’daki gibi  olsun.      cisminin rankı 2 olan bir 

değerlendirmesi        olmak üzere aĢağıdaki ifadeler sağlanır:   

 i)   polinomunun iki liftingi   ve    olmak üzere  ̅       ̅         

olacak Ģekilde   ve      polinomlarının birer kökü sırasıyla    ile    olsun.        ile 

        iki seçkin ikili ise   ̅(    )   ̅         eĢitliği sağlanır. 

 ii)               olmak üzere  ̅(    )   ̅(     ) dir.  

Kanıt:                      
                     

 

 

 

                           

  

                                    

i)                olmak üzere       [ ] polinomu   değerlendirmesinin 

birimsel bir elemanı olsun. 2.4.9. Lemma göz önüne alınarak      cisminin rankı 2 

olan bir değerlendirmesi  

     (            
       )  

ile tanımlanır.  

Ayrıca   değerlendirmesi,       [ ] lifting polinomu kullanılarak yani 

   [ ] için   ∑    
 

       açılımı göz önüne alınarak 

                                                                                                        (4.2.8) 

Ģeklinde de tanımlanır. Benzer Ģekilde        [ ]  lifting polinomu kullanılarak da   

değerlendirmesi tanımlanır. Yani   ∑     
 

   [ ]  için 

          ( (  )          )                                                                             (4.2.9) 

dır. (4.2.8) ve (4.2.9) ifadeleri birbirine eĢit ve             olduğundan      için  

              (  )          
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olur.     ve     ̅ elemanları varsayımı sağlıyor olsun. 4.1.11. Lemma (ii) den  

       ̅         

ve  

       ̅                                                                       

olduğu görülür. Lifting tanımı da göz önüne alındığında  

       ̅(     )         ̅                                                                      (4.2.10) 

eĢitliği elde edilir.   polinomunun    ve    açılımlarından 

     ∑            
 

  ∑             
 

   

yazılır. Buradan da  

 ̅(    )      ( ̅(     )    ̅(    ))  

         ( ̅          ̅       )  

 olduğu görülür. (4.2.10) ifadesi göz önüne alındığında  

 ̅(    )   ̅                                                                                                     (4.2.11) 

eĢitliği elde edilir.  

 ii)               ve          olsun. 4.1.10. Lemma’dan  

  ̅(     )        ̅(     )  

  ̅(    )       ̅(    )   

yazılır. (4.2.11) ifadesi yardımıyla  

 ̅(    )   ̅(     )  

eĢitliğinin sağlandığı görülür. □ 

  

 [25] de bulunan aĢağıdaki önerme ile bir   cisminin   değerlendirmesinin 

       cismine rezidül transandant geniĢlemesinin, rezidü cisminin ve değer grubunun 

yazılıĢı verilmektedir. 4.2.2. Önerme ile 4.2.1. Önerme birlikte göz önüne alınarak 

rezidü cismi ve değer grubu uygun iki elemanın seçkin zincirlerindeki elemanların 

sabitlerine ve minimal polinomlarına bağlı olarak yeniden yazılabilir. 

4.2.4. ÖNERME:       Henselian değerlendirilmiĢ bir cisim ve   

değerlendirmesinin       cismine bir         ̅    ̅ minimal çifti ile tanımlanan 

rezidül transandant geniĢlemesi    olsun. [        ]  [      ][      ] olmak  

üzere   değerlendirmesinin         cismine bir         ̅    ̅ minimal çifti ile 

tanımlanan rezidül transandant geniĢlemesi   olsun.  
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             ,          

 ve   değerlendirmesinin      cismine bir geniĢlemesi    olsun.     sayısı,            

sağlayan en küçük  pozitif tam sayı ve        [ ]  polinomu,            olan ve 

  (      )        

eĢitliğini sağlayan bir polinom olsun.        ⁄  elemanının   rezidüsü 

       ⁄       ile gösterilsin.        

             ,          

 ve   değerlendirmesinin       cismine bir geniĢlemesi     olsun.    sayısı,           

olacak Ģekilde en küçük pozitif tam sayı ve        [ ]  polinomu,            

olan ve 

   (     )       

 eĢitliğini sağlayan bir polinom olsun.        ⁄  elemanının   rezidüsü 

      ⁄       ile gösterilsin. 

 Her    [   ] polinomu  

  ∑     
 

     ,      [   ]                           

 olarak tek Ģekilde yazılır ve   değerlendirmesinin        cismine bir geniĢlemesi      

olmak üzere   değerlendirmesi 

                                   

biçiminde tanımlanır.   değerlendirmesinin değer grubu ve rezidü cismi sırasıyla 

                 ve           
       biçimindedir. 

 4.2.5. ÖNERME:       Henselian değerlendirilmiĢ bir cisim ve   

değerlendirmesinin       cismine bir         ̅    ̅ minimal çifti ile tanımlanan 

rezidül transandant geniĢlemesi   olsun.    değerlendirmesinin         cismine bir  

       ̅    ̅ minimal çifti ile tanımlanan rezidül transandant geniĢlemesi   olsun. 

                       4.2.4. Önerme’deki olsun.          asal, monik  

polinomunun bir liftingi       polinomu ve          asal, monik polinomunun bir 

liftingi       polinomu olsun. Bu durumda aĢağıdakiler sağlanır: 

 i)          ve         olmak üzere  

 ̅(    )                  ve   ̅(    )                 

 eĢitlikleri sağlanır. 
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 ii)      polinomunun her    kökü için  ̅          dır ve       polinomunun 

her    kökü için  ̅         dir. 

 iii)      polinomunun  ̅         olacak Ģekilde bir     kökü vardır.       

polinomunun  ̅        olacak Ģekilde bir   kökü vardır. 

 iv)   ve    (iii) deki gibi ise   ̅(    )           ve  ̅(    )          olur. 

 v)   ve    (iii) deki gibi ise               ⁄         ve 

              ⁄         dır.  

 Kanıt:                 ve                

olduğundan      ve      polinomlarının     açılımları sırasıyla  

     [          
            

                     ](    )
 
 

     
       

ve 

     [          
           

                     ](    )
 
     

      
       

Ģeklindedir. Buradan [19] da bulunan Proposition.2.3. kanıtına benzer Ģekilde devam 

edilerek istenilen ifadeler elde edilir.  

 

4.3. Bir   Cisminin          Olan Bir    Değerlendirmesinin      Cismine 

Rezidül Transandant GeniĢlemeleri ve Lifting Polinomları  

Bu bölümde bir   cisminin         olan bir   değerlendirmesinin      

cismine         olan bir   rezidül transandant geniĢlemesinin tanımlandığı ve 

lifting polinomlarının sağladığı bazı özellikler ile ilgili elde edilen sonuçları içeren 2011 

yılında yayınlanmıĢ olan “On Residual Transcendental Extensions of a Valuation with 

rankv = 2” adlı makalede bulunan teoremler ve kanıtları yer almaktadır. 

 

4.3.1. Teorem, 4.3.2. Teorem, 4.3.3. Teorem, 4.3.4. Teorem’de aĢağıdaki 

notasyonlar geçerlidir. 

        Henselian değerlendirilmiĢ bir cisim,     rezidü cisminin bir 

değerlendirmesi       olmak üzere    ile    değerlendirmelerinin bileĢkesi         

olsun.    değerlendirmesinin      rasyonel fonksiyon cismine          minimal çifti 

ile tanımlanan bir geniĢlemesi       ve    değerlendirmesinin    
 rezidü cismine 
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         minimal çifti ile tanımlanan bir geniĢlemesi    olmak üzere          

değerlendirmesinin       cismine bir geniĢlemesi          olsun. 

               
               

    

    

 

 

 

                              

 

              ,          

 ve     ̅̅ ̅  değerlendirmesinin       cismine kısıtlanıĢı     olsun.     sayısı            

sağlayan en küçük pozitif tam sayı ve         [ ]  polinomu,             olan 

ve 

    (      )        

eĢitliğini sağlayan bir polinom olsun.      ⁄  elemanının    rezidüsü       ⁄      

ile gösterilsin. 

        (      ),          

 ve   ̅̅ ̅ değerlendirmesinin          cismine kısıtlanıĢı     olsun.    sayısı            

olacak Ģekilde en küçük pozitif tam sayı ve          [ ]  polinomu,            

olan ve 

    (      )        

eĢitliğini sağlayan bir polinom olsun.      ⁄  elemanının    rezidüsü       ⁄      

ile gösterilsin. 

 

4.3.1.TEOREM ([24]):         [ ] polinomunun    değerlendirmesine göre 

bir liftingi        [ ] ve           olsun. Bu durumda      ,       Henselian 

değerlendirilmiĢ cismine göre bir minimal çift olacak Ģekilde   polinomunun bir   kökü 

vardır ve   değerlendirmesi,   değerlendirmesi ile       çifti yardımıyla tanımlanır.  
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Bir lifting polinomu ve bu polinomun bir kökü göz önüne alınarak bir   

cisminin         olan bir   değerlendirmesinin      cismine         olan bir 

  rezidül transandant geniĢlemesinin tanımlanıĢı aĢağıdaki teorem ile verilmiĢtir. Bu 

teorem bu tezin ana sonuçlarından biridir. 

4.3.2.TEOREM:     (      )           [ ]  ve      polinomunun    

değerlendirmesine göre bir liftingi       [ ] olsun.      polinomunun,                

            ̅ elemanı ve    değerlendirmesi ile   değerlendirmesini tanımlayan bir 

kökü   olsun.       [ ] polinomunun   açılımı      ∑           
 

  ise   

değerlendirmesi 

 (    )      (  ̅̅ ̅(       )                 ((
     

       
)
  

 

)      )   

Ģeklinde tanımlanır. 

Kanıt:     
            ve    

            olmak üzere 2.4.7. Tanım 

göz önüne alındığında   değerlendirmesinin değer grubu ve rezidü cismi sırasıyla 

       
    

 ve           
      [ ]  

olur.      polinomunun bir liftingi      olduğundan aĢağıdakiler sağlanır: 

                   

                  

 (
 

         
)
  

 

   

     polinomunun,     değerlendirmesine göre bir          [ ] 

polinomunun bir liftingi olduğu varsayılabilir. Böylece 

                    

                   ,     

 (
 

         
)
  

 

     

eĢitlikleri sağlanır. Buradan      olduğu görülür ve        [ ] polinomunun    

değerlendirmesi altındaki görüntüsü 

     (           )                                                                          (4.3.1) 

olarak yazılır. 

  ̅ değerlendirmesinin      cismine kısıtlanıĢı     olmak üzere   sayısı 

           sağlayan en küçük pozitif tam sayı olsun. 
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                ,             ve          

 ifadeleri göz önüne alındığında 

                            

yani     olduğu görülür.  

Her       [ ] polinomunun   açılımı 

           ∑           
 

         [ ]                      

olmak üzere 

 (    )       { (     )           }                            (4.3.2) 

biçimindedir. [14] dan   (     )    (      ) dır ve böylece 2.1.5. Önerme’den 

     

      
    

 yani   (
     

      
)
  

 

   olur. Buradan (4.3.1) eĢitliği de göz önüne alınarak 

 (    )       {(  (     )   ((
     

      
)
  

 

)+                   }        

                     (  ̅̅ ̅(       )                 ((
     

       
)
  

 

)      )              (4.3.3) 

elde edilir. Ayrıca 4.1.8. Sonuç ve [17] dan 

   ̅̅ ̅(       )    ̅̅ ̅(      )  

olur. O halde (4.3.3) eĢitliği  

            (  ̅̅ ̅(      )                 ((
     

      
)
  

 

)      )  

Ģeklinde de yazılabilir.  

 

 Lifting polinomlarının minimal çiftin belirlenmesindeki önemi göz önüne 

alınarak,   değerlendirmesinin rankının 2 olması durumunda rezidül transandant 

geniĢlemenin tanımlanmasında büyük bir kolaylık sağlayacak olan aĢağıdaki teorem 

kanıtlanacaktır. 

 4.3.3 TEOREM:    (      )           [ ] ve      polinomunun    

değerlendirmesine göre bir liftingi       [ ] olsun.           
[ ] polinomunun 

   değerlendirmesine göre bir liftingi           [ ]   olmak üzere              [ ] 

polinomunun    değerlendirmesine göre bir liftingi de       [ ] olsun. Bu durumda 

          polinomunun   değerlendirmesine göre bir liftingi olur. 
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 Kanıt: 4.1.4. Tanım kullanılarak   

                    

                      

(
 

         
)
  

 

                                                                                                          (4.3.4) 

ve 

                  , 

                  , 

(
 

         
)
  

 

                                                                                                         (4.3.5) 

eĢitlikleri elde edilir. 4.3.2. Teorem’in kanıtından        olduğu bilindiğinden  

                                                                         (4.3.6) 

olduğu görülür. Bu eĢitlik ile birlikte      polinomunun bir liftinginin      olduğu da  

göz önüne alınarak 

      (           ) 

                                  

                              

                         

                                                                                                        (4.3.7)                 

elde edilir. [14] dan 

      ̅(    )  

olacak Ģekilde bir       [ ]              polinomu vardır. Buradan  

                        (  
    )          

yazılır. Böylece 

         (  
    )  

 ve 

 (
 

  
    )

  

 

                                                                                           (4.3.8) 

ifadeleri elde edilir. (4.3.4) ve (4.3.5) eĢitlikleri birlikte (4.3.8) ifadesi de göz önüne 

alındığında  
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  (
  (

 

     
    *

  

 

         
)

  

 

  

(

 
 
  (

 

    
         

)
  

 

( (
 

  
    )

    

+

  

 

)

 
 

  

 

 (
 

     
)
 

 

                                 (4.3.9) 

olduğu görülür. Böylece (4.3.6), (4.3.7) ve (4.3.9) ifadelerine göre            

polinomunun   değerlendirmesine göre bir lifting polinomudur. 

 

Bir rezidül transandant geniĢlemeyi tanımlayan minimal çiftin belirlenmesinde 

ve   rezidül transandant geniĢlemesinin değer grubu ve rezidü cisminin belirlenmesinde 

lifting polinomunun köklerinin göz önüne alındığı biliniyor. Dolayısıyla         

durumu için bir lifting polinomunun bir köküne karĢılık gelen sabitler ile ilgili  

aĢağıdaki teorem elde edilmiĢtir. 

4.3.4. TEOREM:    (      )           [ ]  ve       polinomunun    

değerlendirmesine göre bir liftingi olan       [ ]  polinomunun bir kökü   olsun. 

Bu durumda    elemanının    değerlendirmesine göre belirlenen sabitleri  

          (                      
    *  

          (       
               

    *  

          (                      
    *  

biçimindendir. 

 Kanıt: 4.1.6. Teorem’den dolayı      asal bir polinom, dolayısıyla           

              olur.      polinomunun bir liftinginin      olduğu ve [24] göz 

önüne alınarak ve 2.3.6. Lemma kullanılarak aĢağıdaki eĢitlikler elde edilir. 

             { ̅      |                    }  

         {   ̅̅ ̅         ̅̅ ̅         |                    }    

                    {   ̅̅ ̅         ̅̅ ̅      
                            

                                                        
                       } 

Böylece 

               {   ̅̅ ̅      |                    }  

ve                      

          
        {   ̅̅ ̅      

  |  
                       }  
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olmak üzere            (                      
    * dir. 

             { ̅      |                          }  

                    {   ̅̅ ̅         ̅̅ ̅         |                         }                                          

                     {   ̅̅ ̅         ̅̅ ̅      
                               

            
                          

     } 

Böylece  

        
       {   ̅̅ ̅      |                          }  

ve            

          
        {   ̅̅ ̅      

  |  
                          

      }  

olmak üzere             (       
               

    * dir. 

             { ̅     |    ̅ [      ]  [      ]}  

         {   ̅̅ ̅        ̅̅ ̅        |    ̅ [      ]  [      ]} 

          {   ̅̅ ̅        ̅̅ ̅        |    ̅ [      ]  [      ]} 

Buradan  

               {   ̅̅ ̅     |    ̅ [      ]  [      ]} 

ve            

          
        {   ̅̅ ̅       |      

̅̅ ̅̅  [   
̅̅ ̅̅         ]  [   

̅̅ ̅̅         ]}  

olmak üzere            (                      
    * dir. 

 

4.4. Bir   Cisminin          Olan Bir     Değerlendirmesinin      Cismine 

Rezidül Transandant GeniĢlemeleri ve Lifting Polinomları  

Bu bölümde    cisminin         olan bir   değerlendirmesi göz önüne 

alınmıĢtır ve 4.3. Alt Bölümünde yapılan çalıĢmalar için bir genelleme elde edilmiĢtir. 

 

4.4.1. Teorem, 4.4.2. Teorem, 4.4.3. Örnek ve 4.4.5. Teorem’de aĢağıdaki 

notasyonlar geçerlidir. 

       Henselian değerlendirilmiĢ bir cisim,          için        rezidü 

cisminin bir değerlendirmesi     olmak üzere            değerlendirmelerinin 

bileĢkesi              değerlendirmesi olsun. 
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    değerlendirmesinin      rasyonel fonksiyon cismine         minimal çifti 

ile tanımlanan bir rezidül transandant geniĢlemesi     olsun.          için     

değerlendirmesinin      
  rezidü cismine         minimal çifti ile tanımlanan rezidül 

transandant geniĢlemesi    olmak üzere              değerlendirmesinin      

cismine rankı   olan bir geniĢlemesi               olsun.           

     elemanının minimal polinomu                       için                     

   elemanının minimal polinomu       (        ) ve   ̅  değerlendirmesinin            

cismine bir kısıtlanıĢı      olsun.           için           olmak üzere     sayısı,  

         
 sağlayan en küçük pozitif tam sayı olsun. 

    (      )       ve              

sağlayan bir polinom        [ ] ve    
        

     olsun.         için 

   (      )       ve               

sağlayan bir polinom              
[    ]  ve     

        

     olsun.  

      [ ] polinomunun;           olmak üzere                
[    ] 

polinomunun              değerlendirmesine göre bir liftingi olan        [ ] 

açılımları göz önüne alınacağından                bileĢke değerlendirmesi altında 

her bir lifting polinomunun görüntüsünün elde edilmesi gerekmektedir. Bu tezin ana 

sonuçlarından biri olan aĢağıda teorem ile bu problemin çözümü ortaya konmuĢtur. 

 4.4.1. TEOREM:           olmak üzere                
[    ] 

polinomunun              değerlendirmesine göre bir liftingi        [ ]  olsun. 

Bu durumda  

                                               

                                          

                                                                   (4.4.1) 

eĢitliği sağlanır.  

 Kanıt:   değerlendirmesinin rankı üzerinden tümevarım yapılabilir.  

      ise; 4.3.2. Teoremin kanıtı göz önüne alındığında 

                               

olduğu kolayca görülür.  
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                                                             (4.4.2) 

eĢitliliğinin sağlandığı varsayılsın. 

                     ve         polinomunun bir kökü       olsun.        

4.3.1. Teorem göz önüne alındığında              değerlendirmesinin 

     ,       minimal çifti ile tanımlanmıĢ olduğu görülür.  ̅ değerlendirmesinin   

        cismine kısıtlanıĢı       ile gösterilsin ve     sayısı  

                             sağlayan en küçük pozitif tam sayı olsun.     

polinomun              değerlendirmesine göre bir liftingi       polinomu 

olduğundan 

                            

 ve 

                                                     

eĢitlikleri sağlanır.      polinomu,    değerlendirmesine göre bir        [  ]  

polinomunun liftingi olsun. Bu durumda                         olur. Buradan 

     olduğu görülür. 4.3.2. Teoremin kanıtındakine benzer Ģekilde yapılan iĢlemler 

sonrasında      olduğu da elde edilir. Böylece  

                                                  

                                                                       

                                                    

                                                              

biçimindedir. Bu eĢitlik göz önüne alınarak 

                                                         

                                                  

                                                             

                                              

                                                   

                                                         

olduğu görülür.  
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 4.3. Alt Bölümünde rankı 2 olan bir değerlendirme göz önüne alınarak 

ispatlanan 4.3.3. Teoreminin bir genellemesi aĢağıdaki teorem ile elde edilmiĢtir..   

  4.4.2. TEOREM:            olmak üzere             
[  ]  polinomunun 

   değerlendirmesine göre bir liftingi                   
[    ] olsun.               

            
[  ] polinomunun     değerlendirmesine göre bir liftingi         [ ]  

ve           polinomunun              değerlendirmesine göre bir liftingi      

       [ ] olsun. Bu durumda             [  ] polinomunun 

             değerlendirmesine göre bir liftingi        [ ] dir. 

 Kanıt:   değerlendirmesinin rankı üzerinden tümevarım yapılabilir.  

     ise; 4.3.3. Teorem göz önüne alındığında         polinomunun        

değerlendirmesine göre bir liftinginin      polinomu olduğu kolayca görülür. 

     olduğu varsayılsın.            polinomunun               

değerlendirmesine göre bir liftingi      polinomu olsun. Bu durumda 4.1.4. Tanım ile 

4.3.2. Teoremin kanıtı birlikte göz önüne alındığında  

                     ,                                (4.4.3) 

                                                                        (4.4.4) 

ve 

(
 

      
       

)
            

 

                                 (4.4.5) 

eĢitlikleri sağlanır. Kanıtın tamamlanabilmesi için  

                 , 

                                      , 

(
 

    
     

*
          

 

     

eĢitliklerinin sağlandığının gösterilmesi yeterlidir. 

     polinomunun    değerlendirmesine göre bir liftingi       olduğundan  

                    ,                                         (4.4.6) 

                  ,                                                                                           (4.4.7) 

(
    

         
)
  

 

                                                                                                      (4.4.8) 

eĢitlikleri sağlanır. (4.4.6) ifadesi (4.4.3) eĢitliğinde yerine yazılırsa 
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eĢitliği elde edilir. (4.4.4) ve (4.4.6) ifadeleri birlikte göz önüne alındığında  

                                               

                                   

                                                         

                                                       

                                                                        

                                                  

                                                       

                                                                        

olduğu görülür. Buradan (4.4.7) eĢitliği de kullanılarak 

                                                      

                                                          

                                                                                          

                                                                     

                                  

                           

olduğu görülür. [14] den 

                    ̅̅ ̅   ̅̅ ̅     ̅̅ ̅                

                                                                                                         (4.4.9) 

ve  

                        ̅̅ ̅   ̅̅ ̅       ̅̅ ̅̅ ̅̅                  

                                                                                                      (4.4.10) 

dır. (4.4.1), (4.4.2), (4.4.9) ve (4.4.10) eĢitlikleri birlikte göz önüne alındığında 

                                                 

                                        

olduğu görülür.            olduğundan 

(
    

            
)
            

 

                                                                              (4.4.11) 

dır. Bu durumda (4.4.5), (4.4.6), (4.4.8) ve (4.4.11) ifadeleri kullanılarak aĢağıdaki 

eĢitlikler elde edilir. 
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(
    

         
)
  

 

    

(

 
(

 

      
       

*
            

 

((
    

       
     

*
            

 

+

     

)

 

  

 

     

 

               (

(
 

      
       

*
            

 

((
       

     

       
           

*
            

 

+

,

  

 

    

             (

(
 

      
       

*
            

 

((
       

     

       
       

*
            

 

+

,

  

 

    

     (
 

    
     

*
          

 

    

Böylece kanıt tamamlanmıĢ olur. 

 4.4.3. ÖRNEK: (n=3 durumu)       olmak üzere             
[  ]  

polinomunun    değerlendirmesine göre bir liftingi                   
[    ] ve 

            
[  ] polinomunun     değerlendirmesine göre bir liftingi       [ ] 

olsun. Bu durumda 

                   ,                   ,                     

                 ,                  ,                    

 (
 

         
)
  

 

   ,           

(
  

    
     

)
  

 

    ,         

(
  

    
     

)
  

 

     

eĢitlikleri sağlanır.         polinomunun     değerlendirmesine göre bir liftingi        

polinomu ve         polinomunun        değerlendirmesine göre bir liftingi        

polinomu idi. O halde  4.3.1. Teorem göz önüne alındığında        değerlendirmesinin 

      polinomu yardımıyla,          değerlendirmesinin de       polinomu 

yardımıyla tanımlandığı görülür. Böylece  
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sağlanır. Ayrıca 
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elde edilir. Böylece 
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eĢitlikleri sağlandığından             
[  ]  polinomunun          bileĢke 

değerlendirmesine göre bir liftinginin      polinomu olduğu görülür.  

 

4.4.1. Teorem ile 4.4.2. Teorem birlikte göz önüne alınarak, bir   cisminin 

        olan bir   değerlendirmesinin      rasyonel fonksiyon cismine       

        olan bir    rezidül transandant geniĢlemesinin belirlenmesi ile ilgili ve bu 

tezin ana sonuçlarından biri olan aĢağıdaki teorem verilmektedir. 

4.4.4. TEOREM:           olmak üzere                
[    ] 

polinomunun                 değerlendirmesine  göre  bir  liftingi          [ ]  

olsun.                     ̅ olmak üzere      polinomunun                       

                             sağlayan bir kökü        olsun.       [ ] 

polinomunun     açılımı      ∑             
 

               olmak üzere   

değerlendirmesi 

            (    )      {     ̅̅ ̅(         )    ((
     

         
)
  

 

)     

                                      ((
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)     

                               ((
     

         
)
          

 

)     

                                           

                                                       

                                                              } 

Ģeklinde tanımlanır. 

 Kanıt:   değerlendirmesinin rankı üzerinden tümevarım yapılabilir.  

     ise; 4.3.2. Teorem göz önüne alındığında istenilen eĢitliğin sağlandığı  

kolayca görülür. 

     olduğu varsayılsın.                       ve         polinomunun bir 

kökü      olmak üzere, 4.3.1. Teorem uygulandığında              

değerlendirmesinin      ,       minimal çifti ile tanımlandığı görülür. 
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           polinomunun              değerlendirmesine göre bir 

liftinginin        polinomu olduğu ve               değerlendirmesinin 

            minimal çifti ile tanımlandığı göz önüne alınarak   

            (      )     ̅̅ ̅   ̅̅ ̅     ̅̅ ̅             

 olduğu görülür. Ayrıca        için  

(          )(      )     ̅̅ ̅   ̅̅ ̅     ̅             

eĢitliği de sağlanır. Buradan  
     

         
 elemanının            değerlendirmesine göre 

bir rezidüsünün olduğu görülür. Böylece  
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biçimindedir. (4.4.1) ifadesi de göz önüne alındığında  
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eĢitliği elde edilir.  
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BÖLÜM 5 

 

SONUÇLAR 

 

 Tezin bu bölümde önceki bölümlerde değerlendirilmiĢ cisimlerin cebirsel ve 

transandant geniĢlemeleri, sabitler, lifting polinomları ve seçkin zincirler ile ilgili elde 

edilen  ve tarafımızdan ispatlanan tüm sonuçlar  özet olarak verilecektir. 

Üçüncü bölümde ilk olarak,         olan bir         değerlendirmesine  

sahip bir   cisminin bir tame geniĢlemesi göz önüne alındığında bileĢkeyi oluĢturan her 

iki değerlendirilmiĢ cismin de birer tame geniĢlemelerinin olduğu sonucu 3.3.1. Teorem 

ile ispatlanmıĢtır. 

Daha sonra bir   cisminin         olan bir         değerlendirmesine 

göre    ̅    elemanının                       ve           sabitleri 3.3.2. Teorem ile 

belirlenmiĢtir. 

3.3.1. Teoremin bir genellemesinin elde edilebileceği 3.3.3.Teorem ile ifade 

edilerek ispatlanmıĢtır. 

Dördüncü bölümün 4.2. Alt Bölümünde ilk olarak,   cisminin Henselian bir   

değerlendirmesi göre belirlenen    sabitleri ve minimal polinomları yardımıyla   

değerlendirmesinin      cismine geniĢlemesi olan    değerlendirmesinin değer grubu 

ve rezidü cisminin nasıl yazılacağı 4.2.1. Önerme ile verilmiĢtir. 

     ̅   ve    ̅   elemanlarının              ve              

seçkin zincirleri göz önüne alınarak   değerlendirmesinin          cisimlerine 

geniĢlemesi olan       değerlendirmelerinin değer gruplarının ve rezidü cisimlerinin 

karĢılaĢtırılması 4.2.2. Önerme ile yapılmıĢtır. 

Daha sonra bir   cisminin         olan bir   değerlendirmesinin      

cismine         olan bir   değerlendirmesi göz önüne alınarak asal bir polinomun 

iki liftingi ve bu lifting polinomlarının birer kökleri yardımıyla yazılan seçkin 
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ikililerinin sağladığı bazı özelliklerin elde edildiği 4.2.3. Önerme verilmiĢtir. Bu alt 

bölümün sonunda da bir   cisminin         olan bir   değerlendirmesinin        

cismine         olan bir   değerlendirmesi  için  lifting polinomlarına ve köklerine 

ait çalıĢmalar 4.2.5. Önerme’de ispatlanmıĢtır. 

4.3. Alt Bölümünde ise; bir   cisminin         olan bir          

değerlendirmesi göz önüne alınmıĢtır. Öncelikle   değerlendirmesinin      cismine 

        olan bir         rezidül transandant geniĢlemesinin verildiği 4.3.2. 

Teorem verilmiĢtir. Daha sonra     ve    değerlendirmelerine göre belirlenen lifting 

polinomları ile         değerlendirmesine göre polinomlarının arasındaki iliĢkilerin 

belirlendiği 4.3.3. Teorem elde edilmiĢtir. 

Bir   değerlendirmesinin rankının 2 olması durumu için, bir lifting polinomunun 

bir   kökünün                       ve           sabitlerinin nasıl tanımlanacağı        

4.3.4. Teorem ile ifade edilmiĢtir.  

4.4. Alt Bölümünde ise;           olan bir   değerlendirmesinin rezidül 

transandant geniĢlemesinin tanımlanması için öncelikle bir lifting polinomuna göre 

açılım yapılması gerektiğinden lifting polinomların görüntülerinin elde edildiği      

4.4.1. Teorem elde edilmiĢtir. Bunun arkasından 4.3.3. Teoreminin ve 4.3.2. Teoreminin 

        durumu için bir genellemesinin elde edilebileceği sırasıyla 4.4.2. Teorem ve 

4.4.4. Teoremleri ile gösterilmiĢtir. 
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