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OZET

Bu calismada, siirekli veya parcali siirekli formda eksenel derecelendirilmis
cubuk ve kirislerin serbest titresimi incelenmistir. Ilk olarak, Newton Yontemi ve
Hamilton Prensibi kullanilarak hareket denklemleri ve smir sartlari elde edilmistir.
Eksenel parcali derecelendirilmis cubuk ve kirislerin serbest titresiminin genel
formiilasyonlar1 ¢ikarilmustir. Iki parcali cubuk ve kiris calisilmistir. Parcali
derecelendirmede, yonetici denklemler klasik degiskenlerine ayirma yontemiyle
¢cOzililmiistiir. Siirekli derecelendirmenin bazi uygulamalarinda, Legendre yontemi,
Legendre yonteminin yetersiz kaldigr durumlarda Ritz yontemi kullanilmistir. Sonuglar,
farkli malzeme ciftleri, farkli geometrik Ozellikler ve farkli sinir sartlari i¢in elde
edilmistir. Bulunan frekans degerleri tiniform (birbirim) ¢ubuk ve kirislerdeki degerlerle
birlikte verilmistir. Bazi parametrik sonuglar1 ifade etmede tablo ve grafikler
kullanilmistir. Titresimin davraniginin daha iyi anlagilabilmesi i¢in bazi mod sekilleri

verilmisgtir.

Anahtar Sozciikler: Titresim, Eksenel Fonksiyonel Derecelendirilmis Cubuk ve

Kirisler, Eksenel Parcali Derecelendirilmis Cubuk ve Kirisler, Ritz Y ontemi.
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ABSTRACT

In this study, vibration of axially graded rods and beams is investigated. Firstly, the
equations of motion and boundary conditions are obtained using Newton’s method and
Hamilton’s Principle. Piecewise and continuous grading forms are assumed. Initially a
general formulation is given for the axially piecewise graded rod and beams. Then rods
and beams with two constituents are studied. For the piecewise case governing
equations are solved using classical separation of variable method. Legendre method is
used for possible continuously grading cases. Since it is not possible to obtain closed
form solution for all axially grading forms Ritz method is proposed for arbitrary
variation of material properties in the axial direction. Results are obtained for different
material composition, geometrical properties and different boundary conditions.
Comparisons are made with previous uniform rods and beam results. Tables and graphs
are used in order to represent parametrical results. Some specific mode shapes are also

given to understand vibration behavior of axially graded rods and beams.

Keywords: Vibration, Axially Functionally Graded Rods and Beams, Piecewise

Axially Graded Rods and Beams, Ritz Method.
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BOLUM 1

GIRIS

Tezin ilk boliimii olan bu boliim, li¢ kisimdan olugsmaktadir. Kisim 1’de tezde
incelenen problem ve Onemi agiklanmakta, Kisim 2’de konu ile ilgili daha &nce
yapilmis ¢aligmalar 6zetlenmektedir. Kisim 3’te ¢calismanin amaci ve kapsami tizerinde

durulmaktadir.

1.1.Problem ve Onemi

Otomotiv, ingaat, uzay-havacilik ve robotik gibi daha pek ¢ok miihendislik
uygulamasinda kullanilan temel yap1 elamanlarindan olan ¢ubuk ve kirislerin dinamik
analizi 6nemli miihendislik problemlerinden birisidir. Ileri teknoloji malzemelerinden
birisi olan fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler son yillarda pek ¢ok teorik ve
deneysel arastirmanin konusu olmus ve c¢esitli uygulama alanlarinda 6nemli bir yer
edinmeye baglamistir. Kabuk, plak, kirig ve ¢ubuk gibi miihendislik yap1 elemanlarinin
fonksiyonel derecelendirilmis malzemelerden {iretilmesinin  getirileri  {izerinde

durulmaya baglanmistir.

Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler iki veya daha fazla malzemenin bir
araya getirilmesi ile olusturulan malzemeler olarak tanimlanabilir. Fonksiyonel
derecelendirme istenilen dogrultuda yapilabilmesine ragmen onceki caligmalarin

cogunda kalinlik dogrultusunda derecelendirme iizerinde durulmustur.



Eksenel dogrultuda fonksiyonel derecelendirme {izerine yapilmis calismalar ¢ok
simnirhidir. Bu ¢aliymada literatiirdeki bu eksikligin giderilmesi amaciyla eksenel
dogrultuda fonksiyonel derecelendirilmis cubuk ve Kirislerin serbest titresim
davramislar1  incelenecektir. Incelenecek problemin pek c¢ok miihendislik

uygulamasinda yeni tasarim ve optimizasyonlara imkan verebilecegi diisiiniilmektedir.

1.2. Onceki Cahsmalar

Yap1 elemanlar 6rnek olarak ¢ubuk, kiris ve plaklardaki homojen olamama hali,
geometri ve/veya malzemenin sonucudur. Farkli geometrilerdeki yapilar kullanilarak
agirlik, burkulma yiikii ve titresim frekansi optimizasyonu daha 6nceden g¢aligilmistir.

Bu konuda bir¢ok ¢aligma olmasina ragmen burada sadece bir kismina deginilecektir.

Conway ve Dubil, 1965, Bessel fonksiyonu kullanilarak konik bi¢imli kirisi
calismiglardir. Wang, 2005, Elastisite Modiili ve yogunlugu iistel olarak degisen
cubuklarin eksenel titresimini incelemistir. Eisenberger, kesit alani ve yogunlugu
polinom olarak degisen ¢ubugun dogal frekanslarini elde etmistir. Bapat, 1995, boyuna
titresen iistel ¢ubugun ¢dziimiinlin kesin sonucunu bulmustur. Abrate, 1995, liniform
olmayan ¢ubuk ve kiriglerin titresimini ¢aligmistir. Li, 2000, basamakli bir fonksiyon
seklinde degisen ¢ubuklarin boyuna serbest titresimini incelemistir. Kumar ve Sujith,

2000, ise basamakl1 bir fonksiyon seklindeki gubugun titresimini ¢caligsmislardir.

Cranch ve Adler, 1956, kapali1 form ¢oziimiinii Bessel fonksiyonlar1 ve kuvvet
serileri seklinde belirledikten sonra, dort farkli dikdortgen kesit alanli kesik koni bigimli
kiris i¢in dogal frekanslar1 ve mod sekillerini incelemistir. Hiedebrecht, 1967, {iniform
olmayan basit destekli kiris i¢in Fourier Siniis Serilerini kullanarak dogal frekans ve
mod sekillerini yaklasik olarak hesaplamigtir. Naguleswaran, 1994, Frobenius
Metodunu kullanarak degisken kesitli kirislerde dogal frekans degerlerine ulasmistir.

Laura ve arkadaglari, 1996, kalinlig1 ve eni degisken olan Bernoulli kirisinin dogal



frekanslarinin elde edilmesinde sayisal yaklagimlari kullanmislardir. Caruntu, 2007,
dikdortgen kesitli ve kesidi parabolik olarak degisen dogrusal olmayan kiriglerin
titresimini incelemistir. Ece ve arkadaglari, 2007, eni iistel olarak degisen kesit alanina
sahip geometri ailelerine ait kirisler {izerinde g¢alismislardir. Geometrinin degisimi
disinda eger secilen dogrultuda malzeme oOzellikleri(Elastisite Modili, kiitle v.b.)

degistirilirse Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzeme(FDM) elde ederiz.

Koizumi, 1993 ve Suresh, 1997, Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzeme fikrini
ilk olarak ortaya koyan Japon bilim adamlaridir. Iki veya daha fazla malzeme ile toz
metalurjisi kullanilarak FDM {iretimi yapilmistir. Burada se¢ilen malzeme o6zellikleri,
secilen dogrultu boyunca siirekli bir degisim gostermektedir. FDM’nin siklikla
kullanildig1 alanlar; 1s1l bariyerler, giysiler ve korozyon dnleyici kaplamalardadir. Diger
kullanim alanlar ise; tiirbin kanatciklart ve makine elemanlarinda kullanilan disliler,
rulmanlar, kirigler, plaklar ve kabuklardir. Miihendislik uygulamalarinda fonksiyonel
derecelendirme genellikle kalinlik dogrultusunda yapilmistir ve bu konuyla ilgili ¢ok
calisma vardir. Bu ylizden, bu konuda yapilan biitiin ¢aligmalar1 vermek olanaksizdir.

Onun yerine, sonraki paragraflarda bunlardan bir kismina yer verilecektir.

Vel ve Batra, 2004, basit destekli fonksiyonel derecelendirilmis dikdortgen
plaklarin ii¢ boyutlu titresimini ¢calismiglardir. Kim, 2005, fonksiyonel derecelendirilmis
dikdortgen plaklarin sicakliga bagh titresimini ¢aligmistir, ayrica ¢ézlimlerinde tigiinci
dereceden kayma deformasyon ve Ritz metodunu kullanmistir. Batra ve Jin, 2004,
fonksiyonel derecelendirilmis anizotrop dikdortgen plaklarin serbest titresiminde ilk
birkag¢ frekans1 maksimize etmek amaciyla, birinci derece kayma deformasyon teorisini

kullanmuistir.

Mertan, 2006, Bogazi¢i Universitesi’'nde, fonksiyonel derecelendirilmis
dikdortgen plaklarin serbest titresimini incelemis ve bu konuyla ilgili bir yiiksek lisans
tezi yazmistir. Praveen ve Reddy, 1998, fonksiyonel derecelendirilmis seramik-
metal(ser-met) plaklarin dogrusal olmayan siireksiz termoelastik analizini ¢alismistir.
Loy ve arkadaslari, 1999, fonksiyonel derecelendirilmis silindirik kabuklarin titresimini

incelemistir. Uymaz ve Aydogdu, 2007, degisik smir sartlarinda fonksiyonel



derecelendirilmis plaklarin ii¢c boyutlu titresimini incelemislerdir. Céziimleri bulmak
icin Ritz metodundan yararlanmiglardir. Aydogdu ve Taskin, 2007, basit destekli
fonksiyonel derecelendirilmis kirislerin serbest titresimi lizerine ¢alismislardir.
Chakraborty ve arkadaglari, 2003, fonksiyonel derecelendirilmis malzemelerin
¢Oziimiinde, yeni sonlu eleman metodu gelistirmistir. Pronsato, 1999, yogunlugu

stireksiz degisen membran titresimini caligsmistir.

Son zamanlarda, eksenel derecelendirilmis c¢ubuk, kiris ve plaklar iizerine
calismalar yapilmigtir. Qian ve Batra, 2005, bir ucu ankastre olan fonksiyonel
derecelendirilmis bir plakta birinci frekansi arttirmak ic¢in, malzeme 0&zelliklerinin
eksenel dogrultuda derecelendirilmesi gerektigini bulmuslardir. Sankar, 2001, diisey
dogrultuda yiiklenmis fonksiyonel derecelendirilmis kirislerin  gerilme ve
yerdegistirmesini c¢aligmigtir. Murin ve arkadaslari, 2010, Huang ve Xian-Fang Li,
2010, Anandakumar ve Ho Kim, 2010, eksenel derecelendirilmis kiris titresimleri
lizerine baz1 c¢alismalar yapmislardir. Elishakoff ve Guede, 2004, eksenel
derecelendirilmis kirislerin analitik olarak polinomsal ¢oziimlerini vermislerdir.
Elishakoff ve Johnson, 2004, homojen olmayan ve ucunda kiitleye sahip kiris
titresimini incelemislerdir. Calio, Elishakoff ve Wu, 2005, eksenel derecelendirilmis
kolonlarin kapali form ¢oziimlerini incelemislerdir. Maalawi, 2009, eksenel

derecelendirilmis kolonlarin burkulmasi ¢alismislardir.

Bu konuda diger onemli bir husus, izotropik iiniform cubuk ve Kkiriglerin
malzeme o6zelliklerinin ¢alisma kosullarindan etkilenmesidir. Ornek olarak sicaklik,
malzemenin Elastisite(Young) Modiiliinii etkilemektedir. Yine 6rnek olarak, Kane ve
Yavuzkurt, 2009, sicaklik degisiminin ¢ok fazla oldugu gaz tiirbinlerindeki kanatciklar
tizerine ¢alismaktadirlar. Sicakligin, basing ve sofgurma yiizeyiyle degistigini
sOylemektedirler. Bu degisimler de gaz tiirbinindeki kanatciklarin Elastisite Modiiliinii
etkilemektedir. Kanat¢iklar homojen yapilmasina ragmen bu etkilerden dolayr FDM

ozelligi gostermektedir.

Ustel derecelendirilmis eksenel derecelendirilmis cubuklar Filiz ve Aydogdu,

2010, tarafindan ¢alisilmistir.



1.3. Calismanin Amaci ve Kapsam

Yukarida bir kismindan bahsedilen eksenel derecelendirilmis ¢ubuk ve kiris
caligmalarinda hig¢ siiphesiz calisilmamis bircok konu mevcuttur. Birbirinden farklr iki
malzemenin birlestirilmesiyle olusan ¢ubuk ve kiris malzeme ¢iftleri birgok
mithendislik uygulamasinda kullanilmaktadir. Bu iki malzeme birbirine siirtiinme
kaynagi ile birlestirilmistir. Bu sekilde birlestirilmis yapilara parcali siirekli fonksiyonel
derecelendirilmis c¢ubuk, kiris ve plak adi verilmektedir. Bu c¢alisma, bu konuyu

incelemesi bakimindan farklidir.

Bu motivasyonlar 1s18inda tezde eksenel derecelendirilmis (parcali veya
siirekli) cubuklarin ve kirislerin titresimi incelenecektir. Tez kapsaminda, Boliim 2’de
tiniform olmayan g¢ubuklar i¢in yonetici denklemler bulunduktan sonra, eksenel parcali
derecelendirilmis ¢ubuklar farkli metodlar kullanilarak incelenecektir. Daha sonra Ritz
Metodu ve Legendre Metodu eksenel derecelendirilmis {iniform olmayan ¢ubuklarda
kullanilmistir. Sonuglar sekil ve tablolarda gosterilmistir. Boliim 3’te iiniform olmayan
kirislerin titresiminde, benzer metodlar tekrarlanacaktir. Son olarak sonug¢ kismi yer

almaktadir.



BOLUM 2

EKSENEL PARCALI ve SUREKLI FONKSIYONEL DERECELENDIRILMIS
CUBUKLARIN SERBEST TITRESIM ANALIZI

2.1. Giris

Bu boliim ii¢ kistma ayrilmistir. Birinci kisimda ¢ubuk denklemlerinin Newton
Metodu ve Virtiiel Is Prensibiyle (Hamilton Prensibi) ¢ikarilis, ikinci kisimda eksenel
fonksiyonel derecelendirilmis parcali cubuklar, ti¢lincii kisimda ise eksen dogrultusunda
sirekli  olarak  fonksiyonel derecelendirilmis cubuklarin  serbest titresimi

incelenmektedir.

2.2. Newton Metodu

Uniform (birbigim) olmayan keside ve homojen olmayan malzeme 6zelliklerine
sahip eksenel titresen bir cubuk g6z oniine alinsin (Sekil 2.1). Cubuktaki dik kesit alani
A(x), malzemenin yogunlugu p(x) ve Elastisite Modiilii E(x) olarak tanimlansin. Cubuk
ekseni dogrultusunda bir diferansiyel elamanin boyu dx ve kiitlesi dm ile gosterilirse;

dm = p(x)A(x)dx olur.



dx

T )

> dx+a—udx
Oox
u
OP
P+—d
P <+ — " ox *

Sekil 2.1. Eksenel titresen bir ¢ubuk

Bir boyutlu durumda Hooke Yasas1 asagidaki gibidir:

o=EXx)e

2.1)

Burada ¢ ve ¢ sirastyla gerilme ve genleme tensorleridir. (2.1)’de gerilme (o) yerine x

dogrultusunda dik kesit alanina (A(x)) etki eden yiik (P) ifadesi kullanilirsa, asagidaki

esitlik elde edilir:

P
Q)

Newton’un 2. Yasasi’'n1 yazarsak,

()—

82
(P+—) P=dm<t
or?

bulunur.

(2.2), (2.3)’te yerine yazilirsa,

ou(x, t)j

[A( )E(x) P(x)A(x)

elde edilir. Kesit alan1 A sabit alinirsa,

82u(x 1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)



d%u(x,1) L AE() du(x.t) _ () d%u(x,1)

E
*) ox? dx ox ot?

(2.5)

bulunur.
Bu denklem, tiniform olmayan ¢ubuga ait hareket denklemidir. Buna ek olarak eger E
ve p da sabit alinirsa, asagidaki klasik dalga denklemi elde edilir,

2 2
E8 u(x,t) :pa u(x,t)

2.6
ox? or? 26)

2.3. Virtiiel isler Prensibi

Karmagik sistemler i¢in gerekli yonetici denklemi bulabilmek i¢in varyasyonel
prensipler daha kullanislidir. Varyasyonel prensipler ayrica yonetici denklemi ¢ézmek
icin gerekli olan sinir sartlarin1 da vermektedirler. Bu sebeple bu ¢alismada hareket
denklemleri bir kez de Hamilton Prensibiyle bulunacaktir. Bu prensip matematiksel

olarak su sekilde yazilabilir:

S[*(@-v+wydi=0, 0<x<L @7
Burada T kinetik enerji:

1L oul’
T=2 jo p(x)[g} dx (2.8)

V genleme potansiyel enerjisi:

1 (L oul’
V=2 jo E(x)A[a} dx (2.9)

ve W ise eksenel dogrultuda etkiyen kuvvetin virtiiel isi,



1 ¢L
W= jo £ (x,tudx (2.10)

seklinde tanimlanir.

(2.8), (2.9) ve (2.10), (2.7)’de yerlerine yazilip integre edilirse (2.4) hareket denklemi

ve asagidaki sinir sartlar1 elde edilir:
ou

(EA—)=0 veya ou=0 (2.11)
ox

(2.11)’de verilen Sinir Sartlar1 agagidaki gibi isimlendirilebilir:

Ankastre-Ankastre (AA): u(0,t)=u(L,t)=0;
ou(L,t)

Ankastre -Serbest (AS): u(0,7) = 0 2.12)
Serbest-Serbest (SS): ou(0,7) — ou(L,?) ~0
Ox Ox

2.4. Eksenel Parcali Derecelendirilmis Cubuklar

Fonksiyonel derecelendirme, genellikle bir eksen dogrultusunda siirekli olarak
gerceklestirilmektedir. Farkli malzemelerden olusturulmus ¢ubuk ve kirislerin u¢ uca
birlestirilmesi de fonksiyonel derecelendirme olarak diisiiniilebilir. Bu farkli parcalarin
iiretimi siirtlinme kaynagi yoluyla yapilabilir. Bu yolla elde edilen parcalar: matkap ucu,

piston cubugu ve hidrolik silindirler gibi uygulama alanlar1 bulabilmektedir.
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2.4.1. Eksenel Parcal Derecelendirilmis Cubuklarin Hareket Denklemleri

n par¢adan olusan eksenel derecelendirilmis parcali ¢gubuk (EPDC) ele alinsin (Sekil
2.2)

AL
A

»
< L >

Sekil 2.2. Eksenel parcali derecelendirilmis ¢gubuk

EPDC’nin her bir pargasi i¢in hareket denklemi, (2.4) kullanilarak su sekilde yazilabilir:

d*u

E,—-+mo’u; =0, i=12,.,n (2.13)

1

dx
burada
n cubuktaki eleman sayisin1 gostermektedir. (2.13)’te verilen sinir sartlarinin yaninda
(2.12)’de verilen ¢ubuklarin baglanti1 noktalarinda asagida verilen siireklilik sartlar1 (yer

degistirme ve eksenel kuvvet) saglanmalidir.

ou, ou .,
u,=u,, ve E, =E,, 1,2,...n—1.

ox T 0Ox (2.14)

~.
Il

(2.13), (2.12)’deki simir sartlart ve (2.14)’de verilen siireklilik sartlar1 i¢in ¢oziiliirse
EPDC icin frekanslar elde edilir. Iki elemandan olusan bir cubuk icin (2.13) hareket
denklemleri asagidaki formu alir:

—2 4y’ B’u, =0. (2.15)



Sekil 2.3.Eksenel iki pargali derecelendirilmis ¢ubuk

n; cubukta birinci par¢anin uzunlugudur( 0 < 7

Cubugun boyunu 1

aldigimizdan dolayi ikinci parganin boyu (1-n) olur. Burada ilgili parametreler asagidaki

gibi tanimlanmastir.

2 mla)sz 2 m2 El
= )y =a.c., 0, =— ve o, =
E A m E

1 2

B

(2.15)’in genel ¢ozimii:
u,(x) = C, sin( fx) + C, cos( fx),
u,(x) = C,sin( yfx)+ C, cos( yfpx).

seklinde bulunur.

(2.16)

(2.17)

Ci (1=1,2,3 ve 4 igin) belirsiz katsayilar1 gostermektedir. (2.17)’de Ankastre-
Ankastre(A-A), Ankastre-Serbest(A-S) ve Serbest-Serbest(S-S) mesnetli ¢ubuklarda

olarak toplam 3 sinir sart1 i¢in titresim ¢oziimii yapilacaktir.

(2.12) ve (2.14)’teki smir sartlart kullanilarak dort homojen denklem igin dort

bilinmeyen sabit elde edilir; Ci(I=1, 2, 3 ve 4). Bu sinir sartlar1 kullanilarak her bir hal

icin asagidaki denklemler elde edilir.

A-A sinir sarti:

0 sin( ) cos( yf)
sin( 7)) = sin( 81 ) —cos(yBn) |=0
E pcos(fn) —E,yBcos(yfn) E,yBsin(ypn)

(2.18)
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A-S sinir sarti:

0 7B cos( ypn ) 7B sin( ypn )
sin( 417 — sin( y87) ~cos(yfn) |=0 (2.19)
E\pcos(Bn) —E,yBcos(yfn) E,ypsin(yBn)

S-S sinir sarti:

0 7B cos(yB) — B sin(yB)
cos( A1) — sin( 787 —cos(yBn) |=0 (2.20)
—E,Bsin(fn) - E,yBcos(ypn) E,yBsin(ybn)

Bu determinantlar1 sifir yapan B degerleri boyutsuz frekans parametreleridir. S-S sinir

sart1 icin C;=0, A-A ve A-S sinir sartlar1 i¢in C,=0 bulunmaktadir.

2.4.2. EPDC icin Sayisal Sonuclar ve Yorum

Bu kisimda (2.16)’da tanimlanan farkli E;/E;, m;/m, oranlar i¢in farkli sinir
sartlarinda eksenel parcali derecelendirilmis cubuklar icin titresim problemi
incelenecektir.

Bu kisimda incelen malzemeler asagidaki gibi gruplandirilmaktadir:

I. Malzeme cifti: Ei/Eo>>1 ve my/my>1 (Ornegin: Celik (Yiiksek rijitlik ve agirhga
sahip)-Aliminyum (Kismen daha diisiik rijitlik ve yogunluga sahip) )

I. Malzeme cifti: Ei/E;>>1 ve m;/my<1 (Ornegin: Celik (Yiiksek rijitlik ve daha hafif)-
Bakir (Diistik rijitlik ve yiiksek yogunluk) )

Sekil 2.4-2.9°da A-A simir sart1 icin boyutsuz frekans parametreleri verilmistir.
Burada E; ve m; sirasiyla gubugun sol tarafindaki Elastisite Modiiliinii ve yogunlugunu,

E, ve m; ise gubugun sag tarafindaki degerleri gosterir.

Sekil 2.4-2.6’da boyutsuz frekans parametreleri E;>E; ve m;>m, durumu igin

verilmektedir. Bu sekillere gore boyutsuz frekanslarin m ile degisiminin farkli
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degerlerinde, degisik dalga sekilleri alir. Burada, n=0 ila 1 arasinda birinci modda
Nn=0.3, ikinci modda n=0.2 ve 0.6, {igiincii modda n=0.1, 0.4 ve 0.75 degerlerinde en
yiiksek boyutsuz frekans parametresi elde edilir. Bu ozellikleri bildigimiz takdirde

malzemede titresim agisindan iyilestirmeye gidilebilir.

/\/\/\/

100

Mod T
80 | AA
p 607 Mod I

40 —

20 ] \ \
00 02 04 0.6 08 1.0
n

Sekil 2.4. Eksenel parcali derecelendirilmis A-A c¢ubugunun boyutsuz ilk ii¢ frekans

parametresinin 1 ile degisimi (E;/E>=2; m;/m,=2).

120

100 /\/\/\/

Mod I
80 | AA

B eo /\_/\/

Mod I

20 T T T T T T T T T

Sekil 2.5. Eksenel parcali derecelendirilmis A-A c¢ubugunun boyutsuz ilk ii¢ frekans

parametresinin 1) ile degisimi (E;/E;=5; m;/m,=5).



120

14
v 1/\/\/\/

80 A-A
6.0 7/—\/\/

40 —|

Sekil 2.6. Eksenel parcali derecelendirilmis A-A g¢ubugunun boyutsuz ilk {i¢ frekans
parametresinin 1 ile degisimi (E;=200GPa, E,=70 GPa; m;=7860 kg/m’, m, =2710
kg/m® [Celik-Aliiminyum]).

Sekil (2.7)-(2.9)’da A-A smir sartlarinda E; >E; ve m; <m;, igin boyutsuz frekanslar
gosterilmigtir. Sekilden de anlasilacagi lizere frekanslar m parametresinin artisiyla

orantili olarak monoton olarak artmaktadir.

10.0
80 —
i A-A
6.0 —
Mod I
40 —
Mod I
20 //
Mod I
00 ] T T T \
00 02 04 06 08 1.0
n

Sekil 2.7. Eksenel parcali derecelendirilmis A-A g¢ubugunun boyutsuz ilk {i¢ frekans
parametresinin 1 ile degisimi (E;=200GPa, E;=120 GPa; m;=7860 kg/m’, m, =8910
kg/m3 [Celik-Bakir]).



15

100

80 —

A-A Mod 11T

6.0 —

40 —|

20 Mod

00 T T T T
0.0 02 04 06 08 10

n
Sekil 2.8. Eksenel parcali derecelendirilmis A-A c¢ubugunun boyutsuz ilk ii¢ frekans

parametresinin 1) ile degisimi (E;/E;=2; m;/m,=1/2).

100

i Mod 111

80
60— AA
ModII

40—
20—

Mod 1

! I \ I \ ‘ \

0 02 04 06 08 10

00
(]
il

Sekil 2.9. Eksenel parcali derecelendirilmis A-A g¢ubugunun boyutsuz ilk {i¢ frekans

parametresinin 1 ile degisimi (E;/E;=5; m;/m,=1/5).

Sekil 2.10-2.15°de A-S mesnetli g¢ubukta boyutsuz frekans parametreleri
degisimi gosterilmistir. E; >E; ve m; >m; durumu i¢in boyutsuz frekans parametresi

incelenirse;A-A mesnetli ¢ubugun dalga degisimine ¢ok benzer oOzelliktedir. Bu



16

durumda frekans parametresi N=0.5" e gore simetrik olarak degisir. Gozlimiize ¢arpan
en onemli husus; birinci mod 1n=0.5"de, ikinci mod n=0.2 ve 0.8’de, li¢lincii modsa

n=0.1, 0.4 ve 0.75’te maksimumdur.

10.00 7
, AS
111
aw*/\/\/%
6.00
Pt
400
207 0 Ml
00 — T T T 1
0.00 020 040 060 080 1.00

Sekil 2.10. Eksenel parcali derecelendirilmis A-S ¢ubugunun boyutsuz ilk {i¢ frekans

parametresinin 1 ile degisimi (E;/E>=2; m;/m,=2).

10.00

N A-S

d ITT

8.00
6.00 —
B 4/\/\‘\4061\1[
400 —
200 — Mod 1
000 ' \ \ ! T \

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Sekil 2.11. Eksenel parcali derecelendirilmis A-S ¢ubugunun boyutsuz ilk {i¢ frekans

parametresinin 1 ile degisimi (E;/E>=5; m;/m,=5).



10.00

Mod 11T
8.00 —

|

6.00 —

4.00 —

o o Medl

Sekil 2.12. Eksenel pargali derecelendirilmis A-S ¢ubugunun boyutsuz ilk ii¢ frekans
parametresinin 1 ile degisimi (E;=200GPa, E,=70 GPa; m;=7860 kg/m’, m, =2710
kg/m® [Celik-Aliiminyum]).

Sekil 2.13-2.15°de A-S mesnetli ¢ubukta E; >E; ve m; <m; i¢in boyutsuz
frekans incelenirse A-A mesnetli cubukta oldugu gibi n artisina bagl olarak monoton

olarak arttig1 goriilebilir.

8.00
Mod I
A-S

6.00 —

Mod 11
400
B

200

000 ' T T T \ \

Sekil 2.13. Eksenel pargali derecelendirilmis A-S ¢ubugunun boyutsuz ilk ii¢ frekans
parametresinin 1 ile degisimi (E;=200GPa, E,=120 GPa; m;=7860 kg/rn3, m, =8910
kg/m3 [Celik-Bakir]).



8.0

i Mod IT
6.00 —| AS

Mod T
400 —
200 |
—

Om ‘ ‘ ‘ T ‘ T

000 020 040 060 080 1.00

Sekil 2.14. Eksenel pargali derecelendirilmis A-S ¢ubugunun boyutsuz ilk ii¢ frekans

parametresinin 1) ile degisimi (E;/E;=2; m;/m,=1/2).

8.00

Sekil 2.15. Eksenel pargali derecelendirilmis A-S ¢ubugunun boyutsuz ilk ii¢ frekans

parametresinin 1 ile degisimi (E;/E;=5; m;/m,=1/5).
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Sekil 2.16-2.21°de S-S mesnetli ¢ubuk i¢in boyutsuz frekans parametresi
incelenirse, frekans degisimi A-A mesnetli gubuga benzer niteliktedir. E; >E; ve m;
<m; durumu i¢in benzer davranislar sergilemektedir. n parametresine bagli olarak

boyutsuz frekans parametresi degisim grafikleri asagidaki gibidir:

10.00

8.00 S-S

B M
6.00

4.00 —

2.00 ] ] ] T I T

Sekil 2.16. Eksenel parcali derecelendirilmis S-S ¢ubugunun boyutsuz ilk ii¢ frekans

parametresinin 1) ile degisimi (E;/Ex=2; m;/m,=2).

12.00

S-S Mod 1II
10.00 — \/\/\/\
800
B m Mod 11
600 N
400 —

od I
200 T ‘ T ‘ T ‘ T T T
0.00 0.20 040 0.60 0.80 1.00

Sekil 2.17. Eksenel parcali derecelendirilmis S-S ¢ubugunun boyutsuz ilk ii¢ frekans

parametresinin 1) ile degisimi (E;/E;=5; m;/m,=5).
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1000

Mod 111
S-S

800 —

od IT

6.00 —|

400 —

200 T T I \

Sekil 2.18. Eksenel parcali derecelendirilmis S-S ¢ubugunun boyutsuz ilk ii¢ frekans
parametresinin 1 ile degisimi (E;=200GPa, E,=70 GPa; m;=7860 kg/m’, m, =2710
kg/m® [Celik-Aliiminyum]).

10.00 —
B Mod 11

8.00 —

Mod 1
6.00 —
4.00
i Mod
200

000 ] T r T \
0.00 020 040 0.60 0.80 1.00

Sekil 2.19. Eksenel parcali derecelendirilmis S-S ¢ubugunun boyutsuz ilk ii¢ frekans
parametresinin 1 ile degisimi (E;=200GPa, E;=120 GPa; m;=7860 kg/m’, m, =8910
kg/m’ [Celik-Bakur]).



21

10.00 —

0.00 0.20 040 0.60 0.80 1.00

Sekil 2.20. Eksenel parcali derecelendirilmis S-S ¢ubugunun boyutsuz ilk ii¢ frekans

parametresinin 1) ile degisimi (E/E;=2 m;/my=1/2).

10.00

Mod III
800 —| ©

6.00 —

S-S I

4.00 —

200 —

000 \ r A r
0.00 020 040 0.60 0.80 1.00

Sekil 2.21. Eksenel parcali derecelendirilmis S-S ¢ubugunun boyutsuz ilk ii¢ frekans

parametresinin 1 ile degisimi (E;/E>=5 m;/m,=1/5).



2.4.3. Mod Sekilleri

Bazi

mod

sekilleri

Sekil.2.22-2.27°de

22

verilmistir.

Mod

sekillerinden

ilgilendigimiz iki par¢ali gubugun baglanti noktalari kolayca gézlenmektedir.

Sekil 2.22. EPDC’ta A-A simir sartlarinda ve n=0.3 (E/E; =2, m;/m,=2) kosulunda ilk

tic mod sekli.

8.00

-8.00

Sekil 2.23. EPDC’ta A-A sinir sartlarinda ve n=0.3 (E\/E; =5, m;/m,=5) kosulunda ilk

ti¢ mod sekli.



23

Sekil 2.24. EPDC’ta A-A simir sartlarinda ve n=0.8 (E/E; =2, m;/m,=2) kosulunda ilk
tic mod sekli.

Mod 1
050 — II
0.00 —
Mod I
0.50 —
AA
1 108
0.00 0.20 040 0.60 0.80 1.00

X
Sekil 2.25. EPDC’ta A-A sinir sartlarinda ve n=0.8 (E\/E; =5, m;/m,=5) kosulunda ilk
ti¢ mod sekli.
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0.00 —

-1.00 —

-2.00 I I I \ \
0.00 0.20 040 0.60 0.80 1.00

Sekil 2.26. EPDC’ta A-A sinir sartlarinda ve n=0.5 (E\/E; =2, m;/m,=2) kosulunda ilk
ti¢ mod sekli.

200

-600 \ \ T \
0.00 0.2 0.40 0.60 0.80 1.00

Sekil 2.27. EPDC’ta A-A simir sartlarinda ve n=0.5 (E/E; =5, m;/m,=5) kosulunda ilk
tic mod sekli.
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200
| Mod 1
1.00 !
J I
0.00
-1.00
SN
T3
200 1 \ \ \
0.00 0.20 040 0.60 0.80 1.00

Sekil 2.28. EPDC’ta S-S sinir sartlarinda ve n=0.3 (E;/E; =2, m;/m,=2) kosulunda ilk
tic mod sekli.

8.00

-8.00 T I I I I

Sekil 2.29. EPDC’ta S-S sinir sartlarinda ve n=0.3 (E;/E; =5, m;/m,=5) kosulunda ilk
tic mod sekli.
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200
| Mod TIT
1.00 —
I
000 —|
0 Mod 11
SS
R 105
-200 T T T T
000 020 040 060 080 100

Sekil 2.30. EPDC’ta S-S sinir sartlarinda ve n=0.5 (E/E; =2, m;/m,=2) kosulunda ilk
ti¢ mod sekli.

8.00

Sekil 2.31. EPDC’ta S-S sinir sartlarinda ve n=0.5 (E;/E; =5, m;/m,=5) kosulunda ilk
tic mod sekli.
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200
| ss
08
_ Mod_IIT
1.00 o 1
000
-1.00 —| ‘
-Zm T ‘ ‘ T ‘ ‘
000 0.0 040 060 080 100

Sekil 2.32. EPDC’ta S-S sinir sartlarinda ve n=0.8 (E/E; =2, m;/m,=2) kosulunda ilk
ti¢ mod sekli.

400

1SS Mod

=08

200 —

B I
0.00 —|
200 —

0.00 020 040 0.60 0.80 1.00

Sekil 2.33. EPDC’ta S-S sinir sartlarinda ve n=0.8 (E;/E; =5, m;/m,=5) kosulunda ilk
tic mod sekli.
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-200 T ‘ ‘ T ‘
0.00 0.20 040 0.60 0.80 1.00

Sekil 2.34. EPDC’ta A-S simir sartlarinda ve n=0.3 (E\/E; =2, m;/m,=2) kosulunda ilk
tic mod sekli.

6.00

AS
103

4.00 —|

200 —|

0.00 —

-2.00

0.00 020 040 0.60 0.80 1.00

Sekil 2.35. EPDC’ta A-S sinir sartlarinda ve n=0.3 (E/E; =5, m;/m,=5) kosulunda ilk
ti¢ mod sekli.
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200

-200 T I T T T T ]

Sekil 2.36. EPDC’ta A-S sinir sartlarinda ve n=0.5 (E/E; =2, m;/m,=2) kosulunda ilk
ti¢ mod sekli.

4.00

B AS

=05
Mod

200
0.00 —
-2.00 —
-4.00 T T T ‘ ‘ T ‘

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Sekil 2.37. EPDC’ta A-S simir sartlarinda ve n=0.5 (E\/E; =5, m;/m,=5) kosulunda ilk
ti¢ mod sekli.
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200
AS
1 108
1.00 — 11
000 —
100 —
-200 \ \ r \
000 00 040 060 080 100

Sekil 2.38. EPDC’ta A-S sinir sartlarinda ve n=0.8 (E/E; =2, m;/m,=2) kosulunda ilk
ti¢ mod sekli.

6.00

400 AS
108

Mod III

-4.00 T I I I I

Sekil 2.39. EPDC’ta A-S sinir sartlarinda ve n=0.8 (E/E; =5, m;/m,=5) kosulunda ilk
ti¢ mod sekli.
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2.5. Eksenel Dogrultuda Elastisite Modiilii Parabolik Degisen Yogunlugu Sabit

Olan Cubuklarin Titresim Analizi

Diizgiin olmayan bir ¢ubuga ait hareket denklemi en genel formda asagidaki gibi
yazilmaktadir.

0 ou 0’u

—[AX)E(x)—] = p(x)A(x)— 2.4
S AWE® T = p(x) () 24)
Bir onceki konuda da belirtildigi lizere (2.4)’te A(x)’in degismedigi varsayilarak
tiirevler alinip harmonik titresim kabulii ile diizenleme yapilirsa asagidaki esitlikler elde

edilir.

Harmonik titresim kabulii:

u(x,t)=F(x)sin(wt) (2.21)
d’F dE(x)dF _ B

E(x) o +—dx ™ +o p(x)F =0 (2.22)

Burada;

E(x)=(ax+b)*, p(x)=sabit (2.35)

z=ax+b seklinde yeni bir degisken tanimlanir ve bu degisken (2.22)’de yerine yazilirsa,

2
azzzd—F+2azzd—F+ﬁ2F=0 (2.36)
dx dx

elde edilir.

(2.36)’da yeni bir doniisiim uygulanirsa;

z=é', t=Inz (2.37)
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Doniisiim sonucunda;

ﬂ2
(D*+D+5)F =0 (2.38)
a

Burada D=d/dz olarak ifade edilir.

(2.38)’deki diferansiyel denklemin genel ¢6zimi;

F(x)=

ax+b

{Cl cos{w} +C, co{w}} (2.39)

A=1-4p%/a* olarak tanimlanmustir.

(2.12)’deki smir sartlar1 ve (2.35)’teki malzeme 06zelliklerini kullanarak homojen
olmayan bu cubukta (2.39) c¢ozilebilir. Cizelge 2.1°den 2.3’e¢ kadar farkli smir

sartlarindaki eksenel gubuktaki frekans parametreleri asagida verilmektedir.

Cizelge 2.1. Uniform olmayan A-A ¢ubugunun (E=(ax-+b)’, m=sabit) boyutsuz ilk ii¢

frekans parametresinin tayini

Mod Uniform Ei/Ey=2, E/Ey=5,
m;/m=2 m;/my=>5

1 3.141 2.664 2.183

2 6.283 5316 4.327

3 9.424 7.972 6.482

Cizelge 2.2. Uniform olmayan A-S ¢ubugunun (E=(ax+b)?, m=sabit) boyutsuz ilk ii¢

frekans parametresinin tayini

Mod Uniform E\/E,=2, E/E;=5,
m;/m,=2 m;/my=>5

1 1.571 1.685 0.590

2 4.714 6.161 2.324

3 7.854 10.681 4.251
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Cizelge 2.3. Uniform olmayan S-S ¢ubugunun (E=(ax+b)’, m=sabit) boyutsuz ilk ii¢
frekans parametresinin tayini

Mod Uniform E\/E, =2, E/E;=5,

m;/m,=2 m;/my=>5

1 3.141 3.906 1.386
2 6.283 8.422 3.282
3 9.424 12.950 5.223

2.6. Ritz Metodu

Stirekli  fonksiyonel derecelendirilmis c¢ubuk veya Kkiriglerin  titresim
problemlerine ait denklemlerin analitik ¢6ziimii miimkiin degildir. Bu yiizden sonlu
elemanlar, sonlu farklar, diferansiyel kuadratiir veya Ritz Metodu gibi sayisal yontemler

kullanilabilir.

Ritz Metodunda(Whitney), problem ¢6ziimiinde, yerdegistirme alan1 geometrik

sinir sartlara uygun olmalidir.
Cubugun serbest titresimi i¢in yerdegistirme su sekilde tanimlanmaktadir:

u(x,t)=U(x)sin ot (2.40)

Bu calismada boyutsuz koordinatlar &=x/L olarak belirlendikten sonra, yerdegistirme

bileseni agsagidaki formda secilmistir:

M
U= ) C,é"(E-D" (2.41)

m=m)
Cn belirsiz sabitleri gostermektedir. p’yi 0 veya 1 segmek sirayla, serbest ve ankastre

siir sartlarini ifade etmektedir.Ritz Metodu’nda geometrik sinir kosullarini saglayan
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yer degistirme bilesenleri kullanilir. Bu kinematik sinir sartlariyla ilgili sartlar (2.12)’de
daha oOnce gosterilmistir. Kinematik kosullar Ritz Metoduna uygun olarak Cizelge

2.4’de verilmistir.

Cizelge 2.4. Cubuk i¢in kinematik kosullar.

Sinir Kosulu Tipi x=0,1"da
A u=20
S u# 0

Ritz metodu cksenel derecelendirilmis c¢ubuklar icin 3 farkli smir kosulunu
uygulanmaktadir. A-A, A-S ve S-S. Uygun baslangi¢ indisleri (2.36)’ya gore secilerek

kinematik sinir sartlarina uygulanmaktadir.

Cizelge 2.5. (2.36)’daki baslangi¢ indisleri

Sinir Kosulu Tipi m,
A 1
S 0

Serbest titresim problemleri ¢oziimiinde, (2.36) ve (2.35), (2.8) ve (2.9)’da yerine
koyulup, Tiirev alabilmek icin Ritz metodu (Tmax-Umax ) fonksiyoneli asagidaki gibi
minimize edilirse;

0T, =V,
— =0 m=mg,...,
oC

m

T .= % j m(x)(g—b;)z dx
U, = % j E(x)A(x)(Z—Z) 2 ix

elde edilir.

(2.42)

MxM adet, lineer ve homojen denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi

asagidaki gibi bir 6zdeger problemi olarak yazilabilir.

(k-p*M)A=0 (2.43)
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Burada, (2.43)’de K ve M sirasiyla katilik ve kiitle matrisleridir. [, frekans
parametresi ve A bilinmeyen sabitlerin(C,,) vektoriidiir. Ozdeger probleminde katsayilar
determinanti sifira esittir. Her bir 6zdeger, (2.39)’da yerine koyulursa, 6zdeger vektorii
veya genlik degerleri elde edilmis olur. Mod sekilleri her frekansta, (2.39)’da

gosterildigi gibi 6zdeger vektorlerine karsilik gelmektedir.

Cizelge 2.6.’da frekans parametresi B’nin ilk iic degeri verilmistir. Frekans
degerlerini incelersek, 5 ve 6’da kullanilan terimlere kadar degerler birbirine ¢ok
yakindir. Bundan &tiirli, bu c¢alismada 6 terim kullanilacaktir. Burada buldugumuz
frekans degerleri, analitik sonuclarla kiyaslandiginda ¢ok yakin degerler elde

edilmektedir.

Cizelge 2.6. Uniform ve {iniform olmayan ¢ubuk igin S-S smir sartlarinda boyutsuz ilk

ti¢c frekans parametresinin tayininde yakinsama ¢alismasi

Uniform g:ubuk E1/E2=5 , rnl/m2=5
E=ax+b
B B2 B3 B B2 B3

3.1424 7.7460 13.042 3.3931 7.6191 13.1865
3.1424 6.3061 13.042 3.3887 6.4812 12.5457
3.1416 6.3057 9.5381 3.3886  6.4567 9.6632
3.1415 6.2837 9.5371 3.3885 6.4572 9.6632
(Tse ve ark. 1978) 3.141593 6.283185 9.424778 - - -

\]O'\Ul-bz

Farkli smir kosullarinda ve farkli malzeme Ozelliklerinde eksenel
derecelendirilmis ¢ubugun boyutsuz frekans parametrelerinin yakinsama g¢aligmasiyla
hesab1 Cizelge 2.7-2.9°da gosterilmektedir. Frekans parametreleri A-A sinir sartlari i¢in

azalmaktadir.
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Cizelge 2.7. Malzeme 6zellikleri lineer bir fonksiyon olarak degisen (E=ax+b, m=cx+d)

tiniform olmayan A-A ¢ubugunun boyutsuz ilk {i¢ frekans parametresi

Mod Uniform E/E,=2, E/E,=5, E/E,=5, E/E,=5,
m;/my=2 mi;/my=5 m;/my=0.5 m;/my,=0.2

1 3.141 3.123 3.052 2.155 1.226

2 6.283 6.274 6.229 4.345 2.532

3 9.424 9.458 9.430 6.677 3.876

Cizelge 2.8. Malzeme 6zellikleri lineer bir fonksiyon olarak degisen (E=ax+b, m=cx+d)

tiniform olmayan A-S ¢ubugunun boyutsuz ilk {i¢ frekans parametresi

Mod Uniform E/E;=2, E/E>=5, E/E>=5, E/E,=S5,
m;/my=2 m;/my=5 m;/m,=0.5 m;/my=0.2

1 1.571 1.793 2.057 1.093 0.658

2 4.714 4.803 4.987 3.265 1.916

3 7.854 7.962 8.064 5.488 3.390

Cizelge 2.9. Malzeme 6zellikleri lineer bir fonksiyon olarak degisen (E=ax+b, m=cx+d)

tiniform olmayan S-S ¢ubugunun boyutsuz ilk ii¢ frekans parametresi

Mod Uniform Ei/E=2,  E/E,=5, Ei/E)=5, Ei/E)=5,
mi;/my=2 mi/my=5 m;/my=0.5 m;/my,=0.2

1 3.141 3.196 3.388 2.203 1.343

2 6.305 6.331 6.457 4.375 2.656

3 9.538 9.557 9.663 6.976 4.487
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BOLUM 3

KiRiSLER

3.1. Giris

Kirigler miihendislik uygulamalarinda 6rnek olarak: makine, ingaat, gemi insaati
ve havacilik miihendisliginde sikc¢a kullanilan bir yap1 elemanidir. Uygulamada dinamik
kuvvetler kirislerde etkili olur. Bu ylizden kirislerin dinamik davranislar1 miihendislik
problemleri i¢in onemlidir. Eksenel derecelendirilmis kirisler bu uygulamalardaki yeni
yaklasimdir. Kiriglerde geometrinin veya malzeme 6zelliklerinin degisimi, miithendisler

i¢in yeni tasarim se¢enekleri yaratmaktadir.

Burada, 2. boliimde ¢ubuk i¢in incelendigimiz eksenel derecelendirilmis ¢ubuk,
kiris i¢in incelenmektedir. ilk olarak, kirisin hareket denklemini yazacagiz. Daha sonra
pargal1 ve siirekli derecelendirilmis eksenel kirisin yonetici denklemi ¢oziilmektedir. En

sonunda boyutsuz frekanslar degisik sinir kosullarinda bulunmaktadir.

3.2. Newton Metodu

Uniform olmayan kiris i¢in geometrik ve malzeme &zelliklerinin ele alalim. Uzunlugu

dx ve kiitleyi mAdx alirsak,
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Newton’un ikinci yasasi diisey eksende uygulanirsa,

O w(x,1)
2 b

[V(x,t) +@dx} —V(x,t)+ f(x,t)dx = m(x)dx O<x<L
X

elde edilir.

z eksenine gore moment yazilirsa,

[M(x, )+ de} - M(x,t)+ {V(x, 1)+ de}dx +
ox ox

f(x,t)dx%zo, 0<x<lL

f(x,t)

[ ™

L

dil

Sekil 3.1. Genel yayil yiiklii kiris

v

M \% l T V+dv M+dM

Sekil 3.2. Kirisin hacim eleman1 ve kesit tesirleri

(3.2)’yi ¢ozersek;
Mﬂf(x,t):o, 0<x<L

(3.1) ve (3.3) birlestirilir ve diizenlenirse,

2 2
—aM—(f’”+f(x,z)=m(x)6—W, 0<x<L
ox ox

Egilme momenti, yerdegistirme iligkisi incelenirse,

2
w
> O<x<L

M(x,t)=E(x)I (x)a—
ox

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)
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(3.3) kullanilarak kesme kuvveti asagidaki gibi yazilabilir.

V(x, t)_—ai{E( ) (x )i} 0<x<L (3.6)

(3.5), (3.4)’te yerine yazilirsa, iliniform olmayan malzemenin parcali diferansiyel

denkleminde titresim denklemi elde edilir.

82

{E(x)[( )azw(x Z)} f(xt) = m(x) 0<x<L 3.7)

Eger Atalet Momenti(I) sabit alinirsa,

o*w(x,t) .dE &w  d*E d*w 82w(x 1)
JE=——2 402 1=y ] + f(x,0) = —p(x)A(x , O<x<L
o ol as T o S(x,t) =—p(x)A(xX)——
(3.8)

Bu denklem iiniform olmayan kiriglerin hareket denklemidir. Ek olarak E(x)’I sabit

alirsak, bu denklem iiniform kirislere ait hareket denklemini verir.

4 2
Ela w(x,1) =pAa w(x,t)

3.9
ox* or’ G5
3.3. Virtiiel Isler Prensibi
Hamilton prensibi kullanarak yonetici denklemi su sekilde yazilmaktadir,
5L’2(T—V+W)dz=o, 0<x<L (3.10)
1
T kinetik enerjidir,
2

1L ow

r=- jo p(x)A[E} dx (3.11)

V potansiyel enerjidir,

P 2
= J‘OLE(x)I[ZC—ZV} dx (3.12)
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ve W diisey kuvvetin yaptig1 is degerini verir.

1L
W= jo £ (x, ywdx (3.13)
(3.11-3.13), (3.10)’da yazilirsa, (3.9)’u yonetecek sinir sartlar1 elde edilmis olur.
2
9 e 8 ")=0 yada Sw=0 (3.14a)
ox ox
2
(£12 7)=0 yada 52 _o
Ox Ox (3.14b)

Bu kosullar i¢in klasik sinir sartlar1 agagidaki gibi tanimlanir.

2
Basit Destekli(B): w=0, a_vzv =0
ox
ow
Ankastre(A): w=0, — =0
ox
2
Serbest(S): -2 (EI a—vf) -0 (3.15)
ox ox

3.4. Eksenel Parcali Derecelendirilmis Kirisler(EPDK)

n pargal1 eksenel derecelendirilmis kiris ele alinsin (Sekil 3.3).
1 2 1 n-1 n
SR A

< L >
Sekil 3.3.Eksenel parcali derecelendirilmis kiris

Herbir par¢a EPDK i¢in hareket denklemi su sekilde yazilir,

4
IE, d Vf" -m,o’w, =0, i=1,2,..n. (3.16)
X

n, kiristeki eleman sayisini ifade eder.



41

(3.16)’nin ¢éziimiinde sinir sartlar: (3.15)’te verilmistir. Bu siir kosullar iki pargali bir

kirise uygun olarak asagidaki gibi yazilir.

W, =W,
ow;, _ oW,
ox o
ow;, ow,,
B, o =E;l;, o (3.17)

0 ow, 0 ow,,, )
a(Ej[j axj ] - a(Ejulm ?] Jj=12,.,n—-1

(3.17)’deki smir sartlart (3.16)’da uygulanirsa, EPDK i¢in serbest titresim frekans

degerleri bulunabilir.

Iki parcali bir EPDK asagidaki sekilde gosterilir.

e 1 ettt e > X
«—— nL ——p
< L —»
Sekil 3.4. Eksenel iki pargali derecelendirilmis kiris
d*w
dx4l +IB4W1 =Y,
3.18
d4W2 i oa ( )
4 +7/ ﬂ W2: D
dx
Burada,
2.4
,34 B L 4 _ _" - i
= , VY o=a a,a = and a =
E I m- E° “m E E (3.19)
11 1 2
(3.17)’nin genel ¢6ziimii su sekilde yazilabilir:
w, (x) = A, sin( Bx) + B, cos( fx) + C, sinh( fx) + D, cosh( Sx),
w,(x) = A, sin( fx) + B, cos( Bx) + C, sinh( Sx) + D, cosh( fx), (3.20)

seklinde tanimlanir.
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Aj, Bi, Ci ve Dj (i=1 ve 2) kararsiz sabitlerdir.
Bu boliimde EPDK ’nin titresiminde B-B, A-A ve A-S sinir sartinda calisilmaktadir.

(3.18)’deki sekiz homojen denklemden, (3.20)’de gordiiglimiiz iizere sekiz bilinmeyen
sabit elde edilir. Her bir smir sartt icin karakteristik denklemler asagida

gosterilmektedir.

B-B sinir sartlari igin:

0 0 SGpB) C(P) SH(yp) CH(yp)

0 0 -V’ BSoB  -rBCHP ¥’ B*SH(yp) ¥’ B*CH(yp)
S(Bm) SH(Sn) —S(GBn) —COpn) —SH(ypn) —CHGBn | _,
pCBn) PCH(Bn) = yBC(yBn) 788y —yPCH(ypn) — YSH(ypBn)

—Ef’S(Bn) ESSHPBn) Ey’BSGfn EyFCofn -EyFSHyBn —Ey’ B CHypn)
—EfCBn) EPCHPn) EyBCopn —EyBSopn —Ey BCHypn -Ey B SH(ypBn

(3.21)

Burada, S=sin, C=cos, SH= sinh ve CH= cosh seklinde tanimlanmustir.

A-A simir sartlari igin:

0 0 S¢H V7] SHyp CHyp
0 0 V87 /e HEHYD YBHyD
S(Bn—-SHpn) Apn-CHpr) =S ~Aypn —SHyp1 —CHyBn |,
AApn—-CHpn -Spn-BSHL Py BBy —CHyBny  —yBHyp)
~EBSBn-EFSHBn —-EFQBH-EFCHBN EypSupn EyBCypn -EyFSHyBn —Ey FCHyp)
~EBQPN-EFCHP EFS(Pn-EFSHPN EyFQypn —EyBSopn —Ey BCHypn —Ey BSHyp)

(3.22)
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A-S siir sartlari icin:

0 0 ~VBSeA VB  VBSH¥P Y BCHyp

0 0 ~VBCyA  -VBSeBH  ¥BCHyP Y BSHyB
S(Bn—-SHp Apn-CHpn =S(n ~Aypn —SHypn ~CHypn

AApn—-CHpn ~BSpn-SHP BBy BBy —rECHyBny  —rBHypB)

~EBS(Bn-EFSHPn ~EFQBH-EFCHPn EyBSupn EyFCQupn -EyBSHypn —EyFCHyp)

—~EFCQBN-EFCHPn EFSPN-EFSHLN EyFQypn —EyFSypn —-EyBCHypn —EyFSHyp)
(3.23)

Sunlar1 not etmekte yarar vardir: B-B’de C;=0 ve A-A ve A-S’de C,=0’dur.

3.5. EPDK i¢in Sayisal Sonuclar ve Yorum

Farkli sinir kosullar1 ve farkli E;/E;, m;/m;, oranlart i¢in EPDK’de boyutsuz
frekans parametreleri grafik olarak Sekil 3.5-3.22°de gosterilmektedir. n=0 oldugu sol
ucta boyutsuz frekans parametresi sol ugtaki iiniform malzemenin 06zelliklerini

gostermektedir.

Asagidaki kurallara gore malzemeleri gruplandirirsak:

Malzeme 1 : E/E;>1 ve my/my>1 (Ornek: Celik (Yiiksek rijitlik ve yogunluk)-
Aliiminyum (Diisiik rijitlik ve yogunluk) )

Malzeme II : E//Ex>1 ve my/my<I (Ornek: Celik (Yiiksek rijitlik, diisiik yogunluk)-
Bakir (Diistik rijitlik, yiiksek yogunluk) )

Sekil 3.5-3.10’da boyutsuz frekans parametreleri B-B sinir kosullart igin
verilmektedir. Burada E; ve m; sirasiyla, sol ugtaki Elastisite modiilii ve yogunlugu; E;
ve m; sag uctaki 6zellikleri gostermektedir.

E;>E,; ve m;>m; durumunda, boyutsuz frekanslar Sekil 3.5-3.7 verilmektedir.
Bu sekillere gore, boyutsuz frekansindaki degisim n parametresine baghdir. EPDK ile
EPDC degerlerini kiyasladigimizda birbirinden farkl frekans degerleri bulunur. Yiiksek
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modlarda en yiiksek frekanslar degisik n degerlerinde gozlenir. Frekans parametreleri

n=0.5’e gore simetrik sonuglar vermektedir. Frekans parametrelerindeki bu salinim

davranis1 optimizasyon amagli kullanilabilir.

10.00
Mod
| il
8.00 —
| BB
g MdIL
6.00 —
400 —
Mod 1
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Sekil 3.5. Eksenel parcali derecelendirilmis B-B kirisinin boyutsuz ilk ii¢ frekans

parametresinin 1 ile degisimi (E;/E;=5; m;/m,=2).

10.00

7\/\/\@

8.00 —
BB

B \/\/Nb@,ﬂ
6.00 —

400 —

200 T \ ] r
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Sekil 3.6. Eksenel parcali derecelendirilmis B-B kirisinin boyutsuz ilk {i¢ frekans

parametresinin 1 ile degisimi (E;/E;=5; m;/m,=5).
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10.00

T~ T~ M

8.00

6.00

4.00 —

200 ‘ T ‘ ‘ T

Sekil 3.7. Eksenel parcali derecelendirilmis B-B kirisinin boyutsuz ilk ii¢ frekans
parametresinin 1 ile degisimi (E;=200GPa, E,=70 GPa; m;=7860 kg/m’, m, =2710
kg/m’ [Celik-Aliiminyum]).

B-B smir sartlart i¢in E;>E, ve m;<m; kosullarinda boyutsuz frekans
parametreleri Sekil 3.8-3.10’da gosterilmektedir. Boyutsuz frekans parametresi n’in

artisiyla monoton olarak artmaktadir.

10.00 —
Mod 11T

BB
B Mod 11

600 f/_/

4.00

0.00 0.20 040 0.60 0.80 1.00

Sekil 3.8. Eksenel parcali derecelendirilmis B-B kirisinin boyutsuz ilk ii¢ frekans
parametresinin 1 ile degisimi (E;=200GPa, E,=120 GPa; m;=7860 kg/m’, m, =8910
kg/m3 [Celik-Bakir]).
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10.00
Mod 1T
BB
8.00 —
p Mod 1T
6.00 —
4.00 —
2.00 T T T T T ‘ T I T
0.00 020 040 0.60 0.80 1.00

Sekil 3.9. Eksenel parcali derecelendirilmis B-B kirisinin boyutsuz ilk ii¢ frekans

parametresinin 1 ile degisimi (E;/E>=2; m;/m,=0.5).

10.00
i ModIIT
800 —
BB
Mod 11
6.00 —
B -
4.00 —|
Mod 1
- ,/—/
0.00 I I I I T
0.00 020 040 0.60 0.80 1.00

Sekil 3.10. Eksenel parcali derecelendirilmis B-B kirisinin boyutsuz ilk ii¢ frekans

parametresinin 1 ile degisimi (E;/E;=5; m;/m,=0.2).
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Sekil 3.11-3.16’da boyutsuz frekans parametreleri A-A smir sartlart igin
verilmistir. Sekil 3.11-3.13°’de boyutsuz frekanslar E;>E, ve m;>m; kosulu i¢in
bulunmaktadir. Bu sekillerden de goriildiigii lizere A-A sinir sartlar1 B-B sinir sartlarina

benzerlik gosterir.

1200

MW
10.00 —

| AA
B

g0 b T—0 Ml

6.00

400 T T ! T
0.00 020 0.40 0.60 0.80 1.00

Sekil 3.11. Eksenel pargali derecelendirilmis A-A kirisinin boyutsuz ilk ii¢ frekans

parametresinin 1 ile degisimi (E;/E;=2; m;/m,=2).

12.00 —|

10.00 —|

800 |
w

6.00 —

4.00 T ] T T T ] T T T

Sekil 3.12. Eksenel pargali derecelendirilmis A-A kirisinin boyutsuz ilk ii¢ frekans

parametresinin 1 ile degisimi (E;/E;=5; m;/m,=5).
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12.00

10.00 —|
AA

B0 i

6.00 —

400 T T T T

Sekil 3.13. Eksenel pargali derecelendirilmis A-A kirisinin boyutsuz ilk ii¢ frekans
parametresinin 1 ile degisimi (E;=200GPa, E,=70 GPa; m;=7860 kg/m’, m, =2710
kg/m® [Celik-Aliiminyum]).

A-A sinir sartlarinda E;>E, ve m;<m, kosulundaki boyutsuz frekanslar Sekil
3.14-3.16’de verilmistir. Burada artan 1 degerine gore boyutsuz frekans parametresi

monoton olarak artmaktadir.

12.00
Mod
AA

10.00 —

800 7 /\Nw

6.00

4.00 T T

0.00 0.20 040 0.60 0.80 1.00

Sekil 3.14. Eksenel pargali derecelendirilmis A-A kirisinin boyutsuz ilk ii¢ frekans
parametresinin 1 ile degisimi (E;=200GPa, E,=120 GPa; m;=7860 kg/rn3, m, =8910
kg/m’ [Celik-Bakur]).
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1200
B Mod

10.00 AA

800 Mod

6.00 —|
7 Mod 1
000 020 040 0.60 0.80 1.00

Sekil 3.15. Eksenel pargali derecelendirilmis A-A kirisinin boyutsuz ilk ii¢ frekans

parametresinin 1 ile degisimi (E;/E>=2; m;/m,=0.5).

10.00
AA
800
p
6.00 — Mud
Md
400 —
200 T T I I I
000 020 040 060 08 100

Sekil 3.16. Eksenel pargali derecelendirilmis A-A kirisinin boyutsuz ilk ii¢ frekans

parametresinin 1 ile degisimi (E;/E;=5; m;/m,=0.2).
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Sekil 3.17-3.19°de A-S mesnetli kiris i¢cin E;>E, ve m;>m; sartlar1 i¢in boyutsuz
frekans parametreleri verilmistir. Bu sekillere gore, frekanslarin 1 ile degisimi A-A ve

B-B’ye benzerdir. Frekans parametreleri, A-A’daki gibi n=0.5"e gore simetrik 6zellik

gostermektedir.

10.00
800 |
6.00 AS
g 1M
400 —

Mod 1
20+—m>m—

0.00 0.20 040 0.60 0.80 1.00

Sekil 3.17. Eksenel parcali derecelendirilmis A-S kirisinin boyutsuz ilk ii¢ frekans

parametresinin 1 ile degisimi (E;/E;=2; m;/m,=2).

11
8.00—

6.00— AS

4.00 —

2.007//4\%

0.00

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Sekil 3.18. Eksenel parcali derecelendirilmis A-S kirisinin boyutsuz ilk {i¢ frekans

parametresinin 1 ile degisimi (E;/E;=5; m;/m,=5).
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10.00
1l

8.00 —

6.00 — AS

Pl M
400 —
20— Ml |
0.00 \ T ] \

0.00 020 0.40 0.60 0.80 1.00

Sekil 3.19. Eksenel parcali derecelendirilmis A-S kirisinin boyutsuz ilk ii¢ frekans
parametresinin 1 ile degisimi (E;=200GPa, E,=70 GPa; m;=7860 kg/m’, m, =2710
kg/m® [Celik-Aliiminyum]).

Sekil 3.20-3.22°de, E;>E, ve m;<m, A-S i¢in, frekans n ile monoton olarak

arttig1 goriilmektedir..

8.00

6.00 —
1A
- 7/—////_Md_LL
B
200 — Mod I

0.00 I T I I T
0.00 020 040 0.60 0.80 1.00

Sekil 3.20. Eksenel parcali derecelendirilmis A-S kirisinin boyutsuz ilk {i¢ frekans
parametresinin 1 ile degisimi (E;=200GPa, E,=120 GPa; m;=7860 kg/m’, m, =8910
kg/m3 [Celik-Bakir]).



8.00
Mod

AS

6.00 —

Mod
4.00 —

200 — /ﬁ;]/

000 ! T ! T \
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Sekil 3.21. Eksenel parcali derecelendirilmis A-S kirisinin boyutsuz ilk ii¢ frekans

parametresinin 1 ile degisimi (E;/E;=2; m;/m,=0.5).

800
il Mod II
600 —
AS
Mod 1

400 |

p

Mod 1

000 T T T T

0.00 0.20 040 n 0.60 0.80 1.00

Sekil 3.22. Eksenel parcali derecelendirilmis A-S kirisinin boyutsuz ilk ii¢ frekans

parametresinin 1 ile degisimi (E;/E;=5; m;/m,=0.2).
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3.6. Ritz Metodu

Daha 6nce c¢ubuk probleminde belirtildigi gibi kiris i¢in kinetik sinir sartlari
Cizelge 3.1°de gosterilmistir.

T =Uu) _ m=m... M
—8Cm heees
1 ow\2
T == mx\—) dx (3.23)
max 2 j ( )( at‘ )

_ 1 o'w\2
U. = 5 jE(x)](x)( P ) dx

Cizelge 3.1. Sinir kosullarina bagl olarak kirisin kinetik sartlari

Sinir Kosulu Tipi x=0,1
B w=0
A w=0, w, =0
S w#0

Eksenel derecelendirilmis kiriste {i¢ farkli sinir kosuluyla c¢alisilmistir. Bunlar:
B-B, A-A, A-S’dir. Kinematik sinir kosullar1 uygun baslangi¢ indisine gore (3.14)’e

gore secilmistir. Bu indisler Cizelge 3.2°de verilmektedir.

Cizelge 3.2. (2.23)’teki baslangic indisleri

Sinir Kosulu Tipi m,
B 1
A 2

S 0
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Cizelge 3.3’de B yani ilk ¢ frekans parametresinin yakinsama caligmasi

gosterilmektedir.

Frekans parametresinin yakinsamasi incelendiginde 5 ve 6. Terimler arasindaki
maksimum fark binde 2’dir. Bu sebeple bundan sonraki frekanslar 6 terim igin

bulunmustur.

Cizelge 3.3. Uniform ve iiniform olmayan B-B Kkirisi icin boyutsuz ilk ii¢ frekans

parametresinin tayininde yakinsama ¢aligmasi

Uniform kiris E/E; =5, mi/my=5
M B B2 Bs Bi B2 B3
2 3.309 7.085 - 3.207 7.140 -
3 3.141 7.085 11.480 3.117 6.846  11.532
4 3.141 6.296 11.480 3.109 6.324  11.000
5 3.141 6.296 9.500 3.109 6.294  9.533
6 3.141 6.283 9.500 3.109 6.291 9.480
(Tse ve ark. 3.141593 6.283185 9.424778 - - -
1978)

Uniform olmayan B-B, A-A ve A-S kirisindeki ilk ii¢ frekans degeri Ritz
metoduyla bulunmugstur. Kirisin Elastisite Modiilii ve yogunlugu x’e bagli lineer

degisken olarak secilmistir.

E
E(x)=E, (??— jx+1_
m(x)=m, (%— antl (3.24)
- 1 -

Cizelge 3.4-3.6’da sirastyla, farkli E|/E, ve m;/m; igin S-S, A-A ve A-S

kiriglerinde boyutsuz frekans parametreleri goriilmektedir. Sekillerden de gozlenecegi
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gibi liniform olmayan B-B ve A-A kirislerinde boyutsuz frekans parametresi giderek
azalmakta, buna ragmen aymi E;/E, ve m;/m; A-S kirisinde giderek artmaktadir.
Homojen kirise ait frekans parameteriyle pargali degisen kirise ait frekans parametresi

kiyaslanirsa, pargali kiriste en ¢ok degisim malzeme II’de gozlenir.

Cizelge 3.4. Malzeme Ozellikleri lineer bir fonksiyon olarak degisen (E=ax+b, m=cx+d)

tiniform olmayan B-B kirisinin boyutsuz ilk {i¢ frekans parametresi

Mod Uniform E\/E,=2, E\/E)=5, E\/E)=5, E\/Ex=5,
m;/m,=2 m;/m,=5 m;/m,=0.5 m;/m,=0.2

1 3.141 3.135 3.109 2.625 2.044

2 6.283 6.286 6.291 5.255 4.096

3 9.424 8.910 8.441 7.923 6.155

Cizelge 3.5. Malzeme 6zellikleri lineer bir fonksiyon olarak degisen (E=ax+b, m=cx+d)

tiniform olmayan A-A kirisinin boyutsuz ilk ii¢ frekans parametresi

Mod Uniform E\/E)=2, E,\/E)=5, E,/E)=5, E,/E)=5,
ml/m2=2 ml/m2=5 ml/m2=0.5 ml/m2=0.2

1 4.730 4.708 4.634 3.932 3.015

2 7.854 7.831 7.763 6.562 5.063

3 10.990 10.385 9.731 9.316 7.263

Cizelge 3.6. Malzeme 6zellikleri lineer bir fonksiyon olarak degisen (E=ax+b, m=cx+d)

tiniform olmayan A-S kiriginin boyutsuz ilk ii¢ frekans parametresi

Mod Unlforrn EI/E2:2, El/EZZS, El/EZZS, El/EZZS,
1'Il1/1'Il2:2 ml/rn2=5 ml/m2=0.5 ml/m2=0.2

1 1.875 2.024 2.176 1.598 1.282

2 4.693 4.715 4.789 4.059 3.283

3 7.856 7.738 7.685 6.511 4.843
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BOLUM 4

SONUCLAR

Bu tezde ekseni dogrultusunda malzeme Ozellikleri pargali ve siirekli formda

degisen ¢ubuk ve kiriglerin serbest titresimi incelenmistir.

Pargali fonksiyonel ¢ubuk ve Kkirislerin hareket denklemlerinin ¢oziimiinde

klasik degiskenlere ayirma yontemine dayanan genel bir formiilasyon gelistirilmistir.

Malzeme ozellikleri eksenel dogrultuda siirekli bir fonksiyona gore degisen

cubuk ve kirislerin degisim formlarinda Legendre yontemi ile ¢6ziim bulunmustur.
Ardindan en genel halde Ritz yontemiyle formiilasyon yapilmaistir.
Cubuklarin ve kirislerin titresim davranislarinin eksenel derecelendirme ile
kontrol edilebilece§i sonucuna varilmistir. Pargali ¢ubuklarda ayni ¢ubuk hacmi igin

oranlarin degistirilmesi ile farkli frekanslarin elde edilebilecegi gosterilmistir.

Bu ¢alismalar kayma deformasyon teorileri ile gelistirilebilir. Paket programlar

kullanilarak ve deneyler yapilarak ¢alisma genisletilebilir.
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