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BOLUM 1

GIRIS

Degerlendirmeler ¢ok eski zamanlardan beri matematigin i¢inde var olmalarina
ragmen, Degerlendirme Teorisi ayr1 ve sistematik bir arastirma alani olarak ilk defa
1912 yilinda Macar matematik¢i Josef Kiirschak tarafindan “Cambridge International
Congress of Matematicians” ta ortaya konulan bir dizi aksiyomun {izerine

temellendirilmistir. Kiirschak burada bir K cisminden alinan a ve b elemanlar1 igin
a+ 0ise|lal]l| > 0ve||0]| =0,

I1+all <1+ lall,

lla - bll = llall - I[bll,

da: ||la|| # 0,1

aksiyomlarin1 ortaya koymustur. Burada ||a|| degeri bir reel sayr idi ve Kiirschak
degerlendirmeyi “Bewtung” olarak isimlendiriyordu. Kiirschak, Alman matematikgi
Kurt Hensel’in “Theorie der Algebraischen Zahlen (1908)” kitabindan esinlenerek bu
konuda calismaya bagsladigin1 acgikca ifade ediyordu ve temel amaci Hensel’in
tanimladig1 p —adik cisimler teorisi i¢in saglam bir temel olusturmakti. Sonraki yillarda
degerlendirme teorisindeki metot ve kavramlar kullanilarak cebirsel sayilar teorisinin
daha 1yi anlagilabildiginin kesfedilmesi bu konudaki gelismeleri tetikledi ve hizli bir

ilerleme kaydedildi. Kiirschak’in baslattigi Degerlendirme Teorisi alanindaki



caligmalar1 Rus matematik¢i Alexander Ostrowski 6nemli Olgiide ilerletti. Yine Alman
matematik¢i Helmut Hasse, Hensel’in “Zahlentheorie (1913)” kitabindan etkilenerek bu
konuda calismaya baslamis ve ¢ok Onemli katkilar yapmistir. Fransiz matematikci
Claude Chevalley ve Alman matematik¢i Max Deuring de bu yillarda Degerlendirme
Teorisi alaninda Onemli c¢alismalari olan bilim adamlaridir. 1931 yilinda Alman
matematik¢i Wolfgang Krull degerlendirme i¢in daha genel ve evrensel bir tanim
vererek degerlendirmenin deger gruplarini reel sayilardan herhangi bir tam sirali gruba
genellemistir. Bu tanim degerlendirme teorisinin cebirsel geometri ve fonksiyonel

analiz gibi matematigin farkli disiplerinde uygulanabilmesine olanak saglamistir.

Bir K cisminin degerlendirmelerinin K (x) cismine rezidiil transandant
genislemeleri 1967 yilinda Masayoshi Nagata tarafindan ele alinmistir. Bu ¢aligmalarin
1s181inda 1988 ve 1990 yillarinda Victor Alexandru, Nicolae Popescu ve Alexandru
Zaharescu yaptiklar1 ¢alismalarda bir K cisminin degerlendirmelerinin K(x) cismine
rezidiil transandant genislemeleri ve bu genislemeleri tanimlayan minimal c¢iftleri
belirlemiglerdir. Yine bu grup tarafindan 1990 yilinda bir K cisminin
degerlendirmelerinin K(x) cismine tim genislemeleri elde edilmistir. 1990 ve 1992
yillarindan Sudesh Kaur Khanduja ve Usha Garg tarafindan K cisminin
degerlendirmelerinin K(x) cismine genislemeleri ve bu genislemelerin ranklar
calisgtlmigtir. 1982, 1983, 1985 ve 1990 yillarinda Jack Ohm ve Michel Matignon
tarafindan da bir K cisminin degerlendirmelerinin K(x) cismine rezidiil transandant

genislemeleri ve bu genislemelerin tekligi ele alinmustir.

1850 yilinda Ferdinand Gotthold Max Eisenstein’in buldugu katsayilari tamsay1
olan polinomlara uygulanabilen Eisenstein asallik kriteri 1906 yilinda Gustave Dumas
tarafindan genellenmistir. Degerlendirme taniminin ortaya konmasinin ardindan Dumas
asallik kriteri 1923 yilinda Kiirschak tarafindan katsayilari, iizerinde ayrik bir
degerlendirme tanimli olan herhangi bir cisimden alinan polinomlara genellenmistir.
Eisenstein-Dumas-Kiirschak kriteri olarak bilinen bu kriter Wolfgang Krull’un
degerlendirmelerin deger gruplarini reel sayilardan herhangi bir tam sirali gruba
genellemesinin ardindan da 1997 yilinda Sudesh Kaur Khanduja ve Jayanti Saha
tarafindan bu cisimlere genellenmistir ve bu kriteri saglayan polinomlar bir v

degerlendirmesine gbére Eisenstein-Dumas polinomu olarak adlandirilmistir.



Eisenstein’in 1850’de buldugu kriterden 6nce Theodor Schonemann 1846 yilinda bu
kriterin daha genel bir versiyonunu yayinlamisti. Klasik Schonemann asallik kriteri

olarak bilinen bu kriter de 1997 yilinda Jayanti Saha tarafindan genellenmistir.

Bu ¢alismanin 3. ve 4. Boliimlerinde, 2. bolimdeki ¢alismalardan yararlanarak
bir degerlendirmenin genislemeleri derinlemesine incelenmistir. Son bdliimde yapilan
calismalar ise onceki boliimlerde yapilanlarin bir uygulamasi niteligindedir. Yine son
boliimde yukarida bahsedilen asallik kriterleri ile ilgili 2000 yilinda Sudesh Kaur

Khanduja ve Anuj Bishnoi tarafindan yayinlanan bazi sonuglar incelenmistir.



BOLUM 2

GENEL BIiLGILER

Bu bolim alti kisimdan olusmaktadir. Sirasiyla degerlendirmelerin tanimi ve
genel Ozellikleri, degerlendirmelerin denkligi, bir cismin bir degerlendirmeye gore

tamlanisi, degerlendirmelerin ranklari, placeler ve cisim genislemeleri yer almaktadir.

2.1. Degerlendirmeler

2.1.1. Tamim: ' bos olmayan bir kiime ve “<”, I" {izerinde bir bagint1 olsun.
“<” bagmtisinin yansima, ters simetri ve gegisme Ozellikleri varsa, “<” bagmtisina I’

uizerinde bir siralama bagintisi denir.

2.1.2. Tammm: " carpimsal ( veya toplamsal ) degismeli bir grup ve “<”

(veya >), I lizerinde bir siralama bagintist olsun. Her x,y,z € I igin;
Nx<yy<z = x<z (veyax >y, y>z = x>1z),
Nx<yx=y,y<x (veyax >y,x=y,y>x)

durumlarindan yalniz biri saglanir,

ix<y = xz<y-z (veyax >y = x+z>y+2z2)



kosullar1 saglaniyorsa I' grubuna, tizerindeki “<” ( veya > ) bagmtisi ile ¢arpimsal

( veya toplamsal ) bir tam sirali grup denir.

2.1.3. Onerme: I'" bir carpimsal grup olsun. I" grubunun I' =S U {0}u S~

ayrik birlesim olacak bicimde bir S normal alt yar1 grubu varsa I" tam sirali gruptur.[1]

2.14. Tammm: K bir cisim ve [' carpimsal bir sirali grup olsun.

v:K — I' U{0} doniisiimii her a, b € K igin
V1) v(a) =0 & a =0,
V2) v(a - b) = v(a) - v(b),
V3) v(a + b) < max {v(a), v(b)}

sartlarint sagliyorsa v doniisiimiine K cismi lizerinde deger grubu carpimsal olan bir

degerlendirme adi verilir.[1]

2.1.5. Tammm: K bir cisim ve [ toplamsal bir sirali grup olsun.

v:K — I U {oo} ddniisiimii her a, b € K icin
V1) v(@) = < a=0
V2) v(a - b) = v(a) + v(b)
V3) v(a + b) = min {v(a), v(b)}

sartlarin1 sagliyorsa v dontisiimiine K cismi iizerinde deger grubu toplamsal olan bir

degerlendirme adi verilir.[1]

2.1.6. Tammm: 2.1.4. Tanim ve 2.1.5. Tamimlari’ndaki I" swrali grubuna v

degerlendirmesinin deger grubu denir.[1]

2.1.7. Tammm: K bir cisim olsun. v: K — R* U {0} doniisimii her a,b € K

i¢in
i)v(a) =0,

iv(a) =0 ©a=0,



ii)v(a-b) =v(a)-vbh),

iv) v(a + b) < v(a) + v(b)

sartlarin1 sagliyorsa v doniisimiine K cisminin ranki 1 olan degerlendirmesi veya K

cisminin mutlak degeri ad1 verilir.[2]
2.1.8. Tamim: 2.1.7. Tanimi’ndaki v degerlendirmesi her a, b € K i¢in

v(a + b) < max {v(a),v(b)}

sartin1 sagliyorsa v degerlendirmesine Arsimetsel olmayan degerlendirme, saglamiyorsa

Arsimetsel degerlendirme adi verilir.[2]
2.1.9.Ornek: v: R — R* U {0}, hera € Rigin
a , a>0ise
v(a) =4 0 , a=0ise
—a , a<O0ise

ile tanimlanan adi mutlak deger bir Arsimetsel degerlendirmedir.[2]

2.1.10. Ornek: v: C — RYU{0},herz=a+i-beCigin

v(z) =+ a? + b?

ile tanimlanan v bir Arsimetsel degerlendirmedir.[2]

2.1.11. Onerme: K bir cisim ve v, K cisminin I deger grubu ¢arpimsal olan bir

degerlendirmesi olsun.
) v(1lg) = v(=1x) = 1,
ii) Her a € K i¢in v(a) = v(—a),
iii) Her a € K i¢in v(a™?) = v(a)™?,
iv) Her a,b € K igin v(a) # v(b) = v(a+ b) = max{v(a),v(b)}

kosullar1 gergeklenir.[1]



2.1.12. Onerme: K bir cisim ve v, K cisminin I' deger grubu ¢arpimsal olan bir

degerlendirmesi olsun. Her a4, a,, ..., a, € K igin
)v(a; +a; + -+ a,) < max{v(a,),v(ay), .., v(ay)}
ii)Heri=2,3,...,ni¢inv(a;) < v(ay) ise v(a; +a, + -+ a,) =v(ay)

i) ay+a,+-+a, =0 ise en az bir i#j, i,j€{1,2,..n} igin

v(a;) = v(a)
kosullart saglanir.[1]

2.1.13. Onerme: K bir cisim ve v, K cisminin I deger grubu toplamsal olan bir

degerlendirmesi olsun.

) v(1lg) =v(=1k) =0

i) Her a € K i¢in v(a) = v(—a)

iii) Her a € K igin v(a™1) = —v(a)

iv) Her a, b € K i¢in v(a) # v(b) = wv(a+ b) = min{v(a),v(b)}
kosullar1 gerceklenir.[1]

2.1.14. Onerme: K bir cisim ve v, K cisminin I' deger grubu toplamsal olan bir

degerlendirmesi olsun. Her a4, a,, ..., a, € K igin
i)v(a, + a; + -+ a,) = min{v(ay),v(a,), .., v(a,)}
ii)Heri=2,3,..,ni¢cin v(a;) > v(ay) ise v(a; +a, + -+ a,) = v(a;,)
kosullar1 saglanir.[1]

2.1.15. Tammm: K bir cisim ve V, K cisminin bir alt halkas1 olmak tuzere

a € K* = K\{0} iken a€V veya a ! €V oluyorsa V halkasina K cisminin bir

degerlendirme halkasi ad1 verilir. V, K cisminin birimli alt halkasidir.[1]




2.1.16. Tammm: K bir cisim ve V, K cisminin bir degerlendirme halkasi olmak

lizezre P={a€V]|a !¢V} kiimesi V degerlendirme halkasmin tek maksimal
idealidir.[1]

2.1.17. Tammm: K bir cisim ve V, K cisminin bir degerlendirme halkasi olmak

lizezre U={a€V]|a~! €V} kiimesi bir gruptur ve bu gruba V degerlendirme

halkasinin birim grubu adi verilir.[1]

2.1.18 Sonug: K bir cisim olmak iizere V, K cisminin bir degerlendirme halkasi,
V degerlendirme halkasmin tek maksimal ideali P ve birim grubu U olsun. (P\{0})™%,

P nin sifirdan farkli elemanlarinin tersleri kiimesi olmak tizere K cismi
K=PuUu(P\{oh?
olarak ayrik kiimelerin birlesimi bigiminde yazilabilir. Ayrica P U U = V olur.[1]

2.1.19. Sonug: K bir cisim, V; ve V, de K cisminin iki degerlendirme halkasi, V;
ve V, degerlendirme halkalarinin tek maksimal idealleri sirasiyla P; ve P,, birim

gruplart sirasiyla U; ve U, olmak lizere
VeV, & ,2P, & U, cU,
saglanir.[1]

2.1.20. Lemma: Birimli halkanin bir ideali halkanin birimini kapsarsa bu ideal

halkaya esittir.[3]

2.1.21. Onerme: K bir cisim ve v, K cisminin I' deger grubu ¢arpimsal olan bir

degerlendirmesi olmak {izere v degerlendirmesine karsilik gelen V degerlendirme

halkasi, V nin P maksimal ideali ve U birim grubu sirasiyla
)V={aeK|v(a) <1}
iyP={a€eV|v(a) <1}
iU={aeV|v(a) =1}

kiimelerine karsilik gelir.[2]



Kanit:

i) a,b € Visev(a) < 1,v(b) < 1dir.

v(a*b) =v(a) v(b) <1oldugundana-b €V (2.2)
v(a—b) =v(a+ (=b)) < max{v(a),v(—b)} = max{v(a),v(b)} <1 oldugundan
a—b eVdir. (2.2)
v(1g) = 1 < 1 oldugundan 1, € V dir. (2.3)

(2.1), (2.2) ve (2.3) den V, K nin birimli alt halkasidir.
v(a) <1 2> v(a ) =v(a)"! > 1oldugundan a~! & V ve
v(a) =1 2> v(a™?!) =v(a)"! = 1 oldugundan a~* € V dir.
O halde V kiimesi K nin bir degerlendirme halkasidir.
i)a,bePve reVisev(a) <1,v(b) <1vev(r)<1dir.
v(a—>b) = v(a + (—b)) < max {v(a),v(—b)}= max {v(a),v(b)} < 1
oldugundan a — b € P saglanir. (2.4)
via-r)=v(r-a)=v(r) v(a) <1oldugundana-r,r-a € P. (2.5)
Dolayisiyla (2.4) ve (2.5) ten P V nin idealidir.

V nin bir I ideali i¢in I ¢ P = [ =V olacagi gosterilirse P nin tek maksimal

ideal oldugu goriiliir.

x € 1 vex & P olsun.

v(x) = 1 oldugundan v(x~1) = 1 olur.
I ideal oldugundan x - x~1 = 1€l olur.

Bu durumda 1el oldugundan 2.1.20. Lemma’dan [ =V oldugu sonucu elde edilir.

Dolayisiyla P V nin tek maksimal idealidir.



iii) (:) a,a™! € V olsun.
v(a) < 1dir.
v(a~1) < 1 oldugundan v(a) = 1 olur.
v(a) = 1lise a € U dur.

(=:)a€eUise v(a) = 1dir.
v(a ) =v(a) ! =1ise a ! € U saglanr.

Bu durumda U, V nin terslenebilir elemanlarindan olusur. Yani U, V nin birim

grubudur.

2.1.22. Onerme: K bir cisim, v K cisminin I" deger grubu toplamsal olan bir

degerlendirmesi olmak tiizere v degerlendirmesine karsilik gelen V degerlendirme

halkasi, V' degerlendirme halkasinin P maksimal ideali ve U birim grubu sirasiyla
)V ={aeK|v(a) =0}
iyP={a€V|v(a) >0}
i) U ={a €V |v(a) =0}
kiimelerine karsilik gelir.[2]
Kamt:

i)a,b € Visev(a) = 0,v(b) = 0dir.

v(a-b) =v(a) +v(b) = 0oldugundana-b € V (2.6)
v(a—>b) = v(a + (—b)) > min{v(a),v(—b)} = min{v(a),v(b)} =0 oldugundan
a—b eV olur. (2.7)
v(1g) = 0 = 0 oldugundan 1, € V dir. (2.8)

(2.6), (2.7) ve (2.8) den V K nin birimli alt halkasi oldugu goriiliir.

v(a) >0 = v(a ') = —v(a) < 0 oldugundan a1 ¢ V ve
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v(a) =0 = v(a™!) = —v(a) = 0 oldugundan a~* € V dir.

Dolayistyla V K nin bir degerlendirme halkasidir.

iia,b e Pver eVisev(a)>0,v(b) >0vev(r) =0 dir.
v(a —b) =v(a+ (b)) = min{v(a), v(—b)} = min {v(a),v(b)} > 0
oldugundan a — b € P dir. (2.9)
via-r) =v(r-a) =v(r)+v(a) >0 oldugundan a-r,r-a € P olur. (2.10)
(2.9) ve (2.10) dan P V nin idealidir.

V nin bir [ ideali i¢cin I ¢ P = [ =V oldugu gosterilirse P nin V nin tek

maksimal ideali oldugu goriiliir.

x € 1 vex & P olsun.

x & P oldugundan v(x) = 0

vx D) =—v(x)=0=>x"1eV

I ideal oldugundan x - x~1 = 1€l olur.

1el oldugundan 2.1.20. Lemma’dan I =V olur. Bu durumda P V nin tek maksimal

idealidir.

iii) (:) a,a™! € V olsun.
v(a) = 0 dir.
v(a@a) >0 = v@a?l) =-v()=0 > v(a)< 0 saglanr.
v(a) = 0ise a € U dur.

(=:)a€eUise v(a) = 0dir.
via)=—-v(@)=0ise aleU

Goriildiigi tizere U, V nin terslenebilir elemanlarindan olusur. Yani U, V nin

birim grubudur.
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2.1.23. Lemma: Birimli ve degismeli bir R halkasinin bir M idealinin maksimal

olmasi igin gerek ve yeter kosul R /M boliim halkasinin bir cisim olmasidir.[3]

2.1.24. Tammm: K bir cisim, v K cismi lizerinde bir degerlendirme, V v

degerlendirmesine karsilik gelen degerlendirme halkasi, P V degerlendirme halkasinin
tek maksimal ideali olmak {izere V /P kiimesi bir cisimdir ve bu cisme v

degerlendirmesinin rezidii cismi ad1 verilir.[1]

2.1.25. Onerme: K bir cisim olsun. K cisiminin her degerlendirme halkasina

karsilik gelen Arsimetsel olmayan bir degerlendirmesi vardir.[1]

Kamit: V K cisminin bir degerlendirme halkasi, V degerlendirme halkasinin tek

maksimal ideali P ve birim grubu U olsun. v : K — K*/U U {0}, her a € K igin

alU , a+0
”(a):{o a=0

bi¢ciminde tanimlanan v doniisiimii K cisminin bir degerlendirmesidir.
Ik énce K*/U grubunun bir siral1 grup oldugu gosterilecek.

S={aU|a€P*=P—{0}} kimesini tammlayalim. S yar1 gruptur ve K cisim
oldugundan S normal alt yart gruptur. K*=P*UUU (P*)™! oldugundan
K*/U = SuU {1} U S~ de kiimelerin ayrik birlesimi olur. O zaman 2.1.3. Onerme’den
K* /U sirali gruptur.

Simdi de v donilisiimiiniin degerlendirme oldugunu gorelim. Her a, b € K™ igin
VD) v(a) =0 ©a=0
V2) v(ab) = (ab)U = (aU)(bU) = v(a)v(b)

V3) v(a) <1ise v(1+a) <1+ v(a) ve v(ia+ b) <v(a)+ v(b) ifadeleri
denktir., Bu durumda v (%) <1 ise v (1 + %) <l+v (%) olacagindan

v(a+b) <v(a)+v(b) bulunur. O zaman v(a) <1 ise v(1+ a) <1 ifadesi
v(a + b) < max{v(a),v(b)} ifadesine denktir. v(a) =aU <1 olsun. a€V
oldugundan 1+4+a €V  olur.  Yani v(l+a)<1 dir. O zaman

v(a + b) < max{v(a),v(b)} saglanir.
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O halde v, deger grubu K*/U olan bir degerlendirmedir. Dolayisiyla K cisiminin
her degerlendirme halkasina karsilik gelen Arsimetsel olmayan bir degerlendirmesi

vardir.

2.1.26. Ornek: K bir cisimve a € K olsun. v : K — {1} U {0},

1, a#0
”(a):{o a=0

bigiminde tanimlanan v doniisiimii deger grubu ¢arpimsal olan bir degerlendirmedir. Bu

degerlendirmeye K cisminin asikar degerlendirmesi denir.

v degerlendirmesinin deger grubu I' = {1},

v degerlendirmesine karsilik gelen degerlendirme halkas1 V = K,
V degerlendirme halkasinin tek maksimal ideali P = {0},

V degerlendirme halkasinin birim grubu U = K* = K\{0},

v degerlendirmesini rezidii cismi V/P = K /{0} = K dir.[1]

2.1.27. Ornek: K bir cisimve a € K olsun. v : K — {0} U {00},

0, a#0
o ,a=0

v(a) = {

bi¢iminde tanimlanan v doniisiimii deger grubu toplamsal olan bir degerlendirmedir. Bu

degerlendirme de K cisminin asikar degerlendirmesidir.

v degerlendirmesinin deger grubu I' = {0},

v degerlendirmesine karsilik gelen degerlendirme halkas1 V = K,
V degerlendirme halkasinin tek maksimal ideali P = {0},

V degerlendirme halkasinin birim grubu U = K* = K\ {0},

v degerlendirmesinin rezidii cismi V/P = K/{0} = K dir.[1]

2.1.28. Sonug¢: Her K cismi lizerinde asikar degerlendirme tanimlanabilir.[2]
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2.1.29. Ornek: n,u,v € Z, p bir asal sayl, (u,v) =1, (p,u-v) =1 olmak

lizere her a € Q sayis1 a = pn% biciminde tek tiirlii yazilir. Her a € Q sayisi igin

vp(a): Q — QFu{0},

_(p™, a#0
”p‘{o a=0

bi¢iminde tanimlanan v, doniistimi degerlendirme tanimindaki kosullari gergekler ve Q

cisminin I" deger grubu ¢arpimsal olan p —adik degerlendirmesi olarak adlandirilir.

v, degerlendirmesinin deger grubu I' = Q™, v,, degerlendirmesine karsilik gelen
degerlendirme halkas1 V = {a = p"% € Q| n= 0} = Z, V degerlendirme halkasinin tek
maksimal ideali P = {a = p”% € Q| n> O} = pZ, V degerlendirme halkasinin birim

u g . .. Ce
grubu U = {a = p"; € Q| n= O} ve v, degerlendirmesinin rezidii cismi

V/P =1/pZ =T, dir.[1]

2.1.30. Onerme: 2.1.29. Ornegi’ndeki v, degerlendirmesi yardimiyla

d:QxQ — R, d(a,b) =v,(a—b) bigiminde tanimlanan d doniisimii Q cismi

tizerinde bir metriktir.[1]

2.1.31. Ornek: Her a € Q sayistigin v, : Q — QU {00},

n ,a*0
vp(a)—{oo a=0
bigiminde tanimlanan v, donlsimi degerlendirme tanimindaki kosullar1 gergekler ve

bu degerlendirme de @ cisminin deger grubu toplamsal olan p —adik

degerlendirmesidir.

v, degerlendirmesinin deger grubu I' = Q, v, degerlendirmesine karsilik gelen

degerlendirme halkas1 V = {a = p"% € Q| n= 0} = Z, V degerlendirme halkasinin tek
maksimal ideali P = {a = p"% € Q| n> O} = pZ, V degerlendirme halkasinin birim

grubu U = {a = pn% € Q| n= O} ve v, degerlendirmesinin rezidii cismi

V/P = Z/pL = T, dir.[1]
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2.1.32. Ornek: K(x) rasyonel fonksiyonlar cismi iizerinde c € R,0 < c¢ < 1

olmak tizere her pg i € K(x),q(x) # 0 iginv, : K(x) — R* U {0},

cdegq(x)—degp(x) @ £ 0

(p (x)) " q(x)
q(x) 0 p(x) _
\ q(x)

bi¢iminde tanimlanan v, doniisiimii deger grubu c¢arpimsal olan bir degerlendirmedir.

Bu degerlendirmeye sonsuzdaki degerlendirme adi verilir.

v, degerlendirmesinin deger grubu I' = R*, v, degerlendirmesine karsilik gelen

degerlendirme halkas1 V = {p(x) EK (x)| der p(x) < der q(x)} V' degerlendirme
halkasmin  tek maksimal ideali P = {”(") € K(x)| der p(x) < der q(x)}, V
degerlendirme halkasinin  birim grubu U = {p(x) EK (x)l der p(x) = der q(x)}

bi¢imindedir.[5]

2.1.33. Ornek: K(x) rasyonel fonksiyonlar cismi iizerinde her p(x) E K(x),

q(x) # 0 igin v, : K(x) — QU {oo},

p(x) degq(x) — degp(x) , pgg
(q(x)) - p(x) _
\ " g

bigiminde tanimlanan v, doniistimii de K (x) rasyonel fonksiyonlar cisminin sonsuzdaki

degerlendirmesidir ve v, nin deger grubu toplamsal bir gruptur.

v, degerlendirmesinin deger grubu I' = Q, v, degerlendirmesine karsilik gelen

p(x)

® €K (x)| der p(x) < der q(x)} V  degerlendirme

degerlendirme halkas1t V —{

halkasinin  tek maksimal ideali P = {E"; € K(x)| der p(x) < der q(x)}, V

degerlendirme halkasinin  birim grubu U = {pgxi ¢ (x)| der p(x) = der q(x)}

bigimindedir.[5]
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2.1.34. Ornek: K bir cisim, p(x) € K[x] asal bir polinom olsun. K (x) rasyonel

fonksiyonlar cisminin sifirdan farkli her elemani p(x)n (x) (u(x) v(x)) =1,
(p(x),u(x) -v(x)) =1, v(x) # 0 bigiminde tek sekilde yazilir.d € R,0<d <1

olmak iizere her p(x)n% € K(x) i¢in vy : K(x) — R* U {0},

- |( u(x )

u

(P( )" v(x)) io o )nugxg
' v(x)

d™ , p()t——

bigiminde tanimlanan v,, K(x) in deger grubu ¢arpimsal olan bir degerlendirmesidir.

Bu degerlendirmeye p(x) —adik degerlendirme ad1 verilir.

vy degerlendirmesinin deger grubu I' = R*, v, ye karsilik gelen degerlendirme
halkast ¥ = {p(x)" =2 € K@|n20}=K[x], Vv nin tek maksimal ideali

u®)

{p(x)n L) | n> O} = (p(x)), V nin birim grubu U = {p(x)" n= 0} Ve vy

degerlendirmesinin rezidii cismi, a p(x) polinomunun bir kokii olmak iizere

V/P =K[x]/(p(x)) = K(a) bi¢imindedir.[5]

2.1.35. Ornek: Her p(x)"% € K(x) igin vy : K(x) — QU {0},

. [+ o0
v (po 20 = o poor u(x) _
v(x)

biciminde tanimlanan v,; doniisiimii degerlendirme tanimindaki kosullar1 gercekler ve

bu degerlendirme de K(x) rasyonel fonksiyonlar cisminin deger grubu toplamsal olan

p(x) —adik degerlendirmesidir.
vy degerlendirmesinin deger grubu I' = Q, v, ye karsilik gelen degerlendirme

halkast V = {p(x)”u(x)eK(x)|n>O} K[x], V nin tek maksimal ideali

u (x)

{ (x)" L )|n > O} = (p(x)), V nin birim grubu U = { (x)”

0} ve v,

degerlendirmesinin rezidii cismi V/P = K[x]/(p(x)) = K(a) blg:lmlndedlr. [5]
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2.1.36. Ornek: v,, Q(x) rasyonel fonksiyonlar cisminin toplamsal x —adik

degerlendirmesi, v, Q cisminin toplamsal p —adik degerlendirmesi ve her

0 # f(x) € Q(x) igin f* = f/x"*() olsun. Her 0 # f(x) € Q(x) igin

v(f () = (ve(f (), v (f* ()

biciminde tanimlanan v, Q(x) cisminin deger grubu lexicographically sirali Z X Z

grubu olan bir degerlendirmesidir.

2.1.37. Onerme: K bir cisim, v K cisminin deger grubu toplamsal olan bir

degerlendirmesi olsun. seR, 1 < s olmak iizere

S—v(a)

v’(a)={0 , a+0

,a=20

doniistimii, v degerlendirmesi kullanilarak deger grubu c¢arpimsal olan bir

degerlendirme tanimlar.[2]
Kamit: a,b € K olsun.
V) v'(@)=0es"@W =00 v =-oov@=0nsa=0
V2) v'(a-b) = s—v(@b) — ¢-v(a)-v(b) — g-v(a).¢-v(b) — v' (@) - v' (b)
V3) v(a) < v(b) olsun.

v'(a+ b) = s7v@+D) < g7v(@) = max{s‘”(a),s‘”(b)} = max{v'(a),v'(b)}

2.1.38. Onerme: K bir cisim, v K cisminin deger grubu ¢arpimsal olan bir

degerlendirmesi olsun. seRR, 1 < s olmak iizere

—logsv(a) , a+#0
co ,a=20

v'(a) = {

dontisiimii, v degerlendirmesi kullanilarak deger grubu toplamsal olan bir

degerlendirme tanimlar.[2]
Kamt: a, b € K olsun.

V) v'(a) = e —logsv(a) =0 e v@=0a=0
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V2) v'(a-b) = —logsv(a-b) = —log, v(a) — logs v(b) = v'(a)+v'(b)
V3) v(a + b) < max{v(a),v(b)} oldugundan

logs v(a + b) < max{log, v(a),log, v(b)}

—log, v(a + b) = —max{log, v(a),logs v(b)}

v'(a + b) = min{—log, v(a), — logs v(b)}

v'(a +b) = min{v' (a),v'(b)}

2.1.39. Tammm: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi olsun. v

degerlendirmesinin deger grubu sonsuz devirli bir grup ise v degerlendirmesine ayrik

degerlendirme denir.[1]

2.1.40. Ornek: 2.1.29. Ornegi’'nde tanimlanan v, degerlendirmesi bir ayrik

degerlendirmedir.

2.1.41. Teorem: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi ve M K cisminin

1, elemani ile iretilen alt halkasi olsun. v degerlendirmesinin Arsimetsel olmayan
degerlendirme olmasi igin gerek ve yeter kosul her m € M igin v(m) < d olacak

bigimde bir d > 0 sayisinin olmasidir.[1]
Kanit: a,b € M, her meM igin v(m) < d olacak bigimde bir d sayisi bulunsun.
1. durum: a veya b sifir ise v(a + b) < max {v(a), v(b)} olacag: agiktir.
2. durum: a # 0, b # 0 ve v(a) = max {v(a), v(b)} olsun.
r>0,reZi¢inv(a+b)" =v((a+b)") =v(Ti,,(}) a'-b")
<,V ((D qb- br—i)
= Xioov((() - v(@) - v
<Y o d-v@) - vy <d (r+1) v

=d-(r+1)- max {v(a),v(b)}
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via+b)" <d-(r+1)- max{v(a),v(b)}
v(a+b) <yd-(r+1) -max{v(a),v(b)}

r — o, v(a+b)<max{v(a),v(b)} olur. O zaman v Arsimetsel olmayan

degerlendirmedir.

Tersine, v(a + b) < max {v(a), v(b)} olsun.
Her meM igin v(m) = v(1lg + 1x + -+ 1x)) < max {v(1g),v(1k), .., v(1x)} =1
Her meM igin v(m) < 1 olur. Yani d = 1 sayisi istenilen 6zelligi saglar.

2.1.42. Teorem: v bir A tamlik bolgesinin ranki 1 olan bir degerlendirmesi K, A

nin kesir cismi olsun. a,b € 4,x = % € K olmak lzere v, K cismine

a)_@

ve) =v(5) = v(b)

biciminde tek sekilde genisletilebilir.[1]

2.1.43. Teorem: @Q cisminin herhangi bir degerlendirmesi ya asikar

degerlendirme ya p —adik degerlendirme ya da adi mutlak degerin bir kuvveti

bicimindedir.[1]
Kamit: 1 < m,n vem,n € Z olsun.

myintabanindam = ag+an+ -+ aqn*,i=1.2,..,kicin0<a;, <n-1, q; €EZ

biciminde yazalim.
n* < m < n**! oldugundan log n* < logm
k-logn <logm

< logm (2.11)

~ logn
v, Q cisminin bir degerlendirmesi olsun.
vig) =vA+1+--+D)<vD)+v(D)+--+v(Q))=1+1+-+1=a;<n

v(ai) <aq<n (212)
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v(m) = v(ag+an + - + a,n’)

< v(ay) + v(a)v(n) + - + v(ag)v(n)* ve (2.12)’den
<n+n-vn)+-+n-vn)k
=n-(1+vn)+-+vn)k

<n-(k+1) -max{l,v(n)}* (2.11)’den

logm logm
<n.|l— . logn
v(m)<n <logn + 1) max{1,v(n)}

rlogm

+ 1) -max{1,v(n)} loen

rlogm

T T‘< .
m—om',v(m)" <n (logn

logm
v(m) < i/n - (rll;)Tg: + 1) -max{1,v(n)}losn
logm
r — oo, v(m) < max{l,v(n)}leen (2.13)

(2.13) te iki farkl1 olasilik vardir.
i) v(n) < 1 olacak bigimde bir n > 1 sayist olsun.
(2.13) ten her meZ i¢in v(m) < 1
1. durum: v(m) = 1 ise: 2.1.42. Teoremden her 0 # x, x = % € Qigin

v(x) =v (%) = % = % = 1 oldugundan v agikar degerlendirmedir.

2. durum: v(m) < 1 ise:

p, v(p) < 1 ifadesini saglayan en kiigiik pozitif tamsay1 olsun. p asaldir. Aksi takdirde
a,b <p,p=a-bolur. v(p) = v(a)-v(b) = 1 olur ki bu bir ¢eliskidir.

mYyip ile kalanli bolelim
m=p-q+r,0<r<p

Buradar # 0 ise v(r) = 1 olur. (2.14)
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v(p-q) =v(p+p+-+p) <max{v(p),v(p),...v(p)}=vpP <1 (2.15)

(2.14) ve (2.15) ten v(m) =v(p-q+1r) =max{v(p-q),v(r)} =1 olur ki bu bir
celiskidir.

Ozamanr =0vem = p-q olup p|m dir.
0 # x,x € Qelemam x = pn% ,(p,a) = (p,b) = 1 bigimindedir.

Bu durumda v(x) = v(p™) = v(p)™ = p~™ dir. Yani v, p —adik degerlendirmedir.

ii) v(n) > 1 olacak bigimde bir n > 1 sayisi1 vardir.

logm

(2.13) ten v(m) < v(n)lesn dir.

1 1

v(m)loem < p(n)logn (2.16)

(2.16) esitsizligi her m,n > 1 igin gegerli oldugundan m ve n nin yerlerini

degistirebiliriz.
_r _*
v(n)loen < v(m)logm (2.17)

(2.16) ve (2.17) den v(m)loem = p(n)logn

logm

v(m) = v(n)leen elde edilir. (2.18)
1<vm)=vA+1+-+D<v(D)+v(D)+-+v(D)=1+1+-+1=n
Buradan 1 < v(n) < n oldugundan bira € R,0 < a < 1 i¢in v(n) = n® (2.19)

olur.

logm

(2.18) ve (2.19) dan v(m) = v(n)leen = (n®)!°8n™m = plognm® — ma gy

m > 1 oldugundan v(m) = m* = |m|% olur. Yani v, adi mutlak degerin bir kuvveti

bi¢imindedir.
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2.2. Degerlendirmelerin Denkligi

2.2.1. Tammm: K bir cisim, {a,} K cisminin elemanlarinin bir dizisi ve v, K
cisminin ranki 1 olan bir degerlendirmesi olsun. Her ¢ € R,e >0 i¢in n> N
oldugunda v(a, — a) < ¢ olacak bigimde bir N € N bulunabiliyorsa {a,} dizisine, v

degerlendirmesine gore a elemanina yakinsiyor denir.[1]

2.2.2. Tammm: K bir cisim, {a,,} K cisminin elemanlarinin bir dizisi ve v K
cisminin bir degerlendirmesi olsun. Her € € R,e >0 i¢gin m,n > N oldugunda
v(ay, —a,) <& olacak bigimde bir N € N bulunabiliyorse {a,} dizisine, v

degerlendirmesine gore bir Cauchy dizisi adi verilir.[1]

2.2.3 Tammm: K bir cisim, v; ve v, K cisminin asikar olmayan iki
degerlendirmesi olsun. v;(a) <1 iken v,(a) <1 ise v; ve v, degerlendirmeleri

denktir denir ve v; «~ v, ile gosterilir.[5]

2.2.4. Sonu¢: K bir cisim, v; ve v, K cisminin iki asikar olmayan
degerlendirmesi ve v; ~ v, olsun. v; degerlendirmesine gore sifira yakinsayan her dizi

v, degerlendirmesine gore de sifira yakinsar.

2.2.5. Onerme: 2.2.3. Taniminda verilen — denk olma bagmtis1 K cisminin

agikar olmayan degerlendirmeleri kiimesi {izerinde bir denklik bagintisidir.[5]

2.2.5. Onerme: K bir cisim, v; ve v, K cisminin iki asikar olmayan

degerlendirmesi ve v; -~ v, olsun.
(@) <1 = v(a)<1
ivi(a)=1 = v,(a) =1
i v,(a) >1 =2 vy(a)>1
olur.[1]

2.2.6. Onerme: K bir cisim, v; ve v, K cisminin iki asikar olmayan

degerlendirmesi olsun. v; ~ v, ise ¥y € R olmak tizere v, = v{/ bi¢imindedir.[5]
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Kanit: v;(b) > 1 olacak bi¢gimde bir b € K se¢elim. 0 # a € K ise

v;(a) = v, (b)* ve a % olur. (2.20)

)m,nezZ ve%> a ise;
(2.20) den v, (a) < v, (b)% ve v; -~ v, oldugundan v,(a) < v, (b)%

iiymne Zve%< a ise;

(2.20) den vy (@) > vy (b) Ve v, ~ v, oldugundan v,(a) > v,(b)m dir.
i) m,n € Zve% = a ise;

(2.20) den v, (@) = vy (b) Ve v, ~ v, oldugundan v,(a) = v,(b)m

1
v,(a) = v,(b)* ve a = % (2.21)

logvy(a) _ logvy(a)
(2.20) ve (2.21) denl o5va(®) — 108 vs(0) ve

Og Uz(b)

i) = logv,(a) olur. Buraday =

log v, (a) - E ; secilirse
logvy(a) -y = logv,(a)
log vy (a)” = logv,(a). Buradan da v, (@)Y = v,(a) olur. Yani v, = v} dir.

2.2.7. Onerme: v;, i = 1,2, ...,n K cisminin asikar olmayan ve ikiser ikiser denk

olmayan n tane degerlendirmesi olsun. Bu durumda v;(a) >1 ve v;(a) <1,

i = 2,3,...,nolacak bi¢imde bir a € K vardir.[1]
Kanit: i) n = 2 olsun.

v; Ve v, denk olmadigindan v,(b) > 1,v,(b) <1 ve v,(c) <1,v,(c) > 1 olacak

bi¢gimde b, ¢ € K vardir.

_b —_ 2 _vl(b) b Uz(b)
a—;segersekvl(a)—vl(c)—v()>1vev2(a)—v2( )—v()<1olur
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n = 2 i¢in iddia dogrudur.

i) n — 1 tane degerlendirme i¢in iddianin dogru oldugunu kabul edelim.Yani
vi(d) >1vev;(d)<1,i=2..,n—1 olacak bicimde bir d € K olsun. iddia n = 2

icin dogru oldugundan v, (c) > 1 ve v,(c) < 1 olacak bi¢imde bir ¢ € K vardir.
iii) 1. durum: v,(d) < 1 ise;

a=d/c secelim.

vi(a) = vi(d) - v(c) > 1

vp(@) = vp(d) - vp(e) < 1

ve yeterince biiyiik bir j sayis1 icin v;(a) = v;(d)’ - v;(c) <1, i=2,3,...,n— 1 olur.

vi(a)>1verv,(a) <1,i=23,..,n.
2. durum: v, (d) > 1 ise;

d-c .
a = — secelim.
1+dJ

daJ

vy (d_] — 1) =, (#;) =, (ﬁ) = ( 1$1> — 0 ve yeterince biliyik bir j

L.oodl dl- . .
sayis1 igin — — 1, T;j — c ve vy(a) — v,(c) > 1olur. Yani v,(a) > 1 dir.

_ dl-c _ Un(dj)'vn(c) _ Un(dj)'vn(c) Vn(d)j'vn(c) _ vp(C)
va(@) = v, (1+df> T ov(+d)) T vp(d)) vp(d)Ji-1 1‘% — vp(e) <1.

Bu durumda yeterince biiyiik bir j sayisi i¢in v, (a) < 1 dir.

i =2,3,..,n— 1 ve yeterince biiyiik bir j sayis1 i¢in

vi(a) =y, (dj 'C) _ vi@)vi(e) _ vi@)vi(e) _ wi@)vi(e) _ _vi(©)

1+d/ vi(1+d)) — v(1) 1-vy(d)) ~ L

— 0,v;(a) < 1.
@

O zaman v;(a) > 1veheri =2,3,...,nicin v,(a) < 1 dir.

2.2.8 Onerme: v;, i = 1,2, ...,n K cisminin asikar olmayan ve ikiser ikiser denk

olmayan n tane degerlendirmesi olsun. Her € > 0 i¢in v;(d — 1) < € ve v;(d) < ¢,
i =1,2,...,n olacak bi¢imde bir d € K vardir.[1]
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j
Kamt: a €K i¢in v;(a) >1 ve vj(a) <1, i=23,..,n olsun. d =——

secilirse yeterince biiyiik bir j i¢in

v(d—1) = V1( - ) = vl(la)]. — 0vev,(d—1) <eolur.

1+al

Yeterince biiyiik bir j i¢in

— a vi(a) _ 1 _
v;(d) = v, (1+ai) < oy (1 = — 0vev;(d) < eolur.
Ui a

2.3. Bir Cismin Bir Degerlendirmeye Gore Tamlamsi

2.3.1. Tammm: K bir cisim ve v, K cisminin bir degerlendirmesi olmak iizere
elemanlar1 K cisminden alinan her Cauchy dizisi v degerlendirmesine gore K cisminin

bir elemanina yakinsiyorsa K cismi v degerlendirmesine gore tamdir denir.[1]

2.3.2. Tammm: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi ve K, v

degerlendirmesine gore tam bir cisim olsun. K cisminin icinde, yogun ve K cismine
izomorf bir K cismi var ise K cismine, K cisminin v degerlendirmesine gore tamlanist
denir.[1]

2.3.4. Lemma: A, K cisminin tiim Cauchy dizilerinin kiimesi olsun. A kiimesi,

tizerinde tanmmh {a,}+ {b,} = {a, + b} ve {a,} {b,}={a,-b,} islemleri ile
birimli ve degismeli bir halkadir. Ayrica A kiimesinin sifira yakinsayan dizilerinin

kiimesi M, A nin maksimal idealidir.[1]

2.3.6. Teorem: K bir cisim ve v, K cisminin bir degerlendirmesi olsun. K

cisminin v degerlendirmesine gére bir K tamlams vardir.[1]
Kanit: A ve M kiimeleri 2.3.4. Lemma’da tanimlandig1 gibi olsun.
M, A nin maksimal ideali oldugundan K = A/M bir cisimdir.

Her a = {a,} + M € K i¢cin #(a) = lim v(a,) déniisiimiini tammlayalim. ¥

dontigiimii degerlendirme tanimindaki kosullar1 gercekler.
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K= {{a} + MeK | ae€ K} olsun. Burada {a} = {a, a, ...} olsun.

f:K—K=A/M, f(a) = {a} + M ile tanimlanan f déniisimii K dan K iizerine bir

izomorfizmadir ve Cek f = M dir.
K cisminin K i¢inde yogun oldugunu gosterilecek.

a=1{a,}+M €K ise her e € R, > 0 ve her m,n > N icin v(a,, — a,) < € olacak

bi¢imde bir N € N vardir.
g ={a,a, .., a,..}+ M€ K,n> N eleman diisiiniilsiin.

?(f —a) =lim v(a, —a,,) <€ ise her a € K i¢in a elemanma yakimsayan bir

B € K vardir. Yani her a € K, K cisminin bir y1gilma noktasidur.
K =R dir.
Yani K, K iginde yogundur.

K cisminin tam oldugunu gosterilecek.

a, ={a,, ay, ..., ap, ...} + M olmak iizere a}, aj, ..., a,, ... € K bir Cauchy dizisi olsun.

v(a,) = v(ay) oldugundan a4, a,, ..., a,, ... bir Cauchy dizisidir.

a = {a,} + M € K olmak iizere

lim, . U(a—ay) =lim,_,qlim,_,v(a,—a,) =0 (2.22)
oldugundan lim a,, = a dir.

A1, Az, ey Ay oo K nm keyfi bir Cauchy dizisi olsun. K, K iginde yogun oldugundan K

nin
B(ap — o) <= n=12,.. (2.23)
olacak bi¢imde bir aj, a3, ..., ay, ... dizisi vardir.

v(ay, —ay) < v(ay, — ay) + v(ay, — ay) + U(a, — ap) oldugundan
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a,,ay, ..., a,, ... € K bir Cauchy dizisidir.
(2.22) ve 2.23)’ten U(a — a, ) < V(a — ay) + U(a, — ay,)
K nm her ay, ay, ..., &, ... Cauchy dizisi yakimsaktir. Dolayisiyla K tamdur.

K cismine izomorf ve K iginde yogun bir K cismi olusturduk. O zaman K, K nin

tamlanisidir. Burada K ve K cisimlerini ayn1 diisiiniilecek.

2.3.7. Teorem: K bir cisim olmak iizere v, K cisminin bir degerlendirmesi ve K,

K cisminin v degerlendirmesine gore tamlanisi ise v(K) = v(K) olur.[1]

2.3.8 Tammim: Q rasyonel sayilar cisminin p —adik degerlendirmeye gore

tamlams1 p —adik sayilar cismi olarak adlandirilir ve Q,, ile gosterilir.[1]

2.3.7. Teorem’den v,(Q,) = v,(Q) = {v,(p)" | n € Z } bigimindedir.

239. Teorem: Her a€Q, p-—adik sayis1 a;€Z, 0<qg <p-—1,

vy (@) = v,(p)" : 2—’; = Z_Z’ d, - x = 1(mod p), en ' x = a,(mod p),

Ops1 = (Z—’: — an) -p" ve &, = a olmak iizere @ = Y52, a;jp’ bi¢iminde tek sekilde

yazilabilir. Bu yazilisa a € Q,, sayisinin p —adik agtlimi denir.[1]
2.3.10 Ornek: 715 in 5 —adik agilim1 yapilirsa:
=32 a5 =3-5243-57141-5043-514+1-52 4353 + 154 4 ..

veya— = 331,313131 ... olur.

2.4. Degerlendirmelerin Ranklar:

2.4.1. Tammm: ' bir sirali grup, H I’ grubunun bir alt grubu ve a € I" olsun.

beH veb ! <a<boldugunda a € H oluyorsa H grubuna I grubunun bir isolated

alt grubu denir.[1]

{1} ve I, I’ grubunun asikar isolated alt gruplaridir.
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2.4.2. Teorem: I' bir sirali grup, H; ve H, I" grubunun iki isolated alt grubu ise

H; € H, veya H, € H, saglanir.[1]

Kamt: S, ={a € H;|a>1}veS, ={a € H, | a > 1} olsun.
H; # H, ise §; # S, oldugunu gostermek i¢in H; # H, iken §; = S, olsun.
a€H, isea>1ikena €S, =S5, € H, olur.
a<liseal>1veal€es; =S,€H, > a€H, > H € H,olur.
a € Hyolsun.a>1lisea € S, =S, € H, dir.
a<liseal>1veal€eS,=S SH = a€H = H, < H, dir.
Bu durumda H; = H, olur ki bu bir geliskidir.

H, # H, ise a > 1 ve a ¢ H, olacak bigimde en az bir a € H; vardr.

b € S, olsun. b > 1 ve b < a olmalidir. Aksi takdirde b~ < a < b dir ve buradan da

a € H, olur ki bu bir ¢eliskidir. Bu durumda
b<a= al<b<a=>b€eH = S,SH = H,C H, saglanir.

2.4.3 Onerme: Bir I' sirali grubunun tiim isolated alt gruplar1 kiimesi kapsama

bagintisina gore bir tam sirali kiimedir.[1]

2.4.4. Tanmmm: Bir I' sirali grubunun kendinden farkli isolated alt gruplarinin

sayisina [” grubunun ranki adi verilir.[1]

2.4.5. Ornek: I' = Z X Z X Z. toplamsal sirali grubunu diisiinelim. I" grubu,
tizerinde tamimli, (a, b, ¢,),(d, e, f) € I' i¢in

(a, b c) <d, e, f) ®@a<d,b<ec<f
bagintisi ile bir sirali gruptur. I' grubunun isolated alt gruplari
Hl = {(O, O, O)}

H, ={(a,0,0) |a€Z}
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H3 = {(aleO) | a,b € Z}
H4_ =T
Buna gore I sirali grubunun ranki 3 tiir.

2.46. Tanmm: v:K — I' U {0}, K cisminin bir Arsimetsel olmayan

degerlendirmesi olmak {izere v degerlendirmesinin ranki I" sirali grubunun rankidir.[1]

2.4.7. Tamum: I" bir sirali grup olsun. Her a,b € I', b > 1 igin b™ > a olacak

bigimde bir n € Z varsa I" sirali grubuna Arsimetsel denir.[1]

2.4.8 Teorem: Bir I" sirali grubunun Arsimetsel olmasi igin gerek ve yeter kosul

I' grubunun rankinin 1 olmasidir.[1]
Kanit: I" grubunun ranki 1 olsun.

I' Arsimetsel olmasaydi b >a>1 ve a™ > b esitsizlikleri hicbir n € Z igin

saglanmayacak bigimde a, b € I' olurdu.
S={cer|1<c,an€Z 3 c < a™}olsun. Agikga goriilityor ki b & S dir.
1, €ESisel < ¢ <a", 1< c, <a™ olacak bigimde m, n € Z sayilari vardir.

1 < ¢q.c; < a™™ oldugundan c;.c, € S dir ve S yar1 gruptur. H = (S), I' nin S nin
elemanlari ile tiretilmis alt grubu olsun. S yar1 grup oldugundan H nin elemanlari ¢; € S

€2

ve g = +1 olmak iizere ¢;* - ¢;2 - ...* ¢, bigimindedir.

H nin I sirali grubunun {1} ve I' den farkl isolated alt grubu oldugu gosterilsin. a € H
oldugundan H # {1} dir. b € S oldugundan b ¢ H ve H # I’ dir.

del eeH ve e ' <d<e icin d €H ise H isolated olacaktir. d €T, e € H,

el<d<evee=c;' c;?..-cy"olsun.

€2

d>1lised<cjt-cy?- .. ¢, oldugundan d < a* olacak bigimde bir x € Z vardir. O

halde d € S € H dir.

&2

d<lisedl>1ved t<c'-c;?:.. ;" oldugundan d~! < a* olacak bigimde bir

x € Zvardir.d 1 €S € Hved € Holur.
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Dolayisiyla H isolated alt grup olur. Bu da kabul ile ¢elisir. Bu durumda I’

Arsimetseldir.
Tersine, I' Arsimetsel olsun.
H, I’ grubunun {1} den farkli bir alt grubu olsun. b € H ve b > 1 segilsin.

a€el vea>1ise b™™ < a < b™ olacak bi¢imde n € Z vardir. Buradan da a € H

olur.

a€lvea<lisealeH vea€Holur. 'S HveTl =H dir. Yani I" grubunun

rankt 1 dir.

2.5. Placeler
2.5.1. Tanim: K ve F iki cisim olsun. ¢ : K — F U {co} doniisiimii
P1) ¢~1(F) = V bir halkadur.
P2) ¢|y asikar olmayan bir homomorfizmadir.
P3)a € K icin p(a) = o ise p(a™) =0
kosullarini gergekliyorsa ¢ doniisiimiine K cisminin bir place’i adi verilir.[1]

2.5.2. Tanim: K ve F iki cisimve ¢ : K — F U {oo} doniisiimii bir place olsun.
@ 1(F) =V halkasi icin a € V ise ¢(a) = 0, p(a™1) = 0 ve a™! € V saglandigindan
dolayt V' K cisminin bir degerlendirme halkasidir. Bu V degerlendirme halkasina @

place’ine karsilik gelen degerlendirme halkasi adi verilir. Yani verilen herhangi bir

place’e karsilik gelen bir degerlendirme halkasi vardir.[1]

2.5.3. Tammm: K ve F iki cisim, ¢ : K — F U {00} doniisiimii bir place ve V' ¢
place’ine karsilik gelen degerlendirme halkasi olmak lizere V = K ise ¢ place’ine asikar

place adi verilir.[4]
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2.5.4. Tanmum: K bir cisim, ¢, ve ¢, K cisminin iki place’i, V; ve V, de sirasiyla

@, Ve @, placelerine karsilik gelen degerlendirme halkalari olsun. V; =V, ise ¢, ve

@, placelerine denk placeler denir.[4]

2.5.5. Onerme: K ve F iki cisim, ¢ : K — F U {oo} doniisiimii bir place,

@ 1(F) =V ve V degerlendirme halkasmin tek maksimal ideali P olmak iizere place

tamimindan Cek ¢|, = P olur.[1]

Kamt: a € V ve ¢|,(a) = 0 olsun. a~! ¢ V dir. Aksi takdirde a=! € V olsaydi
oly(D) = ¢ly(a-a™) = ¢ly(a) - oly(a™™) = 0 ve ¢|, (V) = {0} olurdu. Bu da ¢|,

homomorfizmasinin asikar olmamasi ile ¢elisirdi. Cek ¢|, = P dir.

2.5.6. Onerme: K ve F iki cisim ve ¢ : K — F U {oo} doniisiimii bir place ve

V ¢ place’ine karsilik gelen degerlendirme halkasi olmak tizere ¢ (V) kiimesi F

cisminin bir alt cismidir.[4]

2.5.7. Onerme: Bir K cisminin degerlendirme halkalar1 ve placeleri arasinda

bire-bir bir eslesme vardir.[1]

Kanit: K cisminin her place’ine karsilik gelen bir degerlendirme halkasi oldugu

2.5.2. Tanim’dan agiktir.

K cisminin bir degerlendirme halkasina karsilik gelen bir place oldugunu
gosterecegiz. V K cisminin bir degerlendirme halkas1 ve P V nin tek maksimal ideali

olsun. Hera € K i¢in ¢ : K — V /P U {oo} doniisiimii

(o , ag&vVlV
(p(a)_{a+P , A€V

bi¢iminde tanimlansin.

P1) ¢~1(V/P) = V bir halkadur.

P2) Hera,b € V igin
¢lv(@a+b)=(a+b)+P=(a+P)+(b+P)=9ply(a)+elyb)

¢lv(a-b) =(a-b)+P = (a+P) (b+P)=9gl,(a)- ol (b)ve

31



¢ly(1) =1+ P ¢ P oldugundan ¢|, asikar olmayan bir homomorfizmadir.
P3) a € K i¢in ¢ (a) = oo olsun.

a € (P\{0})tveatePolur.p(a?)=al+P=Pdir.
P1, P2 ve P3’ten ¢ bir place’tir.

2.5.8. Sonu¢c: 2.1.25. Onerme ve 2.5.7. Onerme’den bir K cisminin

degerlendirme halkalari, placeleri ve Arsimetsel olmayan degerlendirmeleri arasinda

bire-bir bir eslesme vardir.

2.5.9. Tamm: ¢ : K — FU{o} ve ¢’ : K — F' U {0} bir K cisminin iki
place’i olsun. § : F — F', ¢’ = s o ¢ olacak bi¢imde bir | izomorfizmasi varsa ¢ ve

@' placelerine izomorfik placeler adi verilir.[4]

2.5.10. Onerme: ¢ : K — F U {0} ve ¢’ : K — F' U {0} bir K cisminin iki

place’i, V ve V' de sirasiyla ¢ ve ¢’ placelerine karsilik gelen degerlendirme halkalari
olsun. ¢ ve ¢’ placelerinin izomorfik placeler olmasi igin gerek ve yeter kosul V =V’

olmasidir.[4]

Kamt: V =V’ olsun. P ve P’ de sirasiyla V ve V' degerlendirmelerinin tek

maksimal idealleri olsun.
¢ : V — V /P dogal homomorfizma olsun.

e Y (F)=V ve ¢ Y (F)=V'=V oldugundan o 1:F—>V/P ve

¢og@' ™' :F'— V/P izomorfizma olur.

Y=¢ o t=(pop ™) To(bop™) , Y:F—>F bir izomorfizmadir ve
@' =Yoo dir. ¢ ve @' placeleri izomorfiktir.

Tersine, Y : F — F', @' = Y o ¢ olacak bigimde bir § izomorfizmasi olsun.
Y = @' o ¢~ izomorfizma oldugundan V = V' olmaldir. Aksi takdirde ¢'~1(F') = V'
ve ¢ 1(F) = V oldugundan V # V' olsayd:i | 6rten olmazdi.
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2.5.11. Tanim: ¢ : K — F U {0} ve ¢’ : K — F' U {oo} bir K cisminin iki

place’i, V ve V' de sirasiyla ¢ ve ¢’ placelerine karsilik gelen degerlendirme halkalar

olsun. V' € V ise ¢’, ¢ place’inin spesyalizasyonudur denir. ¢ — ¢ ile gosterilir.[4]

2.5.12. Sonu¢: @ : K — FU{o} ve ¢': K — F'U {00} bir K cisminin iki

place’i, V ve V' sirasiyla ¢ ve ¢’ placelerine karsilik gelen degerlendirme halkalari, P
ve P’ sirasiyla V ve V' degerlendirme halkalarinin tek maksimal idealleri ve ¢ — ¢’

olsun.[4]
i) @'(x) # wise p(x) #
i) px)=0ise¢p’'(x) =0
iip—¢ V' cV o PP
ifadelerinin saglandigi agiktir.

2.5.13. Teorem: ¢ : K — FU{o} ve ¢’ : K — F' U {oo} bir K cisminin iki

place’i olsun. ¢ — @' olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V' {izerinde ¢’ = & o ¢ olacak

bi¢imde bir € : F — F' U {0} place’inin olmasidir.[4]

Kamt: ¢ : F — F' U {0} bir place, ' =&oq: V' — F' ve {H(F') =V,
olsun. x € V' ise ¢(x) # o ve & o p(x) # o olur. O zaman ¢(x) EV; S Fvex €V

oldugundan V' € V yani ¢ — ¢’ dur.
Tersine, ¢ — ¢’ olsun. V' < V olur.

(V') =fC<SF olsun. P ve P’ sirasiyla V ve V' degerlendirme halkalarmin tek

maksimal idealleri olmak tizere P ve P’, V' halkasinin asal idealleridir.

p: V' =V /P vep': V' — V'/P'" dogal homomorfizmalari tanimlansin.

¢ o (pl;,l : f — V' /P bir homomorfizmadir. (2.24)
@' o (¢p")1: V'/P" — F’' bir homomorfizmadir. (2.25)
P € P’ oldugundan ¢’ o =1 : V'/P — V'/P’ bir homomorfizmadir. (2.26)
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(2.24), (2.25) ve (2.26)’dan & = (@' o (p") V) o (¢’ 0 p™1) o (¢ © ;) sesilirse & bir

homomorfizmadir. Buradan é = ¢’ o (pl;,l, & f — F' U {oo} olur.
e €Fvee ¢ folsun. é(e) = oo olur. Bir x € V igin ¢(x) = € olsun.

xgV' = @'(x)=0 = ¢'(x)=0 = Eepl)x)=0= §{(H=0
oldugundan ¢ placetir. Yani & o ¢|,» = ¢’ olacak bigimde bir & : F — F' U {o0}

place’i vardir.

2.5.14. Teorem: K bir cisim, ¢ : K — F U {00} K cisminin bir place’i ve V,,, ¢

place’ine karsilik gelen degerlendirme halkasi olsun. P; ve P, Vi, nin idealleri olmak
lizere P; € P, veya P, 2 P,. Bu yiizden V,, € V € K sartin1 saglayan V halkalarinin

kiimesi tam sirali kiimedir.[4]

Kamt: P, ve P,, V, nin iki 6z ideali ve P; € P, olsun. x € P, x € P, ve
Y E€P,y#0 segelim. y™ 1 &V, x-y1&V, vex'-yeV,olur. x'-yePpP ve

x-x"1-y € P, yani y € P, olur. Dolayisiyla P, € P, dir.

2.5.15. Tammm: K ve F iki cisim ve ¢ : K — F U {oo} doniisimii bir place ve

V ¢ place’ine karsilik gelen degerlendirme halkasi olmak iizere V degerlendirme

halkasinin 6z asal ideallerinin sayisina ¢ place’inin ranki denir.[4]

2.5.16. Sonug: K ve F iki cisimve ¢ : K — F U {oo} doniigiimii bir place, V ¢
place’ine karsilik gelen degerlendirme halkas1 ve V' degerlendirme halkasinin maksimal

ideali P olsun.

i) ¢ asikar place ise V = K oldugundan V nin 6z asal ideali yoktur ve ¢

place’inin ranki O dir.

i) V K nin igindeki en biiyiik 6z alt halka ise V nin 1 tane 6z asal ideali

olacagindan ¢ place’inin ranki 1 dir.

i) V € L € K sartim1 saglayan m — 1 tane L alt halkas1 varsa V nin m tane 6z

asal ideali olacagindan ¢ place’inin ranki m dir.
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Yanl V g Ll g LZ g g Lm_z g Lm—l g K, Ll’ L2, ey Lm_z, Lm—l

halkalarinin karsilik geldigi placeler sirasiyla ¢4, ¢5, ..., Gm—2, dm—1 Ve asal idealleri
Pl’ P2, ey Pm_z, Pm_1 O|Sun P =2 Pl =2 P2 22 Pm_2 =2 Pm—l Oldugundan
®, 1, P2,y Pm—2, Pm—1 place’lerinin ranklan sirastyyla m, m—1, m—-2,..,2,1

Ve d)m—l - d)m—z > ¢2 — ¢1 — @ O|UT.[4]

2.5.17. Tamm: K ve F iki cisim, ¢ : K — F U {o0} déniisiimii bir place, ¢

place’ine karsilik gelen degerlendirme halkasi V,

0 v K cisminin deger grubu I" olan

degerlendirmesi ve v degerlendirmesine karsilik gelen degerlendirme halkasi V,, olsun.
K nin her v degerlendirmesi V,, =V, olacak bigimde bir ¢ place’i belirler. Tersine,

V, =V, ise K nin her ¢ place’i bir v degerlendirmesine karsilik gelir.[4]

2.5.18. Sonu¢: K ve F iki cisim, ¢ : K — F U {0} doniisimii bir place, ¢
v:K — I U{oo} bir

place’ine  karsilik gelen degerlendirme halkasi

degerlendirme ve v degerlendirmesine karsilik gelen degerlendirme halkas V;, olsun. P,

ve P, sirasiyla V,, ve V, degerlendirme halkalarinin maksimal idealleri olmak tizere

Vo,=V,=V (P, =B, =P)ise
JxeEP & p(x)=0 & vx)>0
ixeK\V & px)=0 © vXx)<0
ixelU=V\P & px)#0ve p(x) #0 & v(x)=0
VIxeV © px)#+wo & vx)=0
V) ¢ place’ive v degerlendirmesinin ranklari esittir.[6]

2.5.19. Tamim: K bir cisim, V c V; c K iki degerlendirme halkasi, ¢ ve ¢; K

nin ¢ :V—V/P ve @:V; — V;/P; dogal doniisiimleri ile tanimlanan iki place’i
olsun. ¢; — ¢ oldugundan V;/P; cisminin ¢ = ¢, o ¢, olacak bi¢imde bir ¢,
place’inin oldugunu 2.5.13. Teorem’den biliyoruz. v, vy, v, sirasiyla @, @4, @,
placelerine karsilik gelen degerlendirmeler olsun. ¢ = ¢, o ¢4 place’ine karsilik gelen

degerlendirme v =wv;0° v, bicimindedir. v degerlendirmesi v, Vve v,
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degerlendirmelerinin bileskesi olarak adlandirilir. v degerlendirmesinin ranki v; ve v,

degerlendirmelerinin ranklarinin toplamidir.[4]
2.6. Cisim Genislemeleri

2.6.1. Tamim: K bir cisim olsun. F € K kosulunu saglayan F kiimesi de K nin
islemleri ile bir cisim oluyorsa K F cisminin bir genislemesidir veya F K nin alt

cismidir denir, K /F ile gosterilir.

2.6.2. Tammm: K /F bir cisim genislemesi ise K F iizerinde bir vektér uzayidir.
Bu vektor uzayinin boyutuna K cisminin F cismi lizerindeki genisleme derecesi denir ve

[K: F] ile gosterilir. Yani [K: F] = boygK olur.

2.6.3. Tamim: K/F bir cisim genislemesi olsun. [K:F] < oo ise K F nin bir

sonlu genislemesidir denir.

2.6.4. Tammm: K/F bir cisim genislemesi ve a € K olsun. Eger a € K bir
0 # p(x) € F[x] polinomunun kokii ise a € K, F cismi tizerinde cebirseldir denir.
aceb/F ile gosterilir. Eger a € K, F cismi lizerinde cebirsel degilse transandanttir

denir ve a trans/F ile gosterilir.

2.6.5. Tammm: K /F bir cisim genislemesi, a € K ve a ceb/F olsun. p(a) =0
esitligini saglayan en kiigiik dereceli, asal ve monik p(x) € F[x] polinomuna a

elemaninin F cismi {izerindeki minimal polinomu denir ve Irr(a,K) = p(x) ile

gosterilir.

2.6.6. Tanmmm: K/F bir cisim genislemesi olsun. Her a € K i¢in a ceb/F ise

K /F genislemesine cebirsel genisleme denir.

2.6.7. Tammm: K/F cebirsel genisleme degilse K/F genislemesine transandant
genisleme adi verilir. K/F transandant genisleme ise K cisminin F {izerinde en az bir

transandant elemani vardir.

2.6.8. Tamm: K/F Dbir cebirsel genisleme olsun. a,b €K igin

Irr(a,K) = Irr(b,K) ise a ve b elemanlarina K —esleniktir denir.
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2.6.9. Tanim: K /F bir cisim genislemesi olsun. K nin F iizerindeki tiim cebirsel

elemanlarindan olusan cisme F cisminin K cismi icindeki cebirsel kapanisi denir.

F ={a € K|aceb/F } ile gbsterilir.

2.6.10. Tammm: K /F bir cisim genislemesi olsun. F = F ise F cismine cebirsel

kapali cisim denir.

2.6.11. Tammm: K ve F iki cisim olsun. Bir a € K i¢in K = F(a) ise K/F

genislemesine basit genisleme denir.

2.6.12. Tammm: K/F bir cebirsel genisleme olsun. K cisminde en az bir kokii

bulunan her p(x) € F[x] polinomu K cisminin iginde birinci dereceden asal

carpanlarina ayrilabiliyorsa K /F genislemesine normal genisleme denir.

2.6.13. Tammm: F bir cisim ve p(x) € F[x] olsun. p(x) polinomunun tiim

koklerini bulunduran ve F cisminin genislemesi olan en kiiciik K cismine p(x)

polinomunun K cismi tizerindeki parcalanma cismi denir.

2.6.14. Tanum: F bir cisim ve p(x) = (x — a)q(x) € F[x],q(a) # 0 oluyorsa,

p(x) polinomunun birinci mertebeden kokii veya basit kokii olarak adlandirilir.

2.6.15. Tammm: K/F bir cisim genislemesi ve a € K olsun. a, Irr(a,K)

polinomunun bir basit kokii ise a elemanm1 F cismi {izerinde ayrilabilir bir elemandir

denir ve a ayr/F ile gosterilir. Eger a, Irr(a, K) polinomunun mertebesi 1 den biiyiik

olan bir kokil ise a eleman1 F cismi tizerinde tamamen ayrilamaz elemandir denir.

2.6.16. Tanim: K/F bir cisim geniglemesi olsun. Her a € K elemant F cismi

tizerinde ayrilabilir ise K /F genislemesine ayrilabilir genisleme denir.

2.6.17. Tammm: K/F bir cisim genislemesi olsun. Her a € K eleman1 F cismi

lizerinde tamamen ayrilamaz ise K/F genislemesine tamamen ayrilamaz genisleme

denir.

2.6.18. Tammm: K /F bir cisim genislemesi olsun. K cisminin F cismi {izerinde

ayrilabilir elemanlarindan olusan F, = {a € K |a ayr/F } kimesine F cisminin K

icindeki ayrilabilir kapanisi denir. [F;: F] derecesine K cisminin F cismi iizerindeki
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ayrilabilirlik derecesi, [K: F;] derecesine de K cisminin F cismi lizerindeki ayrilamazlik
derecesi denir ve [K: F]| = [K: F,] - [F;: F] olur.

2.6.19. Tammm: K, F cisminin normal ve ayrilabilir bir genislemesi ise K/F

genislemesine Galois genislemesi adi verilir.

2.6.20. Tamm: K/F bir Galois genislemesi olsun. K cisminin

F —otomorfizmalarinin kiimesi bileske islemine gore bir gruptur ve bu gruba K
cisminin F iizerindeki Galois grubu denir. Gal(K/F ) ile gosterilir. [K:F] =n ise
|Gal(K/F )| = nolur.

2.6.21. Tammm: K /F sonlu bir cisim genislemesi, K cisminin F cismi tizerindeki

ayrilabilirlik derecesi [F;: F], K cisminin F cismi lzerindeki ayrilamazlik derecesi
[K:F,] ve oy, 03, ..., 0, K cisminin F —otomorfizmalar1 olmak {izere a € K

elemaninin F uUzerindeki hormu

A@A@=GT@MO

[K:Fs]

i=1
ve a € K elemaninin F tizerindeki trace’i

n

Tre(@) = [KiFs] ) 0i(@

i=1

bi¢iminde tanimlanirlar.
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BOLUM 3

BiR DEGERLENDIRMENIN GENIiSLEMELERI VE
GENiIiSLEMELERININ SAYISI

3.1. Degerlendirmelerin Genislemeleri

3.1.1. Tammm: K /F bir cisim genislemesi, w K cisminin bir degerlendirmesi ve
v F cisminin bir degerlendirmesi olsun. Her a € F i¢in w(a) = v(a) ise

w degerlendirmesi v degerlendirmesinin K cismine bir genislemesidir denir.[8]

3.1.2 Teorem: K bir cisim, A K cisminin bir alt halkasi, F cebirsel kapali bir

cisim ve f: A — F asikar olmayan bir homomorfizma olsun. Bu durumda K cisminin

¢|4 = f olacak bigimde bir ¢ place’i vardir.[1]

3.1.3. Teorem: K/F keyfi bir cisim genislemesi ve v, F cisminin keyfi bir

degerlendirmesi ise v K cismine genisletilebilir.[1]

Kanit: L cebirsel kapali bir cisim olmak tlizere { : F — L U {co}, F cisminin v
degerlendirmesine karsilik gelen place’i olsun. Bu durumda ¢ place’i ve v
degerlendirmesine karsilik gelen degerlendirme halkalar1 aynidir ve bu halka V olsun.
Y placeinin Vp halkasma kisitlanist Y|y, : Vg — L olmak tizere 3.1.2. Teorem’den K
cisminin ¢l = Y|y, olacak bigimde bir ¢ place’i vardir. K cisminin bu ¢ placeine

karsilik gelen degerlendirme halkasi Vi olmak lizere Vi degerlendirme halkasina
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karsilik gelen degerlendirmesi w ise w, F cisminin v degerlendirmesinin K cismine bir

genislemesidir.

3.1.4. Teorem: K/F bir cisim genislemesi, v F cisminin bir degerlendirmesi, w

v degerlendirmesinin K cismine bir genislemesi, v ve w degerlendirmelerine karsilik
gelen degerlendirme halkalari sirasiyla V, ve V4, V, ve V,, degerlendirme halkalarinin

maksimal idealleri M,, ve M,,, birim gruplar1 U,, ve U, olmak tizere
V,nF=V, , My,nF=M, , U,NF=1U,
saglanir.[1]

3.1.5. Sonug¢: K/F bir cisim geniglemesi, v F cisminin bir degerlendirmesi, w v
degerlendirmesinin K cismine bir genislemesi olsun. v ve w degerlendirmelerinin deger
gruplar sirasiyla I, ve I, olmak iizere I;, grubu [, grubunun bir alt grubudur. v ve w
degerlendirmelerinin rezidii cisimleri sirasiyla k, ve k,, olmak tizere k, cismi k,,

cisminin alt cismidir.[4]

3.1.6. Tanum: F bir cisim, v F cisminin ranki 1 olan degerlendirmesi ve K, F

cismi {izerinde bir vektor uzay olsun.

I.l: K — R
i)Herx € Kicin ||x]| =0ve|lx]| =0 & x =0
ii) Her x € K ve her a € K igin ||ax]|| = v(a)l|x||
iii) Her x,y € K i¢in |lx + yl < [lx| + [yl

olacak bigimde bir ||.|| donilisiimii varsa bu doniisime norm, (K, ||.||) uzaymna da

normlu uzay denir.

II.1l; ve |l.ll, K tlzerinde iki norm olmak f{izere her x € K igin
allx|l; < llxll; < Bllx||; olacak sekilde 0 < a,B € R varsa ||.||; ve ||.||, denktir
denir.[1]

3.1.7. Lemma: F bir cisim, v F cisminin ranki 1 olan bir degerlendirmesi, F v

degerlendirmesine gore tam ve K F cismi lizerinde sonlu boyutlu bir vektdr uzay olsun.
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boyrK =nve S = {xy,x,, ..., x,} K uzaymimn F cismi lizerinde bir taban1 olmak tizere
her x € K elemanimmi x = a;x;+ayx,+ -+ apyx, , a; €F,1<i<n bi¢iminde
yazalim ve ||x|| = max; v(a;) donlisiimiinii tanimlayalim. Bu sekilde tanimlanan ||. ||
doniisimii K iizerinde bir norm tanimlar ve K tizerindeki farkli herhangi bir norm da

|I. || normuna denktir.[1]

3.1.8. Teorem: F bir cisim, v F cisminin ranki 1 olan degerlendirmesi, F v

degerlendirmesine gére tam ve K F cisminin [K:F]| = n olan sonlu bir genislemesi
olmak tizere v degerlendirmesi K cisminin ranki 1 olan bir w degerlendirmesine
genisletilebilir. Bu genisleme tektir ve N, K cisminin F {izerindeki normu olmak {izere

her x € K igin

w(x) = Yv(N(x))
bigimindedir.[1]

Kamt: S = {x;, x5, ..., x,} K cisminin F cismi lizerindeki bir taban1 olsun. Her
x €K, x =axtayx,+ -+ ayx, , a; €F,1 <i<n biciminde yazilabilir. 3.1.7.
Lemma’dan |[x|| = max; v(;) donilisimii K cismi {izerinde bir norm tanimlar. 3.1.3.

Teorem’den v degerlendirmesinin K cismine ranki 1 olan bir w genislemesi oldugunu

biliyoruz. w(x) = Y/v(N(x)) oldugu gosterilecek.

w(x) <1 olsun. lim,_, w(x)" = lim,_, w(x™) = 0 olur. 3.1.7. Lemma’dan
w ile ||.|| denk oldugundan lim,_||x"|| = 0 olur. x™ = a;1x; + ayxy + -+ + App Xy,
ay € F, 1 <i<n bi¢giminde yazilirsa lim,_||x"| = lim,_, max; v(a,;) = 0 olur.
Her 1<i<n igin lim, o, v(a) =lim,_ a,; =0 olur. Buradan
lim, e V(N(x7)) = lim, o, v(N(x))" = 0. Yani v(N(x)) <1 dir. w(x)>1 ise
v(N(x)) > 1 dir. v(N(x)) = 1 ise w(x) = 1 olur.

y = N(x)/x™ € K olsun.
N(y) = N(N(x)/x™) = N(N(x))/N(x™) = N(x)"/N(x)™ = 1 oldugundan w(y) = 1
olur. w(N(x)/x™) = w(N(x))/wkx™) =v(N(x))/wkx)" =1 dir. Yani

w(x) = Yv(N(x)) olur.
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3.1.9. Ornek: R cismi |.| adi mutlak degerine gore tamdir. [C:R] = 2

oldugundan adi degerlendirmenin C cismine w genislemesi, her a + bi € C i¢in

w(a + bi) = /|N(a + bi)| = Va? + b2
bi¢imindedir.

3.1.10. Tamim: K /F bir cisim genislemesi, v F cisminin bir degerlendirmesi, w

v degerlendirmesinin K cismine bir genislemesi, I, ve [, swrasiyla v ve w
degerlendirmelerinin deger gruplari olmak iizere e = e(w/v) = [[,,: [;,] indeksine v

nin w genislemesinin dallanma indeksi denir.[1]

3.1.11. Tamim: K /F bir cisim genislemesi, v F cisminin bir degerlendirmesi, w

v degerlendirmesinin K cismine bir genislemesi, k, ve k,, sirasiyla v ve w
degerlendirmelerinin rezidii cisimleri olmak iizere f = f(w/v) = [k,,: k,,] derecesine

w /v genislemesinin rezidii derecesi denir.[1]

3.1.12. Teorem: K/F, [K:F] = n olan sonlu bir genisleme, v F cisminin bir

degerlendirmesi ve w v degerlendirmesinin K cismine bir genislemesi olmak iizere e
dallanma indeksi ve f rezidii derecesi sonludur. Ayrica e-f <n esitsizligi

gerceklenir.[4]

Kamit: F ve K cisimlerinin sirasiyla v ve w degerlendirmelerine karsilik gelen
placeleri ¢ ve Y, deger gruplan I, ve [,,, degerlendirme halkalar1 1}, ve 1}, ve bu

degerlendirme halkalarinin maksimal idealleri B, ve B,, olsun.

Y(xp), Y(x2), .., P(x;) @(V,) tizerinde lineer bagimsiz olacak sekilde
X1, X2, e, X; € Vo Ve v(¥1) 1, v(Y2) I,y ., (), I, iginde farkl kalan simiflari olacak
sekilde Y1, Y2, -, Yj EK” segilsin. Bu durumda K cisminin
{x,yu |1 <v<i1<y<j} alt kiimesinin elemanlarinin lineer bagimsiz oldugunu
gosterilirse i - j < n oldugu goriiliir. Bu da bize e ve f sayilarmin sonlu ve e f < n

oldugunu verir.
al‘az, e, 4 € F olsun.

v(ax, + azx, + -+ + a;x;) = max, v(a,) (3.2)
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oldugu iddia edilsin. Her v=1,2,..,i i¢in a, =0 1ise (3.1) saglanir. Her

v=12,..,i i¢in a, =0 olmasin. max, v(a,) =v(a;) ve b, = Z—” ,2v=12,..,1
1

olsun. v(b,) = v (ﬂ) = 2%) < 1 v p, = 1 olur. Bu durumda

ar)  via) =

v(ax; + azx, + -+ ajx;) = v(ay)

a; a, a;
vi—x;+—x;++—x =1
a; a, a;

v(xqy + byx, + -+ + bix;) = 1 oldugu gosterilirse (3.1) ifadesinin dogru oldugu goriiliir.
X1 + bzxz + -+ bl'xi € VW Oldugundan v(x1 + bzXz + .-+ bixl') < 1 0|UI’

Fakat  v(x; + byxy + -+ bjx;) <1 olsaydt  x; + byx, +--+bix; €EB, Ve

Buradan da (b)Y (xy) + Y (b)Y (xy) + -+ Y(b)Y(x;) =0 olur ki bu bir
celigkidir. Bu durumda v(x; + byx, + -+ b;x;) = 1 yani (3.1) saglanur.

Simdi Y,y Cpu Xy Yy = 0, ¢y, € F oldugu iddia edilsin. (3.2)
(3.2) denklemini ),,,(3y, cpuXy) Yy = 0 biciminde yazabiliriz. (3.3)

(3.3) denkleminde v(}, cpux,)v(yy,) =0 veya v(}, cpux,)v(yy,) € v(y,)G, olur.
Fakat v(}, coux,)v(y) € v(n)G, olsaydi v(y,)G, ler farkli kalan simiflart

oldugundan (3.3) denkleminin sifirdan farkli terimlerinin v degerlendirmesi altindaki

gorintiileri de farkli olurdu. Bu yiizden eger bazi v(}, ¢,y X)) v(yy,) # 0 ise
v(QXu Gy couxy) You) = max,, v, CuuXxy,) V(1) # 0 olur. Bu da (3.3) ile ¢elisir.
O zaman heru = 1,2, ..., j i¢in v(},, cpux,)v(n) =0,

her u=1,2,...,j igin v}, cpuxy) =0, V(X CpuXy) = max, v(cyy) =0 Ve ¢,y =0

oldugundan {x,y, |1 < v <i,1 <y < j} kiimesi lineer bagimsizdur.

3.1.13. Teorem: K/F, [K:F] = n olan sonlu bir genisleme, v F cisminin bir

degerlendirmesi, wy,w,, ...,w,, v degerlendirmesinin K cismine sonlu sayida farkl

genislemeleri, e; = e;(w;/v) = [Fwi:l“v] ve f; = filw;/v) = [kwl.: kv] olmak tizere

43



esfitefot - tenfm <n
saglanir.[4]

3.1.14. Teorem: F bir cisim, F(x) F cisminin rasyonel fonksiyon cismi ve w

F(x) cisminin F tizerinde asikar fakat F(x) tzerinde asikar olmayan bir
degerlendirmesi ise w ya sonsuzdaki degerlendirme ya da bir asal p(x) € F[x]

polinomu igin p(x) —adik degerlendirmeye denktir.[5]

Kamt: F(x) cismi F[x] halkasinin kesir cismi oldugundan istenileni F[x]
halkas1 iizerinde gostermek yeterli olacaktir. 2.1.41. Teoremden w F {izerinde asikar

oldugundan F[x] izerinde Arsimetsel olmayan degerlendirmedir.
1.durum: w(x) > 1 ise;
f(x) € Flx], f(x) = ag+a;x + -+ + a,x™, a, # 0 olsun.

i <jikenw(a;x') < w(ajx’) oldugundan % = d olmak iizere

w(f(x)) = max;<jcp w(a;xt) = w(a,x™) = wla)w(x)™ = 1-d~%9® olur,
Yani w sonsuzdaki degerlendirmeye denktir.

2.durum: w(x) < 1 ise;
her f(x) € F[x] igin W(f(x)) = max;<j<p, W(a;x) =w(a;) < 1olur.

I ={f(x) € F[x] | w(f(x)) < 1} olsun. p(x) € F[x] asal bir polinom olmak iizere
I = (p(x)) olan bir asal idealdir. p(x) € F[x] ve p(x) t f(x) ise w(f(x)) =1 dir.
w(p(x)) =d,0<d <1vef(x)=px)g(x), p(x)+g(x) olsun.

W(f(x)) = W(p(x)"g(x)) = d™ olur. Yani w, p(x) —adik degerlendirmeye denktir.

3.1.15. Teorem: K bir cisim, v K cisminin Arsimetsel olmayan bir

degerlendirmesi ve K K cisminin cebirsel kapanis1 ise v degerlendirmesi K cismine tek

sekilde genisletilebilir.[5]
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3.1.16. Teorem: K/F sonlu bir cisim genislemesi ve v F cisminin ranki 1 olan

degerlendirmesi ise v K cisminin ranki 1 olan degerlendirmesine genisletilebilir.[5]

Kamit: 3.1.3. Teorem’e gore v K cisminine genisletilebilir. Bu genislemeyi w ile
gosterelim. I, € I, ve I, € R oldugunu biliyoruz. 3.1.12. Teorem’den e = [I},: [;,]
sonludur. v¢ degerlendirmesi K cismi iizerinde her ¢ € K i¢in w(a)® €I, € R
degerlendirmesine denktir. O zaman her a € F i¢in w(a) = (v(a)e)l/ e olur ve (ve)l/ e

ile v denktir.

3.1.17. Teorem: K/F bir cisim genislemesi, v ve wv; F cisminin

degerlendirmeleri, v, v; degerlendirmesinin rezidii cisminin bir degerlendirmesi ve
v =v; oV, bileske degerlendirmesi olsun. w = w; ow,, v degerlendirmesinin K
cismine genislemesi ise w; v; degerlendirmesinin w, de v, degerlendirmesinin
genislemesidir.

Tersine, w; v; degerlendirmesinin K cismine bir genislemesi ve w, de v,
degerlendirmesinin w; in rezidii cismine bir genislemesi ise w = w;ow,

degerlendirmesi v degerlendirmesinin K cismine bir genislemesidir.[4]

3.2 Bir Degerlendirmenin Genislemelerinin Sayisi

3.2.1. Teorem: K/F sonlu bir cisim genislemesi, v F cisminin ranki 1 olan

degerlendirmesi, F F cisminin v degerlendirmesine gore tamlamst w v
degerlendirmesinin K cismine bir genislemesi ve K K cisminin w degerlendirmesine

gdre tamlanist olmak iizere K = K F olur.[1]

K =KF

F

Sekil 3.1
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3.2.2. Lemma: F bir cisim, v F cisminin ranki 1 olan degerlendirmesi, K; /F ve

K, /F dereceleri esit iki sonlu genisleme ve o : K; — K, bir F —izomorfizma olsun. v
degerlendirmesin K; ve K, cismine genislemeleri tektir ve bu geniglemeler sirasiyla w;

ve w, olmak tizere her a € K; i¢in wy(a) = w,(a(a)) saglanir.[1]

Kanit: w, (a) = \/v(N(a)) = Yv(N(c(a))) = wy(o(a)) dir.

3.2.3. Teorem: K/F sonlu bir cisim genislemesi, v F cisminin ranki 1 olan

degerlendirmesi, F F cisminin v degerlendirmesine gére tamlanisi ve F F cisminin

cebirsel kapanigi olmak tizere K cisminin F icine F —eslenik olmayan gommeleri ile v
degerlendirmesinin K cismine farkli genislemeleri arasinda bire-bir bir eslesme

vardir.[1]

Kamit: F tam oldugundan v degerlendirmesi F cismine tek sekilde
genisletilebilir. Eger a € Fise F (a) bir sonlu genislemedir. [F (a) : F] =n ise

w(a) = YYv(N(a)) biciminde tanimlanan w doniisiimii v degerlendirmesinin F

cismine bir genislemesi olan degerlendirmedir.

K cismini F icine bir F —izomorfizma ile gomersek v degerlendirmesini K
cismine genigletebiliriz. Yani A: K—>K1§ﬁ bir F —izomorfizma ise w
degerlendirmesinin  K; cismine kisitlanist  w; olmak iizere B €K igin
w;(B) = wi(A(B)) bigiminde tamimlanan w;, v degerlendirmesinin K cismine A

gdmmesi ile tanimlanan bir genislemesidir.

L:K—KCcF vel,: K—K,CF iki F—izomorfizma, w; ve w, v
degerlendirmesinin K cismine sirastyla A; ve A, gOmmeleri ile tanimlanan

genislemeleri, o F cisminin 01, = A, olacak sekilde bir F —otomorfizmasi ve K; ve K,

F cisminin genislemeleri olmak iizere f € K igin

wi(B) = wi(1(B)) = wao(a4:(B)) = w2(22(B)) = w3(B)

saglanir. Yani K cisminin eslenik gdmmelerinin belirledigi degerlendirmeler aynidir.
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Tersine; wy = wy ise A3 = 1,471 K; — K, F —izomorfizmasmin, K;F — K,F
bir F —izomorfizmasma genisletilebilecegi gosterilecek. a € K;F ise K; cisminin

lim a,, = a olacak bi¢imde bir {a,} dizisi vardir ve w; = w; oldugundan
W (/13 (an) — A3 (am)) =Wy (13 (an — am))

= wy (2,27 (@, — am))

= Wzl(lfl(an - am))

= wy' (A7 (an — am))

= wy(an — am)

saglamir. Yani {13(a,)}, K, F cisminin bir Cauchy dizisidir. Dolayisiyla {13(a,,)} dizisi
K,F cisminin bir elemanina yakinsayacaktir. A3: K;F — K,F bir F —izomorfizma
olmak iizere limA;(a,) = A3(a) olur. Bu durumda A5 F cisminin bir

F —otomorfizmasima genisletilebilir.

3.2.4. Teorem: F bir cisim, v F cisminin ranki 1 olan degerlendirmesi,

K = F(a) F cisminin sonlu ayrilabilir bir genislemesi ve Irr(a, F) = f(x) € F[x] ise
v degerlendirmesinin K cismine farkli genislemelerinin sayisi, £(x) polinomunun K[x]

halkasindaki asal ¢arpanlarinin sayisi kadardir.[1]

3.2.5. Ornek: Q cismi iizerindeki adi mutlak degerin Q(v/3) cismine farkl

genislemelerinin sayis1 2 dir. Ciinkii Q cisminin adi mutlak degere gore tamlanis1t R
cismidir ve f(x) =Irr(¥3,Q) = x2—3 polinomu R[x] polinom halkasinda
f(x) =x*—3=(x—+3)(x++3) bigiminde asal carpanlarma ayrlir. Ayrica
A (\/§) =+/3ve 1, (\/§) = —/3 olacak bi¢imde 2 adet

A QW3) >R, 2: QW3 —R

Q —monomorfizmasi vardir.
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3.2.6. Tammm: K /F bir cebirsel genisleme ve v F cisminin bir degerlendirmesi
olmak tizere v degerlendirmesinin K cismine yalniz bir genislemesi varsa v

degerlendirmesine Henselian degerlendirme adi verilir.[6]

3.2.7. Tammm: K /F bir cisim genislemesi, v F cisminin bir degerlendirmesi ve w
v degerlendirmesinin K cismine bir genislemesi olsun. v ve w degerlendirmelerinin
rezidii cisimleri sirasiyla k,, ve k,,, deger gruplart I;, ve [, olmak iizere k, = k,, ve

I, =T, ise w v degerlendirmesinin K cismine immediate genislemesidir denir.[8]
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BOLUM 4

K CISMININ DEGERLENDIRMELERININ K(x) CISMINE
GENIiSLEMELERI

Bu bolimde bir K cismi iizerindeki degerlendirmelerin K (x) cismine
genislemeleri incelenmigtir. 1988 ve 1990 yilinda Nicolae Popescu, Alexandru
Zaherescu ve V. Alexandru tarafindan yapilan ¢alismalar ile 1990 yilinda Sudesh Kaur
Khanduja ve Usha Garg tarafindan yapilan ¢alismalar incelenmistir. Bir K cismi
tizerindeki degerlendirmelerin K(x) cismine genislemeleri en genel manada rezidiil

transandant geniglemeler ve rezidiil cebirsel genislemeler olmak izere ikiye ayrilirlar.

4.1. K cisminin Degerlendirmelerinin K(x) Cismine Rezidiil Transandant

Genislemeleri

4.1.1. Tammm: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi, w v

degerlendirmesinin K (x) cismine bir genislemesi, v ve w degerlendirmelerinin rezidii
cisimleri sirastyla k,, ve k,, olmak iizere k,,/k, genislemesi transandant genisleme ise

w degerlendirmesi v degerlendirmesinin K (x) cismine bir rezidiil transandant (r.t.)

genislemesidir denir.[8]
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4.1.2. Tammm: K bir cisim, v K cisminin I;, deger grubu toplamsal olan bir
degerlendirmesi, I' I, grubunu kapsayan bir tam sirali grup ve y € I’ olsun. Her

F =ay+ a;x + ayx? + -+ + a,x™ € K[x] polinomu i¢in

w(F) = irl_lf {v(a;) + iy}

bi¢iminde tamimlanan w doniisimii, K(x) cisminin v nin genislemesi olan bir

degerlendirmesidir.

Kamit: F =ag+a;x+ -+ a,x" €K[x],G = by + byx + - + b, x™ € K|[x]
ve n = m olsun. w(F) =v(a,) +sy, w(G) =v(a,) +ty, 0<s<nve0<t<m

olsun.
V1)F=0 © Her0<i<niginag; =0
& Her0<i<ni¢nv(a;) =
o w(F) =
olurrOzaman F =0 © w(F) = oo.

V2) F+G =cy+cix+-+cpx™ ve her 0<i<nigin ¢c; =a; +b; olmak

tizere w(F + G) = v(cy) + ky olsun.
w(F + G) = v(ay, + by) + ky
> min {v(ay),v(by)} + ky
= min {v(ay) + ky,v(by) + ky}
> min {v(a;) + sy, v(by) + ty}
= min {w(F),w(G)}
olur. O zaman w(F + G) > min {w(F),w(G)} saglanir.

V3)F G =cy+ c1x+ cx% + -+ Coynx™™, w(F - G) = v(cy) + ky olsun.
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w(F - G) =v(cy) + ky

v(as-by) + (s +t)y
=v(as) + v(b,) + sy + ty
=w(F) +w(G)
olur. O zaman w(F - G) = w(F) + w(G) olur.

V1, V2 ve V3 ten w doniisiimiiniin bir degerlendirme oldugu goriliir. w nin, v

degerlendirmesinin K (x) cismine bir genislemesi oldugu agiktir.

4.1.3. Ornek: v,, Q cismi iizerinde tanimli deger grubu toplamsal (Z, +) grubu

olan 7 —adik degerlendirme olmak tizere her F = ag + a;x + -+ + a,x™ € Q[x] igin
w(F) = inf {v7(al-) + i\/7}
L

biciminde tanimlanan w doniisiimii v, degerlendirmesinin Q(x) cismine genislemesi

olan bir degerlendirmedir.
Omegin; F = 49 + %x + 4x% + 31—3964 € Q[x] icinw(F) = =1 ++7

4.1.4. Onerme: K bir cisim, v K cisminin I, deger grubu toplamsal olan bir

degerlendirmesi, k, de v degerlendirmesinin rezidii cismi olsun. Her

F =ay+ a;x + ax? + -+ + a,x™ € K[x] polinomu i¢in
w(F) = inf {v(a;)}
L

bigiminde tanimlanan w doniligimii K (x) cisminin v degerlendirmesinin genislemesi
olan bir degerlendirmesidir. Bu degerlendirmeye v degerlendirmesinin K(x) cismine

Gauss genislemesi adi verilir.

Bu durumda w(x) = 0 olur. k,, w degerlendirmesinim rezidi cismi ve x*, x
elemaninin k,, cismin igindeki goriintiisii olmak tizere x*trans/k, ve k,, = k,(x")

olur. Ek olarak I, w degerlendirmesinin deger grubu olmak tizere I}, = I;, saglanir.[6]
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Kamit: w doniisiimiiniin degerlendirme oldugunun gosterimi 4.1.2. Tanim’in
kanitindaki y = 0 durumu ile aymdir. w degerlendirmesinin v degerlendirmesinin
genislemesi oldugu ve I, = [, esitliginin dogrulugu w degerlendirmesinin tanimindan
agiktir.

Her j=1,2,..,n igin a}‘, a; elemanmnin k, igindeki goriintiisii olmak {lizere
Y a; (x*)) =0 olsun. O zaman w(X;a;x’) > 0 ve her j = 1,2,...,n igin w(a;) >0

olur. Budurumda her j = 1,2, ...,n i¢in a; = 0 olur ve x*trans/k, saglanir.

K (x) cisminin her R elemani c,a;, b; € K, her j i¢in w(a;) = 0, w(b;) >0 ve

bir j i¢in w(aj) =0ve W(bj) = 0 olmak iizere

Z]a]
Z]bxf

biciminde yazilabilir. Burada
wR)=0ev(c)=0
Onermesi saglanir. Bu yiizden R elemanin k,, i¢indeki goriintiisii

R = Z 2o (x)
DY 7 ()]
bi¢cimindedir. Dolayisiyla k,,, = k,,(x*) bi¢cimindedir.

4.1.5. Onerme: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi, f € K[x] ve
fée&Kolsun.Her F = ay+ a.f + -+ a,f™ € K[f] i¢in

wy(F) = inf {v(a;)}

bi¢iminde tanimlanan wy, v degerlendirmesinin K(f) cismine bir rezidiil tansandant
genislemesidir. Ayrica wy degerlendirmesinin K (x) cismine genislemesi olan w, v

degerlendirmesinin K (x) cismine bir rezidiil transandant genislemesidir.
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Tersine; w v degerlendirmesinin K (x) cismine bir rezidill tansandant
geniglemesi ise w, K(f) cismi {izerinde yukaridaki gibi tanimlanan ve v nin r.t.

genislemesi olan bir wy degerlendirmesinin K (x) cismine bir genislemesidir.[7]

K(x) w
transandant genisleme K(f) wy
transandant genisleme
K v
Sekil 4.1

4.1.6. Ornek: v, Q cismi iizerinde tanimli deger grubu toplamsal (Z, +) grubu

olan 2 —adik degerlendirme olmak tizere her F = ay + a;x + -+ + a,x™ € Q[x] igin

w(F) = inf (v(a))

bi¢iminde tanimli w, v, degerlendirmesinin Q(x) cisminin bir r.t. genislemesi ve her

F=ay+a;(x>+ 1)+ +a,(x? + 1" € Q[x? + 1] i¢in

wy (F) = inf (v(a))

ile taniml1 wy, v, degerlendirmesinin Q(x% + 1) cisminin bir r.t. genislemesidir.
Omegin; F ==+ (x2 + 1) + 2(x2 + 1)? € Q[x? + 1] igin

wr(F) = w(F) = —1olur.
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4.1.7. Tamum: K bir cisim, r € K(x), r € K ise degr = [K(x): K(r)] bigiminde
tanmimlanir. g, h€K[x],h#0 olmak uizere r= “:l—] olarak yazilirsa

degr = [K(x): K(r)] = max {deg g, degh} bi¢gimindedir.[8]

4.1.8. Tamm: w, K cisiminin v degerlendirmesinin K(x) cismine bir r.t.

genislemesi, w degerlendirmesine karsilik gelen degerlendirme halkast O,, ve v

degerlendirmesinin rezidii cismi k,, olmak iizere
deg(w/v) = min{n|r € 0,, ,r* trans/k, ,degr =n}
olarak tanimlanir.[8]

4.1.9. Tammm: w, K cisiminin v degerlendirmesinin K(x) cismine bir r.t.

genislemesi, k,, ve k,, sirastyla v ve w degerlendirmelerinin rezidii cisimleri olsun. k,,,

k., cisminin k,, cismi i¢indeki cebirsel kapanisi olmak iizere

f(W/v) = [Ev: kv]
olarak tanimlanir.[8]

4.1.10. Teorem: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi, K K cisminin bir

cebirsel kapamsi, ¥ v degerlendirmesinin K cismine bir genislemesi ve w v
degerlendirmesinin K (x) cismine bir genislemesi olmak iizere K(x) cisminin & ve w

degerlendirmelerinin ortak genislemesi olacak sekilde bir w degerlendirmesi vardir.[9]

K(x) w

K v K(x) w
K v
Sekil 4.2
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4.1.11. Onerme: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi, K K cisminin

bir cebirsel kapanisi, ¥ v degerlendirmesinin K cismine bir genislemesi, I}, v
degerlendirmesinin deger grubu, I' I}, deger grubunu kapsayan bir sirali grup ve

(a,y) € K X I bir ikili olmak iizere her
f(x) =agta;(x —a) + -+ a,(x — a)™ € K[x]
elemani i¢in

Wi (f(0) = inf(7(a) + iy )

bigiminde tanimlanan w,,) donlsimi K(x) in, v nin genislemesi olan bir

degerlendirmesidir.

Tersine; v degerlendirmesinin K (x) cismine her genislemesi I" I, deger grubunu

kapsayan bir sirali grup ve (a,y) € K X I bir ikili olmak iizere W(a,y) bigimindedir.

Y € I} ise w(,, degerlendirmesi v degerlendirmesinin K(x) cismine bir r.t.

geniglemesidir.[8]

4.1.12. Onerme: (a,y)€KxI ve (a,y)€KXT giftlerinin aym

degerlendirmeyi tanimlamasi igin gerek ve yeter kosul y =y" ve v(a—b) =y

olmasidir.[9]

4.1.13. Tammm: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi ve w v

degerlendirmesinin K (x) cismine bir (a,y) € K X I, ¢iftiyle tamimlanan genislemesi
olsun. 7(a — b) <y sartim saglayan her b € K i¢in [K(b):K] < [K(a):K] ( veya
v(a —b) =y sartim saglayan her b € K igin [K(b):K] = [K(a):K] ) oluyorsa
(a,y) € K X I} ikilisine K cismine gére minimal ¢ift ad1 verilir.[9]

4.1.14. Onerme: K cebirsel kapali bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi

ve w v degerlendirmesinin K(x) cismine bir r.t. genislemesi olsun. Bu durumda w
degerlendirmesi inf, v ve bir lineer f(x) =ax—b, a+ 0 polinomu ile

tanimlanmistir.[7]
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4.1.15. Onerme: 4.1.10. Teoremdeki gosterimler altinda asagidaki ifadeler
denktir:

a) w, v degerlendirmesinin r.t. genislemesidir;
b) w, ¥ degerlendirmesinin r.t. genislemesidir;

) =TIy, My = {w(x —a) | a € K } kiimesi I} i¢inde smirlidir ve iist sinir1

kendi iginde kalir.[8]

Kanit: (a=b):

ke
cebirsel genisleme
ks k.,
cebirsel genislem(\
ky
Sekil 4.3

Sekil 4.3 den de anlasilacag: tizere ky; /k; Ve ky,/k,, genislemelerinden herhangi
birinin transandant olmasi durumunda kg /k,, genislemesi de transandant olacagindan

digerinin de transandant olacagi aciktir.

(b=c): w, ¥ degerlendirmesinin r.t. genislemesi ise 4.1.11. Onermeden w
degerlendirmesi inf, ¥ ve bir (a,¥) € K X[, ciftiyle tammhdir. Yani her
f(x) =apta,(x —a) + -+ a,(x —a)* € K[x] igin

w(f(0) = inf (v(a;) +iy)
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bi¢imindedir. 7(a;) , y € I} oldugundan I; S I olur. I; € [y oldugundan I; = [ dir.
w(x — a) =y oldugundan y € My ve sup My = y olur. Ger¢ekten her f € K icin
wkx—-pB)=wkx—a+a—p)=inf(y,7(ed —B)) oldugundan T(a—p) <y ise
wx—p) <y veegery <v(a—p)ise (B,y) €K XTI} cifti de w degerlendirmesini
tanimlayacagimdan dolayr w(x — ) = y olur. Yani her 8 € K i¢in w(x — B) < y dur.
(c=h): w(x —a) =y = sup My olacak sekilde a € K secelim. [} =TI}

oldugundan w(x — @) = ¥y = #(d) olacak bicimde d € K vardir ve w (?) = 0 olur.

t = (?) trans/k; dir. Eger t ceb/ky olsaydi, k; cebirsel kapali oldugundan
t € ky olurdu. O zaman ©#(a) = 0,a* =t olacak sekilde bir a € K bulunurdu. Bu
X—a

durumda (?— a) = 0" oldugundan (T_ a), Oy degerlendirme halkasinin tek

maksimal idealinin elemani olur ve

v_v(x;a—a)>0

wkx—(a+ad)) >w(d)=v(d) =y
olup y = sup My olmasi ile gelisirdi.

4.1.16. Tamim: 4.1.10. Teoremdeki gosterimler altinda K;, K € K; € K sartim

saglayan bir cisim, v; v degerlendirmesinin K; cismine kisitlanisi ve [, vy
degerlendirmesinin deger grubu olmak lizere y € [ igin ey € [, sartini saglayan en

kiiglik dogal say1 e = e(y, K;) ile gosterilir.[8]

4.1.17. Teorem: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi ve w v

degerlendirmesinin K (x) cismine bir r.t. genislemesi olmak iizere asagidaki ifadeleri

saglayan ve w degerlendirmesini tanimlayan bir (a, §) € K X I} ¢ifti vardur.
a) [K(a):K] =nise deg g(x) < nolan her g(x) € K[x] polinomu i¢in

w(g(x)) = 7(g(a))

esitligi saglanir.
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b) Irr (a,K) = f(x), w(f(x)) =y ve e = e(y,K(a)) olmak iizere r = f¢/I,
w(r) = 0 ve r* trans/k, olacak bigimde bir [(x) € K[x], degl < n polinomu vardir.

r*, k,, lizerinde tansandant olan en kiigiik dereceli elemandir.
C) Ulk(a) = Ve olmak iizere
deg(w/v) =n-e(y,K(a))
Ly =1L, + Ly
e(w/v) = e(ve/v) - e(y,K(a))
esitlikleri saglanir.
d) ky,, ky, cisminin k,, cismi i¢indeki cebirsel kapanisidir ve
ky = ky, ()
fw/v) = f(ve/v)
esitlikleri saglanir.[8]

Kamt: w degerlendirmesini tanimlayan minimal ¢ift (a, &) € K X I;; olsun.

a € K elemaninin minimal polinomu Irr (@, K) = f(x) = Ng(a)(x)/kx) (x — ) olur.
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Kx) w

K 7
Kx) w
K(a) v, /
K v
Sekil 4.4

a) g(x) € K[x] ve deg g(x) = m < n olsun. B4, B, ..., Bm g(x) polinomunun
K cismindeki kokleri olmak iizere g(x) = a[[%,(x — B;) yazabiliriz. Her 1 <i<m

icin [K(B;): K] < m < n ve (a, §) minimal ¢ift oldugundan v(a — ;) < 6 dir.
w(x —B) =w(x —a+a—p;)=inf(8,v(a — ;) = v(a — B;) ve buradan da

w(g(x)) =wall™(x — B)) = v(all(a — B)) = #(g(a)) elde edilir.
g(x) € K[x]vedeg g(x) <nise g(x)*ceb/k, dir.

b) e-y €[5, oldugundan ey = e w(f) =w(f®) €L, dir. Yinee-y €[,
oldugundan ey = #(l(a)) = w(l(x)) olacak bigimde bir I(x) € K[x], degl <n

polinomu vardir. O zaman w(f¢) = w(l) ve w(f€/1) = 0 olur.

Simdi r = f¢/l olmak lizere r* elemaninin k, tizerinde transandant olup
olmadig1 kontrol edilecek. f(x) =[IL,(x —a;), ay =a f(x) polinomunun K(x)
cisminde birinci dereceden asal carpanlarma ayrilist olsun. Her 1 <i <n i¢in

w(x — a;) = 7(d;) olacak bigimde d; € K segilsin ve d =d; -d, - ...-d, olsun. O

zaman her 1<i<n icin w(ﬂ) =0 ve w(§)=o olur. 4.1.15. Onerme’nin

14
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kanitindan (x;al) trans/k; oldugunu biliyoruz. Bundan dolay: (5) trans/k, ve
1

(Z—:) trans/k, olur. Ek olarak (a) min kamtindan deg (l/d®) <n oldugundan

(l/d¢)*ceb/k, olur ve

trans [k,

= (ﬁ) _(f¢/d® " _(fe/d%)
- \1) \l/de ) (/de)*

oldugu gortiliir.

©) g(x) €K[x], degg<m-e olsun. g(x)=go+gif + -+ gerf*",
0<i<e-—1icing; € K[x],degg; < n bicimindedir. e = e(y, K(a)) dogal sayisinin
tanimindan g(x) polinomunun her terimi w degerlendirmesi altinda farkli degerler

alacagindan dolay1
w(g) = inf(w(g:f")) = inf(w(g) + iw(f)) = inf(#(gi(a) + i)
bi¢imindedir.

u= % € K(x), degu <n-e olsun. O zaman degg, degh < n-e olmalidir.

Her0 <i<e-—1ligindegg;, degh; < n olmak iizere u fonksiyonu

_9_90 +gif o Gen !
h h0+h1f+“‘+he_1fe_1

bi¢iminde yazilsin. w(u) = 0 ise

w(w) =w(F) = wig) —wh) =

Y _inf (w(gif*) - ocimf_ (wilyf N =0

0

olur ve yine e = e(y, K(a)) dogal sayisinin tanimindan bu esitligi saglayan yalniz bir
0 < iy < e —1 indeksi vardir. O zaman w(g) = w(h) = (w(g;,f")) = (w(h;,f")),

w(u) = W(gio/hl-o) =0 ve u"= (gl-o/hio)* olur. Dolayisiyla deg (g;,/hi,) <n
oldugundan u*ceb/k, dir. Yani segilen u(x) € K(x), degu <n-e polinomu k,
tizerinde cebirseldir. Dolayisiyla r*, k, lizerinde tansandant olan en kii¢iik dereceli

elemandir ve

deg(w/v) =degr =degf¢/l = max{degf€ degl} =n-e =n-e(y,K(a)) olur.
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K(x)/K(r) genislemesi digstiniilsiin. [K(x):K(r)] =n-e oldugundan bir
u€K(x) elemam  u=1uy(r) + u (r)x + -+ Uy (Mx™L, w(r) EK()
bi¢iminde yazilabilir. g;(r), h(r) € K[r] olmak tizere u;(r) = g;(r)/h(r) olsun. O

Zaman

_ 90(7”) + gl(r)x + et gn-e—l(r)xn.e_l

u(x) )

olur ve u(x) elemaninin paymi r degiskeninin kuvvetlerine bagh olarak

u(x) = to(x)+t1(x’3(rr+)~~+ts(x)r .

her 0 <i < sigindegt;(x) < n- e bigiminde yazilsin. Burada
w(ty + tyr + -+ + t,r®) = inf; w(t;) 4.2)

olmasi i¢in inf; w(t;) = w(t;,) olacak bigimde yalmz bir 0 < i, < s indeksi olmalidir.

Aksi takdirde

irilfw(ti) =w(t;,) =w(ty,)

olacak bi¢imde en az iki tane iy, < i; indeksleri olsaydi (4.1) denkleminden

ty t . ti. . t
hut !t = t—°+t—1r oo g Ll p g Eps

ip ip io ip

olurdu. w(hut; ') > 0 oldugundan

(t_O)* + <t_1)*r* 4o ()0 4t (Zl_1>* ()i + e+ (tt_s>* (r*)s = 0 dur.

tig tig io io

lo

Fakat her 0 < i < s i¢in (i) ceb [k, ve (Zl—1> # 0 oldugundan r*ceb/k, olur ki bu
io

bir celigskidir. O zaman (4.2) denklemini saglayan tek bir i, indeksi vardir ve (4.2)
gergeklenir. degt;(x) <n-e oldugundan w(t;) € I, + Zy olur. Ek olarak (4.1)

denkleminde h(r) = ag + a7 + -+ + a,,,vr™ € K[r] i¢in

w(h(r)) = inf(w(a;r) = inf(w(a;) + iw(r))) = inf(v(a;))
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olur. Buradan da w(h(r)) € I, € I,,_ + Zy olur. O zaman

w(w) = inf(w(t;) —w(h()) € L, +Zy

ve [, €I, +Zy saglanir. w degerlendirmesinin tanimlanis biciminden de
L, +Zy €T, oldugu aciktir. Buradan da [, =1, +Zy olur ve
e(w/v) =e(v,/v) - e(y,K(a)) saglanir.

d) k,, k, cisminin k,, cismi icindeki cebirsel kapanisi olmak iizere k,, < k,

oldugu aciktir. k, €k, oldugunu gdstermek icin her h(x) € K[x],degh <n ve

ﬁ(h(x)) = 0 i¢in h(x)" € k,,, oldugu gosterilecek. (a) dan

w(h(x)) = ?(h(@)) = vu(h(2)) =0

oldugunu biliyoruz. h(x) = [[;Z,(x — B;),m <n olsun. (a,8) , W degerlendirmesini

tanimlayan minimal ¢ift oldugundan
wx—p) =v(a—pB) <wx—a)=94

0<w (35 =7 (=5 1)
(=) =1
(i) =1

ve h(x)* = h(a)* denklemi elde edilir. Yani h(x)* € k,,_ Ve k, S k,,_ dir. O zaman

ky = ky,

esitligi elde edilir. [ k,: k] = [k, : k] oldugundan

fWw/v) = f(ve/v)

saglanir. k, = k,, oldugundan da k,, = k,, (") oldugu goriiliir.
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4.1.18. Sonue¢: 4.1.17. Teorem’deki gosterimler altinda, ayni teoremin

kanitindan asagidaki sonuglara ulagilabilir:
a) h(r) = ag + ;7 + -+ + apr™ € K[r] igin w(h(r)) = il;;f(v(ai)) dir.
b) g(x) € K[x], deg g(x) < nigin v_v(g(x)) = v(g(a)) olur.
c) g(x) € K[x],degg < n - e polinomunu

g0 = go(®) + g1 ()f () + -+ + Ge—1 () f ()7

0<i<e-—1i¢ing; € K[x],degg; < n bigiminde yazilabilir ve
w(g) = irilf(ﬁ(gi(a) + iy) dur.
d) u € K(x) fonksiyonu (¢) nin kanitindaki gosterimler altinda yazilirsa
w(w) = inf(w(t;) —w(h(r)))
esitligi saglanir.

41.19. Tamm: w,y,l,r", v, f ve e= e(y,K(a)) 4.1.17. Teoremde

tanimlandiklar1 gibi olmak iizere
Gr) =ug+ur™ + -+ Uy )™+ (r)" € ky [17]
monik polinomu segilsin.
) w(g) = mey
iil)degg = medegf
- g * _
i) (ﬁ) =G
kosullarin1  saglayan g(x) € K[x] polinomu G(r*) polinomunun K[x] e, w

degerlendirmesine gore liftingi olarak adlandirilir. G(r*) # 0 asal bir polinom ise

liftingi olan g(x) polinomu da asaldir.[13]
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4.2. K cisminin Degerlendirmelerinin K(x) Cismine Rezidiil Cebirsel

Genislemeleri

4.2.1. Tammm: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi, w v

degerlendirmesinin K(x) cismine bir genislemesi, v ve w degerlendirmelerinin rezidii
cisimleri sirasiyla k,, ve k,, olmak iizere k,,/k, genislemesi cebirsel genisleme ise w

degerlendirmesi, v degerlendirmesinin K(x) cismine rezidil cebirsel (r.c.)

genislemesidir denir.[10]

4.2.2. Tammm: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi, w v

degerlendirmesinin K (x) cismine bir r.c. genislemesi, v ve w degerlendirmelerinin
deger gruplan sirasiyla I, ve I;, olmak tizere [, /I;, grubunun her elemaninin mertebesi
sonlu ise yani I, /I, torsion grup ise w v degerlendirmesinin K (x) cismine bir rezidiil

cebirsel torsion (r.c.t.) genislemesi olarak adlandirilir. Bu durumda v v

degerlendirmesinin K cismine genislemesi ve I; ¥ degerlendirmesinin deger grubu

olmak tizere I, € I, € I} saglanir.[10]

4.2.3. Tanim: w; ve w, bir K cisminin v degerlendirmesinin K (x) cismine iKi

r.t. genislemesi olmak tizere K (x) cisminin r.t. genislemeleri arasinda
w1 < w, © Vf(x) € K[x] igin wy(f (%)) < wo(f(x))
bi¢iminde tanimlanan “<” bagintisi bir siralama bagintisidir.

Ayni degerlendirmeler arasinda
wy <w, ©wy Swyvedf(x) €K[x] 3 wi(f(x)) < wy(f (%))
bi¢iminde tanimlanan “<” bagntis1 da tanimlanir.[10]

4.2.4. Onerme: w, ve w, bir K cebirsel kapali cisminin v degerlendirmesinin

K(x) cismine sirasiyla (a4, 8;),(a,, 6,) € K X I;; ¢iftleri ile tamimlanan iki r.t.

genislemesi olsun.
a) W]_ S WZ [—4 61 S 62 ve 61 S U(a1 —_ az),

b)W1<W2®51<52ve51Sv(a1—a2)
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kosullar1 saglanir.[10]
Kanit: a) W4 < Wy O|Sun Wl(x - a’l) = 61 ve Wy (x - az) = 62 dII’

Wl(x - al) = 51 < Wz(x - al) = Wz(x —ay + a, — al) = lnf(dz, v(al - az)) Olur

Buradan da 6; < 6, ve §; < v(a, — a,) elde edilir.

Tersine; 6; < J, ve §; < v(a; —ay) olsun. Bu durumda (a,,d,) ¢ifti de wy

degerlendirmesini tanimlar. Her f(x) € K[x] polinomu
f) =bg+bi(x —az) + -+ by(x — a)"
biciminde yazilirsa

w1 (f () = inf(u(by) + i)

wy(f(x)) = irl_lf(v(bl-) +i6,)

ve §; < &, oldugundan wy (f(x)) < w,(f(x)) olur.

b) Wq < Wy O|Sun wq < Wy Oldugundan 61 < 62 ve 61 < V(al - az) Saglanlr.
w; < w, oldugundan wy(f(x)) < Wz(f (x)) olacak bi¢imde f(x) € K[x] vardur.

(a,, 61) cifti de wy degerlendirmesini tanimlar ve f(x) € K[x] polinomunu
f(x) = by + by (x — az) + -+ bp(x — az)"

biciminde yazilirsa
w1 (f(x)) = inf(u(by) + i)
wa(f () = inf(v(by) + i8,)

oldugundan §; < §, saglanir.

Tersine; §; < 8, ve §; < v(a; — ay) olsun. Bu durumda w; < w, saglanir ve

(a,, 8,) ¢ifti de wy degerlendirmesini tanimlar.

wi(x —ay) =6 <wp(x —ay) =6,
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oldugundan w;(g(x)) < w,(g(x)) olacak bi¢imde bir g(x) = x —a, € K[x]

polinomu bulunabilir. Yani w; < w, dir.

4.2.5. Tammm: [ iyi sirali sonsuz bir kiime, (w;);g; bir K cisminin v

degerlendirmesinin K (x) cismine r.t. genislemelerinin bir kiimesi olmak iizere i,j € [
ve i < jigin w; < w; oluyorsa (w;);e; kiimesine v degerlendirmesinin K (x) cismine r.t.

geniglemelerinin bir sirali sistemi denir.[10]

3.2.6. Tanim: (w;);¢; bir K cisminin v degerlendirmesinin K (x) cismine r.t.

genislemelerinin bir siral1 sistemi olmak iizere her f(x) € K[x] igin
w(f(x)) = sup(w;(f (x)))
l

bi¢giminde tanimlanan w, K(x) cisminin v degerlendirmesinin genislemesi olan bir
degerlendirmesidir ve (w;);¢; swrali sisteminin limiti olarak adlandirilir. w, v

degerlendirmesinin r.t. genislemesi olmayabilir.[10]

4.2.7. Sonuc: (w;);e; bir K cebirsel kapali cisminin v degerlendirmesinin K (x)
cismine r.t. genislemelerinin bir sirali sistemi ve (a;, §;) € K X I,, w; degerlendirmesini

tanimlayan minimal ¢ift olmak tizere her i,j € I ve i < j igin
6i < 5] Ve 51' < U(ai - aj)
saglanir.[10]

4.2.8. Onerme: (w;);c; bir K cebirsel kapali cisminin v degerlendirmesinin

K (x) cismine r.t. genislemelerinin bir sirali sistemi ve w, (w;);¢; sirali sisteminin limiti
olmak iizere w degerlendirmesinin, v degerlendirmesinin r.t. geniglemesi olmasi igin
gerek ve yeter kosul her i €1 i¢in 6; < v(a—a;) olacak bicimde bir a € K
bulunmasidir.[10]

Kanmit: w,v degerlendirmesinin r.t. geniglemesi ve (a,80) EKXI[; w
degerlendirmesini tanimlayan minimal ¢ift olsun. Her i € I i¢in w; < w oldugundan

6; < 6ved; <v(a; — a)saglanir.

§ =w(x —a) = sup; wi(x — a) = sup; w;(x —a; + a; — a)
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= sup (inf(c?l-,v(al- — a))) = sup §;

6 = sup 6; ve § = sup 6; < v(a — q;) oldugundan (a,d) ve (a;, sup 6;) siftleri ayni
i i i
degerlendirmeyi tanimlar ve (a;, sup ;) ciftiyle tanimlanan degerlendirme v nin r.t.
i

genislemesi oldugundan w de r.t. genislemedir.

Tersine; her i €I ig¢in §; < v(a — a;) olacak bi¢imde bir a € K bulunsun.

é = sup 6; ve w, (a, 6) ciftiyle tanimlanan degerlendirme olsun. O zaman w = sup; w;
i

olur yani w degerlendirmesi v nin bir r.t. genislemesidir.

4.2.9. Onerme: (w;);c; bir K cebirsel kapali cisminin v degerlendirmesinin

K (x) cismine r.t. genislemelerinin bir sirali sistemi ve w, (w;);¢; sirali sisteminin limiti
olmak tizere w degerlendirmesinin, v nin r.t. genislemesi olmamasi igin gerek ve yeter

kosul her a € K i¢in w;(x — a) < 6; olacak bi¢gimde bir i € I bulunmasidir.[10]

Kamt: w = sup; w; ve w, v degerlendirmesinin r.t. genislemesi olmasin. 4.1.15.
Onerme’den M, = {w(x —b) | b € K} €I, kiimesi ya smirli degildir ya da smirh
fakat supM,, &€ M,, dir. a € K olsun. Her iki durumda da w(x — a) < w(x — b) olacak
bi¢imde bir b € K vardir.

w; rt  genisleme oldugundan M,, ={w;(x—b)|b€K}C T, kiimesi

stnirhdir ve supM,,, = wi(x — a;) = §; € M, dir.
w(x — b) = sup; w;(x — b) oldugundan

w(x —a) <w(x—b) =w;(x —b) <8; olacak bigimde bir i €I vardir. Yani

w(x — a) < §; olacak bi¢gimde bir i € I vardir.

Tersine; a €K ve w(x—a)=sup;w;(x —a)=wj(x —a), jE€I olsun.

Hipotezden w(x — a) = w;(x — a) < §; olacak bi¢imde bir j € I vardr.

w degerlendirmesi, v nin bir r.t. genislemesi ve (a,d), w degerlendirmesini
tanimlayan minimal ¢ift olsun. O zaman M, ={w(x —b)|b € K} < I, kiimesi

sinirlidir ve sup M,, = § € M,, olur.
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Her i € I i¢in w; < w oldugundan wj(x —a;) =6 < w(x —a;) < w(x —a)
yani §; < w(x — a) olur ki bu bir ¢eliskidir. O zaman w degerlendirmesi v nin bir r.t.

genislemesi degildir.

4.2.10. Teorem: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi, K K cisminin

cebirsel kapanisi, 7 v degerlendirmesinin K cismine genislemesi ve (W;);e; ¥
degerlendirmesinin K (x) cismine r.t. genislemelerinin siral sistemi olsun. Her i € I i¢in
(a;,6;,) € K XI;, w; degerlendirmesini tamimlayan minimal ¢ift, w; Ww;
degerlendirmesinin K (x) cismine kisitlanisi ve v; ¥ degerlendirmesinin K(a;) cismine

kisitlanisi olsun.

a) (W;);e; v degerlendirmesinin K(x) cismine r.t. genislemelerinin bir sirali

sistemidir.

b) Her i €I igin v; degerlendirmesinin rezidii cismi k,, ve deger grubu I,

olmak tizere her i,j € I ve i <ji¢in k, & kvj vel, < I v saglanir.

C) W = sup; w; olsun. w, v degerlendirmesinin K(x) cismine r.t. genislemesi

degilse w = sup; w; , ky, = U; ky, ve I, = U; [, saglanir.[10]

Kamt: a) [rr(a;, K) = f; olsun. degf =n; = [K(a;): K] dir. Her i <j igin
w; < w; oldugundan w; < w; ve w; < w; saglanir. Fakat w; = w; olsaydi 6; = §; olup

celiski olurdu. Yani w; < w; dir.

Ayrica (a;,6;) minimal ¢ift oldugundan i <j i¢in §; < v(a;—a;) dir. Bu
durumda (a;, 6;) ve (aj, 6;) aym degerlendirmeyi tanimlar fakat (a;, §;) minimal ¢ift

oldugundan [K (a;): K] < [K(a;): K] olur ve n; < n; saglanir.

b) c € K(a;),c = f(a;), f(x) € K[x],n = degf <mn; olsun. n < n; < n; ve w;
v nin bir r.t. genislemesi oldugundan 4.1.17. Teorem (a) dan w;(f(x)) = v(f(a;)) =

v(f (a;)) olur. O zaman

vi(e) = vi(f(a)) = 7(f(a)) = v(f (@) = v;(f(a))

esitliginden I,; € I, oldugu goriliir. Burada v;(c) = 0ise v;j(f(a;)) = 0 olur.

68



by, by, ..., b, f polinomunun K cismindeki kokleri olsun. (a;, §;) minimal ¢ift
oldugundan f polinomunun her b, 1<t <n koki i¢in ©¥(a; —b;) <3§; olur.
v(a; — b)) = v(aj — by) = v(d,) olacak bigimde bir d, € K secelim. Bu durumda
v((a; — by)/de) = v((a; — by)/d¢) = 0 olur. (a) dan 6; < v(a;—a;) saglandigindan
dolayr v((a; — a;)/(a; — b;)) > 0 olur ve

(4 —ai\  _ aj — b, s (aj_bt)/dt
0<v(ai_bt)_v<ai_bt_1)_v<(ai_bt)/dt_1>

saglanir. Yani 1 < t < nicin ((a; — be)/dy)" = ((a; — by)/d¢)",

T (- b/d)

L@ =sy7ay =1

fla)” _ (f(a,-))* _ (17 (e = b)/dy)
fay’

fa) ~\Ll@=bo7d)
ve f(a;)" = f(a;)" € ky olur. Yani ¢* € k,,, iginc* € ky, olurve k,, < ky, dir.

C) w=sup;w; oldugundan w = sup;w; oldugu agiktir ve w, U
degerlendirmesinin r.t. genislemesi olmadigindan w de v degerlendirmesinin bir r.t.

genislemesi degildir.

f(x) € K[x],n =degf <mn; ve by, by, .., b, f polinomunun K cismindeki
kokleri olsun. (a;, §;) minimal ¢ift oldugundan f polinomunun her b;, 1 < t < n koki
icin v(a; — b;) < &; olur, buradan w(x — b;) = w(x —a; + a; — b;) = v(a; — b;) ve
w(f(x)) =w(f(x)) = v(f(a;)) = v;(f(a;)). Bu esitlikten [, € I, oldugu goriiliir. O
zaman v;(f(a;)) = 0 ise w(f(x)) = 0 ve b nin kanitindan f(x)* = f(a;)" saglanir.
Dolayisiyla k,,, < k,, olur. O halde U; k,,, € k,, ve U; [;,, € I, dur.

r(x) = f(x)/g(x) € K(x), by, by, ...,b, V& Cq,Cq,...,Cy SiTasiyla f ve g
polinomlarinin K cismindeki kékleri olsun. w, ¥ degerlendirmesinin bir r.t. genislemesi
olmadigindan her by, c; €K, 1<t<n1<s<m i¢in w(x—b)<¥s Ve

w(x — ¢g) < 6; olacak bigimde bir i € I vardir.
v(a; — b)) =w(a; —x+x—b;) =w(x — by)

v(a;—c) =wla; —x+x—c5) =w(x —cy)
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oldugundan w(f (x)) = v(f(a;)), w(g(x)) = v(g(a;)) ve
v(r(a)) = vi(r(a)) = w(r(x))

esitlikleri saglamir ve I, € I, oldugu gériiliir. Burada w(r(x)) = 0 ise v;(r(a;)) =0
dir ve yukaridaki bigimde 7(x)* = r(a;)* olur. Yani r(x)" € k,, ve k,, € k,, olur. O
zaman k,, € U;k,, ve I, < U;[;, olur. Dolaysiyla k,, = U;k,, ve [, =U;[,

saglanir.

4.2.11. Onerme: w, K cisminin v degerlendirmesinin K(x) cismine r.c.t.

genislemesi olsun. K cebirsel kapali ise w, v degerlendirmesinin bir immediate

genislemesidir.[10]

Kamt: w, K cisminin v degerlendirmesinin K (x) cismine bir r.c.t. geniglemesi
oldugundan dolay1 I;, € I, € I; ve K cebirsel kapali oldugundan I;, = [3; olur ve bu

durumda I;, = I, olmak zorundadir.

K cebirsel kapali oldugundan k,, cismi de cebirsel kapahdir. k,, /k,, genislemesi

cebirsel oldugundan k,, = k,, dir.

4.2.12. Onerme: w, K cebirsel kapali cisminin v degerlendirmesinin K (x)

cismine bir r.c.t. genislemesi olsun. Bu durumda M,, = {w(x — a)| a € K } kiimesi ya
sinirh degildir ya da sinirh fakat supM,, € M,, dir. Ek olarak M,, tam sirali oldugundan
M,, kiimesini her w(x —a) € M, icin w(x —a) <6; ve ,j €1, i <j igin §; < §;
olacak bi¢imde bir {&; };¢; sirali alt kiimesi vardir. supM,, € M,, oldugundan I kiimesi
sonsuzdur. Her i € I i¢in w(x — a;) = §; olacak bi¢imde a; € Ksegelim ve w;, v
degerlendirmesinin K (x) cismine (a;, §;) ¢iftiyle tanimlanan r.t. genislemesi olsun. Bu

durumda;

a) {w; }ie;, v degerlendirmesinin K(x) cismine r.t. genislemelerinin bir sirali

sistemidir.
b) Her i € [ igin w; < w ve w = sup;¢; w; dir.[10]

Kamt: a) i,j €I, i <j olsun. Her b € K i¢in w;(x — b) < w;j(x — b) oldugu

gosterilecek.
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v(a; —a) =w(a; —a;) =w(a; —x+x—a;)
= min(w(a; — x),w(x — a;)) = w(a; — x) = 6; olur.
Her b € K igin w;(x — b) = inf(6;, v(a; — b)) ve w;(x — b) = inf(5;, v(a; — b)) olur.

v(aj — b) = v(a; — a; + a; — b) = inf(6;, v(a; — b)) = w;(x —b) ve buradan da
w;j(x — b) = inf(5;, v(a; — b)) = inf(6;, v(a; — b)) = w;(x —b) elde edilir. Yani

w; < wj; dir.
wi(x —a;) = 6; > wi(x — aj) = wi(x — a; + a; — a;) = inf(6;, v(a; — a;)) = 6;
olur. O halde x — a; € K[x] igin w; < w; dir.

b) b € K olsun.

w(x — b) = w(x — a; + a; — b) = inf(5;, v(a; — b)) = w;(x — b) olur. Yani her i € I

icin w; < w olur.

w(x — b) € M,, oldugundan w(x — b) < §; olacak bigimde i € I vardir ve bu
yizden w(x—-b)=w(x—a;+a;—b) = inf(Si, v(a; — b)) =v(a; — b) olur.
Buradan da wv(a; —b) =w(x—b) <6; elde edilir. (a) nin kamtinda da
w;(x — b) = inf(5;, v(a; — b)) oldugundan w;(x — b) = v(a; — b) olur. i < j ise (a)
mn  kanitindan ~ w;(x — b) = inf(§;, v(a; — b)) = inf(6;, v(a; — b)) = w;(x — b)
oldugundan  w;(x —b) = w;(x —b) = v(a; —b) =w(x—b) olur. O zaman

w = sup;e; w; dir.

4.2.13.  Onerme: 4.1.10. Teoremdeki  gosterimler altinda w, v

degerlendirmesinin  r.c.t genislemesi ise w de ¥ degerlendirmesinin r.c.t.

genislemesidir.[10]

4.2.14. Onerme: w, K cisminin bir v degerlendirmesinin K (x) cismine r.c.t.

geniglemesi olsun. O zaman v degerlendirmesinin K (x) cismine r.t. geniglemelerinin bir
{w;}ic; swrali sistemi vardir. Her i € I i¢in (a;,8;) € K X I;, w; degerlendirmesini
tamimlayan minimal ¢ift ve v;, K cisminin ¥ degerlendirmesinin K(a;) cismine

kisitlanis1 olmak iizere
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a)i,jEIli<jigink, S kvj vel,, ST,
b)w = sup; w; , ky, = Uiky, ve I, = U; [,
saglanir.[10]

Kamt: 4.2.13. Onerme’den w nin ¥ degerlendirmesinin r.c.t. genislemesi
oldugunu biliyoruz. 4.2.12. Onerme’den K cismi cebirsel kapali oldugunda v
degerlendirmesinin K(x) cismine r.t. genislemelerinin bir sirali sistemi oldugunu
biliyoruz. Son olarak 4.2.10. Teorem’den de ¥ degerlendirmesinin K(x) cismine r.t.
genislemelerinin bir {w;};¢; sirali sistemi varsa v degerlendirmesinin de K(x) cismine
bir {w;};¢; sirali sisteminin oldugunu ve w, ¥ degerlendirmesinin r.t. genislemesi
olmamasi durumunda yukarida verilen (a) ve (b) maddelerinin saglandigin1 goriiyoruz.

Yani bu 6nerme 4.2.12. Onerme ve 4.2.10. Teorem’in sonucudur.

4.2.15. Tammm: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi, w v

degerlendirmesinin K (x) cismine bir r.c. genislemesi, v ve w degerlendirmelerinin
deger gruplar sirasiyla I, ve I, olmak lizere I, /I;, grubunun en az bir serbest elemani
varsa yani I, /I, torsion grup degilse w v degerlendirmesinin K (x) cismine bir serbest

rezidiil cebirsel (S.r.c.) genislemesi olarak adlandirilir.[10]

Yani w, v degerlendirmesinin K(x) cismine bir s.r.c. genislemesi olmasi
durumunda I, /I, grubunun n € Z,n # 0 iken nd # 0 olacak bicimde en az bir §
elemani vardir. Bu da [, grubunun Z&§ N T, = {0} olacak bi¢imde en az bir &

elemaninin oldugu anlamina gelir.[10]

v K cisminin ranki 1 olan ayrik bir degerlendirmesi, u v degerlendirmesinin
K(x) cismine ranki 2 olan genislemesi ve 0, u degerlendirmesinin degerlendirme
halkasi olsun. Bu durumda O, halkasinin (0) dan farkli (0) € M,, < M, olacak
bigimde iki asal ideali vardir. O, halkasinin M,, idealinin tlimleyenine gore kesir
halkas1 0,,, ise K(x) 2 0,,, 2 0, saglanir. K(x) cisminin 0,, halkasma karsilik gelen
degerlendirmesi w; olsun. w, de k,, = 0, /M, cisminin 0,/M,, degerlendirme
halkasma karsilik gelen degerlendirmesi olsun. Yukarida bahsedilen ranki 2 olan u

degerlendirmesini
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U=wqow,
veya her f(x) € K[x] igin

u(f(x)) = w1 (f (1), w2 (f(x)"))

bigiminde olusturacagiz. Yani u degerlendirmesi, t € K|[x], u(t) = (1,0) ise w,(t) =1

ve x € K|[x] ise

u(x) = (Wl(x)'WZ ((%)*)>

bigiminde tanimlanacaktir.[11]

Burada 0,,, halkasi ile K cisminin kesisimi incelenerek w; degerlendirmesinin
K cismi lizerinde nasil davrandigina goére 1. ve 2. tip serbest rezidiil cebirsel

genislemeler olusturulacaktir.

4.2.16. Tammm: Yukaridaki gosterimler altinda

0y, NK =K

olmasi durumunda elde edilen u degerlendirmesine v degerlendirmesinin K (x) cismine

1. tip serbest rezidiil genislemesi adi verilir ve bu genislemeler asagidaki gibi

tanimlanir:

Oy, NK = K ise w; degerlendirmesi K cismi iizerinde agikardir. Bu durumda
3.1.14. Teoreme gore w; ya asal, monik bir f(x) € K[x] polinomu ile tanimlanmistir
yani w; f(x) — adik degerlendirmedir ya da sonsuzdaki degerlendirmedir. Fakat w;
sonsuzdaki degerlendirme ise tim kavramlar f(x) = x durumu ile ayn1 olacagindan w;
degerlendirmesinin asal, monik bir f(x) € K[x] polinomu ile tanimlandig1 durumun

incelenmesi yeterli olacaktir.

Bu durumda I,,, = Z, 0,,, = K[x], M,,, = (f(x)) olur ve a, f(x) polinomunun

uygun bir kokii olmak tizere

ky, = 0y, /M, = K[x]/(f(x)) = K(a) olur.
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LI
Fwa(Fi)

)

v de, v degerlendirmesinin K(a) cismine her ( ) € k,, igin

wy ((,%EF)) ) = v'(F;(a)) bi¢giminde tanimlanan genislemesi olsun.
Her F = Fy + F,f + Ff?+ -+ E,f" € K[x],0 < i < n, degF; < degf
icin

u(F) = inf u(FifY) = inf (u(F) + i - u(f))

= ing ( (e () )+ - (menm ()

= inf((0,v'(Fi(a)) +i-(1,0)) = inf(i,v'(Fi(a)) €ZX T,

veya
u(F) = inf; (Wl(F),WZ ((%) ))
bigimindedir.

I, grubunun j:I, — L, X[, her a€l, i¢in j(a) = (0,a) biciminde
tanimlanan j gommesi altindaki gorintii kiimesi lexicographically sirali I3, X I,

grubunun bir alt grubudur.[11]

Sekil 4.5
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4.2.17. Tammm: Yukaridaki gosterimler altinda

0,, NK =0,

olmasi durumunda elde edilen u degerlendirmesine v degerlendirmesinin K (x) cismine

2. tip serbest rezidiil genislemesi adi verilir ve bu genislemeler asagidaki gibi

tanimlanir:;

Ow,NK =0, ise w; v degerlendirmesinin K(x) cismine genislemesidir.
Aynica M, NK=M,, O,nK=0, ve M,nK=M, olur. 0, =0,/M,, Ve
k, = 0,/M, dir. 0,, Nnk,=k, oldugundan k, =0, /M, cisminin w,
degerlendirmesi k, cismi {izerinde asikardir. Bundan dolay1 k,, /k, genislemesi
transandant bir genislemedir ve w; v degerlendirmesinin K(x) cismine bir r.t.
geniglemesidir. Bu durumda w; bir (a,§) € K X QI;, minimal ¢iftiyle tanimlanmstir.
Irr (a,K) = f(x), wi(f(x))=y ve e=e(y,K(a)) olmak iizere r=f¢/h,
w;(r) = 0 ve r* trans/k, olacak bi¢imde bir h(x) € K[x], degh < degf polinomu
vardir. wy(h(x)) = ey olur. v,, v degerlendirmesinin K(a) cismine genislemesi
olmak iizere k,, k, cisminin k,, cismi i¢indeki cebirsel kapamsidir ve k,, =k, (")

bicimindedir. r* eleman k,, izerinde tansandant olan en kii¢iik dereceli elemandir.

w, degerlendirmesi k,, lizerinde asikar oldugundan k., cismi iizerinde de
asikardir. Bu ylizden asal, monik bir G(r") € k, [r*] polinomuyla tanimlanmistir.
Gr*) =ug +wr*+ -+ up_ 7™+ 7™ ve g(x) € K[x], G(r*) polinomunun

liftingi olsun.

Her F =Fy+ Fig + F,g%> + -+ F,g° € K[x],0 < i < 5, degF; < degg
i¢cin
u(F) = iT;f u(Fig") = ifl}f(u(Fi) +i-u(g))

— infy (o (@ (%)) )

= inf,( Wy (F),0) +i-(m-e y,w,(G)))
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= infi((wy(F),0)+i-(m-e-y,1))
=infi( wy(F)+i-m-e'y,i )€, XL
bi¢imindedir.

L, grubunun j:I, — L, XTI, , her a €, i¢in j(a)= (a,0) biciminde
tanimlanan j gommesi altindaki goriinti kiimesi lexicographically sirali I, XTI,

grubunun alt grubudur.

w, degerlendirmesi k,, lizerinde asikar oldugundan ¢, G(r") € ky, [r7]

polinomunun uygun bir kokii olmak iizere k,,, = k, (c) bicimindedir.[11]

41 w»

K(x)——>kw, = ky, (") —> ky, = Ky(0)

K(a)
\ )
>k,

Sekil 4.6

4.1.18. Ornek: v, Q cisminin asikar olmayan bir degerlendirmesi ve w;, Q(x)

cisminin (x? + 1) —adik degerlendirmesi olsun.
ky, = Oy, /My, = Q[x]/(x* +1) = Q(i), i € Colur.

p: Oy, — ky,, dogal homomorfizma olsun.

@ ky, — Qi) herp (g(x)) € ky,,g(i) # 0 igin ¢ ( p (g(x))> =350 ile tanimlanan

@, bir izomorfizmadir.
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V', v degerlendirmesinin Q(i) cismine deger grubu I, olan bir genislemesi

olmak iizere her p (g (x)) € ky, igin w, <p (g (x))> =v (g (i)) ile tanimhi w, dontistimi

k., cisminin v degerlendirmesinin genislemesi olan bir degerlendirmesidir.
f=@?+1)™70. £ olsun.

u(f () = Wi (f ), wo(p(f (x))) = (w1 (f(0), V' (F())) € Z X T,
bi¢ciminde tanimlanan u, v degerlendirmesinin Q(x) cismine ranki 2 olan 1. tip serbest

rezidiil cebirsel genislemesidir.[12]

3_

Omegin; f(x) = (x? + 1)*- == € Q(x) igin

i-1

u(f(x) = (4,17’ (_l?)) € Z x I, dir.
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BOLUM 5

DEGERLENDIRILMIiS CISIMLERDE BAZI ASALLIK
KRITERLERI

5.1. Tamim: K bir cisim, K K cisminin bir cebirsel kapanisi, v K cisminin bir
degerlendirmesi ve ¥, v degerlendirmesinin K cismine bir genislemesi olmak iizere K

cisminin elemanlarindan olusan (8, @) ikilisi
i) degf > dega ([K(6):K] > [K(a):K])
i) B € KvedegB < degf icinv(6 — B) < v(0 — a)
iii)y € K vedegy < degai¢cin5(8 —y) < (0 — a)

kosullarmi sagliyorsa (8, &) ikilisine bir seckin ikili ad1 verilir. Diger bir deyisle @ € K
icin 7(8 — a) = sup{v(8 — B) | B € K, degf < degb} ise (6, a) ikilisine bir seckin
ikili ad1 denir.[13]

5.2. Sonu¢: 5.1. Tamimi’ndaki gosterimler altinda ©(0 —a) =6 ise
(a, ) € K x I ikilisi bir minimal ¢ifttir.

Kamt: (6,a) seckin ikili oldugundan B € K, ©(a—B) = v(6 —a) iken
degB = dega yani [K(B): K] = [K(«): K] olur. O zaman (a, §) minimal gifttir.
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5.3. Tamm: 0 = 6,,6,, ...,0, € K olmak iizere her 0 < i <7 — 1 i¢in (6;,0;41)
seckin ikili ve 6, € K ise (6 = 0,,6,, ...,0,) zincirine 8 nin r uzunlugunda doymus
seckin zinciri ad1 verilir.[13]

5.4. Teorem: (8 =60,,04,..,8,) ve (8 =1ny0..,10s), K cisminin

elemanlarindan olusan iki segkin zincir, I'(K) K cisminin v degerlendirmesinin deger

grubu ve k,, v degerlendirmesinin K (6) cismine vg genislemesinin rezidii cismi olmak

iizere
)r=s
ii)1<i<ricin[K(8):K]=[K(n;):K]
i) 1 <i<ricin"(K(6,)) =T (K@)

V)1<i<rignk,, = ky,

VIl<i<r-1igink,, 1kag_
i+ 14

V)1 <i<r—1igin I(K(6:11)) € I'(K(8))
saglanir.[14]

1995 yilinda N. Popescu ve A. Zaharescu yaptiklari ¢alismada K cisminin ayrik
ve ranki 1 olan bir degerlendirmeye gore tam olmasi durumunda her 6 € K eleman igin
bir doymus seckin zincir bulundugunu kanitlamiglardir. 2005 yilinda da S. K. Khanduja
ve K. Aghigh v degerlendirmesinin Henselian ve herhangi rankli olmas1 durumunda bir
0 € K eleman1 icin doymus seckin zincir bulunmasi igin gerek ve yeter kosulun

[K(0):K] = e f (hatasiz genisleme) oldugunu gostermislerdir.

5.5. Tammm: v K cisminin herhangi rankli Henselian bir degerlendirmesi, a € K

ve a ayr/K olmak iizere
wig(a) =max{v(a —a') | a’' vea K — eslenik,a # a' }

bigiminde tanimlanan wg (@), a elemaninin Krasner Sabiti olarak adlandirilir.[13]
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5.6. Lemma: (Krasner’s Lemma) v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi,
a €K ve aayr/K olmak iizere f € K ve v(a—B) > wx(a) ise K(a) S K(B)
olur.[14]

5.7. Tammm: K /F cebirsel genisleme, v F cisminin bir degerlendirmesi ve w K
cisminin v nin geniglemesi olan bir degerlendirmesi olmak iizere [K: F] = [[},: [},] ise

K /F genislemesine tamamiyla dallanmis genisleme adi verilir.[14]

58. Lemma: P(x)=a,x®+ ape_1x° 1 +a,_,x2+--+a;x+a, bir

polinom ve 6,,60,,...,8, bu polinomun kokleri olmak tizere P(x) polinomunun

katsayilar1 ve kokleri arasinda

A,_
S, =6, +0,+ 40, =(-1) ==

e

Ae—2
52 = Z 6, 0; = (-1)*=
2 i J ( ) a,

1<i<j<e

Ao
S5 = Z 0,00, = (—1)3 =2

o Qe
1<i<j<k=<e

Ao
Sm = z 0,0, .0, =(-1m—"
. . . ae
1<i4<ip<--<ip=<e
Se =016yt = (=1)°=2

bagintilar1 saglanir.

5.9. Tanim: (Eisenstein Asallik Kriteri)

F(x) = apx® + ae_1x 1 + -+ a;x + ay € Z[x] olmak iizere

ptae

i0<i<e—1liginp|a;

80



i) p% t a,
olacak bi¢cimde bir p asal sayisi bulunabiliyorsa F(x) polinomu Q cismi iizerinde

asaldir. Yukaridaki kosullar1 saglayan bir F(x) asal polinomuna p asal sayisina gore

Eisenstein _polinomu adi verilir. Bir polinomda Eisenstein asallik kriteri

uygulanamiyorsa F(x + 1) polinomunun asal olup olmadigina bakilip F(x)

polinomunun asallig1 hakkinda yargiya varilabilir.[ 14]

5.10. Ornek: p. cyclotomic polinomu diisiinelim.

p_
P(x)=xP 14+ xP 24 4x+1= xx—_ll polinomunda katsayilar1 bélen herhangi bir
asal sayr olmadigindan Eisenstein asallik  kriteri uygulanamaz. Fakat

P(x+1)=xP 1+ (i’)xp_z + -+ (pz:z) X+ (pfl)

_ (x+1)P-1

= Dot polinomu incelenirse

Eisenstein asallik kriterine gore P(x + 1) polinomunun asal oldugu gériiliir. Dolayistyla

P(x) = xP™1 + xP~2 4+ ...+ x + 1 polinomu da asaldur.

1906 yilinda Eisenstein Asallik Kriteri Gustave Dumas tarafindan asagidaki

sekilde genellenmistir.

5.11. Tanim: (Dumas Asallik Kriteri)

F(x) = apx® + ae_1x 1+ +a;x+ay €Z[x]olsun.p,0 < i<nver; EZ

icinp"t | a; (a; = 0ise r; = ) olacak bigimde bir asal say1 olsun.
i)r,=0
i)l1<i<e-—lign—t>=
iii) (ry,€) = 1

kosullar1 gergekleniyor ise F(x), Q cismi lizerinde asaldir.

F(x) = agx® 4+ ape_1x°" " + -+ a;x + ay € Z[x] polinomu i¢in v, p —adik

degerlendirme olmak iizere

i) vy(a) =0
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il1<i<e—1igin —v’;(:i) > —v”(ea")

iii) (vp(ao), e)=1

olacak bigimde bir p asal sayist bulunabiliyorsa F(x), Q cismi iizerinde asaldir. Bu ii¢

kosul yukaridaki {i¢ kosula denktir.[14]

Eisenstein Asallik Kriteri, Dumas Asallik Kriteri’'nin 1y = 1 i¢in 06zel bir

durumudur.

1997 yilinda Jayanti Saha ve Sudesh Kaur Khanduja, Dumas Asallik Kriterini

katsayilar1 herhangi bir K cisminden alinan polinomlar i¢in genellemislerdir.

5.12. Tammm: v K cisminin deger grubu Z olan bir degerlendirmesi olmak iizere

F(x)=x°+a,_1x*" 1+ -+ a;x + ay € K[x] polinomu

)0 <i<e—1igin2% > 5

ii) (v(ap),e) =1

kosullarini sagliyorsa K cismi lizerinde asaldir. Yukaridaki kosullar1 saglayan bir F(x)

asal polinomuna v degerlendirmesine gore Eisenstein-Dumas polinomu adi verilir.[14]

5.13. Ornek: v;: Q - Z U {0}, 3 —adik degerlendirme olsun.

F(x)=x*+ 175x3 —18x% + %x + 27 € Q[x] polinomu 5.12. Tamim’daki kosullari

saglar ve v3 degerlendirmesine gore bir Eisenstein-Dumas polinomudur.
5.14. Tanim: (Klasik Schonemann Asallik Kriteri)

F(x) € Z|x], F(x) = ¢(x)® + pM(x) € Z[x] ve p bir asal say1 olsun.
1) ¢(x) € Z[x] polinomu monik ve modp ye gore asal

i) ¢(x) ve M(x) modp ye gore aralarinda asal

iii) degM(x) < degF (x)

ise F(x), Q cismi lizerinde asaldir. Bu kosullar1 saglayan F (x) polinomuna p ve ¢(x)’e

gore Schonemann polinomu adi verilir.[14]
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Bir F(x) € Z[x] polinomunun ¢ (x) —agilimi yapilirsa
F(x) =X, 9:(0)p(x), deggi(x) < degp(x) elde edilir.

) ge(x) =1

N0<i<e—1liginp]|g;(x)
iii) p* + go(x)

kosullarini saglayan F(x) polinomunun yine p ve ¢(x) e gore Schonemann polinomu

oldugu agiktir.

5.15. Sonu¢: Monik bir F(x) € Z[x] polinomunun p asal sayisina gore
Eisenstein polinomu olmasi igin gerek ve yeter kosul F(x) polinomunun p ve

¢(x) = x e gére Schonemann polinomu olmasidir.

Klasik Schonemann Asallik Kriteri 2008 yilinda Ron Brown tarafindan
katsayilari, herhangi rankli bir v degerlendirmesi tarafindan degerlendirilmis olan bir K

cisminden alinan polinomlar i¢in genellenmistir.
5.16. Tanim: (Genellenmis Schonemann Asallik Kriteri)

v K cisminin deger grubu I' olan herhangi rankli bir degerlendirmesi ve v
degerlendirmesinin degerlendirme halkasi ve maksimal ideali sirasiyla O, ve M, olsun.
f(x) € 0,[x] monik bir polinom, degf = m ve f(x) polinomu k, = 0,/M,, rezidii
cismi {izerinde asal olsun. Bir g(x) € O,[x] monik polinomunun f(x) —ag¢ilimi
gx) = f(x)° + X8 gi () f(x)', deggi(x) <degf(x) bigimindedir. v*, v

degerlendirmesinin K (x) cismine Gauss genislemesi olmak {izere

)0<i<e—1igin WD > m0@) 5 g

e

vx(QO(x)) % 1—1

i) e sayisini bdlen herhangi bir 1 < d sayist i¢in .

oluyor ise g(x), K cismi iizerinde asaldur.

Bu kosullar saglayan g(x) € O0,[x] polinomuna v ve f(x) e gore Genellenmis

Schonemann polinomu denir.[14]
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g(x) € 0,[x] polinomu, v ve f(x) =x e gore Genellenmis Schonemann

polinomu ise v degerlendirmesine gore bir Eisenstein-Dumas polinomu olur.

5.17. Teorem: v K cisminin deger grubu I" olan herhangi rankli Henselian bir

degerlendirmesi ve O, v degerlendirmesinin degerlendirme halkasi olsun.
g(x) € 0,[x], degg =e, g(6) =0 ve F(K(H)) v degelendirmesinin K(6) cismine
genislemesinin  deger grubu olsun. Bir a € K igin g(x + a) polinomunun v
degerlendirmesine gore bir Eisenstein-Dumas polinomu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
(6, a) ikilisinin bir seckin ikili ve K(6)/K genislemesinin derecesi e olan tamamiyla

dallanmis bir genisleme olmasidir.[14]

Kanit: glx+a)=x®+a,_x 1+ -+ a;x +ay € K[x], a,a; €K
polinomu bir Eisenstein-Dumas polinomu olsun. 5.15. Tanmim’dan g(x + a)

polinomunun asal oldugunu anliyoruz. 8 — a, g(x + a) polinomunun bir kokidiir.
0 = 64,0,,...,0, g(x) polinomunun tiim kokleri olsun.
0—a=6;—ab,—a,..,0,—ag(x+a)polinomunun tim kokleridir.

v Henselian bir degerlendirme oldugundan g(x + a) polinomunun tim koklerinin v

degerlendirmesi altindaki goriintiileri aynidir.
v(@—a)=v0,—a)=vl, —a)=-=v(0, —a)

5.7 Lemma’dan sirasiyla (6; —a) - (8, —a) - ...- (6, —a) = (—1)° %

v(;—a)-(B,—a) ...(6,—a))=v ((_1)6 ?)

e v(0—a) =v(ay)

[F(K(8)):T] = [[ +Zv(6 —a):T) = [ + 2221 = e (5.1)
elde edilir.

(6,a) ikilisinin segkin ikili oldugunu gostermek igin
sup{v(0 — B)|B € K,degB < degf} = v(6 —a) = @ (5.2)

oldugunu gostermek yeterlidir. Gergekten de bir g € K i¢in v(8 — ) > v(6 — a)
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olsaydi v(B —a) = min{v(f —6),v(6 —a)} = v(@ —a) olurdu. Buradan da
deg(B — a) = e olur ki bu bir ¢eliskidir. O zaman (5.2) dogrudur ve (6, a) ikilisi bir
segkin ikilidir. (5.1) den de [K(0): K] = [['(K(6)):T'] = e oldugu goriiliyor.

Tersine; (6, a) segkin ikili ve [K(6): K] = ['(K(6)):T'] = e olsun.
v(@ —a)=v(6 —0)=uwv(0) = 0olur.

5.8. Lemma’dan

(6, — @) (B, = @) (B, — @) = (~1)°7'

1Sk1<k2<"'<ke_ise

oY G0 G- (B~ @) | = (@)

1Sk1<k2<"'<ke_ise

v((0 — a)*™) < v(ay)

(e—=1)v(@—a)<via)

() vian) < vl

v(a0) _ v(a
e ~e—i

saglanir.

s<e, se€N igin s%‘o) ¢ I' oldugu gosterilirse g(x + a) polinomunun v
degerlendirmesine gore  Eisenstein-Dumas  polinomu  oldugu  goriiliir.
s@ = sv(6 — a) € I olacak bigimde s < e, s € N sayisi oldugu iddia edilsin. b € K
icin sv(0 — a) = v(b) olsun. [K(8):K] = [['(K(8)):T'] = e oldugundan v(c) = 0 ve
m =C olacak bi¢imde bir cEK vardir. (0] zaman
v((6 —a)* — bc) > v(b) (5.3)

olur.
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v(0 —a) = § ve h(x) = (x — a)® — bc olsun. w, K(x) cisminin K[x] iizerinde
W(Zi ci(x — a)i) = min{v(c;) + i8}, ¢; € K biciminde tanimlanan bir degerlendirmesi

olsun. w(h(x)) = min{s8,v(bc)} = v(b) olur.

h(x) =II;=1(x — B;) olsun. degh = s < e ve (6, a) bir seckin ikili oldugundan

1<i<sic¢inv(8—p;) <v(@ —a)olur. O zaman
v(0 — B;) = min{v(6 —a),v(a— )} =v(a— B;) ve
w(x — f;) = min{s,v(a — )} = v(a — B)

oldugundan v(6 — B;) = w(x —B;) olur. Yani v(h(8))=w(h(x))= v(b) olur.
v(ag)

Buradan da (5.3) ile geliski elde edilir. Dolayisiyla s —— € I' olacak bigimde s < e,

s € N sayis1 yoktur.

5.18. Teorem: v K cisminin deger grubu I" olan herhangi rankli Henselian bir

degerlendirmesi, g(x) = Y., a;x' € K[x] monik bir polinom ve chark, e olsun.

g(x + b) v degerlendirmesine goére Eisenstein-Dumas polinomu olacak bigcimde bir

b € Kvarsa g (x - %) polinomu da bir Eisenstein-Dumas polinomu olur.[14]

Kamit: 5.17. Teorem’den (6, b) bir seckin ikili ise (9,%) ikilisinin de bir

seckin ikili oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Bunun i¢in de
Qe—1
v(6+%2) > v(0 - b) (5.4)

oldugu gosterilmelidir. 6 = 64,60,,...,0, 68 nin K —eslenikleri olsun. Hipotezden

chark, t e oldugundan v(e) = 0 olur. 5.8. Lemma’dan

v (9 + aee‘l) =v(ef +a,_1) =v(ed — ¥i_10;) = v(Xi_,(6 — 6;)) olur.
v (6 +%2) 2 mini, {v(0 — 6} = v(6 - 6,) olsun. (5.5)

b € K oldugundan v(6 — b) = v(6, — b),

v(@—6,) =v(@ —b+b—0,) =min{v(6 —b),v(b—0,)} =v(0 — b) olur.
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(5.5)ten v (9 + %) > v(6 — 6,) = v(8 — b) olur ve (5.4) esitsizligi saglanir.

5.19. Ornek: K bir cisim, 6 € K ve Irr(6,K) = g(x) olsun. Higbir a € K igin
g(x+a) polinomunun Eisenstein-Dumas polinomu olmadigt bir K(6)/K

genislemesinin 6rnegini olusturacagiz.
K = Q,, 2 —adik sayilar cismi ve v, K cisminin 2 —adik degerlendirmesi olsun.
v, degerlendirmesinin K cismine genislemesi yine v, ile gdsterilsin.
0 =2+2(2"Y2) +222"Y?") ve , = 2 + 2(27/?) olsun.
Bu durumda K (9) = K(2V*) ve [K(0): K] = deg8 = 4 olur.

(6, 8,) ikilisinin bir sec¢kin ikili oldugu gosterilecek.

v,(0 —0,) = Z, wk(0,) = % ve v,(0—6,)> wg(6;) oldugundan Krasner’s

Lemma’ya gore K(6;) S K (@) olur. Yani (6 — 6,) € K(6) dur.

i) yeK olsun. v,(0—y)>v,(0—6,) ise degy =degd =4 oldugu

gosterilecek.

v, (61 —¥) = min{v,(6; — ), v,(0 = ¥)} = v,(6, — 0) = 2> we(6;) = 2

2
K(6,) S K(y)vev,(6, —vy) = % € I'(K(y)) olur. O zaman degy = degf = 4 tiir.

i) BEK ve degBf <degh, icin v,(8—pB) <v,(6—86,) =£ oldugu

gosterilecek.

v,(0 = B) = v2(6 — 0, + 61 — B) = min{v, (0 — 6,),v,(6; — B)} = v,(6, — B) <5

oldugundan v, (0 — B) < v,(6 — 6,) saglanir.
iii) degf = 4 > deg6; = 2 dir.
(i),(ii) ve (iii) ten (0, 8,) bir seckin ikilidir.

Irr(6,K) = g(x) = x* — 8x3 + 20x2 —80x + 4 olur. (6,8,) bir seckin
ikilidir fakat 6, ¢ K dir. 5.4. Teorem’den (68,a) bir seckin ikili ise
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[K(61):K] = [K(a):K] olmalidir. Yani a € K olur. Bu yilizden higbir a € K i¢in

g(x + a) polinomu v, degerlendirmesine gore Eisenstein-Dumas polinomu olamaz.

g(x + b) polinomu v, degerlendirmesine gore Eisenstein-Dumas polinomu

olacak bi¢cimde bir b € K bulunamadigindan 5.17. Teorem’den

Qo1

. )=g(x+2)=x4—4x2—64x—124

g(x-
polinomu da v, degerlendirmesine gore Eisenstein-Dumas polinomu olamaz.

5.20. Lemma: v K cisminin deger grubu I olan herhangi rankli Henselian bir
degerlendirmesi olsun. f(x) € 0,[x] monik, degf(x) = m > 1 ve f(x) k, iizerinde
asal bir polinom olsun. g(x) € K[x] polinomu v ve f(x) e gore Genellenmis
Schéneman polinomu, 8 g(x) polinomunun bir koki ve g(x) in f —acilimi
g(x) = f(x)® + X8 g:(0)f(x)!, degg; < degf olsun. vy v degerlendirmesinin
K(0) cismine genislemesi, I, vg degerlendirmesinin deger grubu ve ky, vg

degerlendirmesinin rezidii cismi olmak tizere g(x) K cismi iizerinde asaldir ve
i) vy (£(8)) = XLt
i) Iy = I+ 279D = 4 7 vy (£(6))
iii) ky, = k,(0)
V) [T =e
V) [kyy: ky] = m = degf

ifadeleri saglanir.[14]

5.21. Teorem: v K cisminin deger grubu I" olan herhangi rankli Henselian bir

degerlendirmesi olsun. f(x) € 0,[x] monik, degf(x) = m > 1 ve f(x) k, iizerinde
asal bir polinom olsun. g(x) € K[x] polinomu v ve f(x) e gore Genellenmis
Schoneman polinomu, 8 g(x) polinomunun bir kokii ve g(x) in f —agilimi
g(x) = f(x)¢ + Y22 9:(0)f (%)}, degg; < degf, e > 1 olsun. Bu durumda 8, f(x)

polinomunun uygun bir kokii olmak iizere & nin 2 uzunlugunda bir (8 = 6,,6,,06,)
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doymus seckin zinciri vardir. Ek olarak [,

=T, kyy =k, (8) ve [L,:T]=e

saglanir.[14]

Kamt: 6, g(x) = f(x)® polinomunun bir kokii, degf = m > 1 ve f(x) asal bir
polinom oldugundan v(6) = 0 ve f(x) in v(6 — a;) > 0 olacak bi¢imde bir a; kokii
vardir. Aksi takdirde v(6) > 0 olsaydi 8 = 0 olurdu. Fakat f(x) asal oldugundan x

carpani olamayacagindan 0, f(x) in bir kokii olamaz.

a, f(x) in 0 <v(@ —a) =max{v(0 — a;)|a;, f(x) in tiim kokleri} saglayan

bir koki ve v(6 — a) = & olsun.
(6, ) ikilisinin bir seckin ikili oldugu gdsterilsin.
i) degd = em, dega = m ve e,m > 1 oldugundan degf > dega olur.

i) y €K, degy <dega icin v(0 —y) <v(f —a) =35 oldugunu gorelim.
v(6 —y) < & dir. Aksi takdirde v(8 — y) = § olsaydi

v(a —y) = min{v(a —0),v(0 —y)} =v(0 —a) = § > 0 ve bu yiizden & =y olur.

Buradan da
m = [k, (@): k] = [k, ¥): k,] < [K(y): K] < m olur ki bu bir ¢eliskidir.

i) EK, v(0 —B) >v(0@ —a) =246 ise degf = degh oldugu gosterilecek.

Bunu gostermek i¢in de

Loy S Dy Ve kyy S ki (5.6)
oldugu gosterilmelidir. 5.20. Lemma’ya gore [1"1,9: F] =e Ve [kvgz kv] = m oldugundan
degh =e-m= [F,,Q:F] . [kvg:kv]

olur. f(x) in tiim kokleri aq, a, ..., @y, Olsun.

M T1ED) -0+

=1 i=1

bi¢imindedir.
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Burada v(B — 0) > 6 ve v(6 — a;) < & oldugundan v (5_9) > 0ve (5__9) = 0 olur.

—-aj 1

O zaman (%) =1, f(B) = £(0) ve v(f(B)) = v(f(6)) olur. Dolayisiyla

Ly =T +Z ve(f(0)) Ly (5.7)
saglanir.

v(8 — B) = 8§ > 0 oldugundan & = S dir ve 5.20. Lemma’dan
kyy = kp () = ky(B) = ky, (5.8)
saglanir. (5.7) ve (5.8) den (5.6) dogrudur.

(1), (i1) ve (iii) den (8, @) bir segkin ikilidir.

Simdi (e, 1) ikKilisinin bir seckin ikili oldugunu goérelim. &, derecesi 1 den biiyiik
olan bir f(x) polinomunun bir kokii oldugundan v(a—1) =0 dir. B €K,
degf < dega i¢in v(a—pf) <v(a—1) =0 oldugunu goérecegiz. Gergekten de
v(a —B) <0 dir. Aksi takdirde v(a — ) > 0 olsaydi @ = 8 olurdu. Buradan da
[K(B): K] = [ky(B):k,] =m olur ki bu bir celiskidir. O zaman (a,1) bir segkin
ikilidir.

O halde 6 nin 2 uzunlugunda bir (8, a, 1) doymus segkin zinciri vardir.
[K(a): K] = [k,(@): k,] = m oldugundan [I; :I'| = 1ve I, =TI olur.

5.19. Lemma’dan k,,, = k, () ve [[;,,: '] = e oldugu goriiliir.

522. lemma: (8,a) bir seckin ikili ve Irr(a,K)=f(x) ise
L, =L, +Z-v(f(6)) olur.[14]

6

5.23. Teorem: v K cisminin deger grubu I" olan herhangi rankli henselian bir

degerlendirmesi olsun. g(x) € 0,[x] monik, g(x) = ¢(x)¢, e > 1, ¢p(x) k, lzerinde
asal, degp = m > 1 ve g(0) = 0 saglayan bir polinom olsun. 8 nin 2 uzunlugunda bir

(6 = 6,,604,0,) doymus seckin zinciri var, Fvel =T, ky, = k,(0) ve [FUO:F] = e ise
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f(x) 6; in minimal polinomu olmak iizere g(x), v ve f(x) e gore Genellenmis

Schoneman polinomudur.[14]
Kanit:

i) Bu basamakta f(x) in k, iizerinde asal ve f(x) = ¢(x) oldugu gosterilecek.
Hipotezden [k,,: k,| = m ve [I,,,: I'| = e dir. [K(6): K] = e - m olur. Fakat 6, g(x) in
m katli kokii oldugundan [K(6): K] = e - m olur.

F(x) € 0,[x], monik ve F(x) = ¢(x) ise F(x) in B = 8 olacak bicimde bir 5
koki  vardir. degf = degf, < degd ve (6,0;) seckin ikili oldugundan
(0 —6,)=>v(6—LF)>0ved =0, olur.

f in k,, iizerinde asal oldugunu gostermek icin [K(0,): K] = [k,(0;): k,] oldugu
gosterilecektir. 5.4. Teorem’den kve1 C ky, oldugunu biliyoruz. Hipotezden de
kyy = k,(8) oldugundan kyo, = k,(6) olur. O zaman [kvg,  ku] = [k, (8): k,] =m
olur ve Ly =T oldugundan [1"1,91: rj=1 dir. Dolayistyla
[K(6,): K] = [k, (6,):k,] = m = degf olur.

i) 0, yerine a kullanilsin. v(@ —a) =24, v(f(0)) = 4,

g = f(x)° + X0 g:()f(x)!, w K(x) cisminin (a,8) giftiyle tanimlanan

degerlendirmesi olsun. Bu basamakta

w(f(x) =2 (5.9)
ve
w(g(x)) =v*(go(x)) =e- 4 (5.10)

oldugu gosterilecek.

fG) =IliZ1(x —a) ve g(x) =II[Zi(x —6;) olsun. (6,a) seckin ikili

oldugundan a; € K, dega; < deg8 i¢cin v(0 — a;) < v(8 — a) = & olur.
v(0 — a;) = min{S, v(a — a;)} oldugu kullanilarak

w(f () =w([iZ1&x —a)) =X, wx—a+a—a)
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=y min{d,v(a —a)} =22, v(0 —a;) = v([[2,060 — a;))
=v(f(6)) =1
olur ve (5.9) esitligi saglanir.

v, K cisminin Henselian bir degerlendirmesi oldugundan 6 nin her 6;
K —eslenigi i¢in @ nin v(0; —a) = v(6 —a;) < 6 olacak bigcimde bir a; eslenigi

vardir.
w(x —6;) = min{& v(a — Hj)} =v(a—06;)ve
w(g(x)) = v(g(a)) saglanir.

f(x), k, cismi iizerinde asal, degf(x) =m ve f(8) =0 oldugundan her
A(x) = Y a;x' € K[x], degA(x) <m igin v(4(0)) = min{v(a;)} = v*(A(x)) olur.
Aksi takdirde, m > 1, v(6) =0 ve bu yiizden v(A(6)) > min{v(a;6')} = v(a))
olurdu. Buradan da Zﬁal(m)éi = 0 olur ki bu bir ¢eliskidir. g(x) in f —acilimina
bakilirsa g(a) = go(a) oldugu gorulir ve sonug olarak
v(g(a)) = v(go(a)) = v*(go(x)) elde edilir. O zaman (5.10) denkleminin ilk esitligi

saglanir.

f(x), g(x) polinomlar1 asal ve v Henselian bir degerlendirme oldugundan
v(f(6)) =v(f(#),1<j<e-mve
v(f(a)) =v(f(a)),1<si<m

olur. Ayrica [[;Z; g(a;) = £]I521 f(6;) oldugundan v(g(a)) =e-v(f(8)) =e-1

olur ve buradan da (5.10) denkleminin ikinci esitligi de saglanir.

iii) Bu basamakta g(x) polinomunun v ve f(x) e gore bir Genellenmis
Schénemann polinomu oldugu gosterilecek. K(x) cisminin (a,8) minimal giftiyle

tanimlanan degerlendirmesi w olmak iizere

w(g(x)) = min{v(gi(@)) +i-1} =v*(go(x)) =e- 1
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oldugunu biliyoruz. Burada v(g;(a)) =v*(g;(x)) iken 0<i<e—1 igin
v*(g;(x))+ i1 =e-Adir. Ozaman

v*(gi(0) 1o v*(go(x)) >0
e—i e

saglanir.

A =v(f(0)), (6, a) bir seckin ikili ve hipotezden I;,, = I" oldugunu biliyoruz.
O zaman 5.22. Lemma’dan I, =TI+ Z-A saglanir. Hipotezden [FI,G: F] =e

oldugundan e nin e - A € I" olan en kiigiik pozitif tamsay1 oldugu goriiliir.

4.24. Ornek: K = Q; 3 —adik sayilar cismi ve vy K cisminin 3 —adik

degerlendirmesi olsun. v; degerlendirmesinin K cismine genislemes 75 ile gosterilsin.
g(x) = x* + 14x? + 1 polinomunu diisiinelim.
Jgx)=x*+2x*+1=(x*+1)>2
6 = i(2 +/3), g(x) polinomunun bir kokiidiir ve [K(0): K] = 4 tiir.
6 elemanmin K —eslenikleri i(2 + v3),i(2 — V3),i(=2 + /3),i(—=2 — v/3) olur.
wi (8) = max{v;(—2v3i), 3(4i), 75 (4 + 2v30)} = %olur.
75(0 — 20) = 55(V3i) = % dir.
(0, 2i) ikilisinin bir seckin ikili oldugunu gorelim.

i) BEK, degB <4 igin K(0) £ K(B) olur ve Krasner’s Lemma’dan
3(0 — ) < wg(0) = % dir. O zaman 73(6 — B) < 73(0 — 2i) = % saglanir.

i) yEK, 730 -7v)=

N |-
<
Q)
Il
<
Il
Fl\‘JI
<
@D
§I
R
=Xl

> 73(0 — 2i) =5 igin

oldugundan degy = [K(y): K| = 2 = deg2i olur.

iii) degl = 4 > deg2i = 2 dir.
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(i), (i), (iii) den (6, 2i) bir seckin ikilidir. (2, 0) ikilisinin segkin ikili oldugu
aciktir. O zaman 6 nin 2 uzunlugunda bir (6, 2i,0) doymus seckin zinciri vardir ve
g(x), 73 ve f(x)=x?>+4 polinomuna gore bir Genellenmis Schénemann

polinomudur.
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