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ÖZET 
 
 
 Bir K  cismi üzerindeki v  değerlendirmesinin ( )xK  cismine genişlemelerinin 
sınıflandırılmasının amaçlandığı bu çalışmada izlenen plan aşağıdaki biçimdedir. 
 
 I. Bölümde değerlendirmeler ve cisim genişlemeleri ile ilgili gerekli ön bilgiler yer 
almaktadır. 
 
 II. Bölümde değerlendirmelerin genişlemeleri ve genişlemelerin sayısı ile 
değerlendirmelerin rankı ele alınmıştır. 
  
 III. Bölümde bir K  cismi üzerinde değer grubu toplamsal olan değerlendirmelerin 

( )xK  cismine genişlemeleri sınıflandırılmıştır. 
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SUMMARY 
 
 
 
 
 

 The plan of this study which aims to obtain a classification of extensions of a 
valuation v of a field K to K(x) is below: 
 
  In the Chapter I,  basic  knowledge for valuations and field extensions is given.  
 
  In the Chapter II, extensions of valuations and rank of a valuation are studied. 
 
 In the Chapter III, extensions of a valuation on a field K to K(x) are classified.  
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                                                                        GİRİŞ 
 
 
 Bir değişkenli cebirsel fonksiyonlar teorisi ve cebirsel sayılar teorisi arasındaki ilişki 
değerlendirme teorisinin ortaya çıkmasına neden olmuştur. Dedekind ve Weber’in cebirsel 
fonksiyonlar aritmetik yaklaşımları, Riemann yüzeyinin bir noktasında kuvvet serisi 
açılımlarının elde edilmesi problemini ortaya çıkarmıştır. Hensel böyle bir yaklaşımı p-adik 
sayılar teorisinde yapmış ve kuvvet serisi açılımlarının cebirsel sayılar ve cebirsel 
fonksiyonlar teorisinde sık sık ortaya çıkan kongrüans sistemlerinin özelliklerini 
açıklamakta yardımcı olacağını göstermiştir. 
Hensel 1908 yılında yayınladığı ‘Theorie Der Algebraischen Zahlen’ adlı kitabında 
değerlendirme teorisi alanındaki çalışmalara taban oluşturan indirgenebilirlik (reducibilitiy) 
lemmasına yer vermiştir. Hensel’in bu çalışmaları daha sonra Chevalley, Krull ve 
Ostrowski tarafından geliştirilmiştir. 
 Bir cismin değerlendirmesi o cismin üzerinde bir Hausdorff  topolojisi 
tanımladığından değerlendirme teorisi cebirsel topolojinin bir dalı olarak da göz önüne 
alınmaktadır. 
 Bu çalışmada bir K  cisminin değer grubu toplamsal olan değerlendirmelerinin 

( )xK  cismine genişlemelerinin sınıflandırılması amaçlanmıştır. 
Rezidül transandant genişlemeler 1967 yılında Nagata tarafından ele alınmış  ve bu 
konudaki çalışmaları daha sonraki çalışmalara ışık tutmuştur. 1980’li yıllarda Ohm, 
Popescu, Alexandru ve Zaharescu tarafından bu konuda önemli aşamalar kaydedilmiştir. 
Bir K  cisminin değer grubu toplamsal olan değerlendirmelerin ( )xK  cismine rezidül 
transandant genişlemeleri ve bu genişlemeleri belirleyen çiftler konusu Alexandru, Popescu 
ve Zaharescu tarafından çalışılmış ve çalışmaları 1988 yılında yayınlanmıştır. Yine aynı 
grup 1991 yılında bir K  cisminin değer grubu toplamsal olan değerlendirmelerin ( )xK  
cismine rezidül transandant genişlemelerini tanımlayan minimal çiftleri belirlemeye 
çalışmıştır. Sözü edilen bu çalışmalar tezin III. bölümünde yer almaktadır. 
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1. BÖLÜM 

 

                                            ÖN BİLGİLER 

                                              

 Bu bölümün birinci kısmında değerlendirmeler ile ilgili ön bilgiler, ikinci kısmında 

ise cisim genişlemeleri ile ilgili ön bilgiler yer almaktadır. 

 

1.1.Değerlendirmeler       

 

 1.1.1. Tanım: G  çarpımsal (veya  toplamsal) değişmeli bir grup, <  (veya  >)   G  

üzerinde bir sıra bağıntısı olsun. Her ,  , Gα β γ ∈  için   

 

 i) γββα << , ⇒ γα <                      (veya  γββα >> ,  ⇒ γα > ) 

 

 ii) , ,  α β α β β α< = <                       (veya  ,  ,  α β α β β α> = > ) 

 

 hallerinden yalnız biri sağlanır. 

 

 iii) γβγαβα .. <⇒<     (veya γβγαβα +>+⇒>  )  

 

koşulları gerçekleniyorsa G  grubuna üzerindeki  <  (veya  >) bağıntısı ile tam sıralı bir 

grup denir.  

 

 1.1.2.Tanım:  K bir cisim, G  çarpımsal  (veya  toplamsal) tam sıralı bir grup olsun. 

  }0{: ∪→ GKv                                 (veya    }{: ∞∪→ GKv ) 

biçiminde tanımlanan dönüşüm her ,  a b K∈  için   

 i) 00)( =⇔= aav                                       (veya   0)( =⇔∞= aav ) 

 

 ii) )().().( bvavbav =                                  (veya   )()().( bvavbav += ) 
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 iii) })(),(max{)( bvavbav ≤+       (veya   })(),(min{)( bvavbav ≥+ ) 

 

koşullarını gerçekliyorsa v  dönüşümüne K  cismi üzerinde bir değerlendirme adı verilir.  

 

 1.1.3.Tanım: 1.1.2. tanımındaki iii) koşulu yerine ( ) ( ) ( )bvavbav +≤+  ifadesi 

sağlanıyorsa v  değerlendirmesine Arşimetsel değerlendirme, aksi halde Arşimetsel 

olmayan değerlendirme denir. 

 

1.1.4.Tanım: 1.1.2. Tanımı’ndaki G  sıralı grubuna v  değerlendirmesinin değer 
grubu denir.  
 
                                                                                                     

            2.3.1.Tanım: G  bir sıralı grup, H  G  nin bir alt grubu olsun. Hx ∈  ve Gy ∈  için 

xyx ≤≤−1  iken Hy ∈ oluyorsa  GH ,  nin isolated alt grubudur denir.  

G  nin kendisinden farklı isolated alt gruplarının sayısına G  sıralı grubunun rankı denir ve 

rankG  biçiminde gösterilir. 

 
 2.3.2.Tanım: K  bir cisim, v  K  cisminin bir değerlendirmesi, G  v  nin  değer 

grubu olsun. v  değerlendirmesinin rankı G  sıralı grubunun rankıdır ve rankv  biçiminde 

gösterilir. 

 

 1.1.5.Tanım: K   bir cisim olsun. { }0: ∪→ +IRKv  dönüşümü her  ,  a b K∈  için  

 

 i) 00)(,0)( =⇔=≥ aavav  

 

 ii) )().().( bvavbav =  

 

 iii) )()()( bvavbav +≤+  

 

koşullarını gerçekliyorsa v  dönüşümü K  cisminin rankı 1 olan değerlendirmesi veya K  

cisminin mutlak değeri olarak adlandırılır. 
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1.1.6.Tanım: K   bir cisim, v   K  cismi üzerinde bir değerlendirme olsun. Her 
*Ka ∈  için 1)( =av  (veya  0)( =av ) oluyorsa v  ye K  cisminin aşikar değerlendirmesi 

denir. 

 

 1.1.7.Önerme: K  bir cisim, v   K  cismi üzeride değer grubu çarpımsal (veya 

toplamsal) olan bir değerlendirme olsun. Aşağıdaki ifadelerin gerçeklendiği v  

değerlendirmesinin tanımından kolayca görülür.  

 

 i) 1)1( =−v                                       (veya 0)1( =−v  ) 

 

 ii) )()(,, bvavKba ≠∈   ise })(),(max{)( bvavbav =+   dir. 

(veya })(),(min{)( bvavbav =+  dir) 

 

 iii) ni ≤≤1   için  Kai ∈   ise 

  

))((max)(
1

ii

n

i
i avav ≤∑

=

  dir.                    (veya )}({min)(
1

i
i

n

i
i avav ≥∑

=
 dir) 

 

 iv) ni ≤≤1  için Kai ∈  ve 0
1

=∑
=

n

i
ia   ise en az bir ji ≠   için  )()( ji avav =  dir. 

 

1.1.8.Tanım: K   ve  F   iki cisim ve F  cismi cebirsel kapalı olsun. 

 

}{: ∞∪→ FKϕ  

dönüşümü   

 

 i) VF =− )(1ϕ   bir  halkadır. 

 

 ii)ϕ   nin  V  halkasına kısıtlanışı Vϕ  aşikar olmayan bir homomorfizmadır 
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 iii) Ka∈   için ∞=)(aϕ   ise  0)( 1 =−aϕ  

 

koşullarını  gerçekliyorsa ϕ   dönüşümüne K  cisminin bir place’i adı verilir. 

 

 1.1.9.Tanım: K  bir cisim, KV cisminin bir alt halkası olsun. *Ka ∈   iken Va ∈  

veya Va ∈−1  oluyorsa V   halkasına K  cisminin bir değerlendirme halkası denir. 

1.1.10.Tanım: K   bir cisim; KV , cisminin bir değerlendirme halkası olsun.   

}{ 1 VaVaP ∉∈= −  

 kümesi V  değerlendirme halkasının tek maksimal idealidir. 

  

}{ 1 VaVaU ∈∈= −  

 kümesi bir gruptur ve bu  kümeye V  değerlendirme halkasının birim grubu adı verilir. 

 

Not: K  bir cisim, v   K  cisminin bir değerlendirmesi ve G   v   nin değer grubu 

olsun.  

G  çarpımsal bir grup ise; 

 

},1)({ ≤∈= avKaV },1)({ <∈= avKaP  }1)({ =∈= avVaU  

 

 biçimindedir. 

 

          G  toplamsal bir grup ise; 

 

      }0)({ ≥∈= avKaV ,  }0)({ >∈= avVaP ,  }0)({ =∈= avKaU  

 

biçimindedir. 
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 1.1.11.Tanım: K   bir cisim, v   K  cismi üzerinde bir değerlendirme, vV  nin 

değerlendirme halkası; VP ,  nin tek maksimal ideali ise PV /  kümesi bir cisimdir ve bu 

cisme v   değerlendirmesinin rezidü cismi adı verilir. 

 

1.1.12. Tanım: A   tek türlü asal çarpanlarına ayrılabilen bir bölge ve K   A  nın  

kesir cismi olsun. A∈µ   birimsel eleman ve  p  ler  A  nın asal elemanları olmak üzere 

herhangi bir Ax ∈   elemanı   

 

∏=
p

px αµ  

 

olarak yazılır. 10, <<∈ cIRc   olmak üzere   

 

değer grubu çarpımsal ise αcxv p =)(       

değer grubu toplamsal ise                        ( ) α=xvp  

biçiminde tanımlanan dönüşüm değerlendirme tanımındaki koşulları gerçekler. Bu 

dönüşüm A  nın  kesir cismi olan K  ya  tek şekilde genişletilir. Bu değerlendirmeye K  

cisminin  p-adik  değerlendirmesi adı verilir.  

 

1.1.13.Tanım: Qp ∈  asal bir sayı olsun. ,0,, ≠Ζ∈ bba p ł a , p łb  ve Zn ∈  olmak 

üzere herhangi bir Qx ∈  elemanı  

 

  
b
apx n=   

 

biçiminde yazılır. Bu yazılıştaki Zn ∈   elemanına x  elemanın p  ye göre mertebesi denir 

ve xord p  ile gösterilir.  

 

1.1.14.Örnek: Qp ∈  asal bir sayı olsun. Her Qx ∈  için  
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    ( ) xordxv pp =  

biçiminde tanımlanan pv , Q  cisminin değer grubu toplamsal olan bir değerlendirmesidir.  

 

1.1.15.Örnek: Qp ∈  asal bir sayı olsun. Rc ∈ , 10 << c  olmak üzere  

Her Qx ∈  için  

( ) ( )xord
p

pcxv =  

 

biçiminde tanımlanan pv , Q  cisminin değer grubu çarpımsal olan bir değerlendirmesidir. 

Örneklerde verilen değerlendirmeler Q  cisminin adikp −  değerlendirmeleridir. 

 

1.1.16.Tanım: Qp ∈  asal bir sayı ve pv  Q  cisminin adikp −  değerlendirmesi 

olsun. Q  cisminin  pv  değerlendirmesine göre tamlanışına adikp −  sayılar cismi adı 

verilir ve PQ  ile gösterilir.   

 

1.1.17.Teorem: pv Q  cisminin adikp −  değerlendirmesi olsun. 

Za j ∈ , 10 −≤≤ pa j  ve  Zn ∈   ( ) pp vv =α ( )np   eşitliğini sağlayan bir eleman olmak 

üzere her PQ∈α  elemanı  

∑
∞

=

=
nj

j
j paα  

 

formunda yazılır. ( Bachman, 1964) 

 

PQ∈α  elemanının bu biçimdeki yazılışına α  elemanının kanonik gösterimi veya 

kanonik açılımı adı verilir. 
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1.1.18.Tanım: F  bir cisim, ( )xFK =  katsayıları F  de olan rasyonel fonksiyon 

cismi, v  ( )xF  in bir değerlendirmesi ve v  nin F  cismine kısıtlanışı aşikar değerlendirme 

olsun. 

( ) 1=xv  ise;  

( )xFv  cisminin aşikar değerlendirmesidir. 

( ) 1<xv  ise; 

( ) ( )xFxp ∈  asal  polinom, ( ) ( ) [ ] ( ) 0,, ≠∈ xbxKxbxa , ( )xp ł ( ) ( ),  a x p x ł ( )xb  olmak üzere 

herhangi bir ( ) ( )xFxh ∈ elemanı  

    ( ) ( ) ( )
( )xb
xaxpxh n=   

 

biçiminde yazılsın. ( )( ) ,  0 1c v p x c= < <  olmak üzere  

 

   ( )( ) ncxhv =  

 

 biçiminde tanımlanan v  değerlendirmesine ( ) adikxp −  değerlendirme denir. 

( ) 1>xv  ise; 

 herhangi bir ( ) ( )xFxh ∈  elemanı ( ) ( ) [ ] ( ),  ,  0f x g x F x g x∈ ≠  olmak üzere  

 

   ( ) ( )
( )xg
xfxh =  

 

yazılsın. ( ) 1, >= cxvc  olmak üzere  

 

   ( )( ) gfcxhv degdeg −=  

 

biçiminde tanımlanan v  değerlendirmesine sonsuzdaki asal ile tanımlanmış değerlendirme 

denir. 
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1.1.19.Tanım: K   bir cisim, v   K   cisminin bir değerlendirmesi olsun. v  

değerlendirmesi K   cismi üzerinde bir Hausdorff  topolojisi tanımlar. Her  Ka∈   için a  

nın  komşuluklarının temel  sistemi  0>µ   olmak üzere tüm   

 

})({),( µµ <−∈= bavKbaU  

kümeleri ile verilir.  

 

 1.1.20.Tanım: K  bir cisim, 1v  ve 2v  K  nın iki değerlendirmesi olsun. 1v  ve 2v  

nin K  üzerinde tanımladığı topolojiler aynı ise 1v  ve 2v  değerlendirmeleri denktir denir ve 

1v ~ 2v  biçiminde gösterilir. 

 

 1.1.21.Teorem: 1v  ve 2v  K  cisminin iki farklı değerlendirmesi olsun. 

Aşağıdaki ifadeler denktir. 

i) 1v ~ 2v  

ii) Ka ∈∀  için ( ) ( ) 11 21 <⇒< avav  

iii) Ka ∈∀  için ( ) ( )( )savavRs 21 =∋∈∃ + (Çallıalp, 1986) 

 

1.1.22.Teorem: Qv,  cismi üzerinde aşikar olmayan bir değerlendirme olsun. 

i) ( ) 1≤bv  olacak şekilde bir 1>b  tamsayısı varsa, her Za ∈  için ( ) 1≤av  dir. 

Bu durumda v  değerlendirmesi, p  asal sayı olmak üzere, adikpvp −  değerlendirmesine 

denktir. 

 ii) ( ) 1>bv  olacak şekilde bir 1>b  tamsayısı varsa öyle bir 10 ≤< s  gerçel sayısı 

vardır ki, her +∈ Za  için ( ) saav =  dir. Bu durumda v  değerlendirmesi adi mutlak değere 

denktir. (Çallıalp, 1986) 

 

            1.1.23.Sonuç: Q  cismi üzerindeki herhangi bir değerlendirme ya aşikar 

değerlendirmeye, ya adikp −  değerlendirmeye ya da adi mutlak değere denktir. 
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1.1.24.Teorem: K   bir  cisim, 1v   ve   2v   K   cisminin  aşikar  olmayan  iki  

değerlendirmesi, 
1vT   ve  

2vT   K   cismi  üzerinde  sırasıyla  1v   ve   2v   

değerlendirmeleriyle  belirlenen  topolojiler  ve  Ka∈   olsun.  

 

 i) +∈∃ Rα  için α
12 vv =                           

     

 ii) 
21 vv TT =                                          

 

 iii) ⊆
2vT

1vT  

 

 iv) 1)(1)( 21 <⇒< avav    

 

            v) 1)(1)( 21 ≤⇒≤ avav   

 

vi) 1)(1)( 21 >⇒> avav  

 

 vii) 1)(1)( 21 ≥⇒≥ avav  

                                         

ifadeleri  denktir. (Weiss, 1963) 

 

 1.1.25.Tanım: K   bir cisim, v   K  cisminin bir değerlendirmesi olsun. K  cisminde 

alınan her Cauchy dizisi  v  değerlendirmesinin belirlediği topolojiye göre K  cisminin bir 

elemanına yakınsıyorsa K   cismi v   değerlendirmesine göre tamdır denir.  

 

 1.1.26.Teorem: K   bir cisim, v   K  cisminin bir değerlendirmesi olsun. K
~

 cismi 

v   değerlendirmesiyle tam ve K  cismi K
~

  cismi içinde yoğun olacak şekilde bir  K
~

 cismi 

vardır. Bu  K
~

  cismine K  cisminin v   değerlendirmesine göre tamlanışı adı verilir. 

(Bachman, 1964 ) 
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 1.1.27.Teorem: K   bir cisim  v   K  cisminin bir değerlendirmesi ve K

~
, 

K cisminin v  değerlendirmesine göre tamlanışı ise charKKchar =
~

 ve )()~( KvKv =  dır.          

(Bachman, 1964 ) 

 

1.2.Cisim Genişlemeleri 

 

 1.2.1.Tanım: K  ve L  iki cisim olsun. LK ⊆  oluyorsa L  ye K  nın bir 

genişlemesidir denir ve KL /  biçiminde gösterilir. 

 

1.2.2.Tanım: K  ve  L  iki cisim olsun. ( )αKL =  olacak biçimde bir L∈α  varsa L  

cismine  K  cisminin bir basit genişlemesi denir.  

 

1.2.3.Tanım: KL /  bir cisim genişlemesi olsun. L nin K  üzerinde vektör uzayı 

olarak boyutuna L  nin K  üzerindeki derecesi denir ve [ ]KL :  ile gösterilir. 

Eğer [ ] ∞<KL :  ise KL  nın sonlu genişlemesidir veya KL /  sonlu genişlemedir denir. 

 

  1.2.4.Tanım: KL /  bir cisim genişlemesi  ve L∈α  olsun. 0)( =αf  olacak şekilde 

en az bir 0)(],[)( ≠∈ xfxKxf  polinomu varsa α  elemanı  K  cismi üzerinde cebirseldir 

denir ve  Kceb /α  ile gösterilir. 

 

 1.2.5.Tanım: KL /  bir cisim genişlemesi olsun. Her L∈α  için Kceb /α  ise 

KL / cebirsel genişlemedir denir. 

 

 1.2.6.Tanım: KL /  bir cisim genişlemesi olsun. }/{ KcebaLaK ∈=  cismine  K  

cisminin L  cismi içindeki cebirsel kapanışı adı verilir. 

 

1.2.7.Tanım: K  bir cisim olsun. K  nın kendisinden başka cebirsel genişlemesi 

yoksa K  ya cebirsel kapalı cisim adı verilir.  
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 1.2.8.Tanım: KL /  bir cisim genişlemesi ve L∈α  olsun. α , K cismi üzerindeki 

minimal polinomunun bir basit kökü ise α  elemanı K  cismi üzerinde ayrılabilirdir denir ve  

Kayr /α  ile gösterilir. 

 

 1.2.9.Tanım: KL /  bir cisim genişlemesi olsun. Her L∈α  elemanı K cismi 

üzerinde ayrılabilir ise L   K cisminin bir ayrılabilir genişlemesidir denir. 

 

 1.2.10.Tanım: KL /  bir cisim genişlemesi olsun. }/{ KayraLaKayr ∈=  cismine  

K  cisminin L  cismi içindeki ayrılabilir kapanışı adı verilir. 

 

 1.2.11.Tanım:  K cisminin tüm genişlemeleri ayrılabilir ise  K  cismine mükemmel 

cisim denir. 

 

 1.2.12.Tanım: KL /  bir cisim genişlemesi , L∈α  olsun. α  elemanının  K  cismi 

üzerindeki minimal polinomu ][xL  içinde doğrusal çarpanlarına ayrılabiliyorsa α  elemanı 

K cismi üzerinde normaldir denir. 

Her L∈α  elemanı K  cismi üzerinde normal ise KL / normal genişlemedir denir.  

 

 1.2.13.Tanım: L,  K cisminin normal ve ayrılabilir bir genişlemesi ise  L  cismine  K  

cisminin bir Galois genişlemesidir denir. 

 

 1.2.14.Tanım: L K cisminin bir Galois genişlemesi olsun.  L nin  K cismini sabit 

bırakan otomorfizmalarının kümesi bileşke işlemine göre bir gruptur ve bu gruba L nin  K 

cismi üzerindeki Galois grubu denir. 

 

 1.2.15.Tanım: ,L K  cisminin sonlu bir genişlemesi, La ∈  ve ),()( KaIrrxp =  

olsun. Eğer ( ) ( ) ,  1mp x x a m= − >  ise a  elemanına K  cismi üzerinde tamamıyla ayrılamaz 

denir. L,  K cisminin bir genişlemesi olsun. Her La ∈  elemanı K  cismi üzerinde tamamıyla 

ayrılamaz ise L,  K cisminin tamamıyla ayrılamaz  genişlemesidir denir. ]:[ KKayr  
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derecesine L  cisminin K  cismi üzerindeki ayrılabilirlik derecesi, [ ]iayr KLKL :]:[ =  

derecesine ise L  cisminin K  cismi üzerindeki ayrılamazlık derecesi denir.  

 

 1.2.16.Tanım: K   F  cisminin sonlu  bir genişlemesi, F  nin  K  cismi içindeki 

ayrılabilirlik derecesi n,   ayrılamazlık derecesi iFK ]:[   olsun. nσσ ,.......,1   K  nın F-

otomorfizmaları olmak üzere Ka∈   elemanının F   üzerindeki normu   

iFKn

i
iFK aaN

]:[

1
/ )()(












= ∏

=
σ  

 

ve  trace’i 

                                                    

  ∑
=

=
n

i
iiFK aFKaT

1
/ )(]:[)( σ  

biçiminde  tanımlanır. 
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 2. BÖLÜM 

 

DEĞERLENDİRMELERİN  GENİŞLEMELERİ  VE  GENİŞLEMELERİN SAYISI 

 

 Bu bölümde verilen bir değerlendirmenin genişlemelerinin belirlenmesi 

amaçlanmıştır. Birinci kısımda değerlendirmelerin genişlemeleri, ikinci kısımda ise 

genişlemelerin sayısıyla ilgili çalışmalar yer almaktadır. 

 

2.1.Değerlendirmelerin Genişlemeleri 

 

2.1.1.Teorem: K  bir cisim olsun. K  cismi üzerindeki değerlendirmeler, 

değerlendirme halkaları ve place’leri arasında bire-bir bir eşleme vardır. 

 

Kanıt: K  ve F  iki cisim, F  cebirsel kapalı ve { }∞∪→ FK:ϕ  K  cisminin bir 

place’i olsun. ( )FV 1−= ϕ   alınırsa ( ) ∞=⇒∉∋∈ aVaKa ϕ  olacağından ( ) 01 =−aϕ  olur. 

Buradan Va ∈−1  bulunur. O halde  ( )FV 1−= ϕ  kümesi K  cisminin place’ine karşılık 

gelen değerlendirme halkasıdır.  

 KV  cisminin bir değerlendirme halkası, VP nin maksimal ideali olsun. Her Ka ∈  

için  

 

  ( )




∈+
∉∞

=
iseVaPa
iseVa

a
,

,
ϕ   

 

biçiminde tanımlanan { }∞∪→ P
VK:ϕ  dönüşümü  K  cisminin V  değerlendirme 

halkasına karşılık gelen place’idir.  

Son olarak  KV  cisminin bir değerlendirme halkası;   P V nin maksimal ideali ve U  da 

birim grubu olsun. U
K ∗

 bölüm grubu sıralı bir gruptur. Her Ka ∈  için  
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  ( )




=
∈

=
∗

isea
iseKaaU

av
0,0

,
 

biçiminde tanımlanan Kv  cisminin değer grubu  U
K ∗

  olan bir değerlendirmesidir. 

Öyleyse bu değerlendirme K  cisminin V  değerlendirme halkasına karşılık gelen 

değerlendirmesidir. 

 

2.1.2.Teorem: K  bir cisim, KA  nın bir alt halkası, F  cebirsel kapalı bir cisim ve 

FAf →: aşikar olmayan bir homomorfizma olsun. ,Aϕ  ϕ  nin A  ya kısıtlanışı olmak 

üzere  Aϕ f=  olacak şekilde  K  cisminin bir  ϕ  place’i vardır. (Bachman, 1964 ) 

 

2.1.3.Teorem: K  bir cisim, Kv  nin bir değerlendirmesi ve KL  cisminin keyfi 

bir genişlemesi olsun. Bu durumda v  değerlendirmesi L  cismine genişletilebilir. 

 

Kanıt: F  cebirsel kapalı bir cisim olmak üzere 

 

   { }∞∪→ FK:ϕ  

 

K  cisminin v  değerlendirmesine karşılık gelen place’i olsun. ϕ  nin KV  değerlendirme 

halkasına kısıtlanışı 

 

   FVKVK
→:ϕ  

 

ise  2.1.2. teoremine göre 
KVϕ  L cisminin bir place’ine genişletilebilir. Öyleyse 2.1.1. 

teoremine göre K  cisminin v  değerlendirmesi L  cisminin bir değerlendirmesine 

genişletilebilir. 
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2.1.4.Teorem: K  ve L  iki cisim, Kv  cisminin rankı 1 olan bir değerlendirmesi 

olsun. K  cismi v  değerlendirmesi ile tam ve L   K  cisminin .n  dereceden bir genişlemesi 

ise v  değerlendirmesi, L  cisminin rankı 1 olan w  değerlendirmesine tek şekilde 

genişletilir. 

LN  cisminin K  cismi üzerindeki normu olmak üzere  w  değerlendirmesi, her Lx ∈  için 

 

   ( ) ( )( )n xNvxw =  

 

biçiminde tanımlanır. 

 

Kanıt:  =S },...,,{ 21 nxxx  kümesi L  cisminin K  cismi üzerindeki bir tabanı olsun. Her   

 niKLx i ≤≤∈∈ 1,,α  için  

 

  nn xxxx ααα +++= ...2211  

 

yazılabilir.  Her Lx ∈  için  

  ( ){ }ii
vx αmax

0
=  biçiminde tanımlanan 

0
.  dönüşümü L  üzerinde bir 

norm tanımlar ve 
0

.  ile v  birbirine denktir. (Bachman, 1964) 

( ) ( ) 01 →⇒< rxvxv  olur. 
0

.  ile v  nin denkliğinden 0
0

→x  olur. O halde ni ≤≤1  

için  

 

   nrrr
r xxxx

n
ααα +++= ...21 21

 

 

yazılırsa 

   ( ) 0lim =
∞→ nrr

v α   

 

dır. Öyleyse ( )( ) 0lim =
∞→

r

r
xNv  olur. Her Lx ∈  için  
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( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( ) 11

11

11

=⇒=

>⇒>

<⇒<

xNvxv

xNvxv

xNvxv

 

 

olduğu kolayca görülür. Son olarak ( ) LxxNy n ∈= /  olsun. Bu durumda; 

 

   ( ) ( )( )
( )

( )
( )

1=== n

n

n xN
xN

xN
xNNyN  

 

ve  

( ) 1=yv   

 

olur.  Öyleyse  

 

   ( ) ( )( ) ( )n
n xvxNv

x
xNv =⇒=






 1  

 

dir. Bu durumda her Lx ∈  için ,w  

 

   ( ) ( )( )n xNvxw =  

 

biçiminde tek şekilde tanımlanır. 

 

2.1.5.Örnek: .R mutlak değer değerlendirmesi ile tamdır. .  nın C  kompleks 

sayılar cismine w  genişlemesi her Ciba ∈+  için  

 

   ( ) ( )ibaNibaw +=+ 22 ba +=  

biçimindedir. 
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2.1.6.Önerme: KL  cisminin bir genişlemesi, Kv  nin bir değerlendirmesi, vw  

değerlendirmesinin L  cismine bir genişlemesi olsun. vVv  değerlendirmesinin 

değerlendirme halkası, vv VP  nin maksimal ideali ve vv VU  nin birim grubu. wVw  

değerlendirmesinin değerlendirme halkası, ww VP  nin maksimal ideli ve ww VU  nın birim 

grubu ise 

 

   wvwvwv UKUPKPVKV ∩=∩=∩= ,,  

 

biçimindedir. (Bachman, 1964 ) 

 

2.1.7.Tanım: KL  cisminin bir genişlemesi, Kv  nin bir değerlendirmesi, vw  

değerlendirmesinin L  cismine bir genişlemesi olsun. vG  ve wG  sırasıyla v  ve w  

değerlendirmelerinin değer grupları, vk  ve wk  rezidü cisimleri ise ( ) [ ]vw GGvwee :/ ==  

indeksi dallanma indeksi, ( ) [ ]vw kkvwff :/ ==  derecesi rezidü derecesi olarak 

adlandırılır. Eğer ( ) 1/ =vwe  ise   w  değerlendirmesine v  değerlendirmesi üzerinde 

dallanmamıştır denir. 

 

2.1.8.Teorem: KL  cisminin .n  dereceden bir genişlemesi, Kv  nin bir 

değerlendirmesi, vw  nin L  cismine bir genişlemesi olsun. e  dallanma indeksi ve f  

rezidü derecesi olmak üzere  

 

nfe ≤.  

 

dir. 

 

Kanıt: Kϕ  cisminin v  değerlendirmesine, Lψ  cisminin w  değerlendirmesine karşılık 

gelen place’leri olsun.  
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∗∈∈ KyyyVxxx jwi ,...,,,,...,, 2121  olmak üzere  ( ) ( ) ( )ixxx ψψψ ,...,, 21  elemanları vk  cismi 

üzerinde doğrusal bağımsız olsun. wvjvv GGyGyGy ,...,, 21  içinde farklı kalan sınıflarını 

göstersin. Bu durumda { }jiyx ≤≤≤≤ µηµη 1,1.  kümesinin L  cismi üzerinde doğrusal 

bağımsız olduğu gösterilirse nfe ≤.  elde edilir. i≤≤ η1  için  

 

   ( )
η

max...2211 =+++ ii xaxaxav ( )ηav  

 

ise ix  lerin seçilişinden her η  için 0=ηa  olacaktır. Lc ∈
µη  olmak üzere 

 

   ∑ =
µη

µηηµ
,

0yxc                                                              (5) 

 

olsun. 2.1.(5) denklemi 

 

   ∑ ∑ =








µ
µ

η
ηηµ

0yxc                                                    (6) 

 

biçiminde yazılabilir.  ( ) 0=







∑ µη

η
ηµ

yvxcv  ise 

 

   
µµ

µ η
ηηµ

max=

















∑ ∑ yxcv ( ) 0=








∑ µ

η
ηηµ

yvxc  

 

olur. Bu da 2.1.(6) ile çelişir. O halde  
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ve   

( )

0

0

=








=








∑

∑

η
ηηµ

µ
η

ηηµ

xcv

yvxcv

 

 

dır. Buradan  

   
µηη

ηηµ ,
max0 =








= ∑ xcv ( )( ) 0=

µηcv   

 

olur. Bu durumda 1 ,  1i jη µ≤ ≤ ≤ ≤  için 0=
µηc  olacağından{ }jiyx ≤≤≤≤ µηµη 1,1.    

kümesi L  cismi üzerinde doğrusal bağımsızdır. 

 

2.1.9.Teorem: KL  cisminin sonlu bir genişlemesi, Kv  cisminin rankı 1 olan bir 

değerlendirmesi olsun. Bu durumda Lv  cisminin rankı 1 olan bir değerlendirmesine 

genişletilebir. 

 

Kanıt: Teorem 2.3.1 den K  üzerindeki v  değerlendirmesi L  cismine 

genişletilebilir. v nin L  cismine genişlemesi w  olsun. v  nin değer grubu vG  w  nın değer 

grubu wG  ise wv GG ⊆  ve RGv ⊆  dir. 2.1.6. teoremden [ ] eGG vw =:  sonludur ve ev  

değerlendirmesi L  cismi üzerinde w  değerlendirmesine denktir. Her La ∈  için  

 

   ( ) RGaw v
e ⊆∈  

 

dir. Bu durumda ( ) vv ee /1
 ye denk bir değerlendirmedir. 

 

2.1.10.Teorem: KL  cisminin .n  dereceden bir genişlemesi, Kv  nin bir 

değerlendirmesi ve vww ..,., 21  değerlendirmesinin L  cismine farklı genişlemeleri olsun. 

...,, 21 ee ve ...,, 21 ff  sırasıyla dallanma indeksleri ve rezidü dereceleri ise 
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   ∑ ≤
k

kk nfe   

dir. (Bachman, 1964 ) 

 

2.1.11.Teorem: K  bir cisim Kv  nin  bir Arşimetsel değerlendirmesi olsun. Bu 

durumda K  cismi C  compleks sayılar cisminin bir alt cismine izomorftur ve v  

değerlendirmesi adi mutlak değerin bir kuvveti biçimindedir. 

 

Kanıt:  K  cismi üzerindeki v  Arşimetsel değerlendirmesi ile tam bir cisim olsun. 

01, 2 =+xi  denkleminin  kökü olmak üzere ( )iK  cismi gözönüne alınırsa, v  

değerlendirmesi ( )iK  cisminin bir w  değerlendirmesine tek şekilde genişletilir. 2.1.4. 

teoremden her ( )iKiba ∈+=α  için 

  

   ( ) ( )( )αα Nvw = 22 ba +=   

 

biçimindedir. 

 

K  herhangi bir cisim ve Kv  cisminin Arşimetsel değerlendirmesi ise 0=charK  dır. 

(Bachman, 1964) Bu durumda K  nın ilkel cismi Q  rasyonel sayılar cismine izomorftur ve 

v  değerlendirmesinin Q  ya kısıtlanışı adi mutlak değerdir. KK̂  cisminin v  

değerlendirmesine göre tamlanışı olsun. 

K̂  üzerindeki değerlendirme ( )iK̂  ye tek şekilde genişletilebilir. Bu değerlendirmeye göre 

( )iK̂  de tam cisimdir. (Bachman, 1964) O halde ( )iK̂  cismi değişmeli Banach cebiridir ve 

( )iK̂ C=  dir (Bachman, 1964).  Öyleyse K  cismi C  nin bir alt cismine izomortur. 

 

2.1.12.Tanım: K  bir cisim, Kv  cisminin bir değerlendirmesi, KL  cisminin bir 

genişlemesi ve ( ) ıiiv ∈
′   v  değerlendirmesinin L cismine genişlemelerinin bir ailesi olsun. v  
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nin L  cismine genişlemesi olan her değerlendirme bir tek iv  değerlendirmesine denk ise 

( ) ıiiv ∈
′  ailesi v  nin genişlemelerinin tam sistemi olarak adlandırılır. 

 

2.1.13.Tanım: K  bir cisim, KL  cisminin cebirsel bir genişlemesi Kv  cisminin 

bir değerlendirmesi olsun. v  nin L  cismine bir tek genişlemesi varsa v  ye Henselian 

değerlendirme adı verilir. 

 

2.1.14.Tanım: K  bir cisim, Kv  cisminin bir değerlendirmesi olsun. v  

değerlendirmesinin değer grubu sonsuz devirli grup ise v  ye ayrık değerlendirme adı 

verilir. 

 

2.1.15.Örnek: Qp ∈  asal sayı olsun. Q  nun adikpvp −  değerlendirmesi ayrık 

değerlendirmedir. 

 

2.1.16.Teorem: K  bir cisim, KL  nin bir genişlemesi, Kv  nin bir 

değerlendirmesi ve vw  nin L  cismine bir genişlemesi olsun. v  ayrık değerlendirme ise 

w  da ayrık değerlendirmedir. 

 

Kanıt: vGv  nin wGw  nın değer grubu olsun. 2.1.9.teoremden e  dallanma 

indeksi, f  rezidü derecesi ve [ ] nKL =:  olmak üzere nfe ≤.  dir. O halde v
e
w GG ⊆  dir. 

Bu durumda vGA ⊆   olmak üzere her L∈α  için  

 

   :λ
( ) ( )αα vw
w

e
AG

→

→  

 

biçiminde tanımlanan dönüşüm bir izomorfizmadır. Öyleyse wG  da sonsuz devirli bir 

grubun bir alt grubuna izomorftur; yani w  da ayrık değerlendirmedir. 
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2.1.17.Teorem: F  bir cisim, Fv  nin ayrık değerlendirmesi olsun. F  cismi v  

değerlendirmesine göre tam ve FK  nin .n  dereceden bir genişlemesi ise  

 

    nfe =.  

 

dir. Bu durumda K  cismine yerel cisim adı verilir.  (Bachman, 1964) 

       

 2.2. Bir Değerlendirmenin Genişlemelerinin Sayısı 

 

2.2.1.Teorem: KL  cisminin sonlu bir genişlemesi, Kv  cisminin rankı 1 olan 

değerlendirmesi ve  vw  değerlendirmesinin L  cismine bir genişlemesi olsun. L  cisminin 

w  ya göre tamlanışı KL,ˆ  cisminin v  ye göre tamlanışı K̂  ise KLL ˆˆ =  dır. 

(Bachman,1964) 

 

 
 

 

L  
 

K  

KLL ˆˆ =  

K̂  
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2.2.2.Teorem: FK  cisminin sonlu bir genişlemesi, Fv  cisminin rankı 1 olan 

değerlendirmesi, FF̂  cisminin v  değerlendirmesine göre tamlanışı ve F̂  F̂  nın cebirsel 

kapanışı olsun. v  değerlendirmesinin K  cismine genişlemeleri ile K  cisminin F̂  cismi 

içine gömmeleri arasında bire-bir bir eşleme vardır. 

 

Kanıt: vv̂  değerlendirmesinin F̂  cismine genişlemesi ise v̂  F̂  cismine tek 

şekilde genişletilir. Eğer K  cismi F̂  cismi içine bir aizomorfizmF −  ile gömülürse Kv  

cismine genişletilebilir. 

 

  FKK ˆ: 1 ⊆→λ  

 

F  yi sabit bırakan bir dönüşüm, vv ˆ1  değerlendirmesinin 1K  cismine kısıtlanışı olsun.  

Her K∈β  için  

 

  ( ) ( )( )βλβ 11´ vv =  

 

tanımlansın. Kv ´1  cisminin bir değerlendirmesidir, vv ´1  değerlendirmesinin bir 

genişlemesidir ve bu değerlendirme K  nın  F̂  cismi içine λ  gömmesi ile belirlenmiştir. 

 

  

FKK

FKK

ˆ:

ˆ:

22

11

⊆→

⊆→

λ

λ
 

 

dönüşümleri K  cisminin F  cismi içine iki gömmesi, σ  F̂  nın  asıotomorfizmF −ˆ  ve  

21 λσλ =  yani 1λ ve 2λ  gömmeleri eşlenik olsun. Her  K∈β  için  

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )ββλβσλβλβ ´´ 2221211 vvvvv ====   
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dır. O halde K  cisminin F̂  cismi içine iki eşlenik gömmeleri K  cismi üzerinde aynı 

değerlendirmeyi tanımlar. 

Tersine ´´ 21 vv =  olsun. 

 

  21
1

123 : KK →= −λλλ  

 

dönüşümü F  cismini sabit bırakır. O halde 3λ  ün  

 

  FKFK ˆˆ
21 →  

 

−F̂ izomorfizmasına genişletildiği gösterilmelidir. 

{ } 1Knα  cisminde bir Cauchy dizisi ve FKn 1lim ∈= αα  olsun. ´´ 21 vv =  olduğundan 

  

( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

( )mn

mn

mn

mn

mnmn

v

v

v

v

vv

αα

ααλ

ααλ

ααλλ

ααλαλαλ

−=

−=

−=

−=

−=−

−

−

−

1

1
11

1
12

1
122

32332

´

´  

 

elde edilir. Öyleyse ( ){ }nαλ3  de FK ˆ
2  da bir Cauchy dizisidir ve ( )( ) FKn

ˆlim 23 ∈αλ  dır. 

 

  3λ FKFK 21: →  

 

bir F̂  izomorfizma olmak üzere ( )( ) 33lim λαλ =n ( )α  biçimindedir. Öyleyse 3λ  F̂  

cisminin −F̂ otomorfizmasına genişletilebilir. 

 



 26 
 
 

                                                                            
 
 

2.2.3.Teorem: F  bir cisim, ( ) FFK α=  cisminin sonlu ayrılabilir bir 

genişlemesi, Fv  cisminin rankı 1 olan değerlendirmesi ve ( ) ( )FIrrxf ,α=  olsun. Bu 

durumda v  değerlendirmesinin K  cismine ( )xf  polinomunun [ ]xK  halkasındaki asal 

çarpanlarının sayısı kadar genişlemesi vardır. (Bachman, 1964 ) 

 

2.2.4.Örnek: 03, 3 =−xθ  denkleminin bir kökü olmak üzere ( )θQK =  ve .  adi 

mutlak değer olsun. R de  

 

  ( ) ( ) 




 ++−=−

23323 3333 xxxx   

 

yazılır. Öyleyse 
2

31 ij +−
= olmak üzere Q  nun C/  içine 

 

  
( ) ( )

( ) ( ) CjQQ

CQQ

/⊆→

/⊆→

3
2

3
1

3:

3:

θλ

θλ
 

 

gömmeleri tanımlanır. Bu durumda .  nın ( )θQ  cismine 1λ  ve 2λ  gömmeleriyle belirlenen 

iki genişlemesi vardır. 

 

2.2.5.Teorem: F  bir cisim, FK  nin sonlu ayrılabilir bir genişlemesi, Fv  

cisminin rankı 1 olan değerlendirmesi, FE  cisminin K  yi kapsayan normal bir 

genişlemesi, EG  nin Galois grubu, GU  nin F  cismini sabit bırakan bir alt grubu 

olsun. FES ˆ  cisminin F̂  üzerindeki Galois grubu ve Gi ∈µ  ler K cisminin F̂  cismi 

içine gömmelerine karşılık gelen otomorfizmalar olmak üzere U
r

i
iUSG

1=

= µ  olsun. Bu 

durumda v  değerlendirmesinin K  cismine genişlemelerinin sayısı G  yi oluşturan farklı 
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kalan sınıflarının sayısı kadardır ve bu genişlemeler ri ≤≤1 , her K∈α  elemanı için 

( ) =αiw ( )( )αµiiv  biçimindedir. (Bachman, 1964 ) 

 

2.2.6.Sonuç: F  bir cisim, FK  nin sonlu ayrılabilir bir genişlemesi, Fv  

cisminin rankı 1 olan değerlendirmesi, FE  cisminin K  yi kapsayan normal bir 

genişlemesi, EG  nin Galois grubu ve Gi ∈µ  ler K cisminin F  cismi içine gömmelerine 

karşılık gelen otomorfizmalar olsun. Her K∈α  için K  nın F  üzerindeki trace’i 

 

  ( ) ( ) ( )( )∑=
i

İFFKFK
İ

TT αµα µ ˆ/ˆ/  

 

ve K  nın F  üzerindeki normu  

 

  ( ) ( ) ( )( )∏=
i

iFFKFK i
NN αµα µ ˆ/ˆ/  

biçimindedir. 
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 3.BÖLÜM 

 

K CİSMİNİN DEĞERLENDİRMELERİNİN K(x) CİSMİNE GENİŞLEMELERİ 

  

K  bir cisim, F  K  cisminin bir genişlemesi, Kv  cisminin bir değerlendirmesi, vk  

v  değerlendirmesinin rezidü cismi olsun. wk  rezidü cismi vk  cisminin transandant bir 

genişlemesi olacak biçimde verilen bir w  değerlendirmesi v  değerlendirmesinin bir rezidül 

transandant genişlemesidir. Bu bölümde K  cisminin v  değerlendirmesinin ( )xK  cismine 

rezidül transandant ve rezidül cebirsel genişlemelerinin incelenmesi amaçlanmıştır. v  

değerlendirmesinin değer grubu vG  nin toplamsal olması durumunda Alexandru V. , 

Popescu N.,  Zaharescu A. tarafından 1988 yılında yapılan çalışmalar incelenmiştir. Birinci 

kısımda rezidül transandant genişlemelerle ilgili ikinci kısımda da rezidül cebirsel 

genişlemelerle ilgili çalışmalara yer verilmiştir. Her iki kısımda da önce K  cisminin 

cebirsel kapalı olması durumunda sonrada herhangi bir cisim olması durumunda yapılan 

çalışmalar yer almaktadır. 

 

3.1. K Cisminin Değerlendirmelerinin K(x) Cismine Rezidül Transandant 

Genişlemeleri 

 

3.1.1.Tanım: K  bir cisim, v  K  cisminin bir değerlendirmesi olsun. Her  

[ ]xKxaxaxaaF n
n ∈++++= ...2

210  polinomu için  

 

   ( ) ( )( )ii
avFw inf=  

   

biçiminde tanımlanan w  değerlendirmesi v  değerlendirmesinin ( )xK  cismine Gauss 

genişlemesi olarak adlandırılır. Bu durumda ( ) 0=xw  ve vktransx /∗  olmak üzere 

( )∗= xkk vw  biçimindedir. 
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3.1.2.Lemma: K  bir cisim, Kv  cisminin bir değerlendirmesi, vG  v  nin değer 

grubu, ´G  vG  yi alt grup kabul eden bir sıralı grup ve ´G∈γ  ise v  değerlendirmesi Ι∈i  

olmak üzere her [ ]xKxaP
i

i
i ∈= ∑  için  

 

   ( )
i

Pw inf= ( )( )γiav i +  

 

biçiminde tanımlanan ( )xK  cisminin w  değerlendirmesine genişletilir. 

 

Kanıt: [ ]∑∑ ∈==
i

i
i

i

i
i xKxbQxaP ,  olsun. 

 

   ( )
i

Pw inf= ( )( ),γiav i +  ( )
i

Qw inf= ( )( )γibv i +   

  

olarak tanımlandığından  

 

   ( ) ( ) γtavPw t +=   ve ( ) ( ) γsbvQw s +=   

 

olacak biçimde bir ,  t s Z∈  vardır. 

 

   ( ) 0=⇔∞= PPw                                                       (1) 

 

olduğu kolayca görülür. iii bac +=  olmak üzere ∑=+ i
i xcQP  yazılacağından 

 

   ( )
i

QPw inf=+ ( )( )γicv i +  

 

dır ve w  nın tanımından bir Ι∈k  için  

 

   ( ) ( ) γkcvQPw k +=+  
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biçiminde olduğu görülür. Buradan  

   

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )QwPw

sbvtav

kbvkav

kbvav

kbavQPw

st

kk

kk

kk

,inf

,inf

,inf

,inf

=

++≥

++=

+≥

++=+

γγ

γγ

γ

γ

 

 

bulunur. O halde  

 

   ( ) ( ) ( )( )QwPwQPw ,inf≥+                                        (2) 

 

dur. ∑= nmi bac  olmak üzere i

i
i xcPQ ∑=  olduğundan  

 

( ) ( )( )γicvPQw ii
+= inf  

 

ve w   nın tanımından ∑= βα bac  olmak üzere  

 

   ( ) ( ) ( ) ( )γskcvcxwPQw sk ++== +  

 

olur. v  değerlendirmesinin özellikleri de kullanılarak  

 

   

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )QwPw

kkbvav

skbavPQw

sk

sk

+=

+++=

++=

γγ

γ
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elde edilir. Yani 

 

   ( ) ( ) ( )QwPwPQw +=                                                 (3)  

 

olur. 3.2.(1), (2), (3) ifadesinden w  nın ( )xK  cisminin bir değerlendirmesi olduğu görülür. 

 

3.1.3.Örnek: Qv  rasyonel sayılar cisminin değer grubu toplamsal olan adikp −  

değerlendirmesi olsun. RGZGv == ´,  ve 5=γ R∈  olarak alınırsa [ ]∑ ∈=
i

i
i xQxaP  

için 

 

( )
i

Pw inf= ( )( )5iav i +  

 

biçiminde tanımlanan w , ( )xQ  cisminin bir değerlendirmesidir. 

 

3.1.4.Önerme: K  bir cisim, Kv  cisminin bir değerlendirmesi, vG  v  nin değer 

grubu, ´G  vG  yi alt grup kabul eden bir sıralı grup, vGnZn ∈∈ γ,  iken 0=n  olan ´G∈γ  

ise ( ) γ=xw  olacak şekilde v  değerlendirmesinin ( )xK   cismine bir tek w  genişlemesi 

vardır. wk  ve  vk  aynıdır ayrıca w  nın değer grubu γZGv +  biçimindedir. 

 

Kanıt: [ ]∑ ∈=
i

i
i xKxaP  olsun. 

 

   ( ) ( ) γiavxaw i
i

i +=  

 

olacağından  ( )0≠i
i

i axa  lerin w  altında farklı değerler aldığı görülür. O halde w  

değerlendirmesi her  [ ]∑ ∈=
i

i
i xKxaP  için  

 

   ( )
i

Pw inf= ( )( )γiav i +   
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biçiminde tek şekilde tanımlanır. w  nın değer grubunun γZGG vw +=  olduğu, tanımından 

açıktır. 

 

( )xKR ∈  ve 0≠R  ise ( ) ( ) 0,,, >∈∈∈ ∗ uwxKuNnKa  olmak üzere  

 

   ( )uaxR n += 1   

 

yazılabilir. O halde  

 

   ( ) ( ) γnavRw +=  

 

olacaktır. 

 

   ( ) ( ) 0.00 ==⇔= navRw  

 

dır. Bu durumda R  ve a  birbirine denk olacağından wk ve  vk  cisimlerine aynı gözüyle 

bakılabilir. 

 

3.1.5.Önerme: K  bir cisim, Kv  nın bir değerlendirmesi, vG  v  nin değer grubu, 

vk  de rezidü cismi olsun. Bu durumda v  değerlendirmesi ( ) 0,  / vw x x t trans k∗= =  olacak 

şekilde ( )xK  cisminin bir w  değerlendirmesine tek şekilde genişletilir. Ayrıca vw GG =  ve 

( )tkk vw =  dir. 

 

Kanıt: [ ]∑ ∈=
i

i
i xKxaP  için  

 

   ( )
i

Pw inf= ( )( )iav   
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biçiminde tanımlanan Kw  cisminin bir değerlendirmesidir ve vw GG = dir. O halde 

( ) 0=xw  olur. P  polinomu her Ii ∈  için ( ) 0≥iav  ve en az bir  Ik ∈  için ( ) 0=kav  

sağlanacak şekilde ∗K  ın uygun bir elemanı ile bölünsün. Bu durumda ( ) wVPxw ∈⇒= 0  

dır.  

vktranst /  ve her Ii ∈  için ia 0≠  olduğundan  

 

   0≠∑ i

i
ita  

 

olur. O halde  

 

   ( )
i

Pw inf0 == ( )( )iav  

 

olacaktır. 

 

( ) 00,00 =⇒







>>








⇒= ∑∑ ii

i

i
i

i

i
i aavxawta   

 

dır. Öyleyse vktx =  cismi üzerinde transandanttır. ( )xKR ∈  elemanı  

 

   















= ∑∑

i

i
i

i

i
i xbxacR /  

 

yazılırsa 

 

   















= ∑∑

i

i
i

i

i
i tbtacR /  

 

olacağından   
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   ( )tkk vw =  

 

olduğu görülür. 

 

3.1.6: K  bir cisim, Kv  nın bir değerlendirmesi, Kx  cismi üzerinde transandant 

olan bir eleman ve vw  değerlendirmesinin ( )xK  cismine rezidül transandant genişlemesi, 

v  nin rezidü cismi vk  ve  w  nın rezidü cismi wk  olsun. Nagata v   değerlendirmesinin rankı  

sonlu ayrık bir değerlendirme olması durumunda wk  cisminin vk  nin sonlu cebirsel bir 

genişlemesinin basit transandant bir genişlemesi olduğunu göstermiştir. (Nagata, 1967) 

Daha sonra Ohm v  değerlendirmesi üzerindeki rankının sonlu ve ayrık değerlendirme 

olması koşulu olmasa da wk  cisminin vk  nin sonlu cebirsel bir genşlemesinin basit 

transandant bir genişlemesi olduğunu göstermiştir. (Ohm.1983) 

 

3.1.7.Önerme: K bir cisim, Kv  nın bir değerlendirmesi, [ ]xKf ∈ , Kf ∉ , 

[ ]fKfafafaaP n
n ∈++++= ...2

210  olsun. Bu durumda ( )fK  cismi üzerinde  

 

   ( )
if Pw inf= ( )( )iav  

 

biçiminde tanımlanan fw  bir değerlendirmedir. (Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988) 

 

3.1.8.Önerme: vw f  değermesinin ( )fK  cismine rezidül transandant 

genişlemesidir. fww  değerlendirmesinin ( )xK  cismine bir genişlemesi ise w  

değerlendirmesi de v  nin rezidül transandant genişlemesidir. 

 

Kanıt: 3.1.5. önermeden kolayca görülür. 

 

3.1.9.Önerme: Kv  cisminin bir değerlendirmesi, vw  nin ( )xK  cismine rezidül 

transandant genişlemesi olsun. Bu durumda w  değerlendirmesi ( )fK  cismi üzerinde 
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,  v f ve infimum ile tanımlanan fw  değerlendirmesinin )(xK  cismine genişlemesi olacak 

biçimde bir [ ]xKf ∈  polinomu vardır. (Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988) 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 K  cisminin v  değerlendirmesinin ( )xK  cismine rezidül transandant 

genişlemelerini, önce K  cisminin cebirsel kapalı olması durumunda inceleyelim. 

 

3.1.10.Önerme: vw  değerlendirmesinin ( )xK  cismine rezidül transandant 

genişlemesi olsun. Bu durumda w  değerlendirmesi v , infimum ve 

)0( ≠−= abaxf  doğrusal polinomu ile tanımlanmıştır. 

(Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988) 

( )xK   w  

( )   fK f w  

  K v  
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 3.1.11.Önerme: [ ] ( ) 1, 2i i if a x b K x i= − ∈ =  olmak üzere ( )xKww
ifi =  cismi 

üzerinde ifv,  ve infimum ile tanımlanan değerlendirmeler olsun. Aşağıdakiler denktir: 

i) 21 ww =  

ii) ( ),  ,  0vc d V v c∈ =  olmak üzere dcff += 12 biçimindedir. 

iii) ( )1 2 20,  / vw f f trans k=  

            iv) ( ) ( )21 avav =  ve ( ) ( )11221 avbabav ≥−   (Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988)  

 

           3.1.12.Önerme: [ ] KfxKxxaf
n

i
i ∉∈−= ∏

=

,)(
1

 olsun. fww ,  nin ( )xK  cismine bir 

genişlemesi ise 
i

i
i c

xxf −
=  olmak üzere fww =  olacak şekilde f  polinomunun bir ix  

kökü ve bir Kci ∈  elemanı vardır. (Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988) 

 

3.1.13.Lemma:  K  bir cisim, v  K  nın  bir  değerlendirmesi,                      

[ ] KfxKxxaf
n

i
i ∉∈−= ∏

=

,)(
1

, vw f  nin ( )fK  cismine bir genişlemesi, fww ,  nin ( )xK  

cismine bir genişlemesi, ( ) ( ) ,  ,  1i i i iw x x v c c K i nγ = − = ∈ ≤ ≤  ve 
i

i sup
0

=γ ( )iγ  olsun. 

Eğer 
i

i
i c

xxf −
=  ise ( )xKw  cismi üzerinde ,  iv f  ve infimum ile tanımlanan bir 

değerlendirmedir. Tersine  
i

i
i c

xxf −
=  olmak üzere fww =  ise 

0ii γγ = dır.                

(Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988) 

 

           3.1.14.Lemma: K  bir cisim, Kv  nın bir değerlendirmesi, 

[ ]
1

( ) ,  
n

i
i

f a x x K x f K
=

= − ∈ ∉∏ , vw f  nin ( )fK  cismine bir genişlemesi, fww nin ( )xK  

cismine bir genişlemesi, 
i

i
i c

xxf −
=  iken 

if
ww =  olsun. 
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a) Aşağıdaki ifadeler denktir: 

i) 
if

ww = ,  
i

i
i c

xxf −
=  

 

ii) ( ) ( ) ( )( )ii cvcvxxv ,sup 1≥−  

 

iii) ( ) ( )icvcv =1  

 

b) ( ) ( )1cvcv i <  ise ( ) ( )1xxvcv iii −== γ  dir. (Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988) 

 

3.1.15.Teorem: K  bir cisim, Kv  nın bir değerlendirmesi, 

[ ]xKxxaf
n

i
i ∈−= ∏

=

)(
1

 olsun. Her ni ≤≤1  için ( )xKwi ,  cismi üzerinde ,  i

i

x xv
d
−  ve 

infimum ile tanımlanan bir değerlendirme ve 0wwi  ın genişlemesi olacak biçimde bir 

Kdi ∈  elemanı vardır. Tersine 0w  ın ( )xK  cismine her genişlemesi iw  değerlendirmesine 

denktir. 

 

Kanıt: [ ]xKf ∈  polinomu ix  noktasında Taylor serisine açılırsa nj ≤≤1  için 

( ) ( )
!j
xf

h i
j

j =  olmak üzere  

 

   ( ) ( ) ( ) ( ) n
n

iii hxxhxxhxxxf −++−+−= ...2
2

1   

 

ve ∗∈ Kdi   için 

 

   ( )
n

i

i
n

n
i

i

i
i

i

i
i d

xxhd
d

xxhd
d

xxhdxf 






 −
++







 −
+







 −
= ...

2

2
2

1  
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elde edilir. ( )xKwi ,  cismi üzerinde ,  i

i

x xv
d
−  ve infimum ile tanımlanan bir  

değerlendirme olsun. 

 

   ( ) ( ) ( ) ( )( )iji dvjhvfwfw +=== inf0  

 

olacağından ji ≤≤1  için  

 

   ( ) ( )








−=

j
hv

dv j
i inf                                                     (4) 

 

elde edilir ve bu ifadeden ∗∈ Kdi  elemanı tanımlanır; ancak bu tanımlanış tek şekilde 

olmayabilir. ∗∈ Kdi  elemanı 3.15.(4) ifadesindeki gibi tanımlanmış ise ( )xK  cismi 

üzerinde ,  i

i

x xv
d
−  ve infimum ile tanımlanan değerlendirmenin 0w  ın genişlemesi olduğu 

kolayca görülür. 

 

3.1.16.Tanım: 3.15.(4). ifadesinde tanımlanan ( ) vii Gdv ∈=γ elemanına f  

polinomu ve f  in ix  köküne karşılık gelen mertebe, iw  ye de f  polinomu ve f  in ix  

köküne karşılık gelen değerlendirme adı verilir. 

 

3.1.17.Önerme: K  bir cisim, Kv  nın bir değerlendirmesi, 

[ ] 1 2,  ,  ,   f K x f K x x f∈ ∉  polinomunun kökleri, 1 2,  w w  sırasıyla 1 2,  x x  ve f  

polinomuna karşılık gelen değerlendirmeler ve 1 2,  γ γ  mertebeleri olsun. Aşağıdaki ifadeler 

denktir. 

i) 21 ww =  

 

ii) 21 γγ =  ve ( ) γ≥− 21 xxv  
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iii) ( )121 xxw −=γ  ve ( )212 xxw −=γ  (Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988) 

 

3.1.18.sonuç: K  bir cisim, Kv  nın bir değerlendirmesi, [ ],)(
1

xKxxaf
n

i
i ∈−= ∏

=

 

her ni ≤≤1  için fwi  polinomu ve f  in ix   köküne karşılık gelen değerlendirme 

olsun. 

 

i) rwww === ...21  ve her ri ≥  için iww =1  ise 
01

/ ww kk   .r  dereceden bir 

genişlemedir. 

 

ii) ´,...´,´, 21 twww   0w  ın ( )xK  cismine genişlemelerinin tam sistemi ise  

 

   ( ) ( ) ( ) ( )[ ]fKxKwwfwwe j
j

j :// 00 =∑  

 

dir. (Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988) 

 

 Şimdi K  nın herhangi bir cisim olması durumunda K  cisminin v  

değerlendirmesinin ( )xK  cismine rezidül transandant genişlemelerini belirleyelim. 
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K , K  cisminin cebirsel kapanışı ve ,v v  değerlendirmesinin K  cismine genişlemesi olsun. 

vw  nin ( )xK  cismine rezidül transandant genişlemesi, f wk  cismi içindeki görüntüsü 

vk  cismi üzerinde transandant olan bir polinom ve w  w  nın ( )xK  cismine genişlemesi 

olsun. 

vv kk  nin bir cebirsel genişlemesi olduğundan vkf  cismi üzerinde transandanttır. Bu 

durumda  vw,  nin rezidül transandant genişlemesi olacaktır. 

3.1.13. teoremine göre ( ) fdv ,  polinomu ve f  in bir a  köküne karşılık gelen mertebe 

olmak üzere, w  değerlendirmesi ,  x av
d
−  ve infumum ile tanımlanan bir değerlendirme 

olacak şekilde bir Kd ∈  elemanı vardır. Bir [ ]xKg ∈  polinomu a  noktasında Taylor 

serisine açılacak olursa  

 

   ( )
( ) ( ) ( ) j

m

i

j

ax
j

agxg −= ∑
=1 !

 

 

olur. Bu durumda  ( ) ( )dvaxw =−=γ  olmak üzere  

 

  K v  

  K v  

( )   K x w  

 ( )   K x w  
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( ) ( )
( ) ( )









+








== γj

j
agvgwgw

j

!
inf                                              (5)  

    

olarak tanımlanır. 

 

3.1.19.Teorem: vw ,  nin ( )xK  cismine bir rezidül transandant genişlemesi olsun. 

Bu durumda w  değerlendirmesi 3.1.18.(5)  ifadesindeki gibi tanımlanacak şekilde bir 

[ ]xKf ∈  polinomu ve f  nin bir a  kökü vardır. Tersine [ ]xKf ∈  ve fa  nin bir kökü 

olsun. f,γ  ve a  ya karşılık gelen mertebe olmak üzere 3.1.18.(5) ifadesinde tanımlanan 

w  değerlendirmesi v  nin rezidül transandant genişlemesidir. (Alexandru, Popescu, 

Zaharescu, 1988) 

 

3.1.20.Tanım: ( ) KrxKr ∉∈ ,  olsun. ( ) ( )[ ]rKxKr :deg =  biçiminde tanımlanır. 

[ ] 0,, ≠∈ gxKgh olmak üzere 
g
hr =  biçiminde yazılırsa 

( ) ( )[ ] { }ghrKxKr deg,degmax:deg ==  biçimindedir. (Ohm,1985) 

 

3.1.21.Tanım: ( ) { }nrktransrVrnvw vw =∈∃= ∗ deg,/,min/deg  

olarak tanımlanır. 

 

3.1.22.Önerme: KK  cisminin cebirsel kapanışı, vv  değerlendirmesinin K   ye 

genişlemesi olsun. ww  nın ( )xK  cismine genişlemesi ise vw  nin de genişlemesi 

olacak şekilde w  değerlendirmesin ( )xK  cismine bir w  genişlemesi vardır. 

(Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988) 
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3.1.23.Önerme: K  bir cisim, Kv nın bir değerlendirmesi, vw  değerlendirmesinin 

( )xK  cismine bir genişlemesi olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir.  

 

i) vw ,  nin rezidül transandant genişlemesidir. 

 

ii) vw ,  nin rezidül transandant genişlemesidir. 

 

iii) wv GG =  dir.                                             (Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988) 

 

3.1.24.Önerme: K  bir cisim, v  K  nın bir değerlendirmesi vw,  nin ( )xK  cismine 

rezidül transandant genişlemesi olsun. 

Aşağıdaki ifadeler denktir: 

i) w infimum, Kav ∈,  ve vG∈δ  ile tanımlanmıştır. 

ii) ( ) ( ) 1// == vwfvwe  dir.                                      (Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988) 

  K v  

( )  aK a v  

  K v  

( )   K x w  

( )   K x w  
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3.1.25.Tanım: ( )xK  cisminin w  değerlendirmesi ( )w x a δ− =  olmak üzere  ,v  

infimum, Ka ∈   ve vG∈δ  ile tanımlanmış olsun. ( ), va K Gδ ∈ ×  çiftine w  

değerlendirmesini tanımlayan çift adı verilir. 

 

3.1.26.Tanım: K  bir cisim, v  K  nın bir değerlendirmesi, vw  nin ( )xK  cismine 

( )
vGKa ×∈δ,  çiftiyle tanımlanan bir genişlemesi olsun. ( ) δ<− bav  sağlayan her Kb ∈  

için ( )[ ] ( )[ ]KaKKbK :: <  oluyorsa ( )
vGKa ×∈δ,  çiftine K  cismi üzerinde minimal çift 

denir. 

 

3.1.27.Tanım: KKK ⊆⊆ 1 , v  nin 1K  cismine kısıtlanışı 1v , 1v  

değerlendirmesinin değer grubu 
1vG  olsun. ( )1,e e Kγ=  ile 

1
. vGe ∈γ  olan en küçük doğal 

sayı gösterilsin. 

 

3.1.28.Önerme: Kv  cisminin bir değerlendirmesi, vw  nin ( )xK  cismine bir 

genişlemesi olsun. Bu durumda w  yi tanımlayan, aşağıdaki koşulları sağlayan bir  

( ), va K Gδ ∈ ×  çifti vardır. 

 

i) ( )[ ] nKaK =:  ise her ( ) [ ],  degg x K x g n∈ ≤  için 

 

   ( )( ) ( )( )agvxgw =  

 

dir. 

 

ii) ( ) ( )KaIrrxf ,=  için ( )( ) 0=xfw  ve ( )( ),e e K aγ=  olsun. 

deg , /eI n r f h< =  için ( ) 0=rw  ve vktransr /  olacak şekilde bir ( ) [ ]h x K x∈  polinomu 

vardır. 
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iii) vv ,1  nin ( )aK  cismine kısıtlanışı ise  

 

   ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1deg / . , , / / . ,w v n e K a e w v e v v e K aγ γ= =  

 

olur. 

 

iv) 
1vk cismi ve vk  nin wk  cismi içindeki cebirsel kapanışına aynı gözüyle bakılabilir  

ve  

  ( ) ( )vvfvwf // 1=  

 

dir.            (Alexsandru, Popescu, Zaharescu) 

 

3.1.29.Sonuç: ( ) ( ) ( )vwevwfvwd /.// ≥  

dir. 

 

3.1.30.Sonuç: 
1

/ vktransr ∗  olmak üzere, 

 

( )∗= rkk vw 1
 

  

dır. 

 

3.1.31.Sonuç: ( )xK  cisminin w  değerlendirmesi aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

 

i) ( ) [ ]rKrararaarh m
m ∈++++= ...2

210  ise 

 

   ( )( )
i

rhw inf= ( )( )iav  

 

dir. 
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ii) ( ) [ ],  degg x K x g n∈ <  ise  

 

   ( )( ) ( )( )agvxgw =  

 

olur. 

 

iii) ( ) [ ] engxKxg .deg, <∈  ise deg ,  0ig n i e< ≤ ≤  olmak üzere  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxgxfxgxfxgxgxg e
e

1
1

2
210 ... −

−++++=  

 

olarak tek şekilde yazılır ve  

 

   ( )( )
i

xgw inf= ( )( )( )γiagv +   

biçimindedir. 

 

iv) ( )xKu ∈  elemanı nienti ≤≤< 1,.deg  olmak üzere  

 

   ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )rhrxtrxtrxtxtu s
s /...2

210 ++++=  

 

biçiminde yazılırsa 

 

   ( )
i

uw inf= ( )( ) ( )( )( )rhwxtw i −  

dir. 

 

3.1.32.Sonuç: v  Henselien ve 0=vchark   ise 

 

   ( ) ( ) ( )vwevwfvw ///deg =  

 

olur. 
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3.1.33.Sonuç: 

i) v  nin rankı 1 ve 0=vchark  

 

ii) v  nin rankı 1 ve v  ayrık değerlendirme olması durumunda  

 

   ( ) ( ) ( )vwevwfvw ///deg =  

 

dir. 

 

3.1.34.Tanım: Kv,  cisminin bir değerlendirmesi, vw  değerlendirmesinin ( )xK  

cismine ( )
0

, va K Gδ ∈ × minimal çiftiyle tanımlanan rezidül transandant genişlemesi olsun. 

,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  av f v e h r rδ γ ∗  daha önce tanımlandıkları gibi olmak üzere Yr =∗  ve 

[ ]YkYYuYuuG
av

m ∈++++= ...2
210  monik polinomunu alalım. 

( ) ( ) Ghgfmegmegw m ===
∗

/,degdeg,γ  özelliğini sağlayan [ ]xKg ∈  polinomuna G  

polinomunun liftingi denir. Ayrıca YG ≠  asal bir polinom ise g  liftingi de asaldır. 

 

3.2. K Cisminin Değerlendirmelerinin K(x) Cismine Rezidül Cebirsel Genişlemeleri 

 

3.2.1.Tanım: Kv  cisminin bir değerlendirmesi, vw  değerlendirmesinin ( )xK  

cismine bir genişlemesi olsun. vw kk  cisminin bir cebirsel genişlemesi ise vw  

değerlendirmesinin ( )xK  cismine bir rezidül cebirsel (r.c) genişlemesidir denir. 

 

3.2.2.Tanım: vw,  değerlendirmesinin ( )xK  cismine bir rezidül cebirsel 

genişlemesi ve vw GG /  grubunun her elemanının mertebesi sonlu ise vw,  

değerlendirmesinin ( )xK  cismine bir rezidül cebirsel torsion (r.c.t) genişlemesi olarak 

adlandırılır. Bu burumda 
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00 vwv GGG ⊆⊆  

 

sağlanır. 

 

3.2.3.Tanım: K  cebirsel kapalı bir cisim, Kv  cisminin bir değerlendirmesi olsun. 

v  değerlendirmesinin ( )xK  cismine rezidül transandant genişlemeleri arasında  

 

 [ ]xKfww ∈∀⇔≤ 21  için ( )( ) ( )( )xfwxfw 21 ≤  

 

biçiminde bir sıralama bağıntısı tanımlanır. 

 ( ) ( )
01 1 2 2, ,  , va a K Gδ δ ∈ ×   1w  ve 2w  değerlendirmelerini tanımlayan minimal 

çiftler olsun. 21 ww ≤  olması için gerekli ve yeterli koşul 21 δδ ≤  ve ( ) 1210 δ≥− aav  

olmasıdır. 

Benzer şekilde 2121 wwww ≤⇔<  ve  [ ]xKf ∈∃  için ( )( ) ( )( )xfwxfw 21 <  olmasıdır. 

 

3.2.4.Tanım: I  iyi sıralı sonsuz bir küme ve ( ) Iiiw ∈   v  değerlendirmesinin ( )xK  

cismine rezidül transandant genişlemelerinin bir kümesi olmak üzere , ,  i j I i j∈ <  için 

ji ww <  oluyorsa ( ) Iiiw ∈  kümesine v  değerlendirmesinin ( )xK  cismine rezidül transandant 

genişlemelerinin bir sıralı sistemi denir. 

 

3.2.5.Tanım: ( ) Iiiw ∈ , v  değerlendirmesinin ( )xK  cismine rezidül transandant 

genişlemelerinin bir sıralı sistemi olsun. Her [ ]xKf ∈  için  

 

   ( ) ( )( )xfwfw i
i

sup=  

 

biçiminde tanımlanan vw, değerlendirmesinin ( )xK  cismine bir genişlemesidir ve ( ) Iiiw ∈  

sıralı sisteminin limiti olarak adlandırılır. 
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( ) Iiiw ∈  sıralı sisteminin limiti olan ,w v  değerlendirmesinin ( )xK  cismine rezidül 

transandant genişlemesi olmayabilir.  

 

3.2.6.Teorem: ( ) ,Iiiw ∈ v  değerlendirmesinin ( )xK  cismine rezidül transandant 

genişlemelerinin bir sıralı sistemi olsun. ( ) ,Iiiw ∈ sıralı sisteminin limiti olan w  nın v  

değerlendirmesinin ( )xK  cismine bir rezidül transandant genişlemesi olması için gerekli ve 

yeterli koşul her Ii ∈  için ( ) iiaav δ≥−  olacak biçimde bir Ka ∈  elemanın bulunmasıdır. 

Buna göre ( ) Iiiw ∈  sıralı sisteminin limitinin v  değerlendirmesinin ( )xK  cismine bir rezidül 

cebirsel genişlemesi olması için gerekli ve yeterli koşul her Ka ∈  için ( ) ii axw δ<−  

sağlayan bir Ii ∈  elemanının olmasıdır. (Alexsandru,Popescu, Zaherescu, 1990) 

 

3.2.7.Teorem: K  bir cisim, Kv  cisminin bir değerlendirmesi ve vw,  

değerlendirmesinin ( )xK  cismine bir r.c.t genişlemesi olsun. Bu durumda v  

değerlendirmesinin ( )xK  cismine r.t. genişlemelerinin bir ( ) Iiiw ∈  sıralı sistemi vardır ve 

aşağıdaki özellikler gerçeklenir; 

 

1) ( ),i i iva K G wδ ∈ ×  değerlendirmesini tanımlayan minimal çift ve ( )iaKi vv =  olmak 

üzere , ,  i j I i j∈ <  için ,  
i ji j v vw w k k< ⊆  ve 

ji vv GG ⊆  dir. 

 

2) sup ,  
ii w v

i i

w w k k= = U  ve U
i

vw i
GG =  sağlanır. 

 

Kanıt: ( ), ,  deg ,i i i if Irr a K n f i I= = ∈  olsun. ji <  için ji ww <  olduğundan 

ji ww ≤  dir. ji ww =  olursa ( ) ( ), ,  ,i i j ja aδ δ  minimal çiftleri için ji δδ =  bulunur. Oysa 

bu ji ww <  oluşuyla çelişir. Dolayısıyla ji δδ <  dir. Her Ii ∈  için ( ) iii wa δ,  

değerlendirmesini tanımlayan minimal çift olduğundan ji <  için ji nn ≤  ve 

( ) iji aav δ≥−  sağlanır. 
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Bu durumda ( ) Iiiw ∈  kümesi 0v  değerlendirmesinin ( )xK  cismine rezidül transandant 

genişlemelerinin bir sıralı sistemidir. 

( )iaKc ∈  ise ( )iafc =  olacak biçimde bir [ ]xKf ∈  , inf <deg  polinomu vardır. 

( ) iii wa δ,  değerlendirmesini tanımlayan minimal çift olduğundan 

 

   ( )( ) ( )cvafv ij =  

ve 

( )∗∗ = jafc  

 

olduğu görülür. Buradan ji <  için 
ji vv kk ⊆  ve  

ji vv GG ⊆  olduğu sonucu elde edilir. 

i
i

ww sup=  olduğundan i
i

ww sup=  olduğu görülür; ayrıca vw  değerlendirmesinin rezidül 

transandant genişlemesi değildir. 

[ ]xKf ∈  , inf <deg  için 

 

   ( )( ) ( )( )iafvxfw =   

 

olduğundan  

 

   U
i

wv kk
i

⊆  ve U
i

wv GG
i

⊆   

 

olduğu görülür. 

 

( ) ( ) ( ) ( )xKxgxfxr ∈= /  olsun. Benzer incelemelerle 

 

   ( )( ) ( )( )xrwarv i =   

  

olduğu görülür. Bu da 
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    w
i

v kk
i
=U ve  w

i
v GG

i
=U  

 

sonucunu verir. 

 

3.2.8.Tanım: Kw ,  cisminin v  değerlendirmesinin ( )xK  cismine bir rezidül 

cebirsel genişlemesi olsun. vw GG /  torsion grup değilse vw,  değerlendirmesinin serbest 

rezidül cebirsel (s.r.c.) genişlemesi olarak adlandırılır.  

Kv,  cismin bir değerlendirmesi ve  vw,  değerlendirmesinin ( )xK  cismine bir 

s.r.c. genişlemesi olsun. w   aşağıdaki gibi tanımlanır: 

vw,  değerlendirmesinin ( )xK  cismine s.r.c. olduğundan 21 =+= rankvrankw  dir. Bu 

durumda vG  değer grubunun aşikar olmayan bir H  isolated alt grubu vardır. wO  halkasının 

da ww MM ⊂
1

 sağlayan, sıfırdan farklı 
1wM  ve wM  asal idealleri vardır. 

HGG vv /: →ϕ  doğal homomorfizma olsun. ( )xKvw ϕ=1  cisminin rankı 1 olan bir 

değerlendirmesidir. 1w  değerlendirmesinin değerlendirme halkası 
1wO , vO  halkasının 

1wM  

idealinin tümleyenine göre kesir halkasıdır. vO  halkasının maksimal ideali 
1wM  dir. 

1
,2 wkw  rezidü cisminin 

1
/ ww MO  halkasına karşılık gelen değerlendirmesi olsun. Bu 

durumda 21 www o=  bileşke değerlendirmesidir. 

 

   KKOw =∩
1

 ya da vw OKO =∩
1

  

 

durumları incelenerek 1w  tanımlanır. 

 

Not1: Kv,  cisminin bir değerlendirmesi ve w ,  1w  3.2.8.tanımındaki gibi 

tanımlansın. KKOw =∩
1

 ise 1w  değerlendirmesi K  cismi üzerinde aşikardır.  

1w ,  asal, monik bir [ ]xKf ∈  polinomuyla tanımlanmış ise ZGw =
1

 ve ,  a f  

polinomunun uygun bir kökü olmak üzere ( )aKkw =
1

 biçimindedir. 
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1w , sonsuzdaki asal ile belirlenmiş ise Kkw =
1

 dır. Bu durumda tüm kavramlar 

( ) xxf =  durumuyla aynı olacağından bu çalışma boyunca ( )xKw ,1  cisminin K  cismi 

üzerinde aşikar bir değerlendirmesi ise 1w  değerlendirmesinin bir [ ]xKf ∈  asal monik 

polinomuyla tanımlandığı durumun incelenmesi yeterli olacaktır. 

 Her [ ]xKF ∈  polinomu  

 

 [ ] nifFxKFfFfFfFFF ii
n

n ,.....,2,1,0,degdeg,,...2
210 =<∈++++=   

 

olarak tek şekilde yazılır ve w  değerlendirmesi  

 

   ( ) ( )( )( )aFviFw ii
´,inf=  

 

biçiminde tanımlanır. Bu durumda vv ,'  değerlendirmesinin ( )aKkw =
1

 cismine bir 

genişlemesidir. 

Başka bir ifadeyle w  değerlendirmesi, ( )Fw
f fFF 1/=  ve ( ) 11 =fw  olamak üzere   

 

)(xK  

K  

 

 

 

1w  

v  

)(
1

aKkw =  
2w  

2wk  

vk  



 52 
 
 

                                                                            
 
 
   ( ) ( ) ( )( )∗= fi

FvFwFw ´,inf 1  

 

olarak tanımlanır. Bu biçimde tanımlanan w  değerlendirmesi v  değerlendirmesinin ( )xK  

cismine birinci tip s.r.c. genişlemesi olarak adlandırılır. 

 

Not2: Kv,  cisminin bir değerlendirmesi, w  ve 1w  3.2.9.tanımındaki gibi olsun. 

vw OKO =∩
1

 ise vw ,1  değerlendirmesinin ( )xK  cismine bir genişlemesidir.  

1wk  cisminin 
1wM  değerlendirme halkasına karşılık gelen değerlendirmesi vk  cismi 

üzerinde aşikar olduğundan vw ,1  değerlendirmesinin ( )xK  cismine bir rezidül transandant 

genişlemesidir. Bu durumda 1w  bir ( ), va K QGδ ∈ ×  minimal çiftiyle tanımlanmıştır. 

,  ,  ,  ,  ,  ,  af e h v r r Yγ ∗ =  daha önce tanımlandıkları gibi olsunlar. vkw ,2  cismi üzerinde 

aşikar olduğundan bir ( ) [ ]YkYG
av∈  asal, monic polinomuyla tanımlanmıştır. 

[ ] ( )YGxKg ,∈  asal polinomunun asal liftingi olmak üzere w  aşağıdaki gibi tanımlanır: 

Her [ ]xKF ∈  polinomu 

 

[ ] nigFxKFgFgFgFFF ii
n

n ,....,1,0,degdeg,,...2
210 =<∈++++=  

 

yazılır.  

 

( ) ( )( )1 ,1 vw g w g QG Q= ∈ ×  

 

ve 

 

   
( )

:

,0
v vj QG QG Q

α α

→ ×

→
  

 

olmak üzere 
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   ( ) ( )( ) ( )( )giwFwjFw ii

+= 1inf  

   

olarak tanımlanır. Bu biçimde tanımlanan w  değerlendirmesine v  değerlendirmesinin 

ikinci tip s.r.c. genişlemesi adı verilir. 

( )Ygn deg=  olsun. ( ) ( ) vkYGhg ,/ =
∗

 üzerinde transandant olduğundan ( )Yg  

polinomunun ( ) δ≤− abv  sağlayan bir kökü vardır. fF degdeg <  olan her [ ]xKF ∈  

polinomu için ( ) ( )∗∗ = aFbF  dır ve ( ) ( )( ) ( )YGcbhbF =
∗∗ /  polinmunun bir köküdür. Bu 

durumda vvb ,  değerlendirmesinin ( )bK  cismine bir genişlemesi olmak üzere 

( )ckkk
ab vvw ==  olduğu görülür.                                            (Popescu, Vraciu, 1992) 

 

 
 

3.2.11.Teorem: K  bir cisim, v  K  cisminin rankı  r  olan bir değerlendirmesi ve 

( )sxxxxK ...,, 321  K  cismi üzerinde s  değişkenli rasyonel fonksiyon cismi olsun.  vv ,  

değerlendirmesinin ( )sxxxxK ...,, 321  cismine bir genişlemesi ise srrankv +≤  dir.  

(Khanduja, Garg, 1990) 

)(xK  

K  

 

 

 

1w  

v  

)(
1

∗= rkk
avw  2w  

)(
2

ckk vw =  

vk  

( )  aK a v  
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