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OZET

Bir K cismi tzerindeki v degerlendirmesinin K(x) cismine genislemelerinin
siniflandiriimasinin amaglandigi bu galismada izlenen plan asagidaki bigimdedir.

I. Bolimde degerlendirmeler ve cisim genislemeleri ile ilgili gerekli 6n bilgiler yer
almaktadir.

I1. Bélimde degerlendirmelerin genislemeleri ve genislemelerin sayisi ile
degerlendirmelerin ranki ele alinmistir.

I11. Bolimde bir K cismi Uzerinde de@er grubu toplamsal olan degerlendirmelerin
K(x) cismine genislemeleri siniflandiriimistir.



SUMMARY

The plan of this study which aims to obtain a classification of extensions of a
valuation v of a field K to K(x) is below:

In the Chapter I, basic knowledge for valuations and field extensions is given.
In the Chapter 11, extensions of valuations and rank of a valuation are studied.

In the Chapter 111, extensions of a valuation on a field K to K(x) are classified.
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GIRIS

Bir degiskenli cebirsel fonksiyonlar teorisi ve cebirsel sayilar teorisi arasindaki iliski
degerlendirme teorisinin ortaya ¢cikmasina neden olmustur. Dedekind ve Weber’in cebirsel
fonksiyonlar aritmetik yaklasimlari, Riemann yiizeyinin bir noktasinda kuvvet serisi
acilimlarinin elde edilmesi problemini ortaya ¢ikarmistir. Hensel boyle bir yaklasimi p-adik
sayllar teorisinde yapmis ve kuvvet serisi agilimlarinin cebirsel sayilar ve cebirsel
fonksiyonlar teorisinde sik sik ortaya ¢ikan kongrtians sistemlerinin 6zelliklerini
aciklamakta yardimci olacagini géstermistir.

Hensel 1908 yilinda yayinladigi ‘Theorie Der Algebraischen Zahlen’ adli kitabinda
degerlendirme teorisi alanindaki calismalara taban olusturan indirgenebilirlik (reducibilitiy)
lemmasina yer vermistir. Hensel’in bu ¢calismalari daha sonra Chevalley, Krull ve
Ostrowski tarafindan gelistirilmistir.

Bir cismin degerlendirmesi o cismin tzerinde bir Hausdorff topolojisi
tanimladigindan degerlendirme teorisi cebirsel topolojinin bir dal olarak da g6z éniine
alinmaktadir.

Bu calismada bir K cisminin deger grubu toplamsal olan degerlendirmelerinin
K(x) cismine genislemelerinin siniflandiriimasi amaglanmistir.

Rezidil transandant genislemeler 1967 yilinda Nagata tarafindan ele alinmis ve bu
konudaki calismalari daha sonraki ¢alismalara isik tutmustur. 1980°li yillarda Ohm,
Popescu, Alexandru ve Zaharescu tarafindan bu konuda 6nemli asamalar kaydedilmistir.
Bir K cisminin deger grubu toplamsal olan degerlendirmelerin K(x) cismine rezidul

transandant genislemeleri ve bu genislemeleri belirleyen ciftler konusu Alexandru, Popescu
ve Zaharescu tarafindan calisiimis ve ¢alismalari 1988 yilinda yayinlanmistir. Yine ayni
grup 1991 yilinda bir K cisminin deger grubu toplamsal olan degerlendirmelerin K(x)
cismine rezidil transandant genislemelerini tanimlayan minimal ciftleri belirlemeye
calismistir. S6zi edilen bu ¢alismalar tezin 111. bélimiinde yer almaktadir.



1.BOLUM

ON BIiLGILER

Bu bolimin birinci kisminda degerlendirmeler ile ilgili 6n bilgiler, ikinci kisminda

ise cisim genislemeleri ile ilgili 6n bilgiler yer almaktadir.

1.1.Degerlendirmeler

1.1.1. Tanim: G carpimsal (veya toplamsal) degismeli bir grup, < (veya >) G

Uzerinde bir sira bagintisi olsun. Her «, g, y€G igin

a<pf, p<y=a<y (veya a> 4, >y =D a>y)

N a<p,a=p, f<a (veya a>p, a=p4, f>a)

hallerinden yalniz biri saglanir.

i a<pf=ay<pfy eyaa>pf=a+y>p+y)

kosullari gercekleniyorsa G grubuna lzerindeki < (veya >) bagintisi ile tam sirali bir

grup denir.

1.1.2.Tanim: Kbir cisim, G ¢arpimsal (veya toplamsal) tam sirali bir grup olsun.
v:K -G u{0} (veya Vv:K > Gu{x})
bigiminde tanimlanan dénustim her a, be K igin

)v(@=0<a=0 (veya v(a)=wo<=a=0)

i) v(ab)=v(a)v(b) (veya v(a.b)=v(a)+v(b))



iii) v(a+b) <max{v(a),v(b)} (veya v(a+b)>min{v(a),v(b)})
kosullarini gercekliyorsa v donustimine K cismi tzerinde bir degerlendirme adi verilir.

1.1.3.Tanim: 1.1.2. tamimindaki iii) kosulu yerine v(a+b)<v(a)+v(b) ifadesi

saglaniyorsa v deQerlendirmesine Arsimetsel degerlendirme, aksi halde Arsimetsel

olmayan degerlendirme denir.

1.1.4.Tanim: 1.1.2. Tanimi’ndaki G sirali grubuna v degerlendirmesinin deger
grubu denir.

2.3.1.Tanim: G bir siraligrup, H G nin bir alt grubu olsun. xeH ve y e G i¢in

Xt <y<x iken y e H oluyorsa H,G nin isolated alt grubudur denir.

G nin kendisinden farkli isolated alt gruplarinin sayisina G sirali grubunun ranki denir ve

rankG biciminde gosterilir.

2.3.2.Tanim: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi, G v nin deger

grubu olsun. v degerlendirmesinin ranki G sirali grubunun rankidir ve rankv biciminde

gosterilir.

1.15.Tanim: K bir cisim olsun. v:K — IR* U {0} déniisimii her a, be K igin

i) v(a)>0,v(a) =0 a=0

i) v(ab) =v(a)v(b)

iii) v(a+b) <v(a)+v(b)

kosullarini gercekliyorsa v donistimu K _cisminin ranki 1 olan dederlendirmesi veya K

cisminin mutlak degeri olarak adlandirilir.




1.1.6.Tanim: K bir cisim, v K cismi lzerinde bir degerlendirme olsun. Her

aekK” icin v(a)=1 (veya v(a)=0) oluyorsa v ye K cisminin asikar degerlendirmesi

denir.

1.1.7.0nerme: K bir cisim, v K cismi lzeride deger grubu carpimsal (veya
degerlendirme olsun. Asagidaki ifadelerin gerceklendigi v

toplamsal) olan bir
degerlendirmesinin tanimindan kolayca gorulir.

v(-1)=1 (veya v(-1)=0)

iabekK,v(@)=v(b) ise v(a+b)=max{v(a),v(b)} dir.

(veya v(a+b) =min{v(a),v(b)} dir)

ii)l<i<n icin a €K ise

v(iai) <max(v(a;)) dir. (veya V(Zn:ai ) =min {v(a;)} dir)
o i i1 i

iv)1<i<n icin a, e K ve Zai =0 iseenazbiri=j icin v(a)=v(a;) dir.
i=1

1.1.8.Tanim: K ve F ikicisimve F cismi cebirsel kapali olsun.

¢:K > F u{x}

dontsumi
) (F)=V bir halkadir.

i) nin V halkasina kisitlanisi ¢|V asikar olmayan bir homomorfizmadir



iiijacK igin p(@)=w ise p(a™')=0

kosullarini gergekliyorsa ¢ dontsimine K cisminin bir place’i adi verilir.

1.1.9.Tanim: K bir cisim, V K cisminin bir alt halkasi olsun. ac K™ iken aeV

veya a* €V oluyorsa V halkasina K cisminin bir degerlendirme halkasi denir.

1.1.10.Tanim: K  bir cisim; V, K cisminin bir degerlendirme halkasi olsun.
P={aev‘a‘1¢V}

kiimesi V degerlendirme halkasinin tek maksimal idealidir.

U={aeV|a'eV}

klimesi bir gruptur ve bu kiimeye V degerlendirme halkasinin birim grubu ad1 verilir.
Not: K bir cisim, v K cisminin bir de§erlendirmesi ve G v nin deger grubu
olsun.
G carpimsal bir grup ise;
V={aeK]|v(a)<1} P={aecK|v(a)<1}, U={aeV|v(a)=1}
bicimindedir.
G toplamsal bir grup ise;

V={aeK|v(a)>0}, P={aeV|v(a)>0} U={aecK]|v(a)=0}

bicimindedir.



1.1.11. Tanim: K bir cisim, v K cismi Uzerinde bir degerlendirme, V. v nin
degerlendirme halkasi; P, V nin tek maksimal ideali ise V /P klmesi bir cisimdir ve bu

cisme v degerlendirmesinin rezidi cismi adi verilir.

1.1.12. Tanim: A tek tirli asal carpanlarina ayrilabilen bir bdlge ve K A nin

kesir cismi olsun. g€ A birimsel eleman ve p ler A nin asal elemanlari olmak Gzere

herhangi bir xe A elemani
x=ul]p”
p
olarak yazilir. ce IR, 0<c <1 olmak lzere

deder grubu carpimsal ise Vp(x) =c”
deger grubu toplamsal ise v,(x)=a

biciminde tanimlanan dénusiim degerlendirme tanimindaki kosullari gergekler. Bu
donltsim A nin kesir cismi olan K ya tek sekilde genisletilir. Bu degerlendirmeye K

cisminin p-adik degerlendirmesi adi verilir.

1.1.13.Tanim: p € Q asal bir sayi olsun. a,beZ,b=0, pta,ptb ve neZ olmak

Uzere herhangi bir x e Q elemani

oo

biciminde yazilir. Bu yazihstaki ne Z elemanina x elemanin p ye gére_mertebesi denir

ve ord x ile gosterilir.

1.1.14.0rnek: p e Q asal bir sayi olsun. Her x € Q icin




v, (x)=ord x

biciminde tanimlanan v, Q cisminin deder grubu toplamsal olan bir degerlendirmesidir.

1.1.15.0rnek: p e Q asal bir sayi olsun. ce R, 0 < ¢ <1 olmak lizere

Her x € Q icin

biciminde tanimlanan v, Q cisminin deger grubu carpimsal olan bir degerlendirmesidir.

Orneklerde verilen degerlendirmeler Q cisminin p —adik degerlendirmeleridir.

1.1.16.Tanim: p € Q asal bir sayive v, Q cisminin p—adik degerlendirmesi
olsun. Q cisminin v degerlendirmesine gore tamlanisina p — adik _sayilar cismi adi

verilir ve Q, ile gosterilir.

1.1.17.Teorem:v, Q cisminin p—adik degerlendirmesi olsun.

a;eZ,0<a;<p-lve neZ Vp(a)zvp (p”) esitligini saglayan bir eleman olmak

uzere her o € Q, elemani

formunda yazilir. ( Bachman, 1964)

a € Q, elemaninin bu bigcimdeki yazilisina o elemaninin kanonik gosterimi veya

kanonik acitlimi adi verilir.




1.1.18. Tanim: F bir cisim, K = F(x) katsayilari F de olan rasyonel fonksiyon
cismi, v F(x) in bir degerlendirmesi ve v nin F cismine kisitlanisi aikar degerlendirme

olsun.

v(x)=1 ise;

v F(x) cisminin agikar degerlendirmesidir.

v(x)<1 ise;

p(x) e F(x) asal polinom, a(x),b(x) e K[x]b(x)= 0, p(x)ta(x), p(x)tb(x) olmak iizere

herhangi bir h(x)e F(x) eleman

bigiminde yazilsin. ¢=v(p(x)), 0<c<1 olmak tizere

v(h(x))=c"

bigiminde tanimlanan v degerlendirmesine p(x)- adik degerlendirme denir.

v(x)>1 ise;

herhangi bir h(x) e F(x) elemani f(x), g(x)e F[x], g(x)=0 olmak iizere

yazilsin. ¢ =v(x), ¢ >1 olmak izere
V(h(X)) — Cdeg f—degg

biciminde tanimlanan v degerlendirmesine sonsuzdaki asal ile tanimlanmis dederlendirme

denir.



1.1.19.Tanim: K bir cisim, v K  cisminin bir degerlendirmesi olsun. v
degerlendirmesi K cismi zerinde bir Hausdorff topolojisi tanimlar. Her ae K igin a

nin komsuluklarinin temel sistemi x>0 olmak Gzere tim

U(a,y)={beK|v(a—b)<y}

kiimeleri ile verilir.

1.1.20.Tanim: K bir cisim, v, ve v, K nin iki degerlendirmesi olsun. v, ve v,
nin K Gzerinde tanimladigi topolojiler ayni ise v, ve v, degerlendirmeleri denktir denir ve

v, ~V, bi¢ciminde gésterilir.

1.1.21.Teorem: v, ve v, K cisminin iki farkli degerlendirmesi olsun.

Asagidaki ifadeler denktir.
1) v,~V,
i) Vae K igin v,(a)<1=v,(a)<1

iii) Va e K icin 3se R* sv,(a)=(v,(a))’ (Callialp, 1986)

1.1.22.Teorem: v, Q cismi Uzerinde asikar olmayan bir degerlendirme olsun.

i) v(b) <1 olacak sekilde bir b >1 tamsayisi varsa, her a e Z igin v(a)<1 dir.
Bu durumda v degerlendirmesi, p asal sayl olmak uzere, v, p—adik degerlendirmesine
denktir.

i) v(b) >1 olacak sekilde bir b >1 tamsayisi varsa dyle bir 0 <s <1 gercel sayisi
vardir ki, her a€ Z* i¢in v(a)=a° dir. Bu durumda v degerlendirmesi adi mutlak degere

denktir. (Calhalp, 1986)

1.1.23.Sonug: Q cismi Uzerindeki herhangi bir degerlendirme ya asikar

degerlendirmeye, ya p —adik degerlendirmeye ya da adi mutlak degere denktir.
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1.1.24.Teorem: K bir cisim, v; ve v, K cisminin asikar olmayan iki

degerlendirmesi, T, ~ve T, K cismi Uzerinde sirasiyla v, ve v,

degerlendirmeleriyle belirlenen topolojiler ve ae K olsun.

i) e eR" igin v, =v,”

i) Ty, =Ty,

) T, < Ty,

iv)v,(a) <l=v,(a)<1

v)v,(a)<l=v,(a)<1

vi)v,(a) >1=v,(a)>1

vijv,(a) 21=v,(a)>1

ifadeleri denktir. (Weiss, 1963)

1.1.25.Tanim: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi olsun. K cisminde
alinan her Cauchy dizisi v degerlendirmesinin belirledigi topolojiye gére K cisminin bir

elemanina yakinsiyorsa K cismi v degerlendirmesine gore tamdir denir.

A

1.1.26.Teorem: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi olsun. K cismi

l

v degerlendirmesiyle tam ve K cismi K cismi i¢inde yogun olacak sekilde bir K cismi

vardir. Bu K cismine K cisminin v  deQerlendirmesine gére tamlanisi adi verilir.
(Bachman, 1964 )
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1.1.27.Teorem: K bir cisim v K cisminin bir degerlendirmesi ve K,

K cisminin v degerlendirmesine gore tamlanisi ise charlz =charK ve v(IZ) =v(K) drr.

(Bachman, 1964 )
1.2.Cisim Genislemeleri

1.2.1.Tanim: K ve L iki cisim olsun. K<L oluyorsa L ye K nin bir

genislemesidir denir ve L/K bigiminde gosterilir.

1.2.2.Tanim: K ve L iki cisim olsun. L = K(e) olacak bigimde bir & e L varsa L

cismine K cisminin bir basit genislemesi denir.

1.2.3.Tanim: L/K bir cisim genislemesi olsun. Lnin K (zerinde vektOr uzayi

olarak boyutuna L nin K {zerindeki derecesi denir ve [L : K] ile gosterilir.

Eger [L:K]<o ise L K ninsonlu genislemesidir veya L/K sonlu genislemedir denir.

1.2.4.Tanim: L/K bir cisim genislemesi ve a <L olsun. f(a)=0 olacak sekilde
en az bir f(x) e K[x], f(x)=0 polinomu varsa « elemani K cismi Uzerinde cebirseldir

denir ve « ceb/K ile gosterilir.

1.2.5.Tanim: L/K bir cisim genislemesi olsun. Her a¢eL igin « ceb/K ise

L/ K cebirsel genislemedir denir.

1.2.6.Tanim: L/K bir cisim genislemesi olsun. E:{ae L| aceb/K} cismine K

cisminin L cismi igindeki cebirsel kapanisi adi verilir.

1.2.7.Tanim: K bir cisim olsun. K nin kendisinden baska cebirsel genislemesi

yoksa K ya cebirsel kapali cisim ad1 verilir.
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1.2.8.Tanim: L/K bir cisim genislemesi ve oL olsun. «, K cismi tzerindeki
minimal polinomunun bir basit kokii ise « elemani K cismi Uzerinde ayrilabilirdir denir ve

a ayr/ K ile gosterilir.

1.2.9.Tanim: L/K bir cisim genislemesi olsun. Her €L elemani K cismi

Uzerinde ayrilabilir ise L K cisminin bir ayrilabilir genislemesidir denir.

1.2.10.Tanim: L/K bir cisim genislemesi olsun. K,y ={ae L| aayr/K} cismine

K cisminin L cismi igindeki ayrilabilir kapanisi adi verilir.

1.2.11. Tanim: K cisminin tum genislemeleri ayrilabilir ise K cismine mikemmel

cisim denir.

1.2.12.Tanim: L/K bir cisim geniglemesi , ¢ € L olsun. « elemaninin K cismi

uzerindeki minimal polinomu L[x] iginde dogrusal carpanlarina ayrilabiliyorsa « elemani

K cismi Uizerinde normaldir denir.

Her « € L elemani K cismi Uzerinde normal ise L/ K normal genislemedir denir.

1.2.13.Tanim: L, K cisminin normal ve ayrilabilir bir genislemesi ise L cismine K

cisminin bir Galois genislemesidir denir.

1.2.14. Tanim: L K cisminin bir Galois genislemesi olsun. L nin K cismini sabit
birakan otomorfizmalarinin kiimesi bileske islemine gore bir gruptur ve bu gruba L nin K

cismi Uzerindeki Galois grubu denir.

1.2.15. Tanim: L, K cisminin sonlu bir genislemesi, aeL ve p(x)=Irr(a, K)

olsun. Eger p(x)=(x—a)", m>1ise a elemanina K cismi tizerinde tamamiyla ayrilamaz

denir. L, K cisminin bir geniglemesi olsun. Her ae L elemani K cismi tzerinde tamamiyla

ayrilamaz ise L, K cisminin tamamiyla ayrilamaz _genislemesidir denir. [K,y 1K]
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derecesine L cisminin K cismi (zerindeki ayrilabilirlik derecesi, [L:K,,]=[L:K]

derecesine ise L cisminin K cismi tizerindeki ayrilamazlik derecesi denir.

1.2.16.Tanim: K F cisminin sonlu bir genislemesi, F nin K cismi i¢indeki

ayrilabilirlik derecesi n, ayrilamazhk derecesi [K:F]; olsun. oy,....... ,on K nin F-

otomorfizmalari olmak lizere ae K elemaninin F (zerindeki normu

n [KF]l
Nk /F(a) =|:H0i (a):l
i=1

ve trace’i

Tor @ =[K:F1,Y 0@

biciminde tanimlanir.
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2. BOLUM
DEGERLENDIRMELERIN GENISLEMELERI VE GENISLEMELERIN SAYISI

Bu bolumde verilen bir degerlendirmenin genislemelerinin belirlenmesi
amaclanmistir. Birinci kisimda deg@erlendirmelerin genislemeleri, ikinci kisimda ise

genislemelerin sayisiyla ilgili calismalar yer almaktadir.
2.1.Degerlendirmelerin Genislemeleri

2.1.1. Teorem: K bir cisim olsun. K cismi tzerindeki degerlendirmeler,

degerlendirme halkalari ve place’leri arasinda bire-bir bir esleme vardir.

Kanit: K ve F iki cisim, F cebirsel kapali ve ¢: K — F U {o} K cisminin bir
place’i olsun. V = ¢ *(F) alinirsa ae K 5> a gV =>p(a) = olacagindan p(a™)=0 olur.

Buradan a™ eV bulunur. O halde V =¢™*(F) kiimesi K cisminin place’ine karsilik

gelen degerlendirme halkasidir.

V K cisminin bir degerlendirme halkasi, P V nin maksimal ideali olsun. Her a € K

icin

(a)— 0, agV ise
pa= a+P,aeVise

bigiminde tanimlanan ¢ : K —>%u{oo} doénisimi K cisminin V degerlendirme

halkasina karsilik gelen place’idir.

Sonolarak V K cisminin bir degerlendirme halkasi; PV nin maksimal ideali ve U da

birim grubu olsun. K%J bolum grubu sirali bir gruptur. Her a € K igin
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{au, acK” ise
via)= _
0, a=0 ise

biciminde tanimlanan v K cisminin deger grubu K%J olan bir degerlendirmesidir.

Oyleyse bu degerlendirme K cisminin V degerlendirme halkasina karsilik gelen

degerlendirmesidir.

2.1.2.Teorem: K bir cisim, A K nin bir alt halkasi, F cebirsel kapali bir cisim ve

f : A— F asikar olmayan bir homomorfizma olsun. (p|A, @ nin A ya kisitlanisi olmak

uzere (p|A = f olacak sekilde K cisminin bir ¢ place’i vardir. (Bachman, 1964 )

2.1.3.Teorem: K bir cisim, v K nin bir degerlendirmesi ve L K cisminin keyfi

bir genislemesi olsun. Bu durumda v degerlendirmesi L cismine genisletilebilir.
Kanit: F cebirsel kapal bir cisim olmak (zere
9 K = FU{w}

K cisminin v degerlendirmesine karsilik gelen place’i olsun. ¢ nin V, degerlendirme

halkasina kisitlanisi

oy Vi > F

ise 2.1.2. teoremine gore ¢‘VK L cisminin bir place’ine genisletilebilir. Oyleyse 2.1.1.

teoremine gére K cisminin v degerlendirmesi L cisminin bir degerlendirmesine

genisletilebilir.
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2.1.4.Teorem: K ve L ikicisim, v K cisminin ranki 1 olan bir degerlendirmesi

olsun. K cismi v degerlendirmesi ile tamve L K cisminin n. dereceden bir genislemesi
ise v deg@erlendirmesi, L cisminin ranki 1 olan w degerlendirmesine tek sekilde
genigletilir.

N L cisminin K cismi Uzerindeki normu olmak tizere w degerlendirmesi, her x L igin

w(x) = 3v(N(x))
biciminde tanimlanir.

Kanit: S ={x,,X,,...,X,} kiimesiL cisminin K cismi tUzerindeki bir tabani olsun. Her

Xel,a, eK,1<i<n igin
X=X, +,X, +..+a,X,

yazilabilir. Her x € L igin

|X|, = maxiv(a; )} bigiminde tanimlanan |||, déniisiimii L iizerinde bir
norm tanimlar ve ||, ile v birbirine denktir. (Bachman, 1964)

v(x)<1=>v(x")->0 olur. |, ile v nin denkliginden |x| — 0 olur. O halde 1<i<n

icin

.

X' =a. X ta X, +..+a X,
yazilirsa

limvie, =0

r—oo ( r”)

dir. Oyleyse limv(N(x))" =0 olur. Her x ¢ L igin

r—oo
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ve

olur. Oyleyse

dir. Bu durumda her x e L igin w,
w(x)=3/v(N(x)
biciminde tek sekilde tanimlanir.

2.1.5.0rnek: R |.|mutlak deger degerlendirmesi ile tamdir. |.| nin C kompleks

sayllar cismine w genislemesi her a+ib e C igin

w(a+ib)=|N(a+ib) =+a® +b*

bicimindedir.
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2.1.6.0nerme: L K cisminin bir genislemesi, v K nin bir degerlendirmesi, w v

degerlendirmesinin L cismine bir genislemesi olsun. V, v degerlendirmesinin
degerlendirme halkasi, P, V, nin maksimal ideali ve U, V, nin birim grubu. V,, w
degerlendirmesinin degerlendirme halkasi, P, V, nin maksimal ideli ve U, V,, nin birim

grubu ise

V, =KV, ,P,=KnP, U, =KnNU,

bigimindedir. (Bachman, 1964 )

2.1.7.Tanim: L K cisminin bir genislemesi, v K nin bir degerlendirmesi, w v
degerlendirmesinin L cismine bir genislemesi olsun. G, ve G, sirastyla v ve w
degerlendirmelerinin deger gruplari, k, ve k,, rezidii cisimleri ise e = e(w/v)=[G,, : G, ]

indeksi dallanma indeksi, f = f (w/v)= [k, :k, ] derecesi rezidii derecesi olarak

adlandirilir. Eger e(w/v)=1 ise w degerlendirmesine v degerlendirmesi Uizerinde

dallanmamistir denir.

2.1.8.Teorem: L K cisminin n. dereceden bir genislemesi, v K nin bir
degerlendirmesi, w v nin L cismine bir genislemesi olsun. e dallanma indeksi ve f

rezidl derecesi olmak lzere
e.f <n
dir.

Kanit: ¢ K cisminin v degerlendirmesine, L cisminin w degerlendirmesine karsihk

gelen place’leri olsun.
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X1, Xg s Xi €V, Yis Voo Y, € K™ 0lmak tizere w(x, ), (X, ). w(x;) elemanlari k, cismi
tzerinde dogrusal bagimsiz olsun. y,G,,y,G,,...,y;G, G, icinde farkli kalan siniflarini
gostersin. Bu durumda {x,?.yﬂ|1§ n<iLl<u< j} kiimesinin L cismi lzerinde dogrusal
bagimsiz oldugu gosterilirse e.f <n elde edilir. 1<z <i igin

v(ax, +a,%, +..+ax)=max v(a,)

n

ise x; lerin secilisinden her 7 icin a, =0 olacaktir. c, €L olmak tzere
2.6,%,Y, =0 (5)
M

olsun. 2.1.(5) denklemi

Z(Z ), XUJ Y, =0 (6)

bigiminde yazilabilir. V(Zcﬂyxﬂjv(yﬂ)zo ise
n

o 5(et o mox o i) -0

“ o\ 7

olur. Bu da 2.1.(6) ile gelisir. O halde
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ve

dir. Buradan

olur. Budurumda 1<z <i, 1<su<jicinc, =0 olacagindan {x,?.yﬂ|1§77 <1< u< j}

kiimesi L cismi Uzerinde dogrusal bagimsizdir.

2.1.9.Teorem: L K cisminin sonlu bir genislemesi, v K cisminin ranki 1 olan bir
degerlendirmesi olsun. Bu durumda v L cisminin ranki 1 olan bir degerlendirmesine

genisletilebir.

Kanit: Teorem 2.3.1 den K (zerindeki v degerlendirmesi L cismine

genisletilebilir. v nin L cismine genislemesiw olsun. v nin deger grubu G, w nin deger

grubu G, ise G, = G,, ve G, — R dir. 2.1.6. teoremden [G,, : G, ]=e sonludur ve v°

degerlendirmesi L cismi tUzerinde w degerlendirmesine denktir. Her a € L igin

w(a) eG, cR

dir. Bu durumda (ve)lle v ye denk bir degerlendirmedir.

2.1.10.Teorem: L K cisminin n. dereceden bir genislemesi, v K nin bir

degerlendirmesi ve w,,w,,... v de@erlendirmesinin L cismine farkli genislemeleri olsun.

e.e,,... ve f,f, ... sirasiyla dallanma indeksleri ve rezidi dereceleri ise
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D f <n

k

dir. (Bachman, 1964 )

2.1.11.Teorem: K bir cisim v K nin bir Arsimetsel degerlendirmesi olsun. Bu

durumda K cismi C compleks sayilar cisminin bir alt cismine izomorftur ve v

degerlendirmesi adi mutlak degerin bir kuvveti bigimindedir.

Kanit: K cismi tzerindeki v Arsimetsel degerlendirmesi ile tam bir cisim olsun.
i, x*+1=0 denkleminin kokii olmak tizere K(i) cismi gozéniine alinirsa, v
degerlendirmesi K (i) cisminin bir w degerlendirmesine tek sekilde genisletilir. 2.1.4.

teoremden her  =a+ib € K(i) igin

bicimindedir.

K herhangi bir cisim ve v K cisminin Arsimetsel dederlendirmesi ise charK =0 dir.

(Bachman, 1964) Bu durumda K nin ilkel cismi Q rasyonel sayilar cismine izomorftur ve

v degerlendirmesinin Q ya kisitlanisi adi mutlak degerdir. K K cisminin v
degerlendirmesine gdre tamlanisi olsun.

K tzerindeki degerlendirme K (|) ye tek sekilde genisletilebilir. Bu degerlendirmeye gore

K (i) de tam cisimdir. (Bachman, 1964) O halde K (i) cismi de§ismeli Banach cebiridir ve

>~

(i)=C dir (Bachman, 1964). Oyleyse K cismi C nin bir alt cismine izomortur.

2.1.12.Tanim: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi, L K cisminin bir

’
i

geniglemesi ve (v/)._ v dederlendirmesinin L cismine genislemelerinin bir ailesi olsun. v
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nin L cismine genislemesi olan her degerlendirme bir tek v, degerlendirmesine denk ise
(v/),., ailesi v nin genislemelerinin tam sistemi olarak adlandirilir.

2.1.13.Tanim: K bir cisim, L K cisminin cebirsel bir genislemesi v K cisminin
bir degerlendirmesi olsun. v nin L cismine bir tek genislemesi varsa v ye Henselian

degerlendirme adi verilir.

2.1.14. Tanim: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi olsun. v

degerlendirmesinin deger grubu sonsuz devirli grup ise v ye ayrik degerlendirme adi

verilir.

2.1.15.0rnek: p € Q asal sayi olsun. Q nun v, p-adik degerlendirmesiayrik

degerlendirmedir.

2.1.16.Teorem: K bir cisim, L K nin bir geniglemesi, v K nin bir

degerlendirmesi ve w v nin L cismine bir genislemesi olsun. v ayrik degerlendirme ise

w da ayrik degerlendirmedir.

Kanit: G, v nin G, w nindeg@er grubu olsun. 2.1.9.teoremden e dallanma
indeksi, f rezidii derecesi ve [L:K]=n olmak zere e.f <n dir. O halde G¢ c G, dir.

Bu durumda Ac G, olmak Uzere her ¢ € L igin

1:G, > A

w(a ) —v(a)

biciminde tanimlanan déntistim bir izomorfizmadir. Oyleyse G, da sonsuz devirli bir

grubun bir alt grubuna izomorftur; yani w da ayrik degerlendirmedir.
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2.1.17.Teorem: F bir cisim, v F ninayrik degerlendirmesi olsun. F cismi v

degerlendirmesine gére tamve K F nin n. dereceden bir genislemesi ise
e.f=n
dir. Bu durumda K cismine yerel cisim adi verilir. (Bachman, 1964)

2.2. Bir Degerlendirmenin Genislemelerinin Sayisi

2.2.1. Teorem: L K cisminin sonlu bir genislemesi, v K cisminin ranki 1 olan
degerlendirmesi ve w v degerlendirmesinin L cismine bir genislemesi olsun. L cisminin
w ya gore tamlanisi L, K cisminin v ye gore tamlanisi K ise L=LK d.

(Bachman,1964)
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2.2.2.Teorem: K F cisminin sonlu bir genislemesi, v F cisminin ranki 1 olan
degerlendirmesi, F F cisminin v degerlendirmesine gore tamlanisi ve F F nin cebirsel
kapanisi olsun. v degerlendirmesinin K cismine genislemeleri ile K cisminin F cismi

icine gdmmeleri arasinda bire-bir bir esleme vardir.

Kanit: V v degerlendirmesinin F cismine genislemesi ise v F cismine tek

sekilde genisletilir. Eger K cismi I3 cismi i¢ine bir F —izomorfizma ile gdmilurse v K
cismine genisletilebilir.

AK 5K cF

F vyi sabit birakan bir donistim, v, v de@erlendirmesinin K, cismine kisitlanisi olsun.

Her g €K igin

K cisminin bir degerlendirmesidir, v, v degerlendirmesinin bir

tanimlansin. v,
genislemesidir ve bu degerlendirme K nin F cismi icine 2 gémmesi ile belirlenmistir.

KoK cF

A, K—>K,cF
dondstimleri K cisminin F cismi i¢ine iki gdmmesi, o F nin F —otomorfizmasi ve

oA, =4, yani A, ve A4, gommeleri eslenik olsun. Her g € K igin

Vll(ﬂ) =V (’1(/6)) =V, (0/7“1 (ﬂ)) =V, (/7“2 (/6)) = Vzl(ﬂ)
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dir. O halde K cisminin F cismi icine iki eslenik gommeleri K cismi tizerinde ayni
degerlendirmeyi tanimlar.

Tersine v,"=v,” olsun.
Ay =,A K > K,

dontstimi F cismini sabit birakir. O halde A, Un
K,F - K,F

F —izomorfizmasina genisletildigi gosterilmelidir.

{a,} K, cisminde bir Cauchy dizisi ve lim e, = a € K,F olsun. v,’=v,” oldugundan

Vz(/is(an)_/is(am )) = Vz(/is(an —qn ))

:Vl(an _am)
elde edilir. Oyleyse {,(z, )} de K,F da bir Cauchy dizisidir ve lim(,(«, ) K,F dr.

A, K, F > K,F

~

bir F izomorfizma olmak tizere lim(2,(c, ))= 4, (2) bigimindedir. Oyleyse 4, F

cisminin F —otomorfizmasina genisletilebilir.
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2.2.3.Teorem: F bir cisim, K = F(¢) F cisminin sonlu ayrilabilir bir
genislemesi, v F cisminin ranki 1 olan degerlendirmesi ve f(x)= Irr(a,F) olsun. Bu
durumda v degerlendirmesinin K cismine f(x) polinomunun K[x] halkasindaki asal

carpanlarinin sayisi kadar genislemesi vardir. (Bachman, 1964 )

2.2.4.0rmek: 6, x*-3=0 denkleminin bir kkii olmak iizere K =Q(¢) ve |.| adi

mutlak deger olsun. R de
x*-3= (x—@)(xz +§/§x+(§/§)2j

+4/3

yazilir. Oyleyse j =%olmak lizere Q nun C icine

4 :Q(0) - QlE)cc

4,:Q(0) > QRBj)=c

goémmeleri tanimlanir. Bu durumda || nin Q(9) cismine 4, ve A, gdmmeleriyle belirlenen

iki genislemesi vardir.

2.2.5.Teorem: F bir cisim, K F nin sonlu ayrilabilir bir genislemesi, v F
cisminin ranki 1 olan degerlendirmesi, E F cisminin K yi kapsayan normal bir

genislemesi, G E nin Galois grubu, U G nin F cismini sabit birakan bir alt grubu

olsun. S EF cisminin F iizerindeki Galois grubu ve 4; €G ler Kcisminin F cismi

.
icine gdmmelerine karsilik gelen otomorfizmalar olmak uzere G = USyiU olsun. Bu
i=1

durumda v degerlendirmesinin K cismine genislemelerinin sayisi G yi olusturan farkl
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kalan siniflarinin sayisi kadardir ve bu genislemeler 1<i<r, her & € K elemani igin

w, ()= v, (4 («)) bigimindedir. (Bachman, 1964 )

2.2.6.Sonug: F bir cisim, K F ninsonlu ayrilabilir bir genislemesi, v F
cisminin ranki 1 olan degerlendirmesi, E F cisminin K yi kapsayan normal bir
genislemesi, G E nin Galois grubu ve x € G ler K cisminin F cismi igine gommelerine

karsilik gelen otomorfizmalar olsun. Her « € K igcin K nin F Uzerindeki trace’i

/e (a): ZT,,i (K)EIE (,Ui (a))

ve K nin F Uzerindeki normu

K/F HN K)E/E ,U. ))

bicimindedir.
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3.BOLUM
K CISMININ DEGERLENDIRMELERININ K(x) CISMINE GENISLEMELERI

K bir cisim, F K cisminin bir genislemesi, v K cisminin bir degerlendirmesi, k,
v degerlendirmesinin rezidi cismi olsun. k,, rezidi cismi k, cisminin transandant bir
genislemesi olacak bigcimde verilen bir w degerlendirmesi v degerlendirmesinin bir rezidl
transandant genislemesidir. Bu bglimde K cisminin v degerlendirmesinin K(x) cismine
rezidul transandant ve rezidil cebirsel genislemelerinin incelenmesi amaglanmistir. v
degerlendirmesinin deger grubu G, nin toplamsal olmasi durumunda Alexandru V. ,

Popescu N., Zaharescu A. tarafindan 1988 yilinda yapilan calismalar incelenmistir. Birinci
kisimda rezidul transandant genislemelerle ilgili ikinci kisimda da rezidul cebirsel
genislemelerle ilgili calismalara yer verilmistir. Her iki kisimda da 6nce K cisminin
cebirsel kapali olmasi durumunda sonrada herhangi bir cisim olmasi durumunda yapilan

calismalar yer almaktadir.

3.1. K Cisminin Degerlendirmelerinin K(x) Cismine Rezidul Transandant

Geniglemeleri

3.1.1. Tanim: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi olsun. Her

F=a, +ax+a,x’+..+a,x" e K[x] polinomu igin

w(F)=inf (v(a))

bigiminde tanimlanan w degerlendirmesi v degerlendirmesinin K(x) cismine Gauss
genislemesi olarak adlandirilir. Bu durumda w(x)=0 ve x"trans/k, olmak iizere

k, =k, (x") bigimindedir.
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3.1.2.L.emma: K bircisim, v K cisminin bir degerlendirmesi, G, v nin deger
grubu, G" G, vyialt grup kabul eden bir sirali grup ve y € G™ ise v degerlendirmesi i eI

olmak tizere her P =>"a,x' e K[x] icin

w(P)=inf (v(a)+iy)
biciminde tanimlanan K(x) cisminin w degerlendirmesine genisletilir.

Kanit: P =Y a,x',Q =Y bx'eK][x] olsun.

w(P)=inf (v(a;)+ir) w(Q)=inf (v(b;)+iy)
olarak tanimlandigindan
w(P)=v(a,)+ty ve w(Q)=v(b,)+sy
olacak bigimde bir t, se Z vardir.
w(P)=0 < P=0 (1)
oldugu kolayca gorilir. c; = a; +b, olmak iizere P+Q = ¢;x' yazilaca§indan
w(P+Q)=inf (v(c;)+iy)
dir ve w nin tanimindan bir k € I i¢in

w(P+Q)=v(c, )+ky
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biciminde oldugu goruliir. Buradan
w(P+Q)=v(a, +b, )+ky

>inf (v(a,).v(b, )+ ky
= inf (v(a, )+ kv (b, )+ k)
> inf (v(a,)+tyv(b, )+ 7)
=inf (w(P),w(Q))

bulunur. O halde

w(P+Q)=>inf (w(P),w(Q))

dur. ¢; =Y a,b, olmak iizere PQ =" c,x" oldugundan

w(PQ)=inf (v(c,)+i)
ve w nintanimindan ¢ = Zaabﬂ olmak lizere

w(PQ)=w(ex*"*)=v(c)+(k +s)y
olur. v degerlendirmesinin 6zellikleri de kullanilarak
w(PQ)=v(ab,)+(k+s)y

=v(a, )+v(p,)+ky+ky

- w(P)+w(Q)

(2)
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elde edilir. Yani
w(PQ)=w(P)+w(Q) (3)
olur. 3.2.(1), (2), (3) ifadesinden w nin K(x) cisminin bir degerlendirmesi oldugu goruldr.

3.1.3.0rnek: v Q rasyonel sayilar cisminin deger grubu toplamsal olan p — adik

degerlendirmesi olsun. G, =Z,G'=R ve y =+/5 € R olarak alinirsa P = >_a,x' € Q[X]

icin

w(P) = inf (v(ai)+i\/§)

bigiminde tanimlanan w, Q(x) cisminin bir degerlendirmesidir.

3.1.4.0nerme: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi, G, v nin deger

grubu, G" G, vyi alt grup kabul eden bir sirali grup, ne Z, ny G, iken n=0olan y € G’
ise W(x)= y olacak sekilde v de@erlendirmesinin K(x) cismine bir tek w genislemesi

vardir. k, ve Kk, aynidir ayrica w nin deger grubu G, +Zy bigimindedir.

Kanit: P = a,x' e K[x] olsun.

wia,x')=v(a)+iy

olacagindan a x’ (ai # 0) lerin w altinda farkh degerler aldigi gorulir. O halde w

degerlendirmesi her P = a,x'e K[x] icin

w(P)=int (v(a)+ir)
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bigiminde tek sekilde tanimlanir. w nin deger grubunun G, =G, +Zy oldugu, tanimindan

aciktir.

ReK(x)ve R0 ise aecK",neN,ueK(x),w(u)>0 olmak iizere
R=ax"(l+u)

yazilabilir. O halde
w(R)=v(a)+ny

olacaktir.
w(R)=0<v(a)=0.n=0

dir. Bu durumda R ve a birbirine denk olacagindan k, ve Kk, cisimlerine ayni goziyle

bakilabilir.

3.1.5.0nerme: K bir cisim, v K nin bir degerlendirmesi, G, v nin deder grubu,

k, de rezidii cismi olsun. Bu durumda v degerlendirmesi w(x)=0, x" =t trans/k, olacak
sekilde K(x) cisminin bir w degerlendirmesine tek sekilde genisletilir. Ayrica G, =G, ve

k, =k, (t) dir.

Kanit: P =Y a,x' e K[x] icin
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biciminde tanimlanan w K cisminin bir degerlendirmesidir ve G, =G, dir. O halde
w(x)=0 olur.P polinomu her iel igin v(a,)>0 ve en az bir kel igin v(a, )=0
saflanacak sekilde K™ in uygun bir elemani ile blinsiin. Bu durumda w(x)= 0=>PeV,
drr.

t trans/k, ve her i el icin a, =0 oldugundan

olur. O halde

olacaktir.

Fat' -0 Tax | 0v(a)>0) 7 -0

dir. Oyleyse x =t k, cismi iizerinde transandanttir. R € K(x) elemani

g

yazilirsa

olacagindan
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oldugu gérdldr.

3.1.6: K bir cisim, v K nin bir degerlendirmesi, x K cismi Uzerinde transandant
olan bir eleman ve w v degerlendirmesinin K(x) cismine rezidill transandant genislemesi,
v nin rezidu cismi k, ve w nin rezidi cismi k,, olsun. Nagata v degerlendirmesinin ranki
sonlu ayrik bir degerlendirme olmasi durumunda k, cisminin k, nin sonlu cebirsel bir

genislemesinin basit transandant bir genislemesi oldugunu gostermistir. (Nagata, 1967)
Daha sonra Ohm v degerlendirmesi Uzerindeki rankinin sonlu ve ayrik degerlendirme

olmasi kosulu olmasa da k, cisminin k, nin sonlu cebirsel bir genslemesinin basit

transandant bir genislemesi oldugunu gostermistir. (Ohm.1983)

3.1.7.0nerme: K bir cisim, v K nin bir degerlendirmesi, f eK[x], f K,

P=a,+af+a,f?+..+a,f"eK[f]olsun. Budurumda K(f) cismi iizerinde

w, (P)=inf (v(a))

biciminde tanimlanan w, bir degerlendirmedir. (Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988)

3.18.0nerme: w, v degermesinin K(f) cismine rezidil transandant

genislemesidir. w w, degerlendirmesinin K(x) cismine bir genislemesi ise w

degerlendirmesi de v nin rezidil transandant genislemesidir.

Kanit: 3.1.5. 6nermeden kolayca goralur.

3.1.9.0nerme: v K cisminin bir degerlendirmesi, w v nin K(x) cismine rezidil

transandant geniglemesi olsun. Bu durumda w deerlendirmesi K(f) cismi Gzerinde
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v, f ve infimum ile tanimlanan w, degerlendirmesinin K (x) cismine genislemesi olacak

bigimde bir f e K[x] polinomu vardir. (Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988)

K cisminin v degerlendirmesinin  K(x) cismine rezidil transandant

genislemelerini, 6nce K cisminin cebirsel kapali olmasi durumunda inceleyelim.

3.1.10.0nerme:w v degerlendirmesinin  K(x) cismine rezidil transandant

genislemesi olsun. Bu durumda w degerlendirmesi v, infimum ve
f =ax—Db (a=0) dogrusal polinomu ile tanimlanmistir.

(Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988)
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3.1.11.0nerme: f, =ax-b e K[x] (i=1,2) olmak iizere w, =w, K(x) cismi
uzerinde v, f, ve infimum ile tanimlanan degerlendirmeler olsun. Asagidakiler denktir:

) w =w,

ii)c, deV,, v(c)=0 olmak tizere f, =cf, +d bigimindedir.

iii)w, (f,)=0, f,trans/k,

iv)v(a,)=v(a,) ve v(ab, —a,b )>v(a,) (Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988)

3.1.12.0nerme: f =a] [(x-x)eK][x], f ¢ K olsun. w, w, nin K(x) cismine bir

i=1

. - X=X y . . .
genislemesi ise f, = - olmak Uzere w=w; olacak sekilde f polinomunun bir x
C.

koku ve bir ¢, € K elemani vardir. (Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988)

3.1.13.Lemma: K bir cisim, v K nin bir degerlendirmesi,

f= af[(x—xi)e K[x], f € K, w, v nin K(f) cismine bir genislemesi,w, w, nin K(x)
i=1

cismine bir genislemesi, 7, =w(x-x)=v(c;), ¢, eK, 1<i<n ve 5, =sup (y;) olsun.

o X=X . TP I . .
Eger f, = L ise w K(x) cismi iizerinde v, f, ve infimum ile tanimlanan bir
C.

X — X,
C.

degerlendirmedir. Tersine f, = olmak tizere w=w;, ise y;, =y, di.

(Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988)

3.1.14.1 emma: K bir  cisim, v K nin bir  degerlendirmesi,

f =a1£[(x—xi)e K[x], f e K,w, v nin K(f) cismine bir geniglemesi,w w, nin K(x)
i=1

.. . . . X=X .
cismine bir genislemesi, f, = iken w=w, olsun.
C- 1
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a) Asagidaki ifadeler denktir:

w=w,, f = !

i) v(x—x;) = sup(v(c,),v(c;))

iiv(c,)=v(c,)

b) v(c,)<v(c,) ise v(c,)=y, = v(x, —x,) dir. (Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988)

3.1.15.Teorem: K bir  cisim, v K nin  bir  degerlendirmesi,

f=a (X—X-)E K|x| olsun. Her 1<i<n i(;in w. , K(x) cismi Gzerinde v, X=X ve
I I d
i

i
infimum ile tanimlanan bir degerlendirme ve w;, w, In genislemesi olacak bicimde bir
d, e K elemani vardir. Tersine w, In K(x) cismine her geniglemesi w, degerlendirmesine

denktir.

Kanit: f e K[x] polinomu x, noktasinda Taylor serisine agilirsa 1< j<n igin

(i)
h. = f _(IX‘) olmak tizere
j!

f(x)=(x=x ), +(x=x)*h, +..+(x=x)"h,

ve d; e K™ igin

2 n
f(x)=dh| =5 | v dzh | 225 4 drh | 225
d d d
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. T X=X, - : :
elde edilir. w;, K(x) cismi (zerinde v, d—' ve infimum ile tanimlanan bir

degerlendirme olsun.
w (f)=0=w,(f)=inf(v(h;)+ jv(d,))

olacagindan 1<i< j igin

v(di):—inf(v(r_‘j)j @

J

elde edilir ve bu ifadeden d, € K* elemani tanimlanir; ancak bu tanimlanis tek sekilde
olmayabilir. d, e K* elemani 3.15.(4) ifadesindeki gibi tanimlanmis ise K(x) cismi

Uzerinde v,

ve infimum ile tanimlanan degerlendirmenin w, In genislemesi oldugu

kolayca gorulr.

3.1.16.Tanim: 3.15.(4). ifadesinde tanimlanan , =v(d,)e G, elemanina f
polinomu ve f in X, kokine karsilik gelen mertebe, w, ye de f polinomu ve f in X,

kokine karsilik gelen dederlendirme adi verilir.

3.1.17.0nerme: K bir  cisim, v K nin  bir  degerlendirmesi,

f eK[x], feK, x,x, f polinomunun kokleri, w,, w, sirasiyla x,x, ve f

polinomuna karsilik gelen degerlendirmeler ve y,, y, mertebeleri olsun. Asagidaki ifadeler
denktir.

) w =w,

i)y, =7, ve v, —X,) 2y
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iii) 7, =w,(x—x,) ve », =w,(x—x,) (Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988)

3.1.18.sonug: K bir cisim, v K nin bir degerlendirmesi, f =a]](x-x)eK][x],

i=1

her 1<i<n igin w, f polinomu ve f in x, kokine karsilik gelen degerlendirme
olsun.

) w,=w,=..=w, ve her i>r icin w, =w, ise k, /k, r. dereceden bir
genislemedir.

i) w,,w,",...,w,” w, In K(x) cismine genislemelerinin tam sistemi ise

S e(w, /wy ) (w, /w,)=[K(x): K(f)]

j
dir. (Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988)

Simdi K nin herhangi bir cisim olmasi durumunda K cisminin v

degerlendirmesinin K(x) cismine rezidil transandant genislemelerini belirleyelim.
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Al
<

K, K cisminin cebirsel kapanisi ve v,V degerlendirmesinin K cismine genislemesi olsun.
w v nin K(x) cismine rezidil transandant geniglemesi, f k, cismi icindeki géruntisi
k, cismi tizerinde transandant olan bir polinom ve w w nin K(x) cismine genislemesi

olsun.
k- k, nin bir cebirsel genislemesi oldugundan f k- cismi Gzerinde transandanttir. Bu

durumda w, v nin rezidl transandant genislemesi olacaktir.

3.1.13. teoremine gore \_/(d),f polinomu ve f in bir a kokune karsilik gelen mertebe
olmak Uzere, w degerlendirmesi v, x%a ve infumum ile tanimlanan bir degerlendirme

olacak sekilde bir d e K elemani vardir. Bir g € K[x] polinomu a noktasinda Taylor

serisine acilacak olursa

olur. Bu durumda y =w(x —a)=v(d) olmak tizere
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w<g>=v‘v<g>=inf[v[%j+ jyj ®

olarak tanimlanir.

3.1.19.Teorem: w, v nin K(x) cismine bir rezidiil transandant genislemesi olsun.

Bu durumda w degerlendirmesi 3.1.18.(5) ifadesindeki gibi tanimlanacak sekilde bir
f e K[x] polinomu ve f nin bir a kékii vardir. Tersine f € K[x] ve a f nin bir koki
olsun. 7, f ve a ya karsilik gelen mertebe olmak uzere 3.1.18.(5) ifadesinde tanimlanan
w degerlendirmesi v nin rezidul transandant genislemesidir. (Alexandru, Popescu,

Zaharescu, 1988)

3.1.20.Tanim: re K(x), r¢ K olsun. degr =[K(x):K(r)] bigiminde tanimlanir.
h,g € K[x] g # 0 olmak lizere r ar biciminde yazilirsa
degr = [K(x): K(r)]= max{degh, deg g} bigimindedir. (Ohm,1985)

3.1.21. Tanim: deg(w/v)=min {n‘ dreV, ,r'trans/k,,degr=n }

olarak tanimlanir.

3.1.22.0nerme: K K cisminin cebirsel kapanisi, VoV degerlendirmesinin K ye

genislemesi olsun. W W nin K(x) cismine genislemesi ise W Vv nin de genislemesi

olacak sekilde w degerlendirmesin K(x) cismine bir w genislemesi vardir.

(Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988)
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K(x) w
_/
KV
K(a) v,
/ 100w
K v

3.1.23.0nerme: K bir cisim, v K nin bir degerlendirmesi,w v degerlendirmesinin

K(x) cismine bir geniglemesi olsun. Asa§idaki ifadeler denktir.

1) w, Vv nin reziddl transandant genislemesidir.

ii) w, v nin rezidiil transandant genislemesidir.

i) G- =G dir. (Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988)

3.1.24.Onerme: K bir cisim, v K nin bir degerlendirmesiw, v nin K(x) cismine

reziddl transandant genislemesi olsun.
Asagidaki ifadeler denktir:

1) winfimum, v, ae K ve ¢ €G, ile tanimlanmistir.

i) e(w/v)= f(w/v)=1dir. (Alexandru, Popescu, Zaharescu, 1988)
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3.1.25.Tanim: K(x) cisminin w degerlendirmesi w(x—a)=¢ olmak iizere v,

infimum, aeK  ve 5eG, ile tamimlanmis olsun. (315)EKXGQ ciftine w

degerlendirmesini tanimlayan cift adi verilir.

3.1.26.Tanim: K bir cisim, v K nin bir degerlendirmesi,w v nin K(x) cismine
(a,6) e KxG. ciftiyle tanimlanan bir genislemesi olsun. v(a—b)< & salayan her b e K
icin [K(b): K]<[K(a): K] oluyorsa (a,&)e K xG. ciftine K cismi iizerinde minimal cift

denir.

3127.Tanm: KcK,cK, v nin K, cismine kisitlamsi v, v,
degerlendirmesinin deder grubu G, olsun. e=e(y,K,) ile e.y € G, olan en kiiciik dogal

say|1 gosterilsin.

3.1.28.0nerme: v K cisminin bir degerlendirmesi, w v nin K(x) cismine bir

genislemesi olsun. Bu durumda w yi tanimlayan, asagidaki kosullari saglayan bir

(a,6) e K xG, gifti vardr.
i) [K(a): K]=n ise her g(x)eK[x], degg<n igin
w(g(x))=v(g(a)
dir.

i) f(x)=1Irr(a,K) icin w(f (x))=0 ve e=e(y,K(a)) olsun.
degl <n,r=f¢/h igin w(r)=0 ve rtrans/k, olacak sekilde bir h(x)e K[x] polinomu

vardir.
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iii) v,, v nin K(a) cismine kisitlanisi ise

deg(w/v)=ne(y,K(a)).e(w/v)=e(v,/v)e(y.K(a))

olur.
iv) k, cismive k, nin k, cismi icindeki cebirsel kapanisina ayni géziyle bakilabilir
ve
f(w/v)= f(v,/v)
dir. (Alexsandru, Popescu, Zaharescu)
3.1.29.Sonug: d(w/v)> f (w/v)e(w/v)
dir.
3.1.30.Sonug: r'trans/k, olmak Uzere,
ke =k, (r")
dir.

3.1.31.Sonug: K(x) cisminin w degerlendirmesi asagidaki sekilde tanimlanir:

i) h(r)=a, +a,r +a,r’ +..+a,r"eKfr] ise

w(h(r))=inf (v(a))

dir.
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ii) g(x)eK[x], degg<n ise

w(g(x))=v(g(a))
olur.

iii) g(x)e K[x], degg < ne ise degg, <n, 0<i<e olmak iizere

9(x)= 9o (x)+ 9, (}) () + g, (x)f *(x) +...+ 9., (}) 7 (x)
olarak tek sekilde yazilir ve

w(g(x))=inf (v(g(a))+iy)

bicimindedir.
iv) u e K(x) elemani degt, < n.e, 1<i<n olmak iizere
U = (t, () +t,(X)r +t,(X)r? +...+t, (x)r* )/ h(r)

bigiminde yazilirsa

dir.
3.1.32.Sonuc: v Henselien ve chark, =0 ise
deg(w/v)= f (w/v)e(w/v)

olur.
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3.1.33.Sonug:
1) v ninranki 1 ve chark, =0

ii) v ninranki 1 ve v ayrik degerlendirme olmasi durumunda
deg(w/v)= f (w/v)e(w/v)
dir.

3.1.34.Tanim: v, K cisminin bir degerlendirmesi, w v degerlendirmesinin K(x)

cismine (a,§) eKx G_ minimal ¢iftiyle tanimlanan rezidil transandant genislemesi olsun.
0

v, f, s, Vv,, 7, & h, r, r* daha énce tanimlandiklari gibi olmak tizere r* =Y ve

G =Uy+uY +u,Y? +..+Y" ek, [Y] monik polinomunu alalim

w(g)=mey, degg = medeg f, (g/hm)* =G 6zelligini sa§layan g € K[x] polinomuna G

polinomunun liftingi denir. Ayrica G =Y asal bir polinom ise g liftingi de asaldir.

3.2. K Cisminin Degerlendirmelerinin K(x) Cismine Rezidul Cebirsel Genislemeleri

3.2.1.Tanim: v K cisminin bir degerlendirmesi, w v degerlendirmesinin K(x)
cismine bir genislemesi olsun. k,, k, cisminin bir cebirsel genislemesi ise w v

degerlendirmesinin K(x) cismine bir rezidul cebirsel (r.c) genislemesidir denir.

3.2.2.Tanim: w, v degerlendirmesinin K(x) cismine bir rezidil cebirsel
genislemesi ve G, /G, grubunun her elemaninin mertebesi sonlu ise w, v

degerlendirmesinin K(x) cismine bir rezidul cebirsel torsion (r.c.t) genislemesi olarak

adlandirilir. Bu burumda
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GogG QG%

saglanir.

3.2.3.Tanim: K cebirsel kapal bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi olsun.

v degerlendirmesinin K(x) cismine rezidil transandant geniglemeleri arasinda
w, <w, < ¥ f e K[x] igin w,(f(x))<w,(f(x))

biciminde bir siralama bagintisi tanimlanir.

(a,8,), (az,dz)eRvafo w, ve w, degerlendirmelerini tanimlayan minimal
giftler olsun. w, <w, olmasl i¢in gerekli ve yeterli kosul &, < 5, ve v,(a, —a,)> J,
olmasidir.
Benzer sekilde w, <w, < w, <w, ve 3f e K[x] igin w,(f(x))< w,(f(x)) olmasidir.

3.2.4.Tanim: | iyi sirali sonsuz bir kiime ve (w, )., v degerlendirmesinin K(x)

iel
cismine rezidil transandant genislemelerinin bir kiimesi olmak Gzere i, je I, i< J i¢in

w; <w; oluyorsa (w,)._, kuimesine v degerlendirmesinin K(x) cismine rezidiil transandant

genislemelerinin bir sirah sistemi denir.

3.2.5.Tanim: (w,)._,, v degerlendirmesinin K(x) cismine rezidiil transandant

iel !

geniglemelerinin bir sirali sistemi olsun. Her f e K[x] igin

w(f)=supw(f(x))

bigiminde tanimlanan w, v degerlendirmesinin K(x) cismine bir genislemesidir ve (w;),_,

sirali sisteminin limiti olarak adlandirilir.
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(w, )., sirali sisteminin limiti olan w, v degerlendirmesinin K(x) cismine rezidiil

transandant genislemesi olmayabilir.

3.2.6.Teorem: (w,)._,, v degerlendirmesinin K(x) cismine rezidiil transandant

iel !
genislemelerinin bir sirali sistemi olsun. (w;),_,, sirali sisteminin limiti olan w nin v

degerlendirmesinin K(x) cismine bir rezidiil transandant geniglemesi olmasi igin gerekli ve
yeterli kosul her i e | icin v(a—a,)> &, olacak bigimde bir a e K elemanin bulunmasidir.
Buna gore (w, ),_, sirali sisteminin limitinin v de§erlendirmesinin K(x) cismine bir rezidil

cebirsel geniglemesi olmasi igin gerekli ve yeterli kosul her a € K igin w,(x—a)< 5,

saglayan bir i e I elemaninin olmasidir. (Alexsandru,Popescu, Zaherescu, 1990)

3.2.7.Teorem: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi ve w, v
degerlendirmesinin K(x) cismine bir r.c.t geniglemesi olsun. Bu durumda v
degerlendirmesinin K(x) cismine r.t. geniglemelerinin bir (w, )._, sirali sistemi vardir ve

asagidaki dzellikler gerceklenir;

1) (ai,d)eRng w; degerlendirmesini tanimlayan minimal gift ve v, - k(a) OImak

tzere i, jel, i<jicin w<w;, k, ck, veG, cG, dir.

2) w=supw, k, = Jk, ve G, =[JG, saglanir.

Kanit: f, =1rr(a,K), n,=deg f,,iel olsun. i< j icin w, <w; oldugundan
w; <w; dir. w; =w; olursa (a;,5;), (aj,éj) minimal ciftleri icin &, = §; bulunur. Oysa
bu W,<W_J olusuyla celisir. Dolayisiyla &, < &; dir. Her i e 1 igin (a,d,) w,

degerlendirmesini tanimlayan minimal ¢ift oldugundan i < j igin n, <n; ve

v (a —a,)> 6, saglanir.
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Bu durumda (w, )._, kiimesi v, degerlendirmesinin K(x) cismine rezidil transandant

genislemelerinin bir sirali sistemidir.
ceK(a,) ise c = f(a,) olacak bigimde bir f e K[x], deg f <n, polinomu vardir.

(a;,8,) w, degerlendirmesini tanimlayan minimal gift oldugundan

ve

oldugu géralur. Buradan i < j icin k, <k, ve G, G, oldugu sonucu elde edilir.
w =supw, oldugundan w = supw, oldugu gériliir; ayrica w v degerlendirmesinin rezidiil
i i

transandant geniglemesi degildir.

f e K[x], deg f <n, igin

oldugundan
Uk, <k, ve |JG, =G,

oldugu gérdldr.

r(x)= f (x)/g(x)e K(x) olsun. Benzer incelemelerle

v (r(a)=w(r(x)

oldugu gorulir. Bu da
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Uk, =k, ve G, =G,

sonucunu Verir.

3.2.8.Tanim: w, K cisminin v degerlendirmesinin K(x) cismine bir rezidul
cebirsel genislemesi olsun.G,, /G, torsion grup degilse w, v degerlendirmesinin serbest

rezidil cebirsel (s.r.c.) genislemesi olarak adlandirilir,

v, K cismin bir degerlendirmesi ve w, v degerlendirmesinin K(x) cismine bir
s.r.c. genislemesi olsun. w asagidaki gibi tanimlanir:

w, v degerlendirmesinin K(x) cismine s.r.c. oldugundan rankw = rankv +1=2 dir. Bu
durumda G, deg@er grubunun asikar olmayan bir H isolated alt grubu vardir. O, halkasinin
da M, =M, saglayan, sifirdan farklh M,, ve M, asal idealleri vardir.

9:G, -G, /H dogal homomorfizma olsun. w, =gv  K(x) cisminin ranki 1 olan bir
degerlendirmesidir. w, degerlendirmesinin degerlendirme halkasi O,, , O, halkasinin M,
idealinin timleyenine gore kesir halkasidir. O, halkasinin maksimal ideali M, dir.

w,, k,, rezidd cisminin O, /M, halkasina karsilik gelen degerlendirmesi olsun. Bu

Wy

durumda w =w, ow, bileske degerlendirmesidir.
0, "K=K yada O, "K =0,
durumlart incelenerek w, tanimlanir.

Notl:v, K cisminin bir degerlendirmesi ve w, w, 3.2.8.tanimindaki gibi

tanimlansin. O,, NK =K ise w, degerlendirmesi K cismi Uzerinde asikardir.
w;, asal, monik bir f e K[x] polinomuyla tanimlanmis ise G,, =Z ve a, f

polinomunun uygun bir kokii olmak tizere k,, = K(a) bigimindedir.
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w;, sonsuzdaki asal ile belirlenmis ise k, = K dir. Bu durumda ttim kavramlar

f(x)=x durumuyla ayni olacagindan bu ¢alisma boyunca w,, K(x) cisminin K cismi
izerinde agikar bir degerlendirmesi ise w, degerlendirmesinin bir f e K[x] asal monik

polinomuyla tanimlandigi durumun incelenmesi yeterli olacaktir.

K(x)y —> le:K(a) _— W

Her F e K[x] polinomu
F=F,+Ff+Ff?+.+F ", F eK|[x], degF, <deg f, i=012,.....,n

olarak tek sekilde yazilir ve w degerlendirmesi

w(F)=inf(i.v (F (@)
biciminde tanimlanir. Bu durumda v', v degerlendirmesinin k,, = K(a) cismine bir
genislemesidir.

Baska bir ifadeyle w degerlendirmesi, F, = F / f ") ve w,(f)=1 olamak Uzere
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w(F)=inf (w,(F).v ()

olarak tanimlanir. Bu bicimde tanimlanan w degerlendirmesi v degerlendirmesinin K(x)

cismine birinci tip s.r.c. genislemesi olarak adlandirilir.

Not2:v, K cisminin bir degerlendirmesi, w ve w, 3.2.9.tanimindaki gibi olsun.
0, NK =0, ise w;, v degerlendirmesinin K(x) cismine bir genislemesidir.
k,, cisminin M, degerlendirme halkasina karsilik gelen degerlendirmesi k, cismi
izerinde agikar oldujundan w;, v degerlendirmesinin K(x) cismine bir rezidil transandant
genislemesidir. Bu durumda w; bir (a,§) eRxQGV minimal ¢iftiyle tanimlanmistir.
f, »,e h v, r, r" =Y daha 6nce tanimlandiklari gibi olsunlar. w,, k, cismi zerinde
asikar oldugundan bir G(Y ) k, [Y] asal, monic polinomuyla tanimlanmistir.
g € K[x], G(Y) asal polinomunun asal liftingi olmak iizere w asagidaki gibi tanimlanir:

Her F e K[x] polinomu
F=F +Fg+Fg°+.+Fg" F eK|[x], degF, <degg,i=01...,n
yazilr.
w(g)=(w(9).1)€QG,xQ
ve

]1:QG, - QG,xQ

a—(a,0)

olmak Uzere
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olarak tanimlanir. Bu bicimde tanimlanan w degerlendirmesine v degerlendirmesinin

ikinci tip s.r.c. genislemesi adi verilir.

n=degg(Y) olsun. (g/h ) =G(Y), k, tzerinde transandant oldugundan g(¥)
polinomunun v (b—a)< & saglayan bir kokii vardir. degF < deg f olan her F e K[x]
polinomu i¢in F(b)" = F(a)" dir ve (F(b)* /h(b))* =c G(Y) polinmunun bir kékidir. Bu
durumda v, , v degerlendirmesinin K(b) cismine bir genislemesi olmak tizere

k, =k, =k, (c) oldugu gorulr. (Popescu, Vraciu, 1992)

W, W
K(X) % kw va(r) _— W2

K(a) v, /
\

3.2.11.Teorem: K bir cisim, v K cisminin ranki r olan bir degerlendirmesi ve

=k, (c)

K(X,,X,,X,...x,) K cismi tizerinde s degiskenli rasyonel fonksiyon cismi olsun. v, v

degerlendirmesinin K(x,,X, ,,...x,) cismine bir genislemesi ise rankv <r +s dir.

(Khanduja, Garg, 1990)
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