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Yiiksek Lisans Tezi
Parcali Bir Bigim Kapali Sicim i¢in Casimir Enerji
T.U. Fen Bilimleri Enstitiisii

Fizik Anabilim Dali

OZET

Bu calismada pargal1 bir bi¢cim kapali sicimdeki enine salinimlara sahip skaler alanin
Casimir enerjisi hesaplanildi. Pargal1 sicim, gerilimleri T; ve T,, kiitle yogunluklar1 p; ve p,
degerlerine sahip farkli malzemeden olugsmustur.

Oncelikle iki parcali kapali sicim i¢in biri normal digeri burmasiz smir deger sartlarmna
sahip skalar alanin hem gerilimlerinin oranina hem de pargali sicimin uzunluklari oranina
gore frekans dagilimlari elde edilerek kuantum vakum enerjisi hesaplanildi. Gerilimlerinin
oranlart ve uzunluklar1 6zellestirilerek Casimir enerjisi ayr1 ayr1 yeniden hesaplandi. Yapilan
hesaplamalarin sonucunda her durumda Casimir enerji negatif olarak bulundu. Ikinci olarak
da iki pargali kapali sicim igin biri normal digeri burmali sinir degerlerine sahip skalar alan
g6z Online alindi. Burmali smir deger sartlarina sahip skalar alanin gerilimlerinin ve
uzunluklarinin oranina bagh kalarak frekans dagilimlari elde edilerek her 6zel durum igin
negatif Casimir enerji degeri elde edildi. Hem burmali hem de burmasiz smir deger
kosullarina gore ortaya ¢ikan sonsuz vakum enerji ifadelerinde kesici fonksiyonlu modlarinin
toplamu ile regiilarizasyon yontemi kullanilmastir.
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Graduate Thesis
Casimir Energy For A Piecewise Uniform Closed String
Trakya University Institute of Natural Sciences

Department of Physics

ABSTRACT

In this work we calculated the Casimir energy of the transverse oscillation of scalar
field in a piecewise uniform string. The string is made of two different materials which has
tensions as T, and T, also mass density p; and p,. We obtain the negative value of the

Casimir energy for all s (=i—2) and x (=%) values. Afterwards, the scalar field is considered
1 2

which has normal and twisted boundary conditions for a piecewise closed string. Frequency
dispersion for twisted and untwisted scalar field is obtained with respect to length ratio and
tension. The Casimir energy for twisted and untwisted scalar field in a piecewise uniform
string is found is strictly negative value for all special cases. The Casimir energy is giving rise
to the attracting force for the twisted and the untwisted scalar field in a piecewise uniform
string is calculated by using the mode summation with cutoff functions.
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x=% : Sicim gerilimleri orani
2
w : Frekanslar
s=i—2 : Kapali sicimi olusturan parcalarin uzunluklarinin orani
1
F(x) : Frekans dagilim denklemindeki gerilim terimi
E, : Kesici fonksiyon ile regiilarize edilmis kuantum bosluk enerjisi
E, : Sonsuz geometrideki kuantum vakum enerjisi
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bosluk enerjisi

Eren > Yeniden normalize edilmig kuantum vakum enerjisi
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BOLUM 1
GIRIS
1948 yilinda H.G.B Casimir yiiksiiz a uzunlugu ile birbirinden ayrilmis paralel

iletken iki levhanin birbirlerini ¢ektigini onerdi ve bu ¢ekici kuvvetinin birim alan

basina
F m? hc
E =- m F (11)

sekli ile ifade edildigini gosterdi [1]. Burada A Planck sabiti, ¢ 1s1k hiz1 ve a levhalar
arasindaki uzakliktir. Daha sonralar1 bu kuvvet Casimir kuvvet olarak adlandirildi ve
son yillarda deneysel olarak da dogrulandi [2,3,4,5]. Casimir kuvvet higbir seyin
olmadig1 uzay zamanda yiiksiiz iki metal plaka arasindaki ¢ekici kuvvet olarak bilinir.
Casimir kuvvet tamamiyla kuantum mekaniksel bir olaydir. Ciinkii i¢inde Planck sabiti
() bulunmaktadir. Ayn1 zamanda goreliligi de icermektedir ki iginde (c) 151k hizi
bulunmaktadir. Casimir kuvvet herhangi bir etkilesim terimine sahip degildir.

Casimir etki teorik fizigin degisik alanlarinda calisilmis ve hala calisilmaya
devam etmektedir. Bu konuda yapilanlar detayli bir sekilde incelenmistir
[6,7,8,9,10,11].

Sekil 1.1 Aralarinda a uzakligi bulunan yiiksiiz iki paralel levha



Casimir paralel levhalardaki g¢ekici kuvvetin aynisini kiiresel kabuk i¢in de timit
ederek elektron modelini olusturmak istedi. Yapilan ¢alismalar bize ideal kiiresel iletken
kabugun Casimir enerjisinin isaretinin paralel plakalardan farkli oldugunu gosterdi.
Ideal kiiresel iletken kabugun Casimir enerjisi pozitif olarak bulundu [12]. Bu da itici
kuvvet tiretir.

Farkli geometrilerde Ornegin paralel levha, kiire ve silindir geometrisinde

renormalize edilmis Casimir enerjinin tirettigi kuvvetler

0.0411
Fievha=- p”
0.003674
Fkiire - at
0.003674

Fsitinair= - ot olarak bulunmustur [13,14].

Klasik elektrodinamikte yiiksiiz paralel plakalar arasinda itici veya cekici bir
kuvvet yoktur. Bu nedenle Casimir kuvvet ¢ok sira disidir. Daha sonraki ¢alismalarda
degisik geometrilerde de degisik regiilarizasyon yontemleri uygulanarak Casimir
kuvveti teorik olarak elde edilmistir.

Boyer tarafindan kiiresel kabugun Casimir enerjisi hesaplanmis ve pozitif olarak
bulunmustur [12]. Boyer’in kullandig1 regiilarizasyon yontemi oldukca karmagiktir.
Daha sonralart kiiresel kabuktaki Casimir enerji Milton ve arkadaslar1 tarafindan
yeniden farkli regiilarizasyon yontemi ile Boyer’ in buldugu sonug¢ dogrulanmistir [13].
Kiiresel kabuktaki elektromagnetik alanin kuantum vakum enerjisi son zamanlarda
modlarin toplami yontemi kullanilarak yeniden elde edilmistir [15,16].

Milton ve arkadagslar tarafindan silindir geometrideki iletken kabugun Casimir
enerjisinin paralel plakalardan elde edilen Casimir enerji ile ayni isarete sahip oldugu
gosterilmistir [14]. Casimir enerjinin isareti geometriden geometriye, topolojiye ve
manifoldun boyutuna gore degismektedir [17,18]. Casimir enerjinin negatif olmasi
cekici kuvvet; pozitif olmast ise itici kuvvet iiretir. Bu negatif enerji genis anlamda
teknolojik olarak uygulama olanagina sahiptir.

Casimir etki mikroskobikten ¢ok makroskobik ol¢eklerde daha karakteristiktir.
Ornegin; ¢ekici kuvvetin biiyiikliigii yapilan deneylerde goriildiigii gibi lcm? alan
bagmna 1um uzaklikta 1,3x1077 N’ dir. Bu kuantum i¢in beklendigi gibi kiigiik bir etki
degildir.



Kuantum alan teorisine gore bosluk, (sekil 1.2) gorildigi gibi ashinda (T=0
sicaklikta) sifir noktasinda tiim frekanslarin salinimlar ile doludur. Casimir etki bize,
boslugun bos olmadigini, burada sonsuz enerjiye sahip geri zeminde elektromagnetik
alanin bulundugunu soyler [7,11]. Casimir etki bosluk diisiincemizi tamamiyla

degistirmistir.

Sekil 1.2 Elektromagnetik alanin vakumdaki modlarinin gosterimi

Vakum salmimlariin toplam enerjisi sonsuza esittir. Halbuki deneylerin bize
gosterdigi, paralel plakalarda oldugu gibi, Casimir etki sonlu bir etkidir. Sonlu Casimir
vakum enerjisi degisik matematiksel yontemler ile elde edilir. Bunun yolu da kuantum
slirecinde bazi fiziksel enerji hesaplamalarinda oldugu gibi sonsuzluklarin belirlenmesi
ile miimkiindiir. Sonsuzluklarin belirlenmesine regiilarizasyon ve bu sonsuzluklarin
fiziksel yorumlarla ¢ikartilmasina da renormalizasyon denir. Bu yontemleri kullanarak
yeniden normallestirilmis kuantum vakum enerjisi yani Casimir enerji sonlu olarak elde
edilir.

Gilinlimiizde her tiirlii geometride ve boyutta ortaya ¢ikan bu sonsuzluklarin
iistesinden gelebilecegimiz ortak Yyegane bir regiilarizasyon yontemine sahip
olmadigimizdan  her bir problem farkli regiilarizasyon yontemleri ile ¢6ziilme
zorunlulugu ortaya ¢ikarmaktadir.

Bazi1 materyaller ve geometrik yapilandirmalar ile Casimir kuvvetin ilgi ¢ekici

ve sira dist oldugu gosterilmistir [11].



Casimir kuvvetin giinlimiiz teknolojisine ¢cok genis uygulama alanlari iirettigi
gozlemleniyor [11]. Casimir etki, nanomekanik ve mikro mekanik robot teknolojisinde
kullanilmaya adaydir.

Son zamanlarda Isham tarafindan [19,20] dikkat ¢ekildigi gibi uzay-zamanda
burmali alanin davramgi tammlanmistir. Ornegin uzay-zamandaki S'xR3 topolojisine
sahip yapilarin hem burmali hem de burmasiz alanlar1 ¢alisilmistir. Burmasiz alanlar
periyodik olmasina ragmen burmali skalar alanlar anti periyodik sartlar1 saglamaktadir.
Burmali alan ile burmasiz alan yapilandirmalarinin kuantum sonuglarinin birbirlerine
esit olmadigi detayl bir sekilde irdelenmistir [21].

Goreli olmayan kuantum mekanikteki burmali alan yapilan tartisilmistir. Buna
bir ornek verecek olursak hidrojen atomunda Coulomb alaninda burmali pargacigin
enerji seviyeleri ve 6z fonksiyonlar1 detayli bir sekilde tartisilmistir [21]. Burmali
hidrojen atomu ile burmasiz hidrojen atomunun enerji seviyelerinin birbirinden farkli
bicimde sekillendigi L. H. Ford tarafindan gosterilmistir [21].

Bu c¢alismada pargali bir bi¢im kapali sicimdeki enine salinimlara sahip skaler
alanin Casimir enerjisi hesaplanilacak. Pargali sicim, gerilimleri T; ve T, ve kiitle
yogunluklar1 p; ve p, degerlerine sahip farkli malzemeden olusmustur [22].

Oncelikle iki pargali kapali sicim i¢in biri normal digeri burmasiz sinir deger
sartlarina sahip alanin hem gerilimlerinin oranina hem de sicimin uzunluklar1 oranina
gore frekans dagilimlar elde edilerek kuantum vakum enerjisi hesaplanilacaktir.
Gerilimlerinin oranlarin1 ve uzunluklarimi o6zellestirerek Casimir enerjisi ayri ayri
yeniden hesaplanilacaktir. Yapilan hesaplamalarin sonucunda her durumda Casimir
enerji negatif olarak bulunmustur. Ikinci olarak da iki pargali kapali sicim igin biri
normal digeri burmali sinir degerlerine sahip skalar alan g6z Oniine alinacaktir [23].
Burmali smir deger sartlarina sahip skaler alanin gerilimlerinin ve uzunluklarinin
oranina bagli kalarak frekans dagilimlari elde edilerek Casimir enerjisi
hesaplanilacaktir. Hem burmali hem de burmasiz sinir deger kosullarina gore ortaya
cikan sonsuz vakum enerji ifadelerinde kesici fonksiyonlu modlarinin toplami ile

regiilarizasyon yontemi kullanilacaktir.



Bilindigi gibi kiitle ¢ekimini de igerecek sekilde temel etkilesmelerin tasvir
edilebilmesi fizigin en 6nemli problemlerindendir. Bu anlamda burmali ve burmasiz
alanin davranisi 6nemli bir yere sahiptir. Sicim modellemesinin bu alanda 6nemli
rolleri oldugu goriilmektedir.

Kozmolojide galaksi olusumunun anlagilmasinda da sicim modelleri dnemli bir
yer tutmaktadir. Kuantum dalgalanmalart ile halka evrimi ve dinamigi arasindaki
iliskinin anlasilmasi giincel bir arastirma konusudur [23].

Calismamizda tek bigim parcali bir sicimin kuantum bosluk enerjisi, kesici
fonksiyon ile Euler-Maclaurin toplam formiilii kullanilarak yeniden elde edilecektir.
Sirastyla burmali ve burmasiz pargali sicim i¢in degisken ayirma yontemi ile iki farkli
malzemeden yapilmis sicimin ayri1 ayr1 dalga denklem c¢oziimleri bulunarak ve
¢cOziimlere enine salinimlari ve sicim gerilimlerini iceren siireklilik denklemleri
uygulanarak frekans dagilim ifadeleri elde edilecektir. Bu islemler sirasinda karsilasilan
sonsuzluklarin iistesinden regiilarizasyon ve renormalizasyon teknikleri uygulanarak
gelinecektir. Islemler sonucunda elde edilen verilerin grafik gdsterimleri sunulacaktir.

Calismamizin birinci boliimiinde farkli gerilimlere ve kiitle yogunluklarina sahip
pargali kapali sicimin normal ve burmasiz sinir deger sartlarina gore frekans dagilim
ifadesi elde edilecek ve buradan hareketle kuantum vakum enerjisi hesaplanacaktir.

Ikinci béliimde ise ayni sicim i¢in normal ve burmali sinir deger kosullari ele

alinarak frekans dagilim ifadesi bulunacak ve kuantum vakum enerjisi tartisilacaktir.



BOLUM 2

BURMASIZ PARCALI SICIiM

Sekil 2.1 L, , L, uzunluklu ve toplamlart L, + L, = 2x R, olan iki farklt malzemeden

yapilmis burmasiz par¢ali sicim

Bu boliimde L;, L, uzunluklu ve toplamlart L, + L, = 2z R, olan iki farkli
malzemeden yapilmis kapali bir sicim pargasina yerlestirilmis kiitlesiz skalar alanin
kuantum vakum enerjisini hesaplayacagiz.

Burada [0,¢,] araliktaki parcay1 L, ve [¢,,2n] araliktaki par¢ay1 L, uzunluklart
olarak tanimlayalim. (sekil 2.1)



Sekil 2.2 Sicimin geometrik yapist

Sicim tizerindeki kiitlesiz skaler alanin sagladigi dalga denklemi coy=0’ dir. Burada;

= a2 e g
n=V2- c%ﬁ D’ Alembert operatoriidiir,

K 0? 1 92
R I (21)

Dalga denkleminin ¢oziimii i¢in en uygun koordinat se¢imi sekil (2.2) geometrik yap1

ile yeniden yazarsak;

X =R, cos ¢, y=Rysin ¢, ¢ € [0,27], R,=sabit (2.2)



Uzay zamanda iki nokta arasindaki uzakligin karesi olmak tizere

ds?=dt2-R3dd? olmak iizere (2.3)

(2.1), D’ Alembert operatoriinii yeniden yazarsak

9 (=g o
=g ox, ( 99" axv) (2.4)
ds?=g,, dx*dx"

92 1 9%\ _
(5o~ mgage)v? (2.9)

Skalar alanin saglayacagi dalga denklemini elde ederiz. Degisken ayirma yontemi ile

dalga denkleminin ¢oziimii

y=T()D(9)
alarak bu ¢6ztimii (2.5) denkleminde yerlestirdigimizde

d>T

— +w2T=0 ve (2.6)

> o, 5 . - .

g M @=0 denklemlerini elde ederiz.

Burada w=— (2.7)
Ro

T(t) ve @(¢) sagladigr denklem ¢oziimleri ile dalga denkleminin genel ¢oziimii
P(p,)=e "t [Ae~ ™ + Bei™®] olarak bulunur. (2.8)
Hala w ve m hakkinda herhangi bir bilgiye sahip degiliz.

Genel ¢oziimii iki pargali sicim igin ayr1 ayr1 ifade etmek istersek, birinci tiir

malzemeden yapilmis bolge icin genel ¢6ziim

Pi=e"t[A; cosme + B, sinmg], (2.9)
Farkli malzemeye sahip ikinci bolge igin

P,=e A, cosm¢ + B, sinm¢p]  ¢Oziimiinii yazariz (2.10)

Burada A, 4, , B; ve B, birer sabittir.



Iki tiir sinir deger kosullarina sahibiz. ilki enine salinimlarin sagladig1 birinci grup

stireklilik sartin1 saglayan kosullar

V1 (9=0)=1; (¢=2m) (2.11.1)
V1(P=dp) =Y, (P=¢p) (2.11.2)
Ikincisi ise T; veT, sicimindeki farkli gerilimleri gdstermek iizere ifade bulan diger
siireklilik sartidir.
] ]
T aid: lp-0=T> ai(; |p-27 (2.12.1)
oY o OY
T1 55 lo0s"T2 55 oo, (2.12.2)

(2.9) ve (2.10) denklemlerinden iiretilen ¢oziimleri normal noktadan gelen siireklilik

sartlarina (2.11 ve 2.12) denklemlerine uygulayacak olursak

A;-A,cos2nm-B,sin2mwm=0 (2.13)
A;cosme¢,+B; sinm¢,-A,cosme,,-B, sinmeg,, =0 (2.14)
%mBl+mA28iﬂ27l'm-mBZCOSZ7Zm:0 (2.15)
-%mAl sinmgy, + m%Bl cosme,+mA, sinme, — mB, cosmep,=0 (2.16)
Ifadeleri elde edilir.

Burada x:% ‘dir. (2.13), (2.14), (2.15), (2.16) denklemlerini toplu olarak yeniden
2

yazarsak
1 0 —cos2mm  —sin2mm (4,
cosme, sinm¢,  —cosm¢p, —sinm¢, ||B, 0 elde ederi
0 mx msin2em  —m cos2mm || A, | elde ederiz.

—mx sinm¢, mx cosm¢, msinmep, —mcosmepy||B,

Bu esitligi sifir yapan sey 4x4 matris determinantinin sifir olmasidir.



1 0 —cos2mm —sin2mm

A S A 1 @17
| -mx sinm¢, mx cosm¢p, msinm¢p, —mcosme,|

Bu iglemin sonucu frekans dagilim ifadesini verir [22].

(1-X)2cosw(L-2L,)-(1+X)%coswL+4x=0 (2.18)

5= i—i olmak tizere frekans dagilimini yeniden yazarsak

(1-X)2coswL4(s-1)-(1+x)2coswL, (s+1)+4x=0 olur. (2.19)

(2.19) denkleminde x — 1/x alarak denklemi yazdigimizda yeniden (2.19) denklemini

ayn1 bigimde elde ederiz. Bu degismezlik 0< x <1 oldugunu soyler.

Ilerideki ¢alismalarda daha uygun bir ifade olarak frekans dagilimini kullanmak igin

sin(wL,s)sin(wL,)+F (x)sin? (a) Lz—l (s + 1))=0 (2.20)

4x
(1-x)2

seklinde de yazabiliriz. Burada F(x)= dir.

Biitlin olas1t modlarin dagilimi1 X ve s 6zel degerleri verilerek (2.19) ve (2.20) dagilim

denklemlerinden elde edilir.

Genel olarak renormalize edilmis Casimir enerji E;,, i¢in 1 ve 2 parcalarindan
olusan biitiin modlarin toplamini igeren sifir nokta enerjisi ile E;, tek pargali bir bigim

sicimin sifir nokta enerjisinin farkina esittir [22,23].
Eren=E142 — Ep (2.21)

Kuantum vakum enerji hesaplamalart frekans dagilimina dogrudan bagh
oldugundan sistemimizin iiretecegi frekanslari (2.20) denkleminden elde ederiz.
(2.20) denklemi x=% ve s=i—2 gibi boyutsuz degiskenlere bagli olarak elde edildiginden

2 1

kuantum vakum enerji hesaplamalarint x ve s lere baglh kalarak ayri ayri g6z Oniine
alacagiz. Gerilimlerin oram1 0< x <1 aralifinda oldugundan oncelikle x’in ug
durumlarina goére davranisini inceleyecegiz. Sonrasinda x’in u¢ durumlar disinda
alabilecegi degerleri gbz Oniine alarak S (sicim uzunluklar1 orani) degerlerini tek ve ¢ift

pozitif tamsayi1 alarak Casimir enerjiyi hesaplayacagiz.

10



2.1 Ozel Durumlar

Bir bi¢im burmasiz sicimde kuantum vakum enerji

1
E= Ez (O}
A
(2.22)

Seklinde yazilir. x—» 1 ve  x— 0 durumlart igin Kkuantum vakum enerjisinin
hesaplanabilmesi i¢in oncelikle w degerlerinin bulunmasi gerekir. Belirtilen durumlara

gore w degerlerini ve kuantum bosluk enerjilerini hesaplayalim.

A.x»>1ve x— 0

T. g e e . . o e .
x:T—1 oldugundan x’in 1’e esit olmas1 sicimdeki T; ve T, gerilimlerinin birbirine esit
2

oldugunu gosterir. Diger bir deyisle bir bi¢im kapali ayn1 malzemeden yapilmig sicime

kars1 gelir.

(2.20) frekans dagilim denklemine x=/ yazacak olursak;
coswL=1 elde edilir.

cos2rn=1  esitliginden

2nn
L

ve n=1,2,3  modlarin dagilimi bulunur.

Boylece bir bigim kapali ayn1 malzemeden yapilmis sicim i¢in kuantum vakum enerji

seklinde yazilir. (2.23)
Esitligin sagindaki 2 ¢arpani dejenere durumu belirtmektedir.

(2.23) denklemi 1raksak bir yapiya sahiptir. ilk olarak bu iraksakliklarin iistesinden
gelmemiz gerekir. Kesici fonksiyon ile tanimli kuantum sifir nokta enerjisi agik bir

sekilde sonsuzluklarin belirlenmesini saglar.

11



Sonsuzluklar1 belirlemek i¢in kesici fonksiyonlu kuantum vakum enerji

2 [o.0]
- T —an2T
)= — ne an—
L
n=1

(2.24)
olarak yazilir.

Kesici fonksiyon araciligi ile (2.24) denklemindeki sonsuzluklari regiilarize edecektir.
Buradaki « Kesici parametresi olarak tanimlanir. islemlerin sonucunda a —0° a

gidecektir.

Renormalize edilmis kuantum vakum enerji ise

Eren= !}_r)%[EO - EO]

olarak tanimlanir. (2.25)

(2.24) denklemindeki sonsuz toplami hesaplayabilmek i¢in Euler-Maclaurin toplam

formiiliinii kullanacagiz [24,25,26].

Euler Maclaurin Toplam Formiilii

(o]

‘ 1 1 = B,
D r@ = [ F x4 51 @ 457@) + Y D) - O]
n=0 0 s=1
3| s ](322:;57 1l peom ey

(2.26)

Burada f(x) fonksiyonunun siirekli ve gerekli biitiin tiirevlerinin var oldugu kabul
edilmistir. Bu formiil ¢ok kullanigh olup degisik amagclar i¢in kullanilabilir. m sonlu bir
say1 olarak se¢ildiginde verilen bir serinin (sonlu veya sonsuz) toplamini integral art1 bir
takim diizeltme terimleri olarak yazmak miimkiin olur. Uygulamalarda integral terimi
stireklilik limitine kars1 gelir. m nin sonsuz oldugu durumlarda ise, eldeki seriyi ¢ok

daha hizli yakinsayan bir bagka seriye doniistiirmek i¢in de kullanilir [26].

12



Simdi (2.24) toplam ifadesine Euler-Maclaurin toplam formiiliinii uygulayalim.

£ ()2ne” "% dir
f(c0)=0 f0)=0

fOm]

27 [op . 2
JARE [ZT —a (ZT) n]
fOE0  fO0)=F
fA 2%

FOme T [~2a (Z) +a? (Z) |

F®(00)=0 F@(0)= —2a (27”)2
FOm-5L

FO e [3a2 (2) +a* (Z) 1]
F®(00)=0 FO 0302 ()

(2.26) denkleminde sagdaki ilk integrali g6z oniine alacak olursak

2T oo —axz—" L
= | xe L dx=
L 0 2ma?

“dir.

(2.28) deki ifadeyi denklem (2.26) da yerine yerlestirdigimizde

13
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[o9)
DXL
L
n-0
L

=— Il g2 —+ [Terimler o' nin pozitif tam katlar1 seklindedir] (2.29)
27‘[(1 6L 30

Sonsuz uzunluktaki sicimin kuantum bogluk enerjisini hesaplayalim. Bunun i¢in ifadeyi

L’ ye bolelim.

EO _ 1 s
L 2wa?  6L? 30L4

+0(a)

L—oo alindiginda

lim Eo_ 1
ooy onaz?

oldugundan

BUda EOZ

kars1 gelir. (2.30)

2ma?

Sonsuz geometrideki kuantum vakum enerjisini elde ederiz. Buradan da anlasildig: gibi
sonsuzluk L’den bagimsiz olan ilk terimde ortaya ¢ikar. Dolayisiyla biz bu terimi E,
olarak adlandiririz. Bu ifadeyi E, ‘dan cikartip a — 0'a gétiirdiigiimiizde tipk1 yiiksiiz
iki paralel plakada oldugu gibi bir bi¢cim sicimin lizerine yerlestirilmis olan kiitlesiz
skaler alanin renormalize edilmis kuantum vakum enerjisi bulunur.

Eren=limgo [EO - EO]

Eron=- 6—: renormalize edilmis kuantum vakum enerjisidir. (2.31)
Tek parcal1 bir bigim sicimin sifir nokta enerjisini ¢calismamizin ilerleyen kisimlarinda
E, diye adlandiracagiz. 1 ve 2. pargalarin hesaplarinin katkilarindan bu terimi

cikarttigimizda geriye kalan terim bize renormalize edilmis bir bi¢cim iki farkh

malzemeden yapilmis kapali sicimin kuantum vakum enerjisini verecektir.

Simdi

X— 0 durumunu goz 6niine alalim

x:% oldugundan T; =0, T, — oo anlamindadir. x— 0 durumu igin frekans dagilimini
2

hesaplayalim.

Bu durumda (2.20) denkleminde x=0 alirsak

14



sinwLqsinwL,=0

Bagintisin1 elde ederiz. Bu baginti modlarin x— 0 limitinde nasil bir karakterde

oldugunu belirleyecektir.

Casimir enerji (2.22) denkleminden

(2.32)

(2.33)

E,=E; + E,  seklinde pargalayarak kesici fonksiyonu kullanarak yeniden yazalim.

Burada;

[oe]

. T —an™
E:—Zne Ly
2L, ’

olarak yazilir.

E, kismim hesaplayalim

15

(2.34)



Euler-Maclaurin toplam formiiliinii bu toplamlar igin yeniden goz dniine alacak olursak

0 v 1 1 T Bas gt
;f(n) . f f ()dx +5£(0) + 5 (e) + Z oI ARIGORION

@™ (x)dx .

OOBZm - BZm[x - [x]]
* f Zm)!

E, icin

s
an

B
= L
f (e "

f(0)=0 f0)=0
Foe i - ()]

f(l)(oo):o f(l)(O)ZZLLl
rore i) ()
f(z)(oo):o f(z)(o): _ CZ(L%)Z
rOme i [ () - 2]
f(3)(oo):0 f(3) (0):% (:_1)3 2
bulunur.

Euler-Maclaurin toplam formiiliindeki ilk terim

2

oo —axl L
L =1
fO xe 1 dx 22

seklinde yazilir. Boylece regiilarize edilmis kuantum vakum enerji

~ L 1 3 . , " . .
1= - ~_+ —q? ”—3 +[Terimler a nin pozitif tam katlari1 seklindedir]
2ma? 24L; 480 Ly

16
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Ayni islemi E, icin de uygularsak;

~ 3 - ’ - - . -
2= L2 > - T g2 T +[ Terimler o nin pozitif tam katlari seklindedir] ~ (2.37)
2ma?  24L, 480 L,

EyE; + E, (2.38)
Eren= })}L%[EO - EO]
Sonsuzlugu iireten terimler sirastyla

Ly L
ve —=2
2ma? 2ma?

olusur.

x — 0 iken iki pargali kapal1 sicimdeki kuantum vakum enerji

Eren=(E; + E;)-E, oldugundan ve bir bi¢im kapali sicimdeki renormalize edilmis

kuantum vakum enerji

Ep=— % alirsak ((2.31) denkleminden gelen terim) (2.39)
Bdylece renormalize edilmis kuantum vakum enerji

L I
Eren=- 2l + = 4] bulunur. (2.40)

s parametresine bagli kalarak yeniden yazacak olursak

mw [L{+L Li+L
Epon= -2 #4_#_4]
24| L, Ly

Eren=- % [1 + LL—2 + 11:—1 +1-— 4] L4’1 iki uzunluktan kii¢iik olan1 olarak alirsak,
1 2
s==2 den
Ly

Eren:-%[s+§+2—4] s>1 icin

Eyen=- = [s +21- 2] [22]. (2.41)

X— 0 i¢in elde ettigimiz renormalize edilmis kuantum vakum enerji ifadesi asla pozitif

degildir. s=/ i¢in alabilecegi en biiyiik deger sifirdir.
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B. L1=L2

Bu 6zel durum islemleri 6nemli 6lgiide basite indirgemistir. En genel X i¢in (2.20)
frekans dagilim denklemine s=1 kosulunu uyguladigimizda x= 1 durumu i¢in

buldugumuz renormalize edilmig Casimir enerjiyi yeniden s=1 durumu i¢in elde ederiz.

2.2 =3, 5... Tek Tamsay1 Degerleri

Bu bolimde (2.20) frekans dagilim denkleminden hareketle pargali sicimlerin

uzunluklart oranin1 bir dogal say1 tanimlayarak her x=% degerlerine gore frekans
2

dagilimmi elde ederek Casimir enerjisi hesaplanacaktir. Islemimize oncelikle sicim

uzunluklart oranini pozitif tek tam say1 alarak frekans degerlerini bulmaya calisalim.
sin(wLqs)sin(wL,)+F (x)sin? (a) % (s+ 1))=0
denkleminde wL=y segerek F=0.1, 1 ve 100 degerlerinde sirasiyla s=3 ve s=5 igin

iirettigi modlarin grafiklerini ¢izerek buluruz.
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0.6 T T T T T T
N\ N\ N sin{‘f}‘sin(ﬁﬂ“‘\—
f\ [\ /N -0.1%sin(2%y)F =2
0. ooy R S ooy foy
B -"III Il'u ."I \ : .«"II II', §
0.2 II-"I I|il II| '."l' f l,-' |II I|I \l".'
| II / \ f
0 ‘/ III | \\./ I'I I|I \
i | II I|
|II I|I |I |
-0.2 | | | \ I|I
\ .! II |
-0.4 | = { : \ f
|I II| 'II Ill
-0.6 |- !'I I'I : II| |iII ]
0.8 N \ooeeeed .
1 ] Il\"« /"l 1 1 I A : 1 I
0 1 2 3 4 3 6

w(1-5)
’ o T
s s
7
s s

Sekil 2.3.a.(2.20) frekans dagilim denkleminin s=3, F=0.1 grafigi

Sekil 2.3.a’ da dejenere degerler nokta ile gosterilmistir. Bu noktalar ayn1 anda iki

terimi birbirinden bagimsiz sifir yapan degerlerdir. Bu dejenere degerlerin diginda da

w’ lart B degerlerine bagl olarak belirleyecegiz.
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| | |
sin(y)*sin(3*y)+0.1%sin(2*y)**2

e ;;/3&;15--; § Ie"/\x, ! I,/f\ﬁ‘él i ;/ \
a4l [ A f o \ .

0.8 ! ! !

i NS i i \/ i i

-1
0 1 2 3 4 3 6

Sekil 2.3.b. (2.20) frekans dagilim denkleminin s=3, F=0.1 grafigi

s=3 ve F=0.1 segcilerek (2.20) denklemi
sinysin3y+0.1sin?2y=0 sekline doniisir.

Buradan da goriilecegi gibi denklemin kdkleri m periyodunda kendini tekrarladigindan,
(2.3.b) grafigini kullanarak w degerlerini 8’ ya bagli olarak belirleriz.
fr=1.08 — B=0.3439
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2 T T T T T T
f f f sin(y)*sin(3%y)+sin(2%y)**2 ——
15 F \ ; .;,\....;.._
I\ ; ,/ \ /N -\
[\ [\ [\ o\
1k II,I'L . ..I;II ;.III||. . .l,llll e II|" e !.II;I . IIIIl . ﬁll;ll -
[ \ y \
0.5 |III.II e 1.'|| s 1I|'. . .',II;I. e I;,"II . |rI .Ill. o Ilil _
\ I : | \ o A
/ \ "J \_/ ". g A
0 / e '|I rl'.g AL I',I. .;I,'f. .;..\L
II| I|II : I|I ;III
o \ ; R ;
N : : \ o/ :
4 i \/’3 i i i ANV i
0 1 2 3 4 3 i

Sekil 2.4 (2.20) frekans dagilim denkleminin s=3, F=1 grafigi

s=3 ve F=1 i¢in frekans daglim denklemi

sinysin3y+sin?2y=0 haline gelir.

denkleminin kokleri © periyodunda kendini tekrarlar. Bu kokler f degerlerine gore

belirlenir.
pr=1.2166 - B=0.3874

21



120 T T T T T T
f f f sin(y)*sin(3%y)+100%sin(2*y)**2 ——
ﬂ-: : ;’ﬁ\ : r\:\ : / \
! l'\!: o I'| : :"nII : I-" ! :
f k o 1 . | | . | | .
BO oo !,II e ..:.lllu. - o I'. \ / .'lII _
|'I|l II'I ||I III| |lII II| |II IIII
| \ . I|I { I|I / I|I
60 'Irll . III I]||I . |II .I|I III ';III JI' —
| | | | | | | \
| | | | | | I|I I|I
I|I III I'I: I| |'I II -|I II:
4 .,ll. e .III..E. e lll e I1I. T EL T T TP N
| . | : b |' : | fi I|I
'II : II' ,l'II : I" : |'II : III |J.J I!I
I ! II";\I ."I I',. ,,IJ Y
o ﬁk/ NS \/ \l
20 I I I I I I
] 1 2 3 4 3 &

Sekil 2.5 (2.20) frekans dagilim denkleminin s=3, F=100 grafigi

s=3 ve F=100 degerleri i¢in frekans dagilim denklemi
sinysin3y+100sin?2y=0 olur.
pr=1.5277— [=0.4865
Sekil (2.5) de de goriildiigii gibi kendini © periyodunda tekrar eden grafigimizde 1 tane

B degeri bulunur.
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1.2 T T

I I
: ; i o 2 i 7%y E
b N Snaysm Y]Jr%f'm:gﬂ 2
: 7 : : : [\

-7 NSO 0 O O SN O N O
: : : : | : :

0.4 ./.\IIIII. . . || I III e /\ R

/ \ b { | \' \ f ,'II :
o ..,'l. S B S A \_/ O O SN (SRS I SO

\ ’. ! \i S !
T SRR 'lI o _,'ll__ R __:III_ . / S, ..'||'_ . ;'I e III ..,'I. e

\ i/ \ / : \ / S\ :

1 i i i i i i

] 1 2 3 4 3 ]

Sekil 2.6 (2.20) frekans dagilim denkleminin s=5, F=0.1 grafigi

s=5 ve F=0.1 i¢in (2.20) denklemi
sinysin5y+0.1sin?3y=0 sekline gelir. Buradan da

s=5 i¢in grafikten hareket ile 2 adet 8 degeri bulunur.
B;m= 0.6327 - (3,=0.2014

B,m=1.2539 - 3,=0.3993
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Sekil 2.7 (2.20) frekans dagilim denkleminin s=5, F=1 grafigi

s=5 ve F=1I i¢in

sinysinby+sin?3y=0 olur.

Grafikten de goriilecegi gibi modlarin dagilim fonksiyonu kendini © periyodunda tekrar
ediyor. Benzer sekilde s=5 i¢in 2 adet § degeri okunur.

pyim= 0.6319- p,=0.2012

B,m=0.2539—- $,=0.3993
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Sekil 2.8 (2.20) frekans dagilim denkleminin s=5, F=100 grafigi

s=5 ve F’=100 degerleri i¢in modlarin dagilim denklemi
sinysin5y+100sin?3y=0 olur.Modlarin dagilim fonksiyonunu veren grafikten
pm=1.0175- p,=0.3239

pom=1.2473 - ,=0.3972

Bu B degerlerini buluruz.
s=7 i¢in B degerleri Brevik ve Nielsen’in degerleri ile uyumludur. Farkli s ve

F lere gore f degerleri Tablo (2.1) de gosterildigi gibi yeniden elde edilmistir [22].
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Tablo 2.1 Burmasiz sicim i¢in F=0.1,1,100’e karsilik gelen s=3,5,7 degerleri tablosu
F S=3 S=5 S=7
0.1 0.3439 0.2014 0.1517
0.3993 0.2847
0.4313
1 0.3874 0.2012 0.1893
0.3993 0.2785
0.4468
100 0.4865 0.3239 0.2441
0.3972 0.2553
0.4921

Asagida agikca goriildiigi gibi grafikten okudugumuz £ degerlerini cebirsel olarak da
hesapladigimizda buldugumuz sonuglar ile drtiismektedir.
s’ in 1 ve 3 degerleri i¢in x=0.5 secerek dispersiyon denkleminde yerine yazalim.

4x
(1-x

sin(wLys)sin(wL,)+F (x)sin? (a) Lz—l (s + 1))=0, F(x)= )z’dir.

T T
: * i * *gi Ey ) EE
r sin(y)*sin(3 y]+8: sin(2 }P\ 2

/ A : \
1 ' | III '
. b e [ Vo

Sekil 2.9 (2.20) frekans dagilim denkleminin s=3, F= 8 grafigi
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nf,-1.4051 f,.0.4472 olarak grafikten elde edilir. Bu degeri cebirsel olarak yeniden

elde edelim.

. . . o Ly _
sin(wLys)sin(wL,)+8sin (w? (s + 1))—0
wL,=t  diyelim
sin3tsint+8sin?2t=0 olur.

Bu transandantal denklemin ¢dziimiinden sin?t=y se¢imi yaparak

B1- 0.4466 bulunur. Bu cebirsel sonug grafikteki degerle biiyiik oranda 6rtiismektedir.

9
/N | siny) _

-/ \ : o/ H\

Sekil 2.10 (2.20) frekans dagilim denkleminin s=1, F=8 grafigi

s=1 i¢in ;=0 bulunur.
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Elde ettigimiz modlarin dagilimini kullanarak s=3,5,7 ... tek tamsay1 degerleri igin
renormalize edilmis kuantum vakum enerjisini hesaplayalim. Yukaridaki grafiklerden
de elde edildigi gibi frekanslar dejenere dallanma ve ¢ift dallanma degerleri olarak elde

edilen mod dagilimlar: sirasiyla
mn

wLy = n(f +n)
n(l—p +n)

yazilir. Burada

n .
== dejenere dallanma,
1

_m(f+n) n(1-B+n)

ve  w——— cift dallanmalardir. (2.42)

1 1

Iki parcali sicim i¢in kuantum vakum enerjiyi bu frekanslara gére yazacak olursak
E=E; + E, olur.

E:Edejenere dallanma+ Z E(;ift dallanmalar

s—1

%iﬁ 2 { inwnmzm_—W}

n=0

(2.43)
Burada Ll:s-L+_1 dir.

(2.43) denklemindeki her bir toplami kesici fonksiyon kullanilarak ayr1 ayri
hesaplayacagiz. Oncelikle ilk toplami goz Oniine alalim. Ik toplam dejenere
dallanmadan gelen terimlerdir.

ln(s+ 1) _antin
D,

Edejenere dallanma= 4X E L

(2.44)
(2.44) denklemindeki toplamlar1 hesaplayabilmek i¢in
Z”e tn:(et —1)2
n-1

(2.45)
2.
n-1

(2.46)

Ifadeleri kullanilacaktir.
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Buradaki

+1 L .
PLLICLE) R s=L—2 dir.
1

Yapilan uzun islemlerin sonucunda

1

~ t
Edejenere dallanmaza - E"’O(tz) bulunur. (2-47)

(2.47)’yi renormalize edersek (a—0 durumunda)

n(s+1)
12L

(2.48)

Edejenere dallanmalar

(2.43) denklemindeki son iki toplami kesici fonksiyonlar ile tekrar yazacak olursak

: 1200 (B +n) e 1200 n(1— B +n) _en(=p+n)
Ecift dallanmalar = 5 —_—e Ly + — =~ P e I
2 Ly 2 L,

n=0 n=0

elde ederiz. (2.49)

Yukaridaki (2.44) ve (2.45) sonuglarini (2.49) da kullanarak regiilarize edilmis
kuantum vakum enerjiyi buluruz.

=~ 1

1t
Egift dallanmalar = ;Y- — [32 +(1- 3)2]+O(t2) (2.50)
Boylece renormalize edilmis kuantum vakum enerji

ErenEy + E3-E)

(s=1)
2
ns(s—1) mn(s+1) z
Eren_ 121 - 41, - [ﬁlz + (1 - ﬁi)z]

(2.51)
seklinde bulunur. Bu sonug¢ [22] ile uyum igerisindedir. Sayisal olarak Tablo 2.2 de

enerji degerleri listelenmistir.
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L
Tablo 2.2 s=3,5,7 igin enerji degerleri tablosu E(—)

YA
F S=3 S=5 S=7
0.1 -0.0501 -0.1186 -0.1892
1 -0.02645 -0.0650 -0.0932
100 -0.0004 -0.0010 -0.0168
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2.3 s=2, 4 Cift Tamsay1 Degerleri

(2.20) frekans dagilimindan hareket ile pargali sicimlerin uzunluklari oranini bir

cift dogal say1r tanimlayarak her x=%
2

kullanarak Casimir enerjiyi hesaplayacagiz.

sin(wL,s)sin(wL,)+F (x)sin? (w L2_1 (s + 1))=0

degerlerine gore frekans dagilimi

frekans dagilim denkleminde wL,=y segerek F=0.1, I ve 100 degerlerinde

sirasiyla s=2 ve s=4 i¢in tiretilen modlar grafiklerin araciligi ile bulunur.

1 T T T T T
: : : sin(y)*sin(2=y)}+0.1%5in(3/2%y)**2

0.8 — 1

/ | [ / \ ' \
f : : | : | :
I| : .-'rr\‘- : II : ',- ./ﬁ‘a : | :
| [ : | : \: [y | :
(N Iu' '|I : | : f v ( :
| I I|I ' | . 1 f IIII |
| / Vo | : a f \: ||I :
0 _II____ _.|ll ST R "II' . ,|I.. . II| e .Il. J A
\: / | f : i | rl, |
i \ |I ! | A ||'
\ { | / ! )

0.6 b

0.8 i i i i i
i 2 4 g 8

Sekil 2.11.a. (2.20) frekans dagilim denkleminin s=2, F=0.1 grafigi
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0.8 T T T T T
N\ "A'\ AN sin(y)*sin(2*y) /—
' : ; [ 4 [ -0.1%sin(3/27y)**2[—

I'I I| | \ | | : | !1
' : ' PSR U SO0 SESURUUUSRURUUR VTR SUURORE SO

D4_|III|| ] I.
: : l: : : | :

| f |
f : : I | : | b

| |I I| | \
|I . | | II I I,' \: [
_D.q_ RREETREEETEPER P II e II R ',l R I ..|I; R IJ B A
|I. | |I . I| . A I| ||: |
| ; f . : 3 | ' |
|: L : o\ | | |
S0G e || N . .||. e U 'I.. . .||. P ,|'1. . |! .
) ||: lI III : ||I ', I||I I|I .'I

-0.8
0 2 4 6 8

Sekil 2.11.b (2.20) frekans dagilim denkleminin s=2, F=0.1 grafigi

s=2 ve F=0.1 i¢in sinysin2y+0.1sin? % =0 denklemine dondigiir.
Fonksiyonlar 2z periyodunda kendini tekrar eder. 0,2x ve 4x ...noktalarinda

dejenere degerler goriilmektedir. Bu grafikten elde ettigimiz £ degerleri

p1 =1.5716 - p,=0.5005
B,m=3.1399 — ,=0.9999 bulunur.

32



1.6 T T
) ) /-5 *sin(2*y) +5|r1(3f2* J**Erf\1

T o (L -AISRISSURE I (SIS S ST (RIS EISSRRRIRSS SRR e
I I I I

0 2 4 b 8 10 12

-0.4

Sekil 2.12 (2.20) frekans dagilim denkleminin s=2, F=1grafigi

s=2 ve F=1
sinxsin2x+sin? §x=0
denkleminden yola ¢ikarak g¢ift tek tamsay1 degerlerinde ‘s’ sayis1 kadar 3 degeri

okunmaktadir.
pim=1.5716- ,=0.5005
pB,m=3.1134- 3,=0.9991
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Sekil 2.13 (2.20) frekans dagilim denkleminin s=2, F=10 grafigi

s=2 ve F=100
sinysin2y+100sin? %)1:0

s=2 icin 2 adet B degeri okunmaktadir.
p1m=1.5716 — p,=0.5005
p,m=3.1334 - [,=0.9991
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.'h’| Al : sin(}r]*sir;ﬁl*y]+ﬂ.1*sin(:5,f2ﬁle**2
) I 1 : 1 S
[ [ , { | D

. . ] _

0 | lt ; llll !/\ |'|; || |[ | III Il | A ;,'r | ||;
02 b . .‘I{' . \.\,; Il N .||. S TR R | B \ "I .\'x. .;|'.. e | . 1'.
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1 i i i i i
0 2 4 § 8 10

Sekil 2.14 (2.20) frekans dagilim denkleminin s=4, F=0.1 grafigi

s=4 ve F=0.1

sinysindy+0.1sin? g =0

s=4 i¢in ‘s’ kadar yani 4 adet [ degeri grafikten okunmaktadir.
p11m=0.8304 — ,=0.2644

p,m=1.5782 — ,=0.5026

P3m=2.3855— [5=0.7597

P,m=3.1399 - (,=0.9999
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: : : sin(y)*sin(4*y)+sin(5/2*y)**2
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Sekil 2.15 (2.20) frekans dagilim denkleminin s=4, F=1 grafigi

s=4 ve F=1 i¢in (2.20) denklemi

sinysindy+sin? §y=0 bulunur.

¢ift tamsayilar igin ¢izilen frekans dagilim fonksiyonu 2z periyodunda kendini
tekrarlar.

B1m=0.7907 = $,=0.2518

B,m=1.5716 - 3,=0.5005

f3m=.3657 = $3=0.7534

f4m=3.1134- (,=0.9915

36



100 ™ T T T
.'Ilf\lj |Ir I'| A "ll\l' Sﬁ
a0 || |I :Il || I| ;|| I| II ||| I[I |I ||

yj*sinf{q*ﬁﬁrmn*sin(?ﬁg*y]**z —Iffkl—

?”||| o e ]

. : - | : .
20 Hoo | . .||. . R 1IN RS R M T - Ao SO ! SO

[ | | : : :
10 _||. S |'| | N S ..||. .ll N ..:.||..I|'. ). l ek e - ..'II. f R

]
] 2 4 b 8 10

Sekil 2.16 (2.20) frekans dagilim denkleminin s=4, F=100 grafigi

s=4 ve F=100 i¢in (2.20) denklemi
sinysindy+100sin? §y=0 kullanarak,
B,m=1.2179— B,-0.3877
B,m=1.2937 > £,-0.4750
B3m=2.4909 — $5=0.7929
B4m=2.5377 - (3,=0.8078

s=6 i¢in 6 adet B degeri sirasiyla,

F=0.1- 0.1756, 0.3319, 0.5025, 0.6624, 0.8340 ve 0.9608
F=1- 0.2149, 0.3233, 0.5171, 0.6388, 0.8382 ve 0.9080
F=100 — 0.2783,0.2925, 0.5628, 0.5804, 0.8535 ve 0.8610
olarak bulunur [22].
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Tablo 2.2 Burmasiz sicim i¢in F=0.1,1,100’¢ karsilik gelen s=2,4,6 degerleri

tablosu
F S=2 S=4 S=6
0.1 0.5005 0.2644 0,1756, 0.3319
0.9999 0.5026 0.5025, 0.6624
0.7597 0.8340, 0.9608
0.9999
1 0.5468 0.2518 0.2149, 0.3232
0.8256 0.5005 0.5171, 0.6388
0.7534 0.8382, 0.9080
0.9915
100 0.6487 0.3877 0.2783, 0.2925
0.6853 0.4118 0.5628, 0.5804
0.7929 0.8535, 0.8613
0.8078

Grafikten okudugumuz f degerleri cebirsel olarak da hesaplandiginda

s’ in 2 degerleri i¢in F(0.5) ‘de f,=0.7322 ve £,.0.6081 degerleri bulunmustur. Bu

sonuclar tablo degerleri ile ortiigmektedir.

El T T T T T

T
(2% iyt am{ 3y 2

Sekil 2.17 (2.20) frekans dagilim denkleminin s=2, F=8 grafigi
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Elde ettigimiz grafikleri kullanarak s=2,4...¢ift tamsay1 degerleri i¢in renormalize

edilmis kuantum vakum enerjisini hesaplayalim. Oncelikle frekans dagilimlarini

yazalim.

2nn
a)L1 = { T[(ﬁ + Zn)
n(2 -+ 2n)
(2.52)

Kuantum vakum enerji dejenere dallanma ve ¢ift dallanmalarin toplamlarindan olusur.

E:Edejenere dallanma+ 2 Eg:ift dallanmalar

E:2£+Z{%Zﬂ(ﬁi + 2n) +%2”(2 _fi + 2")}

(2.53)

S pozitif ¢ift tam sayilar i¢in kesici fonksiyon kullanarak elde edilen kuantum vakum
enerjisine (2.45) ve (2.46) denklemlerinin sonuglari ile renormalize edilmis kuantum

vakum enerji uzun ve benzer islemlerin sonucunda

m(2s+1) m(s+1) > 5
Eren_ 6L - 8L Z'Bl + (2 - .Bi)z

(2.54)

bulunur. Grafiklerden elde edilen g degerleri kullanilarak bazi s degerleri i¢in Tablo

2.4 de kuantum vakum enerji degerleri gosterilmistir. Sonuglar [22] ile aynidir.
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L
Tablo 2.4 s=2,4,6 igin enerji degerleri tablosu E(—)
T

F S=2 S=4 S=6

0.1 -0.0189 -0.0844 -0.1541
1 -0.0102 -0.0435 -0.0773
100 -0.0001 -0.0008 -0.0014
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Grafik 2.1.a Burmasiz sicimlerde s’in 3,5,7 tek degerleri icin enerji grafigi
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F=100

0.04 =

Grafik 2.1.b Burmasiz sicimlerde s’in 2,4,6 ¢ift degerleri i¢in enerji grafigi
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Tablo 2.5 X=§ ve s=1, 2, 3 i¢in enerji degerleri tablosu

F(X) s=1 s=2 s=3
F l 0 _ T _ T
(2) 447.76L 178.57L

x % 6zel durumu i¢in s=1,2,3 degerlerine baglh kalarak kuantum vakum enerji degerleri

listelenmistir.
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BOLUM 3

BURMALI PARCALI SiCiM

Bu boliimde L; ve L, uzunluklarinda biri normal ve digeri burmali (Twisted)
sinir sartina sahip olan iki farkli malzemeden yapilmis, kapali bir sicim pargasina

yerlestirilmis kiitlesiz skalar alanin kuantum vakum enerjisini hesaplayacagiz.

Boliim 2’ de elde edildigi gibi dalga denklemlerinin genel ¢6ziimleri bir boyutlu

yiizey geometrisinde

P(p,t)=e~“t[Ae~ ™% + Be'™®] seklindedir. (3.1)
Bu genel ¢oziimii iki pargali sicim i¢in yeniden ifade etmek istersek

Birinci tiir malzemeden yapilmis bir boyutlu ylizey geometrisi i¢in

Pi=e"“t[A; cosm¢ + B; sinm¢], (3.2)
ve ikinci tiir malzemeye sahip geometrideki alanin ¢éziimleri igin

P,=e"“t[A, cosm¢ + B, sinmg] dir. (3.3)
Burada A,, 4, , B; ve B, birer sabittir.

Simdi bu genel ¢6ziime biri normal ve biri de burmali siireklilik sartlarin1 uygulayacak

olursak

Burmalidan gelen siireklilik sartt

P1(¢=0) =-1p, (¢=2m), (3.4.1)

ve normal noktadan gelen siireklilik sarti ise

P1(=¢p)=1, (p=¢pp) dir. (3.4.2)
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Ikinci grup siireklilik sartlari ise
Burmalidan gelen siireklilik sart1

o o
Ty a_¢1 lp-0=- T2 a_¢>2 lp-27 (3.5.1)

ve normal noktadan gelen siireklilik sart1

oY o .
T, 6—4)1 lp-¢p, = T2 a_¢>2 lg-¢, seklinde yazilir. (3.5.2)

Burada T; ve T, sicim iizerindeki farkli gerilimleri gostermektedir.

Birinci ve ikinci bolgenin ¢oziimleri (3.2) ve (3.3) denklemlerine siireklilik sartlarini

strastyla uyguladigimizda

A+ Aycos2am+B, sin2mm=0 (3.6)

A; cosme,,+B, sinmg,,- A, cosme,,-B, sinmeg,, =0 (3.7)
%mBl —mA,Ssin2zm+mB, cos2am=0 (3.8)
— %mAl sinm¢, + %mBl cosme,+mA, sinme, — mB, cosmep,=0 (3.9
Ifadeleri elde edilir.

T; . .
Burada x:T—1 alarak denklemleri matris formunda yazarsak

2

1 0 cos2mm sin2mm 1141
| cosme, sinm¢,  —cosm¢p, —sinme, ||B,; _
l 0 mx msin2mm  mcos2mm JIAJO elde ederiz.
—mxsing, mxcosme¢, msing, —mcosmey||B,

Bu esitligin sifir olmasi1 4x4 matrisinin determinantinin sifir olmasi ile miimkiindiir.

1 0 cos2mtm sin2mtm
cosmay sinmag,, —cosmao,, —sinmag,,
et 0 mx —msin2mrm  mcos2mm |
—mxsing, mxcosma, msing,, —mcosmay

Uzun islemler sonucunda burmali alan i¢in frekanslarin dagilim denklemini
(1-x)%cosw (2L, — L)-(1+X)?coswL-4x=0 (3.10)

olarak elde ederiz [23].
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llerideki calismalarda daha uygun kullanima sahip olacagindan frekans dagilimimni
sin(wL,s)sin(wL,)-F (x)cos? (a) L2_1 (s + 1))=0 (3.11)

seklinde de yazabiliriz.

4x

Burada F'(x)= =

_La 4
> Ve s= . dir. (3.12)

Burmasiz sicim igin boliim 2’de (2.20) frekans dagilim denklemini yeniden yazacak

olursak
sin(wLqs)sin(wL,)+F (x)sin? (a) 1«2_1 (s+ 1))=0

(3.11) denklemindeki farklar acik¢a goriilmektedir. (3.11) denkleminde x’ leri 1/x

olarak tanimladigimizda denklem degismez kalir. Bu da 0< x < 1 oldugunu soyler.

Kuantum vakum enerji;

2

(3.13)

oldugundan, burmali alanin sahip oldugu frekanslar (3.11) denkleminin ¢6ziimlerinden
elde edilecektir. Burmali skalar alanin frekans dagilim denklemi tipki burmasiz skalar
alanin  dagilim denklemlerinde oldugu gibi boyutsuz iki degiskene gore
diizenlenmektedir. Kuantum vakum enerji hesaplamasinda bu iki boyutsuz degiskene
gore frekans dagilimini bulmamiz gerekir. Ayrica renormalize edilmis iki parcali kapali

sicimdeki burmali skaler alanin kuantum vakum enerjisi
Eren=E1 + E; — Epp (3.14)

sekli ile ifade edilir. Burada Ej; bir bicim malzemeden yapilmis sicimdeki burmali
skalar alandaki renormalize edilmis kuantum enerjisidir. Bir bigim renormalize edilmis
burmali skalar alanin kuantum vakum enerjisi bir bi¢cim renormalize edilmis burmasiz
skalar alanin enerjisinden tamamen farklidir. Geometriler ayn1 olmasina ragmen alan

farklilig1 enerji isaretini degistirmistir.
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Frekans dagilimlar1 boyutsuz x ve boyutsuz s’ lere baglh oldugundan oncelikle
x’ lerin 6zel durumlarmi goéz Oniine alarak renormalize edilmis kuantum vakum
enerjisini hesaplayacagiz. Sonrasinda ise 0 ve 1’den farkli x’ler ve s boyutsuz
degiskeni pozitif tamsayr olan durumlar i¢in renormalize edilmis enerji degerleri

bulunacaktir.
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3.1 Ozel Durumlar
A. x-1

x=% oldugundan X’in 1’e esit olmasi T; ve T, gerilimlerinin birbirine esit oldugunu
2

ifade eder. Diger bir deyisle bu durum bir bi¢im kapali sicime kars1 gelir.

(3.11) frekans dagilim denklemine x=/"i uygulayacak olursak;

coswlL=-1 elde edilir. (3.15)
cosDT _ g oldugundan
= @ ve  n=0,1,2...modlarin dagilimi bulunur.

Bir bigim burmali sicim i¢in kuantum vakum enerji
1w (2n+ Dr
oy Oy
*2 L
n=0

(3.16)
olarak yazilir.

(3.16) denklemi 1raksak bir karakterdedir. Oncelikle bu iraksakliklara neyin sebep
oldugunu belirlememiz gerekir. Bu belirleme islemine regiilarizasyon denir. Kesici

fonksiyonlu kuantum vakum enerji

. v (@n+ Dr —a@ninn
R NGEELE
L
n=0

(3.17)
g0z Oniine alarak renormalize edilmis kuantum vakum enerjiyi hesaplayalim.

Burada a kesici parametre olarak tamimlanir. islemlerin sonucunda a@ —0’ a gidecektir.

(3.17) denklemindeki sonsuz toplami hesaplayabilmek i¢in Euler- Maclaurin toplam

formiiliinii kullanacagiz [24,25,26].
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Euler — Maclaurin toplam formiilii

Zf(n)—ff(X)dH F(O) +5 (@ >+Z(Zs), [F* Do) = (0)]
n=0

N .fBZm — Bom[x — [x]] f(zm)(x)dx

(2m)!

(3.18)

Simdi (3.17) toplam ifadesine donecek olursak Euler-Maclaurin toplam formiiliinii

uygulamak i¢in

11'(2n+1) —an( n+1)

f(n)——= L tanimlayarak (3.18) formiiliinii hesaplayalim.

f(e2)=0 fyZe e

fOm=

—ar®™Y 2n 8m?a(2n+1)
_ _-a
fO@=em T |2 - )
—af [2n  2n?a
FO()0 FO0-e [ -5

fOm-2L

PO e 5) 80t () (n43) - 40 )
f® (00)-0 OO % |-8a (%) +4a*(2) ]
FOm)-2L

FO e i [24a2( ) — 1603 (= ) (2n + 1)]

f(3)(oo)=0 f(3) (0)= e—a% [240[2 (%)3 — 8¢3 (%)4] (3.19)
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(3.18) denkleminin sag tarafindaki ilk integrali hesaplayacak olursak

1
2m(x+3) am

2w oo 1, —g——2° 22 L

— x+-)e L dx=e L

L fO ( T 2) 2ma?

(1+%) dir.
2
(3.20)
elde ederiz.
(3.19)’ daki sonuglart (3.18)’ da yerine yerlestirdigimizde kesici parametreye bagl

kuantum vakum enerji elde edilir.

Fo= —— + ;—L +[Terimler o'nin pozitif kuvvetleri seklindedir] (3.21)

0~ 2na?
Sonsuzdaki sicimin kuantum bosluk enerjisini hesaplayalim. Bunun igin ifadeyi L’ ye

bolelim.

Ey 1 T
77 ; T 2
L 2na 12L

+0(a)

L—oo alindiginda

E, 1

lim; T":zﬂaZ oldugundan
= L :
Buda EO—ZMZ kars1 gelir. (3.22)

Sonsuzdaki kuantum vakum enerjisini elde ederiz. Buradan da anlasildigi gibi
sonsuzluk L’den bagimsiz olan ilk terimde ortaya cikar. Dolayistyla biz bu terimi E,
olarak adlandiririz. Bu ifadeyi E, ‘dan ¢ikartip @ — 0'a gétiirdiigiimiizde tipk1 yiiksiiz
iki paralel plakada oldugu gibi bir bigim sicimin iizerine yerlestirilmis olan kiitlesiz
skaler alanin renormalize edilmis kuantum vakum enerjisi bulunur. Bunu ¢alismamizin
ilerleyen kisimlarinda Ej;, diye adlandiracagiz. 1 ve 2. parcalarin hesaplarinin
katkilarindan bu terimi ¢ikarttigimizda geriye kalan terim bize renormalize edilmis bir
bicim iki farkli malzemeden yapilmis kapali bir sicimdeki burmali skalar alanin

kuantum vakum enerjisini verecektir.

Eren=limg_o [EO - EO]

Eren= é renormalize edilmis kuantum vakum enerjisidir. (3.23)
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Burmali alanin kuantum vakum enerjisi pozitif ¢iktigi i¢in itici kuvvet lirettigi anlamina

gelir. bu sonu¢ burmasiz alandan elde ettigimiz sonugtan tamamen farklidir.

Simdi X— 0 durumunu g6z 6niine alalim

x=2 oldugundan T; -0, T, — oo anlamindadir. x— 0 durumu i¢in frekans dagilimini
2

hesaplayalim.

Bu durum (3.11) denkleminde x=0 alirsak

sinwLqsinwL,=0

Bagmtisin1 elde ederiz. Bu baginti modlarin Xx— 0 limitinde nasil bir karakterde

oldugunu belirleyecektir.

wn:% (3.24)
wn% (3.25)
n=1,2,3...

Bu mod dagilimina gére kuantum vakum enerjisi

1 [ee]

EZE Wn
n=1

B 1 - nn+1§:nn
2n:1 Ly 2n:1 L,

(3.26)

E,=E; + E,  seklinde pargalayarak kesici fonksiyonu kullanarak yeniden yazalim.
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n=1
ve
~ T - —an- . .
E2=—Zne Lz seklindedir.
2L, -
prym

fn) :% e “"L seklinde tamimlayarak (3.18) formiiliinii hesaplayalim.

f(00)=0 110)=0
fOm=

FO@- e 147
fH(e)=0 fP0=;

FOmy2L

on2

n 2 2.3
@Yz~ T | (T ha'm
f (n) € t [ a (L) ol 2L3 ]

()0 RIORS
fOm)>=-2L

et ]

£ (00)=0 @ 0 r]

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.29)’ daki denklemlerin sonuglarmi kullanarak kesici parametreye bagli birinci ve

ikinci pargalara ait olan kuantum vakum enerjiyi asagidaki gibi elde ederiz.
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17 2;(112 - i + [Terimler o' nin pozitif kuvvetleri seklindedir.] (3.30)
2% Tna? " 741, +[ Terimler o nin pozitif kuvvetleri seklindedir.] (3.31)
Eozgl + EZ (332)
Eo=limg_o[Eo — Eq] (3.33)

Burada yarigap1 sonsuza gotiirdiigiimiizde sonsuz geometriden gelen terimler sirasiyla

L L
1 ve 2

2na? 2ma?

bulunur. (3.34)

x = 0 iken iki pargal1 sicimdeki burmal1 alanin renormalize edilmis kuantum vakum

enerjisi

Eren=(Ey + E)-Epp (3.35)
e (3.36)

Eyen=- == |5+ + 4] (3.37)

s=>1 olur.

[23] ile uyumlu sonug elde edilmistir.
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3.2 5=3,5 Tek Tam Say1 Degerleri

Frekans dagilim denklemini s’in tek pozitif tam say1 degerleri i¢in yazarak w degerlerini
grafikler araciligi ile elde edelim. (3.11) denklemini tekrar yazacak olursak

. . 2 1+s _
sinmL;sin(swL;)-F(X)cos [T a)Ll]—O (3.38)

denkleminden hareket ile wL;=y secerek F=0.1 ve 1 degerlerinde sirasiyla s=3 ve s=5
icin /0,2x] araliginda grafikleri ¢izecek olursak

0.6

\ LN\ N\ sinn'r)*sinw?‘m—'
o4 / ‘all .'! \,ﬁt / \i 0.1%*cos(2*y)F*2

I P
. \ o
0 A | : o :
: : . \ s
S [ : - :

N 1 II'

| . .l,i. . ..III,I SR
4 i NS i i \f'a i
0 1 5

2 3 4
Sekil 3.1.a. (3.11) frekans dagilim denkleminin s=3, F=0.1 grafigi
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0.6 T T

I I
sif(y) = sin(3*y)-0.1% cos(2*y)

/N
e

=2

43 i i i i
1] 1 2 3 4
Sekil 3.1.b (3.11) frekans dagilim denkleminin s=3, F=0.1 grafigi

s=3 ve F=0.1 degerlerini kullanarak frekans dagilim denklemininin
sinysin3y-0.1cos22y=0

sonucunda

f1=0.0553

f2=0.3331

degerleri bulunur.
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0.6

0.4

0.2

. \ [ :

sinfy
/0. S*CUS 2* ;‘*2

Fsin(3F T ——

Sﬁ

Sekil 3.2 (3.11) frekans dagilim denkleminin s=3, F=0.5 grafigi

Benzer sekilde

s=3 ve F=0.5 igin
sinysin3y-0.5cos22y=0
$,=0.1096
B,=0.3227

bulunur.
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0.6 koo \oebe L

1 i . i

I I
sin(y)*sin(3%y) ——
cos(2%y)**2

0 1 2

Sekil 3.3 (3.11) frekans dagilim denkleminin s=3, F=1 grafigi

s=3 ve F=1 i¢in frekans dagilim ifadesi
sinysin3y-cos?2y=0 olur.

B1=0.1430

p,=0.3164

olarak bulunur.
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Y : | :
Y |
- lI :_ |
| : [ :

7 :

b#

'\\
[ sin(y
15c

] sin(5%y) ——
os(3%y)**2 .

Sekil 3.4 (3.11) frekans dagilim denkleminin s=5, F=0.1 grafigi

Benzer sekilde

s=5 ve F=0.1 igin
sinysinby-cos?3y=0 olur.
$1=0.0490

B,=0.2015

f5=0.4062

degerleri bulunur.
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1 A ? | Tty *sin(s*y) ——
L aRTaTor I L5 P T BTSSR ,hfcnsB* =3 — -

0.6 oot | ,I'.

2R Voo 4 g
0.2 /'ﬂ".; et ..Ilr' N .'1|..;. AN I."Ir\\\v/ \"., i II,' R ]ﬁ N Y I;;\\{
AR O AN N NN "\‘ B SNV I V7 _

Sekil 3.5 (3.11) frekans dagilim denkleminin s=5, F=0.5 grafigi

s=5 ve F=0.5 i¢in frekans dagilim ifadesi
sinysin5y-0.5cos23y=0 olur. Sirasiyla § degerleri
B1=0.0490

p,=0.2015

p3=0.4062

olarak bulunur.

59



_D-E_ ;

- ',I cos(3%y)F*2 -

,."\I T —
[ Sn(y)Tsin(5%y) ——

Sekil 3.6 (3.11) frekans dagilim denkleminin s=5, F=1 grafigi

s=5 ve F=1I i¢in frekans dagilim ifadesi
sinysinby-cos?3y=0 olur.

f1=0.1054

p,=0.1952

P3=0.4292

olarak bulunur.
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Tablo 3.1 Burmali sicim i¢in F=0.1, 0.5, 1’ e karsilik gelen s=3,5,7 degerleri tablosu

F S=3 S=5 S=7
0.1 0.0553 0.0490 0.0386
0.3331 0.2015 0.1472
0.4062 0.2934
0.4313
0.5 0.1096 0.0845 0.0699
0.3227 0.1973 0.1451
0.4167 0.3039
0.4250
0.1430 0.1054 0.0825
1 0.3164 0.1952 0.1368
0.4292 0.3164
0.4188
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sinwL;sin(swL;)-F(X)cos? [? wL1]=O

Frekans dagilim denkleminde x= 0.5 ve s=1 ve 3 degerleri i¢in grafikleri ¢izerek 8

degerlerini cebirsel olarak da bulalim.

T T T T
; f ; sin(y)™sin(3*y)-8%cos(2*y)7*2
0 I|'l . . ! \ ! |l.l : : !
I,l LT : | Y : f :'I : | I'|
| \: . I'|| : / o .

1} | ke L] + S T 2. TE . S
| ! . \ . | Do . ] .
Iu'l .5|I : |II III : I|'I : I'II : IIII I|I :

I|I I|I : I|I \ : | N Co :

f B B \ : | o L (I
3+ .Ill :..III. IIl .LII. . .II" . .||II.. III' .||II.
| : : : : :
4 .III.. 'II .I'I'. ||I. . . II| Iil Ill. |II
[ I| II I'I : f : || : III III:
3 III . |I ||I e .Il' A |I - 4
| |I f \ : | : |I :II *!I

f \ | \ [ : \ f ]
& -t .II.. RERERE .Ill.. e 1| |]I . ;III

lI|I I'| II I". : II'I : I', ,'t, : III\

7k II'. f '\ _— - A 4 '.f" i
f _— \ T U |

8 Z’ | T .JII. . - \\—/ L e I .FII..- :.

lIII f N N 1 |'l N

\ : / :

q 1 \‘u/ I 1 1 S 1
0 1 2 3 4 3 6

Sekil 3.7 (3.11) frekans dagilim denkleminin s=3, F=8 grafigi

sin(wL,s)sin(wL,)-8cos? (a) L2—1 (s + 1))=O
wL.=t diyelim

sin3tsint-8cos?2t=0 olur.
sin3t=3sint-4sin3t ve
sin?2t=4sin’tcos?t esitliklerini kullanarak
35sin?t-36sin*t - 8 =0 elde ederiz.

sint=y secelim
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Buna gore,

$,.0.2835 ve f,.0.2072 bulunur.

Sekil 3.8 (3.11) frekans dagilim denkleminin s=1, F=8 i¢in grafigi

Benzer sekilde s=1 ve F=8 i¢in ;- 0.3917 olarak bulunur.
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s’in tek say1 degerlerinde burmali skalar alan igin Casimir enerjiyi elde edelim.

Yukaridaki grafiklerin sonucunda w degerlerinin dagilimi

wl, = { ;T((f :’;;)Jr a (3.39)

elde edilir. Boylece kuantum vakum enerji

[00]

B zzn(ﬁ2+n)+n§;n(1—2ﬁ+n)

n=0

(3.40)

seklindedir. Kesici fonksiyonlu kuantum vakum enerjisi ise asagidaki gibi ifade edilir.

(o] (o] _ 1—
=1 (B +n) _%:n) I -g+n) _w
E, —e + —e
2 L4 2 Lq
n=0 n=0

gozl E BADE ey AZBHDE gy
2 n a a
=

(3.41)

wa(s+1)

Burada t=

Kesici fonksiyonlu kuantum vakum enerji terimindeki toplamlar Euler- Maclaurin
toplam formiiliinii kullanarak renormalize edilmis burmali skalar alanin kuantum
vakum enerjisi

E=Ey47 — Epp

tammu ile
(s+1)

n(s*+2s) m(s+ 1)T 5
-2 Z (B2 + (1 - )]

Er 12L 4
(3.42)

elde edilir.
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L
Tablo 3.2 s=3,5,7 igin enerji degerleri tablosu E(—)

T
F S=3 S=5 S=7
0.1 -0.2010 -0.2357 -0.2880
-0.1692
0.5 -0.1176 -0.1466
1 -0.0722 -0.0941 -0.1356
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3.3 Cift Tam Say1 Degerleri

Benzer sekilde, daha 6nceki boliimlerde yaptigimiz gibi, frekans dagilim denkleminin

farkli pozitif ¢ift tam sayili s degerleri i¢in grafiklerini ayr1 ayri ¢izip f degerlerini
buluruz.

0.8 T

T I I
- : : : i o gy * = hEETG L
0.6 .F'r \Hﬁ : ; xﬁx Z jmi] SIZm:2 e ms'::y2 R Ef'T
Il|I || : : III \II : | || i

| \ : : { Vo { b : ' !

oalfo N
04l oA N N _

/ \: : ! f
08 bk \J’f T T .f..ﬁ'&/.’. R .f..li"“.f.. e

1 I I I i I

Sekil 3.9.a (3.11) frekans dagilim denkleminin s=2, F=0.1 grafigi
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0.8 T T T T

al : : A ; sm(},.r smiz*y]P\—
[ ; ; / H ; I;f\ ; 0.1%cos(3/2%y) **2—"—

-0.8

] 2 4 ] 8 10 12

Sekil 3.9.b.(3.11) frekans dagilim denkleminin s=2, F=0.1 grafigi

s=2 ve F=0.1 degerleri i¢gin
sinysin2y-0.1cos? §y=0
p1=0.0784

p2=0.5074

bulunur.
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0.8 T

_0.4 e ..III

04 fo R

0.2 - ",.-" RS SR TR

sin(y)*s(2ry) ——
0.5%cos(3/27y)7%2 —

\

-0.8 i

Sekil 3.10 (3.11) frekans dagilim denkleminin s=2, F=0.5 grafigi

s=2 ve F=0.5 igin
sinysin2y-0.5cos? §y=0
£3,-0.1660

p,=0.5044

olarak bulunur.
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N AN\ :

| N B B

0.2 - 1 R

VAN VA AVARLY

_ _ / _ sin(y)*sin(2%y) ——
- A SR cos(3/2%y)**2

0. |\ | / | ] :

0.6 i f EJI' A

] 2 4 6 8 10

Sekil 3.11 (3.11) frekans dagilim denkleminin s=2, F=1 grafigi

s=2 ve F=1 i¢in
sinysin2y-cos? %)/:0
$,=0.2161
B,=0.5065

bulunur.

69

12



1 ! !

/ i -
ok ll ll
| : E [ :
R I |
04 |/' PRV N A N
| : :

g8k U . N ey

] 4 IV S

:(,‘lI sin(y)*sinf4*y) ——
Joh o 0.1*cos(5/2

B ;

=%
2
?

-1
0 2 4

] 10

Sekil 3.1(3.11) frekans dagilim denkleminin s=4, F=0.1 grafigi

s=4 ve F=0.1 i¢in
sinysin4y-0.1cos? Z)/:O
£3,-0.0547

B,=0.2444

505147

B,=0.7545

bulunur.
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1 ! ) ! !

A : L

: sin(y)*sin{4%y) ——
0.8 b /K‘H U SRR f.f\p.S*cus(SIZ*y]**Z _

I

| i B I|II||I ....:'.III. ff"\llli
(- | . \ . I
| ' Y : :

Sekil 3.13 (3.11) frekans dagilim denkleminin s=4, F=0.5 grafigi

s=4 ve F=0.5 i¢in
sinysin4y-0.5cos? Zy=0
£3,-0.1096

$,-0.2537

$85-0.5399

£,-0.7509

bulunur.
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1 \
0.2

. ; ; ; ; ; ;

Sekil 3.14 (3.11) frekans dagilim denkleminin s=4, F=1 grafigi

s=4 ve F=1 i¢in
sinysindy-cos? §y=0
$,-0.1409
$,-0.2579
B2=0.5796
B4=0.7551

bulunur.
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Tablo 3.3 Burmali sicim i¢in F=0.1, 0.5, 1 e karsilik gelen s=2, 4, 6 degerleri tablosu

F S=2 S=4 S=6
0.1 0.0784 0.0547 0.0407
0.5074 0.2444 0.1723
0.5147 0.3394
0.7545 0.5044
0.6778
0.8386
0.5 0.1660 0.1096 0.0825
0.5044 0.2537 0.1681
0.5399 0.3686
0.7509 0.4940
0.7070
0.8386
1 0.2161 0.1409 0.1054
0.5065 0.2579 0.1723
0.5796 0.3874
0.7551 0.5044
0.7342
0.8365
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sinwL; sin(swL;)-F(X)cos? [? wL1]=O

Frekans dagilim denkleminde x= 0.5 ve s=2 degeri i¢in grafigi ¢izelim.
sin(wL,s)sin(wL,)-8cos? (w L2_1 (s + 1))=0

s=2 i¢in

p1=0.2677 ve £,-0.3918

sin(2%y)* sm(ﬂ 8*cos(( 3,-’2]

]**2

Sekil 3.15 (3.11) frekans denkleminin s=2, F=8 grafigi
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s’nin pozitif ¢ift tamsay1 degerleri icin Casimir Enerjiyi elde edelim. Oncelikle frekans

dagilimlarin1 grafiklerden elde ettigimiz sonuglar1 6zetleyelim.

(B + 2n)
wlL, = n(2 -+ 2n) (3.43)
n(2n+ 1)
ra(stl) ,L1=L ve s=2dir.
L s+1 Ly

Burmali alanin kuantum vakum enerjisi

B - (B + 2n) c n(2—f + 2n) - n(2n+ 1)
E= Z 2 Z 2 * Z 2
n=0 n=0 n=0
seklindedir. (3.44)

Kesici fonksiyonlu kuantum vakum enerjisi ise asagidaki gibi ifade edilir.

1o n(f +2n) @B+ 1 p(2—F+2n) 1Ixon@@n+1) _an@ni)
E=3) =1 B t3)) ) e
2 L 2 L 2 L
n=0 n=0 n=0

1

(3.45)
Benzer sekilde pozitif ¢ift tamsayilar icin burmali alanin renormalize edilmis kuantum

vakum enerjisi

9ns(s+1) m(s+1) \
Eren_ 241, - 8L ;[ﬁlz + (2 - ﬁi)z]

(3.46)

bulunur. Ozellikle s=2 degeri igin farkli F degerlerine gore enerji ifadesi hesaplanmistir.
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L
Tablo 3.4 s=2 icin enerji degerleri tablosu E(;)

F s=2
0.1 -1.2772
0.5 -1.1641
1 -1.1017

Tablo 3.5 s=1,2,3 i¢in enerji degerleri tablosu

F(x) s=1 5=2

s=3

26 " 85.47L " 7751

2

" 66.6L
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SONUC

Burmasiz sicim i¢in birinci boliimde L uzunlugunda farkli iki malzemeden
olusmus kapal1 sicimin iizerindeki enine salinim yapan kiitlesiz skaler alanin Casimir
enerjisi ¢alisilmistir. L uzunlugundaki kapali sicim L; ve L, gibi farkli uzunluklara ve
dolayisiyla T; veT, gibi farkli gerilimlere sahip malzemeden olusturulmustur. Bu

durum sicimi olusturan pargal1 yap;

olacak sekilde gerilim ve kiitle yogunlugu farklarina sahiptir. Bu durum klasik
elektromagnetik teori ile benzerlik olusturularak. c=(m )_lifadesi ile tanimlanmustir.
Burada € ve u sirasiyla ortamin dielektrik ve magnetik gecirgenlikleridir.

Yeniden normalize edilmis kuantum vakum enerji uzunluklar1 oranlari ve

gerilimleri oranlarina bagh olarak hesaplanmistir. Her tiirli s (=Z—2) (sicim uzunluklart
1

orani) Ve x (:%) (sicim gerilimleri oran1) degerlerine gére yeniden normallestirilmis
2

kuantum vakum enerji negatif olarak bulunmustur. Bu ise her durumda kapali sicimin

negatif enerji yani ¢ekici kuvvet liretecek oldugunu sdyler.

Uciincii béliimde ise galaksi olusumunda galaksinin cekirdekdeginde geometrik
acidan daha uygun goriindiigli i¢in bir bi¢im pargali kapali sicimdeki burmali skalar
alanm1 aldik. Bu boliimde iki ayr1 malzemeden yapilmis farkli uzunluklara sahip kapali
sicimdeki skalar alanin kuantum bosluk enerjisini normal ve burmali sinir sartlarini

uygulayarak hesapladik.

Elde ettigimiz enerji tablosu verilerine gore burmasiz sicimin burmali sicime

gore daha biiylik enerji yogunluguna sahip oldugu goriilmektedir.
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