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OZET
Bu ¢aligma dort boliimden olusmaktadir.
[.Bolimde kodlarla ilgili gerekli 6n bilgiler verilmistir.

II.Bolimde skew cyclic kodlar, skew quasi-cyclic kodlar ve skew constacyclic
kodlarla ilgili caligmalar incelenmistir.

[I.Béliimde, u? = 1, u3 = 1, u;u, = u,u, olmak iizere
M, = IF,[uy, up]/< ui — 1, u3 — 1, uguy — upuy >

halkasi iizerinde tanimli self dual kodlarla ilgili baz1 sonuglar elde edilmis ve bu halka
iizerinde Gray doniisiimleri ve Lee agirhik doniisimii tanimlanmistir.  Ayrica M, halkasi
tizerinde asikar olmayan bir 6 otomorfizmasi tanimlanarak, M,[x, 8] skew polinom halkas1
olusturulmustur.

IV.Béliimde v?> = v olmak iizere R = F, + v F, = F,[v]/{v? — v) halkas iizerinde
Macdonald kodlar tanimlanmis ve bu kodlarin Hamming, Lee ve Bachoc agirlik dagilimlar:
belirlenmistir.



ABSTRACT
The study consists of four chapters.
In Chapter |, the pertinent backround material about the codes are given.

In Chapter |1, the works about the skew cyclic codes, the skew quasi-cyclic codes and
the skew constacyclic codes are investigated.

In Chapter 111, some results about the self dual codes over the ring
M, = IF[ug, uy]/<u? — 1, u3 — 1, uguy — upuy >

where u? = 1, u? = 1, uu, = u,u,are obtained. The Gray maps and Lee weight over the
ring are defined. By defining an non trivial automorphism 6 over the ring M,, the skew
polynomial ring M, [x, 8] is constructed.

In Chapter 1V, it is constructed Macdonald codes over R= F,+ vF, =
F,[v]/{v® —v) where v® =v and investigated some of their properties.
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GOSTERIMLER

GR(q) = IF;: q bir asalin kuvveti olmak iizere q elemanh sonlu cisim, Galois cismi
6  :1F, sonlu cismi iizerinde tanmiml1 asikar olmayan otomorfizma

|< 6 >|: Asikar olmayan 6 otomorfizmasinin mertebesi

IF,[x,6]: Skew polinom halkas:

d(a, b): ave b arasindaki Hamming uzakhigi

d = d(C): C kodunun minimum uzaklig1

(n, M, d)_kod: Uzunlugu n, eleman sayis1 M, minimum uzaklig1 d olan linear kod

[n, k, d]_kod:IF, cismi {izerinde uzunlugu n, boyutu k ve minimum uzaklig1 d olan bir lineer
kod

lx]: x in tam degeri

w(x): x elemanmnm agirhgi

w(C): C kodunun minimum agirlig

dq(n, k): Kodun en biiyiik minimum uzaklig:

C*+ : Ckodunun duali

[K:F]: Cisim genislemesinin derecesi

Z(R[x,0]): R[x, 6] skew polinom halkasmin merkezi

I qu . 0 tarafindan sabit birakilan IF, sonlu cisminin elemanlarinin kiimesi
d = (a,b): ave b nin en biiyiik ortak boleni

GR(q,m) : q asalin bir kuvveti olmak lizere Z, iizerinde m. inci dereceden Galois
halkasi1

A: GR(q, m) Galois halkasi tizerinde tanimli otomorfizma grubu

K = R/<y >: Rezidii cismi (R sonlu zincir halkasi, y maksimal idealin iireteci)

Aut (R): R sonlu zincir halkasi tizerinde tanimli otomorfizmalarin kiimesi



GIRIS

Dort boliimden olusan tezin I. Boliimiinde gerekli onbilgiler , II. Boliimde
skew cyclic, skew quasi-cyclic, skew constacyclic kodlarla ilgili yapilmis ¢alismalara yer
verilmistir. III. Bolimde u? = 1, u3 = 1, u;u, = uyu, olmak iizere M, = IF,[u;,u,]/<
u? —1,u? — 1,u;u, — uyu; > halkasi iizerinde self dual kodlarla ilgili baz1 sonuglar elde
edilmistir. IV.Bolimde v’ =v  olmak lizere R=F,+ vF, = F[v]/(v? —v)
halkast  tizerinde Macdonald kodlar tanimlanmis ve bu kodlarm Hamming, Lee ve Bachoc
agirlik dagilimlari elde edilmistir.

Kodlama teorisinin baslangic1 olarak Claude Shannon’ un 1948 yilinda yayinlanmis
olan “A Mathematical Theory of Communication” adli makalesi kabul edilir. Bu makalede C.
Shannon tarafindan, giiriiltiilii bir iletisim kanalinda, eger 6zel sifreleme ve ¢ozme teknikleri
kullanilirsa, “kanal kapasitesi” adi1 verilen saymin altindaki herhangi bir oranda giivenilir
iletisimin saglanabilecegi ifade edilmistir. Fakat ne Shannon’un verdigi kanit ne de daha
sonra verilen kanitlar yeterli olmamis, Shannon’un teoreminde bahsedilen bir sifreleme
olusturma yontemi bulunamamistir. Baglangi¢ sayilan bu teoriden sonra kodlama teorisinde,
giiriiltii kanallar1 boyunca veri iletimi ve bozulan mesaj1 diizeltme gibi konularla ilgilenilmis,

dogru, iletim orani yiiksek, zaman ve enerji tasarrufu saglayan sifreleme yontemlerini

gelistirme amag edinilmistir.

Iletisimde amag, kaynaktan gonderilen mesaji dogrulugu yiiksek bir olasilikla alictya
ulagtirmaktir. Mesaj1 iletmek icin alfabe olarak adlandirilan sonlu kiimeler kullanilir. Bu
kiime genellikle sonlu bir halka veya cisim olarak almir. Iletilecek mesaj, olusabilecek
hatalardan korunmak {iizere sifrelenir. Sifrelenen mesaj, kod sozciikleridir. Kod sozciigii
kanala gonderilir. Baz1 sembolleri degismis yani hata olmus olabilir. Sifre ¢oziicii hata olup

olmadigin1 kontrol eder, hata varsa diizeltir ve orijinal mesaj1 elde edip aliciya gonderir.



Bir kodun minimum uzakligi ne kadar biiyiikk olursa o kod o kadar fazla hata
diizelteceginden, minimum uzakliklar1 biiyiik kodlar elde edilmesi 6nemlidir. Arastirmacilarin
kodlar tizerine yapmis olduklar1 bir kisim ¢aligma, sonlu cisimler tizerinde tanimli kodlar ile
sonlu halkalar {izerinde taniml kodlar arasinda bir iliski kurulmas: ile ilgilidir. Pek ¢ok bilim
adamu tarafindan yapilan ¢alismada, ¢esitli sonlu halkalar iizerinde tanimli cyclic, quasi-
cyclic ve constacyclic kodlarla, sonlu cisimler tizerinde tanimli kodlar arasindaki iliskiler

belirlenerek minimum uzakliklar1 biiyiik yeni kodlar elde edilmistir.

Cyclic kodlar, son 50 yildir pek ¢ok bilim adami tarafindan ¢alisilmistir. Kodlarin bu
smift ilk olarak Prange tarafindan 1957 de tanimlanmistir. Cyclic kodlar, kodlama
teorisindeki 6nemli bir sinifi olan hata diizeltici kodlar smifin1 olusturur. Prange tarafindan
bir F sonlu cismi iizerinde n uzunluguna sahip bir cyclic koda karsiik gelen
F[x]/< x™—1 > halkasmm bir idealinin var oldugu gdsterilmistir. ideallerle cyclic kodlar

arasindaki bu iliski BCH ve Reed Solomon kodlarinin olusturulmasina yol agmustir.

1970 yilindan sonra ¢ogu matematik¢i ve miihendis tarafindan sonlu cisimler iizerinde
taniml1 cyclic kodlarla ilgili ¢alismalar sonlu halkalar iizerine tagmmustir. Hammons
tarafindan, 7Z, flzerinde tanimli lineer kodlarm Gray donisiumi altindaki goriintiisii
sayesinde iyi hata diizeltme kapasitesine sahip non lineer kodlar elde edilmistir. Tiim bu

calismalar, degismeli halkalar {izerinde tanimli kodlara kisitlanmustir.

Calismanin ikinci boliimiinde, cyclic, quasi-cyclic, constacyclic kodlar smifindan daha
genis bir smif olan skew cyclic, skew quasi-cyclic ve skew constacyclic kodlarla ilgili

yapilmig calismalara agirlik verilmistir.

Degismeli olmayan halkalar kullanilarak, cyclic ve lineer kodlarm daha
genel bir smifi  olan  Skew Cyclic kodlar  D.Boucher, F.Ulmer ve
W.Geiselmann tarafindan tanimlanmuistir. D.Boucher, F.Ulmer,
W.Geiselmann tarafindan IF, sonlu bir cisim, 6 asikar olmayan bir homomorfizma
olmak tizere IF, [x, 8] skew polinom halkas1 kullanilarak, skew cyclic kodun skew polinom

temsili olusturulmustur. Bu sayede m = [< 6 >|, 6 mn mertebesi olmak tizere m|n



oldugu durumda bir skew cyclic koda karsilik gelen IF, [x,60]/<x™—1> halkasmm bir
sol idealinin var oldugu gosterilmistir. Ayni calismada D.Boucher, F.Ulmer ve
W.Geiselmann tarafindan skew cyclic kodlar yardimiyla, ayn1 uzunluga ve boyuta sahip iyi

bilinen lineer kodlardan daha biiyilk Hamming uzakliklara sahip yeni kodlar elde edilmistir.

2007 yilinda D.Boucher ve F.Ulmer tarafindan, daha 6nce D.Boucher, F.Ulmer
ve W. Geiselmann tarafindan olusturulan skew cyclic kodlar genellestirilmis ve 6 — Cyclic

(skew cyclic) kodlarin duallerinin yine 8 — Cyclic oldugunu gosterilmistir.

D.Boucher, W.Geiselmann, F.Ulmer tarafindan yapilan ¢aligmada sonlu cisimler
iizerinde tanimli skew cyclic kodlarm uzunlugu, 6 otomorfizmasinin mertebesine bagl
olarak belirlenmisti. I. Siap, T.Abualrub, N.Aydmn, P.Seneviratne tarafindan 2010 yilinda
yapilan c¢aligmada bu kisitlama kaldirilarak skew cyclic kodlarm en genel durumu
calisilmistir. Ayrica n kodun uzunlugu, m otomorfizmanin mertebesi olmak iizere (n,m)=1
olmas1 durumunda skew cyclic kodun cyclic koda esit, (n,m)=d olmas1 durumunda quasi-
cyclic koda denk oldugu gosterilmistir.

2010 yilinda T.Abualrub ve P.Seneviratre tarafindan v? = v olmak iizere R =
IF,[v]/< v? — v > sonlu halkas1 iizerinde taniml skew cyclic kodlar tanimlanmistir. Bu
calismada 6, R lizerinde tanimhi asikar olmayan bir otomorfizma olmak iizere R {izerinde
taniml n uzunlugundaki skew cyclic koda karsilik gelen

R[x,0]/<x™—1> nin bir sol R[x, 8] -alt modiiliin var oldugu gésterilmistir.

T.Abualrub, N.Aydm, 1. Siap, P.Seneviratne tarafindan, 2011 yilinda Skew
Quasi — Cyclic kodlar tanimlanmistir. Bu ¢alismada, | <6 >|=m 6  otomorfizmasinin
mertebesi olmak tizere m|s oldugu durumda [IF; lizerinde tanimhi n = s.l uzunlugunda [
indeksli skew quasi — cyclic koda karsilik gelen
RL = (IF;[x,0]/< x*—1>) ! modiliiniin bir sol Rs-alt modilin var oldugu
gosterilmistir. Bu kodlarm tirete¢ ve kismi kontrol matrisleri verilmistir. Bu sayede bilinen

lineer kodlardan daha iyi yeni kodlar elde edilmistir.



2011 yilinda M. Bhaintwal tarafindan Galois halkalar1 tizerinde skew quasi-cyclic

kodlar tanimlanmustir.

2008 yilinda D.Boucher, P.Sole ve F.Ulmer tarafindan sonlu cisimler yerine
Galois halkalar1 iizerinde tanimli skew polinom halkalar1 kullanilarak skew constacyclic kod
tanimlanmis ve GR(4,2) lizerinde skew constacyclic self dual kodlar olusturulmustur. 2009
yilinda S. Jitman, S. Ling, P. Udomkavanich tarafindan sonlu zincir halkalar1 tizerinde taniml1

constacyclic kodlar ¢alisiimistir.

Skew polinom halkas1 tek tiirlii asal ¢arpanlara ayrilabilen bir bolge olmadigi i¢in
skew cyclic, skew constacyclic ve skew quasi-cyclic  kodlar tanimlanarak, cyclic,
constacyclic, quasi-cyclic kodlarin bulundugu smiftan daha biiyiik bir sinif ortaya ¢ikarilmis
ve minimum uzaklig: yiiksek kodlar elde etme ihtimalini arttirmigtir.

2009 yilinda B.Yildiz ve S. Karadeniz tarafindan “Linear codes over IF, + u,IF, +

U IF, + uu,IF," adli calismada u? =0, u? =0, u;u, = u,u; olmak iizere M, =
IFz[upuz]/ . G
<u, U2 Uy, — upuy > halkasinin yapis1 analiz edilmis ve bu halkalar

iizerindeki lineer kodlar incelenmistir. Ayrica bu kodlar iizerinde Lee agirlik doniisiimii ve
Gray doniistimleri tanimlanmistir. 2010 yilinda B.Yildiz ve S. Karadeniz tarafindan
“Cylic codes over IF,+ulF, +u,lF, +uqu,lF," adi  ¢alismada bu  halka
tizerindeki cyclic kodlarin yapisi “Self dual codes over  IF, 4+ ulF, +u,IF, +
uu,IF, " adlh caligmada self dual kodlar incelenmistir. 2010 yilinda S Dougherty,
B.Yildiz ve S. Karadeniz tarafindan “Codes over R, Gray maps and their binary images”
adli calismada yapilanlarin bir kism1 i=1,..k, j=1,..,k icin uiz =0, wu;=

R, = 1F,[uy, ...,uk]/

sonsuz halkalar ailesine
<uf, wu; — uu; >

uju; olmak tizere

genellestirilmistir.

Calismanin  son boliimiinde, u? =1, us =1, wu, = Uyl olmak iizere

M, = 1F2[“1:u2]/

halkas1 ve {zerinde tanimli self
<u?—1, ui—1, uu, —uyu, >

dual kodlar incelenmis, bu halka {izerinde Gray doniigimleri ve Lee agirhk
donisiimiic  tanimlanmustir.  Bu halkalar tizerinde tanmimli self dual kodlarla
ilgili bazi sonuglar elde edilmistir. Ayrica M, halkas1 iizerinde asikar

olmayan 8 otomorfizmasi tanimlanarak, M, [x, 8] skew polinom halkasi olusturulmustur. Bu



sayede bu halka tizerinde skew cyclic, skew quasi-cyclic, skew constacyclic kodlar

tanimlama ihtimali olusturulmustur.

Tezin son boliimiinde v> =v  olmak i{izere R = F,+ vF, = F,[v]/{v? —v)
halkasi lizerinde tanimli Macdonald kodlarla ilgili elde edilen sonuglar yer almustir.

F, tizerindeki MacDonald kodlar, ilk olarak 1960 yilinda J. MacDonald tarafindan
tanimlanmistir. ¢ = 2 olmak tizere F, tizerindeki MacDonald kodlar 1975 yilinda A. Patel
tarafindan calisilmistir. C.J. Coulbourn ve M. Harada, Z, iizerindeki o ve B tipi simpleks
kodlar1 kullanarak Z, iizerindeki MacDonald kodlar1 elde etmistir. Mohammed Al Ashker
u?=0

olmak iizere  F2lUl/ < u® > halkasi iizerindeki MacDonald kodlar1 2003 yilinda

tanimlamistir. Bu ¢aligmasinda, bu kodlarin Gray doniisiimii altindaki goriintiisii, Torsion

kodu ve agirlik sayaglari konularina deginilmistir. Ardindan benzer bir calisma u3 = 0 olmak

iizere F,[u]/ <u® > halkas1 igin yapilmustir.

“Simplex linear codes over thering F, +VF,” adh ¢alismada v> =v  olmak

lizzek R= F,+ vF, = F,[v]/(v? —v) halkasi lizerinde  lineer  simpleks
kodlar Mohammed Al Ashker ve Ibtisam Isleem tarafindan olusturulmus ve bu kodlarin

bazi1 6zellikleri belirlenmistir.

Tezin son kisminda v’ =v olmak iizere R = F, + v F, = F,[v]/{(v? — v)
halkas1 tizerinde taniml simpleks kodlar yardimiyla  bu halka iizerindeki
MacDonald kodlarin olusumu ve bu kodlarin Hamming, Lee ve Bachoc agirlik dagilimlar1
belirlenmistir.



LBOLUM
ON BIiLGILER

1.1.Kod Tanim ve Ozellikleri

1.1.1 Tammm: R sonlu bir halka olsun.
R™ = {(uqy, uy, ..., uy)|u; ER,i =1,2,..,n}

kiimesinin s elemanli bir C R-alt modiililne, n uzunluklu, s elemanl bir lineer kod denir.
Kodun herhangi bir elemanina kod sézciigii, R" kiimesinin herhangibir elemanina sdzciik ad1

verilir.

1.1.2 Tammm: p bir asal say1, n € N olmak iizere ¢ = p™ elemanl cisme Galois cismi

denir. GF(q) veya IF, ile gosterilir.

1.1.3 Tamm: V(n,q) = IF' = {x = (X1, X3, 0, Xp) |x; € IFp, i = 1,2, ,n}
kiimesi IF; lizerinde n boyutlu bir vektdr uzay: olmak iizere, IF]* vektor uzaymmn bir C alt

uzayma lineer kod adi verilir.
C, IF]* vektor uzaymin k boyutlu bir alt uzay ise C bir [n, k]-lineer kod denir.
1.1.4 Tammm: Her a = (ay,ay, ..., a,), b = (by, by, ..., by) € IF} igin

d :IF} X IF > N U {0}
(a,b) » d(a,b) = # {ila; # b;}

seklinde tanimlanan doniisime Hamming uzaklig1 denir ve

i) Va,b €IFi¢ind(a,b) 20, d(a,b)=0<=a=b
ii) Va,b €IF} icind(a,b) = d(b,a)
iii) Va,b,c € IF} igind(a,b) < d(a,c) +d(c,b)

ozelliklerini saglar ve bir metriktir.

1.1.5 Tamm: Bir € kodunun minimum uzakligi

d=d(C) =min{d(x,y)|x #y, x,y €C}
5



bigiminde tanimlanir. Uzunlugu n, eleman sayist M ve minimum uzaklig1 d olan bir C kodu

verildiginde C koduna (n, M, d)-kod denir.

C bir [n,k]-kodun, d minimum uzakhg: da belirtilmek isteniyorsa C bir [n, k,d],-

lineer kod seklinde gosterilir.
C, bir [n, k, d] - lineer kod ise kodun eleman sayis1 g, kodun orani k/n dir.

1.1.6 Tamm: x, I F* vektor uzaymimn herhangi bir elemani olmak iizere x elemanmin

sifirdan farkli bilesenlerinin sayisina x elemaninin agirligi denir ve w(x) ile gosterilir.

Bir C kodunun sifirdan farkli tiim kod sozciiklerinin agirliklarinin en kiigiigiine €

kodunun minimum agirhigi denir ve w(C) ile gosterilir.

1.1.7 Lemma: x,y, IF;' vektér uzaymin herhangi iki elemani olmak {izere

d(x,y) = w(x — y) tir. (Roman,1992)

1.1.8 Teorem: Bir C linecer kodunun minimum uzaklig1 ile minimum agirlig1 esittir.

(Roman, 1992)

1.1.9 Tamm:C, IF, izerinde taniml bir [n, k] —lineer kod olsun. Satirlar1 C lineer
kodununun taban elemanlarmmindan olusturulan, k X n mertebeli matrise C kodunun iiretici
matrisi denir ve G ile gosterilir. G lretici matrisi, I, k X k mertebeli birim matris, A,
k X (n — k) mertebeli bir matris olmak iizere (I, | A) seklinde diizenlenirse bu bigimdeki

haline, G matrisinin standart formu ad1 verilir.

1.1.10 Ornek: IF, iizerinde tammli € = {(0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)} kodunun

1o

matrisidir. C kodu I'F, {izerinde taniml bir [3,2,2]_koddur. n

bir tabanm1 S = {(0,1,1),(1,0,1)} oldugu i¢in G = matrisi C kodunun iireteci

2X3

Kodun parametreleri hakkindaki bazi bilgiler asagidaki gibidir.



C bir (n, M, d) —lineer kod olsun. Kodun eleman sayis1 biiyiik ise kodun fazla sayida
mesaj1 sifrelemesi, minimum uzaklig1 biiylik ise kodun fazla hatay1 diizeltmesinin yan1 sira
kodun eleman sayisi biylidilkge minimum uzakhgi kiiciilmekte, minimum uzaklig1

kiigiildiik¢e kodun elemen sayis1 biiylimektedir.

IF, tizerindeki var olan bir lineer kodun belli uzunluk ve boyuta karsilik miimkiin en
biiyiik minimum uzakhg: d,(n, k), var olan bir d minimum uzaklikli lineer kodun eleman
sayisinin en bilyiik degeri A,(n, d) ile gosterilirse d,(n, k) ve A,(n,d) belirlemek kodlama
teorisinin en dnemli problemlerindendir. Calismalarin ¢ogu g, n, d nin kii¢iik degerleri igin
Ag(n,d) yi belirlemek ve A,(n,d) icin smurlar tespit etmekle ilgilidir. Ayrica belirli bir
uzunluk ve boyutlu miimkiin en blylik minimum uzakliga sahip IF, iizerindeki kodlar

belirlemek ve cebirsel olarak karsilik gelen kodu olusturmakla ilgili c¢alismalar da

bulunmaktadir.

q = 2,3,5,7,89 degerleri i¢in d,(n,k) nin degerleri, A.E.Brauwer tarafindan

diizenlenmis www.win.tue.nl/~aeb web sayfasinda bulunmaktadir.
1.1.11 Teorem: C, d minimum uzakliga sahip bir kod olsun.
(i) d = k + 1 ise C kodu herhangi bir kod sozciigiindeki k tane hatayi tespit eder.

(ii) d = 2t + 1 ise C kodu herhangi bir kod sozciigiindeki t tane hatay: diizeltir. (Hill,
1986)

1.1.12 Sonu¢: d minimum uzakliga sahip olan bir C kodu herhangi bir kod

sOzcligiinde d — 1 tane hatayi tespit etmekte ya da l%J tane hatayi diizeltmekte kullanilir.

(Ling, 2004)
1.1.13 Teorem: C ve D, k x n mertebeli iki matris olsun. C matrisine
i) Satirlarin yer degisimi
i1) Satirin bir sifirdan farkli bir skaler ile ¢arpimmu

ii1) Satirin bir skalerle ¢arpiminin bir diger satir tizerine toplami


http://www.win.tue.nl/~aeb

iv) Siitunlarin yer degisimi
v) Siitunun sifirdan farkl bir skaler ile ¢arpimi

islemlerinden en az biri uygulanarak D matrisi elde ediliyorsa C ve D ,GF(q) lzerinde

tanimli denk [n,k]- lineer kodlarini tiretir.

1.1.14 Tamm: C, [F* vektér uzaymmn bir alt kiimesi olsun. Eger her ¢ =

(o, €1y ey Cn_q) € C iken (c,_1, Coy --r) Cn_z) € C oOluyorsa C kiimesine cyclic kiime denir.
C lineer bir kod cyclic bir kiime ise bu koda cyclic kod denir.
1.1.15 Ornek: ¢, = {(0,0,0), (1,0,1),(0,1,1), (1,1,0) } € IF3,
c, =1{(00,1,1,2),(2,0,1,1),(1,2,0,1),(1,1,2,0) } < IF;,
C; ={(1,1,1,1,1) } S IF3,
kodlar1 veriliyor.

C; cyclic bir koddur. C, ve C; kiimeleri cyclic kiime olmalarma ragmen lineer kod

olmadiklar1 i¢in cyclic kod degildir.

m: IF] — IF[x]/<x™—1>

1.1.16 Teorem: seklinde tanimlanan doniisiim bir

izomorfizma olmak lizere C < IF;* alt kiimesinin cyclic kod olmas: i¢in gerekli ve yeterli

kosul m(C) nin, IF;[x]/<x™— 1 > halkasinm bir ideali olmasidir. (Prange, 1958)
1.1.17 Teorem: IF,, q elemanl bir cisim, f(x) € IF,[x] olsun.

i) IF,[x] bir esas ideal bolgesidir.

i) IF, [x]/ (f (x)) esas ideal bolgesidir. (Mac Williams, Sloane, 1978)

1.1.18 Teorem: I, IF;[x]/< x™ — 1 > halkasmin bir ideali olsun.



gx) =gx)+<x™—1>,1 idealinin sifirdan farkh en kiigiik dereceli ve monik bir

elemani olsun. Bu durumda 1= < g(x) > ve g(x) | x™ — 1 tir

1.1.19 Ornek: C = {(0,0,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)} € IF}
IF, iizerinde tanimli cyclic kodunu ele alalim. Bu durumda
m:IF; — IF[x]/<x3—1>

oldugu i¢in

n(€) ={0,T+x,1+x2,x+x2} S IF[x]/<x®-1>

idealdir. 7(C) ayn1 zamanda bir esas idealdir. m(C) =< 1 + x > dir. Gergekten de

ol

(1+x)=0=(1+x).(1+x + x2)

al

(1+x)=1+x=(14+x).(x +x2)

x(1+x)=x+x2=1+x%).(1+x)

2 (1+x)=1+x2=0+x).(1+x)

IF,[x]/< x®—=1>={ay + ayx + a,x? | a; € IF,,i = 0,1,2}
={0,1,T+x,1+x%%,x2,1+x+x?%,x + x?}

<T+x>={A+x).fx) | f(x) € IF[x]/< x®—1>}

1.1.200rnek: [ = {0,1+ x2,x + x2, 1+ x + x2 + x3} c IF[x]/<x*— 1>

idealine karsilik gelen cyclic kod n(C) =1 saglayan C kodu
C = {(O)O)O)O)) (1IOI1IO)I (0’1’1'0)' (1'1'1I1)} dir'

1.1.21 Tanim: n =s.l ve C, IFq” kiimesinin bir alt kiimesi olsun. Eger
i) C, IF}* nin bir alt uzay: ve

i) Her ¢ = (co,o, Co1» ++» €0,1=15 C1,00 =+ » C11—1» =+ » C5—1,0» ---'Cs—l,l—l) € C iken



Ts.(c) = (Cs—1,0» Cs—1,1 ++»Cs—1,1-1, C0,01 =+ €0,1=17 ==+ - C5—2,0 ==+ Cs—2,l—1) eC

kosullar1 saglaniyorsa C ye n = s.l uzunlugunda [ indeksli bir quasi-cyclic koddur denir.

1.1.22 Tanim: R sonlu bir halka, A € R birim, C, R iizerinde tanimh bir lineer kod
olsun.
o: R™ — R™
(Coy €1y wney Cnq1) V> (€, €1y vy Cn1) = (A Cpe1, Cop voer Cr—z)

olmak tizere o(C) = C oluyorsa C koduna R tizerinde tanimli bir A-constacyclic kod dur
denir.

1.1.23 Tamm: Her u = (uy, Uy, ..., Up), v = (V4,Vy, ..., ) € IF] elemanlari igin

.+ IE® x IE} — IF,
(u,v) » u.v =uv, + -+ uyv,

bi¢iminde tanimlanan doniisiime bir i¢ ¢arpim denir. u.v = 0 ise u ile v birbirine diktir denir.
1.1.24 Tamm: C, IF, iizerinde taniml1 bir [n, k]_ kod olsun.
ct={velFr|uv=0 vYuec}

kiimesine C nin duali denir. ¢t =C ise C ye self dual kod, C € Ctise C koduna self

ortagonal kod denir.

1.1.25  Teorem: c, |IF iizerinde  tanimli  bir [n, k] kod ve

811 812 - gln'l
|gz1 822 anl

G = , C kodunun ureteci matrisi olsun.

I
_ I
k1 Bk2 - gkanxn

 ———

v =W,V ..,0,) EI Fq” olmak iizere v € C* olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

[Ul %) ---Un]lxn' G;fl;xk = [0 0.. 0]1><k
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olmasidir.

1.1.26 Onerme: C, I F, iizerinde tanimli bir lineer [n, k]_kod ise C L de IF, iizerinde

tanimli bir lineer [n,n — k]_ koddur. (Hill, 1986)

1.1.27 Tanmm: C bir [n, k]_kod ise C* nin iiretici matrisine parity-check matrisi denir

ve H ile gosterilir.
1.1.28 Not: H, (n — k) X n tipinde G.HT = 0 kosulunu saglayan bir matristir.
H , bir C lineer [n, k]_ kodunun parity-check matrisi ise
€ ={x = G2z %) EIEM X1 X2 X3es Znliun Hiui = [0lnxcnoio)
bi¢iminde ifade edilir.

1.1.29 Lemma:F sonlu bir cisim olmak iizere [K: F] = d ise |K| = |F|% dir. (Roman,
1992)

1.1.30 Teorem: F sonlu bir cisim olmak {izere, F cisminin karakteristigi asal bir
sayidir. Ayrica charF = p ise n € Z* olmak lizere F cismi g = p™ tane elemana sahiptir.
(Roman, 1992)

1.1.31 Teorem: K sonlu bir cisim, |K| = p™ ve F, K cisminin bir alt cismi olsun. Bu

durumda F cisminin eleman sayis1 d | n olmak iizere p¢ dir. (Roman, 1992)

1.1.32 Sonug: F sonlu bir cisim olsun. F*, F cisminin sifirdan farkli elemanlarmin

olusturdugu grup ise F* cyclic bir gruptur. (Roman, 1992)

1.1.33 Tamm: [F; devirli grubunu iireten /F, cisminin herhangi bir elemanma ilkel

eleman denir.

1.1.34 Tamm: a, I F jn cisminin ilkel bir eleman1 olmak iizere a, elemanmnin IF, cismi

tizerindeki minimal polinomuna ilkel polinom adi verilir.

Ayrica IF gn lizerindeki ilkel polinom, IF; tizerinde asal ve monik bir polinomdur ve

bu polinomun tiim kokleri I F gn cisminin ilkel elemanlaridir.

11



1.1.35 Teorem:f(x) € IF,[x], d. dereceden asal bir polinom ve a, f(x)

polinomunun bir kokii olsun. bu durumda f(x) polinomunun pargalanma cismi
IF,(a) = IF

dir. Ayrica f(x) polinomunun par¢alanma cisminin /F, cismi tizerindeki derecesi d ye esittir.

(Roman,1992)

1.1.36 Teorem: f(x) € IF,[x] d.dereceden asal bir polinom olsun. a, f(x)

polinomunun IF 4 cismi i¢indeki bir kkii ise f(x) polinomunun tiim kdkleri d,

al =a
esitligin saglayan en kiigiik pozitif tamsay1 olmak {izere

2 d-1
a,al,a?, ..., a4

seklindedir. (Roman, 1992)

Sonlu bir cismin elemanlarini belirlemek i¢in ¢esitli yontemler vardir. Bunlardan bir
tanesi p(x), IF, iizerinde asal bir polinom olmak tizere IF;[x]/(p(x)) bélim halkasinin

elemanlarini yazmaktir.

Diger bir yontem de ilkel elemanin tiim kuvvetleri IF; devirli grubunun elemanlari

oldugu i¢in bu devirli grup yardimiyla sonlu cismin elemanlarin1 yazmaktir.

p(x), IF, iizerinde degp(x) =d olan asal bir polinom ise IF,[x]/(p(x)) bélim

halkasi bir cisimdir ve
IF,a=F [x]/{p(x)) = {r(x)+< p(x) > |degr(x) <d,r(x) € IFq[x]}
seklindedir.

a, p(x) polinomunun bir kokii ise IF q¢ cisminin elemanlar1 derecesi d den kiigiik

elemanma bagl polinomlar seklinde de belirlenebilir. Ayrica IF,[x]/{p(x)) cismi IF,(a)

cismine izomorftur.
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1.1.37 Ornek: p(x) = x* + x + 1, IF,[x] iizerinde asal bir polinom olsun. a,p(x)

polinomunun bir kokii olmak iizere

IF[x]/<x*+x+1>={a(x) =ay+ a;x + apx® + azx® + (x* + x + 1) | a; € IF,,i = 0,1,2,3}
= {a(a)| a(x) € IF,[x]/{x* + x + 1)}
={0,1,a a? .., a®+a%+1}

seklindedir. a, p(x) polinomunun bir kokii oldugu i¢in a* + @ + 1 = 0 ve a*=1 oldugu i¢in
a elemanmin mertebesi 15 i bolmelidir. a® # 1 ve a® # 1 nedeniyle @ elemanmm mertebesi
15 tir. O halde a bir ilkel elemandir. Bu nedenle [F;4 cisminin sifirdan farkli her elemani
k =0,1,2,3,...,14 olmak iizere a* seklinde yazilir. k, @ nmn kuvveti ve aza,a,a, swrasiyla

asa® + a,a? + a;a + a, polinomunun katsayilarinca belirlenen ifade olmak iizere

k asa,a,q
0001
0010
0100
1000
0011
0110
1100
1011
0101
1010
0111
1110
1111
1101
14 1001
seklindedir

© 0O N oo o B~ W N~ O

N ol e =
w N B O
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ILBOLUM

SKEW CYCLIC, SKEW QUASICYCLIC VE SKEW CONSTACYCLIC KODLAR

SKEW CYCLIC KODLAR

Sonlu cisimler iizerinde tanimli skew cyclic kodlar ilk olarak 2007 yilinda
D.Boucher,W.Geiselmann, F.Ulmer tarafindan tanimlanmistir. Bu c¢esit kodlar cyclic
kodlarin bir genellemesidir. D.Boucher, W.Geiselmann, F.Ulmertarafindan sadece belirli
uzunluga sahip skew cyclic kodlarin (degismeli olmayan halkalar1 kullanarak) diger bir
olusumu belirlenmistir. 2010 yilinda I.Siap,
T.Abualrub, N. Aydin, P. Seneviratne tarafindan uzunluk tizerindeki kisitlamalar ortadan
kaldirilarak skew cyclic kodlarin degigsmeli olmayan halkalara bagli olan tanimi elde
edilmistir. Ayrica bu kodlarin belirli sartlar altinda ya cyclic kodlara esit ya da Quasi cyclic
kodlara denk oldugunu belirlenmistir.

2009 yilinda D. Boucher, F.Ulmer tarafindan sonlu cisimler iizerindeki skew cyclic
kodlar genellestirilmistir.

IF, + vIF,halkas1 {izerindeki skew cyclic kodlarm yapisi ise 2010 yilinda
T.Abualrub, P. Seneviratne tarafindan belirlenmistir.

2.1.Sonlu cisimler iizerinde tanimh skew cyclic kodlar

2.1.1 Onerme:F, karakteristigi p olan sonlu bir cisim, 8, mertebesi m olan F cisminin
bir otomorfizmas1 ve K ={a € F|6(a) = a}, F cisminin alt cismi olsun. Bu durumda
[F:K]=mveteZ,, F = IF ,om olmak iizere K = IF ¢ dir.

Ayrica her a € F igin 8(a) = aP" dir.

(Siap, Abualrub, Aydin, Seneviratne,2010)
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2.1.2 Ornek:a, p(x) = x% + x + 1 € IF,[x] polinomunun bir kokii olmak iizere

0:1F, — IF,

IF, = IF,[x]/<x*+x+1>={01,a,a%} ve 5
a—a

olsun. Bu durumda 8(0) = 0,6(1) =1, 8(a) = a?, 8(a?) = a dir. Ayrica

2.1.3Tamm: 6, [Fjiizerinde tammli asikar olmayan bir otomorfizma olsun. Cy, IF,
lizerinde  tammli  bir kod olsun. Eger her (agy aq, .., a,_1) € Cy iken
(6(an-1),8(ap), ...,0(ay_,)) € Cy oluyorsaCy lineer koduna IF, iizerinde tanmli n
uzunlugundaki (8-cyclic) skew cyclic kod denir.

2.1.4Tamm:[F; sonlu bir cisim ve 6, IF,iizerinde tanmimli agikar olmayan bir
otomorfizma olsun. IF,;[x] polinomlar kiimesi iizerinde tanimli toplama, m<n ve  her
p(x) =pg +px+ -+ ppx™ ve her r(x) =ry+rx+ -+ 1rx" icin hy = pory, hy =
poT1 + 0160(10), hy = pory + 010(1y) + P202(10),- .., hypan = Pm 0™ (13,) olmak iizere

. IR, [x] X IF[x] - IF,[x]

m+n

(PG, 7(0)) & p(x).7(x) = h(x) = Z hox!
i=0

seklinde tamimli ¢arpma islemine gore IF,[x] degismeli olmayan halkadir. Bu halkaya skew
polinom halkas: denir ve I F,[x, 8] ile gosterilir.

2.1.5 Onerme:] F,[x,6] skew polinom halkasi olsun.

)] Fy[x, 0] sifir bolensizdir.

ii) IF,[x, 6] nin birimleri F nin birimleridir.

iii)Her f,g € IF,[x,6] i¢in deg(f + g) < max{degf,deg g} dir.

iV)Her f,g € IF;[x,0] i¢in deg(f.g) = deg f + deg g dir.
kosullar1 saglanir.(Siap, Abualrub, Aydin, Seneviratne,2010)

ispat:i)vV a(x) =ag+a;x + - +a,_x"1#0 ve
b(x) = bo + byx + -+ + by 1 x™ " € IFy[x, 8] i¢in a(x).b(x) = 0 olsun.
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a(x)b(x) =0= (ao +a;x+ -+ an_lxn—l). (bo + byx + o+ bm_lxm‘l) —0
= agby + a3 x. byx + -+ + @y X" by x™t =
= ayby + a,0(b)x + -+ a,_10" (b, )x" 1M1 =0

== aobo = O, ala(bl) = 0, T Hn_l(bm_l) =0
= bo = B(bl) = = On_l(bm_l) =0
= by=by==bp_1=0

a(x) # 0 oldugu icin b(x) = 0 dir. O halde IF,[x, 8] sifir bolensizdir.

i1)[F; nun birimi 1, ise IF, [x, 8] nin birimi 1;r, sabit polinomudur. Vf € IF,[x, 6] igin
f- 11Fq = 11Fq'f =f

seklinde elde edilir.

iii)Kolaylikla goriiliir.

V)f(x) =ap +ayx + -+ ay_1x™ 1, g(x) = by + -+ by_1x™"* € IF,[x, 6] i¢in

f).glx)=(ag+ax+ -+ an_1x"1).(bg+ bix + -+ bp_1x™ 1)
= aobo + -4+ an_len_l(bm_l)xn_1+m_1

deg(f(x).g(x)) =m+n-2 [
deg(f(x)) + deg(g(x)) =n—-1+m—-1=n+m—-2 [0
[Tive[tT] den deg(f (x). g(x)) = deg(f (x)) + deg(g(x))
2.1.6 Teorem: (Sagdan bilme algoritmasi) Herf (x) # 0, g(x) € IF,[x, 6] igin
gx) =qx).f(x) +r(x) ve degr(x) <degf(x)
olacak gekilde tek sekilde tanimli q(x), 7 (x)polinomlar: vardir.

r(x) =0 ise f(x) polinomuna sag bolen adi verilir.(Siap, Abualrub, Aydmn,
Seneviratne,2010)

Benzer sekilde soldan bdlme algoritmasi da tanimlanabilir.

2.1.7 Ornek:a, p(x) = x?>+ x + 1 € IF,[x] polinomunun bir kokii olmak iizere
IF, = IF,[x]/<x*+x+1>={0,1,a,a?} ve her s € IF, olmak iizere 6(s) = s? olsun.

x + a nin IF,[x, 8] daki sag ve sol boleni ax + 1 dir. Gergekten,

16



x+a=a*(ax+1)+1=(ax+1).a+0
dir.

2.1.8 Teorem:IF,[x, 0] skew polinom halkas: esas ideal bélgesidir. (McDonald,1974)

Ispat : I = {0} ise I = (0) dir. I, IF,[x,6] halkasmin herhangi bir sol ideali, p , I
idealinin sifirdan farkli en kiigiik dereceli polinomu olsun. Her g €1 i¢in g = qp +
r, r =0 veyadegr < degp olacak sekilde uygun q ve r elemanlar1 vardir. r# 0 ise g =
qp+r=r=g—qp €1l dir. p en kiigiik dereceli polinom oldugundan g¢eliski olur.

r = 0dir. Yani [ esas idealdir. IF,[x, 0] halkasmmn her sag idealinin de esas ideal oldugu
benzer sekilde gosterilir.

2.19. Teorem: 6,IF, fizerinde tamml asikar olmayan bir otomorfizma
olsun. 6 otomorfizmasinin mertebesi m,  ay,.... ay€elF; ve t € Z, olmak tizere
IF,[x, 8] halkasinmn ideali

f(x) =(apg+ a;x™+ a,x?™ 4 -+ a,x™™). xt

bi¢imindeki eleman ile iiretilir. (McDonald,1974)

Ispat:] ideal olsun. Bu durumda 3g,f € IF,[x,0]3 [ =1IF[x,60]l.g ve I=
f.1F;[x,0] seklinde yazilabilir. Teorem 2.1.9 dan f.s = g ve t.g = f olacak sekilde s ve t
polinomlar1 vardir.

t.f €l = t.f = f.t'olacak bigimde 3t’ polinomu vardir.

f=tg=tf.s=f.ts

olur. Bu durumda 1 = t’.s olur. Yani s, IF; da birimdir. Kisaca sol iirete¢ sag iirete¢ ve sag
iireteg sol tireteg olur.

fx) = apxt + a;xt™ + a,xt?% + - + @yttt
I idealinin bir iireteci olsun. x¢ nin ideali iirettigi agiktir. a, # 0 olmak lizere
ap+ayx +--+ax"=f
elemaninin ideali lirettigini gérmek i¢in;
f=ay+ax+-+ax"

olsun. B €IF; ise B.f =f.8, 35 € IF;[x,0] vardir. degd = 0ve § € IF,[x,6] olsun. O
zaman
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f.6=(ay+ax+--+a,x™).8

=qayd +a;x6 + -+ a,x"8
=ay6 +a,0(8) + -+ a,0™(5).x"
=B.f

Oyleyse
B =6, B =005 .. B=6m"()

olur. B, IF, da keyfi oldugundan m, 6 nin mertebesi f de x in her bir kuvvetini bélmelidir.
Yani;

f(x) =(apg+ a;x™+ apx?™ 4 -+ apx™™). xt
olur.m

IF4[x,0]/< x™ — 1 > Kiimesinin Cebirsel Yapisi

6, IF; sonlu cismi Uzerinde tanimli agikar olmayan bir otomorfizma ve m, 6
otomorfizmasmin mertebesi olmak tizere m|n ise R, =IF[x,0]/<x™—1> kiimesi
toplama ve her f;(x)+ (x™ — 1) ve her f,(x) + (x™ — 1) € R,, i¢in

(i) + x™ = 1N. (L(0) + (x™ = 1)) = fi(x). L(x) + (x™ = 1)
seklinde tanimlanan ¢arpma islemine gore bir halkadir.
m {n ise R, = IF[x,0]/< x™ — 1>, toplama ve her r(x) € IF,[x, 6] i¢in
(). (f () + (x™ = 1)) = r(x). f(x) + (x™ — 1)

islemine gore bir sol IF,[x, 8] —modiildiir. Dolayisiyla her iki durum igin sonlu cisimler
iizerinde tanimlanan skew cyclic kodun esdeger tanimi verilecektir.

I. Durum: m | n olsun.
2.1.9.Tan1m:Z(IFq [x, 0]) = {f € IF,[x,0] | Vp € IF,[x, 6] icin p.f = f. p}

kiimesine IF,[x, 6] skew polinom halkasmin merkezi , f skew polinomuna merkezi eleman
adi1 verilir.

2.1.10 Teorem:IF, sonlu bir cisim,

IF? ={a €IF,|0(a) = a}
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alt cismi olsun.p € IF,[x,0] elemanimin merkezi eleman olmast i¢in gerek ve yeter kosul m,

0 otomorfizmasinin mertebesi olmak lizere
_ i 6
p = iocix™ € IRP[x]
olmasidir.

Ayrica IF,[x, 6] halkasnin merkezi elemanlari, IF,[x, 6] halkasmmn ideallerinin
uiretegleridir. (Boucher,Geiselmann, Ulmer,2007)

2.1.11 Lemma:x”—lEZ(IFq[x,Q]) olmasi igin gerek ve yeter kosul m|n
olmasidir.(Siap, Abualrub, Aydin, Seneviratne,2010)

Ispat:m | n ve f(x)=ay+ax+ -+ ax" €I1Fx,0] olsun.
Va € IF, i¢in 6™ (a) = a. Boylece

(x"—=1).f(x)=(x"—-1).(ap + a;x + - + a,x")
=x"ay + x"a;x + -+ x"a,x" — (ap + a;x + -+ a,x")
= 0"(ag)x™ + 0" (ay)x"x + -+ 0™ (a,)x"x" — (ag + a;x + -+ + a,x")
=ag+ax"x+ -+ ax"x" = (ap + a;x + -+ a,x")
= (ap+a;x+ -+ ax")x™ = (ag + ayx + -+ a,x")
=f(x).x" = f(x)
=f(x).(x" = 1)

0 halde x™ — 1 € Z(IF,[x, 6])
Tersine x™ — 1 € Z(IF,[x,6]) olsun. Bdylece Ya € IF, igin
x"—-1D.axm™=ax™(x"-1)
olur.
(x" —1).a.x™ = 6™(a). x™*™ —a.x™ [I]
a.x™ (x" —1) = a.x™" — a.x™[1I]
[I]ve[11] den 6™ (a) = a olur. 6 nin mertebesi m idi. Boylece m | n olur.

2.1.12 Onerme:R,. polinomu, P polinomunun x™ — 1 polinomu ile sagdan boliimii
sonucu elde edilen kalan olmak lizere

V:I1F,[x,0] — IF,[x,0]/<x™—1>
P+— ¥(P) =R,

seklinde tanimlanan doniisiim bir morfizmadir.(Boucher,Geiselmann, Ulmer,2007)
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2.1.13 Lemma:IF, sonlu bir cisim, 8, [IF, iizerinde tanimli mertebesi m olan agikar
olmayan otomorfizma bir olsun. m | n olmak iizere

IF,[x,0]/<x™—1>

halkas: esas sol ideal halkasidir ve IF,[x,0]/< x™ — 1 >halkasinmn sol idealleri, G, x™ —

1 € IF,[x, 6] polinomun sag boleni olmak lizere ¥Y(6) tarafindan
iretilir.(Boucher,Geiselmann, Ulmer,2007)

Ispat: |, IF,[x,0]/< x™ — 1 > halkasinmn bir sol ideali olsun. I = {0} ise ispat
asikardir. I # {0} olsun.

G €1, I da sifirdan farkli en kiiciik dereceli monik polinom olsun, ¥ nin tanimindan
G e IF,[x, 6] igin ‘1’(6) = G dir.

Gergekten;
G=Q,(x"-1)+R,=G=0+R, =G =R,
ve deg(é) < ndir.

VpElI=p=0Q,.G+R, degQ, <degG <n
= ¥@E) =PQ).¥(G) +¥(R,)
=p= lIU(Qr)G + R,
=R, =p—-¥(Q,).G€eI

G nin en kiigiik olmas ile ¢elisir. Bu nedenle R, = ¥(R,.) = 0 olmalidrr.

:ﬁ:lp(Qr)G
=1=<G>

olur. G, x™ — 1 in sag boleni mi?
x"-1=0Q,.G+R,, 3DdegR, <degl

olacak sekilde 3Q,,R, elemanlarivardir.x™—1ve G €I oldugundan R, € I olur.
G polinomu en kiiiik dereceli idi. Bu durumda R, = 0 olur.

x"—1=0,.G
O halde G, x™ — 1 in sag boleni olur.

(Sag ideal i¢in de benzer sekilde ispat yapilir.)
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2.1.140nerme:

I : IF} — IF,[x,0]/<x™—1>
a=(apa, ., ay_1) —m(a) =ayg+ax+ -+ ap_1x" 1+ (x"—1)

seklinde tanimlanan doniistim bir izomorfizmadir.

Bu déniistim yardimiyla a = (ag, a4, ..., a,,—1) vektoriinii kisaca

n(a) = alx) = ap + ayx + -+ ap_1x" T € IF;[x,0]/<x"— 1>
ile gosterecegiz.

2.1.15 Teorem: 6, IF; sonlu cismi iizerinde tanimli mertebesi m olan agikar olmayan
bir otomorfizma ve C, IF; lizerinde tanimli n uzunluklu bir lineer kod olsun. Eger m | n ise C,
6-cyclic (skew cyclic) olmast icin gerek ve yeter kosul
m(C) nin IF;[x,0]/< x™ — 1 > halkasmm bir sol ideali olmasidir. (Boucher,Geiselmann,
Ulmer,2007)

C CIF} o n(C) € IF[x,0]/<x™-1>

skew cylic kod sol ideal

Ispat:C, 6-cyclic kod olsun. Bu durumda herc = (cq,cq,...,Cp_q) € C iken
(B(Cn_l),ﬁ(co), ...,H(Cn_z)) € C dir.

C lineer kod oldugundan Vf(x) € m(C) ve Vr(x) € IF[x,0]/<x™—1> igin
r(x). f(x) € n(C) oldugunu gostermemiz gerekir.f (x) = ay + - + a,_,x™ olsun.

x.flx)=x(ag+ -+ ap_x™1)
=x.0y+Xx.0.X ...+ x.ap_1. X771
=0(ag)x + 0(a)x*+ -+ 0(a,_)x"

C, B-cyclic kod oldugundan x. f (x) € m(C) dir. Bu sekilde devam edilirse

xtf(x) =xt(ag+ -+ ap_x™ 1)
=xlayg+xta;.x..+xta,1.x"1
= Hi(an—i) + Hi(an—i+1)x + -+ e(an—i—l)xn_l € T[(C)

vr(x) € IF[x,0]/<x™—1 >Vf(x) € m(C) icin r(x).f(x) € m(C) oldugundan 7(C)
IF,[x,0]/< x™ —1 > sol ideal olur.
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Tersine w(C) sol ideal olsun.Vc = (ay, a4, ..., ay,—1) € Cigin

a(x) =ag+ -+ ap,_1x" 1 € n(C)

olur. Yani;

x.a(x) =%.(ag+ a;x + -+ a,_1x"1)

=xay +xa.x + -+ xa,_x"1!
= 0(ag)x + 0(a)x? + -+ 6(a,_)x™ € n(C)
« (B(an—l)' O(aO)' 0((11), ey H(an—Z)) € C olur.

Bu durumda C, (skew cyclic) 6 —cyclic koddur.

2.1.16 Not: i)f, x™ — 1 polinomunun derecesi n-k olan bir sag boleni olmak tizere (f )
sol ideali, [n, k] parametreli bir lineer koda karsilik gelir.

i) 1F,[x, 0] halkas: tek tiirlii asal ¢arpanlarma ayrilabilen bolge degildir. Dolayisiyla
x™ — 1 polinomunun ¢ok fazla sag ¢arpani ve sag c¢arpanlar tarafindan iiretilen sol idealler
vardir. IF, lizerinde tanimli bir cyclic koda karsilik gelen x™ — 1 polinomunun bir bdleni
tarafindan iretilen /F,[x]/< x™ —1 > halkasmin bir ideali var oldugundan dolayi, skew
cyclic kodlarin olusturdugu sinif, cyclic kodlarin olusturdugu siniftan daha biiyiiktiir.

2.1.17 Ornek:a, p(x) = x>+ x +1 polinomunun bir kokii olmak iizere IF, =
IF,[x]/< x? + x + 1 >= {0,1, a, a?} sonlu bir cisim ve 6

9:1F, — IF,
s+ 52

seklinde tanimli bir otomorfizma olmak tizere x* + 1 € IF,[x, 8] polinomunun 2.dereceden
tiim ¢arpanlar1 asagidaki gibidir.

x*+1=(0x%2+1).(x*+1)
=(x?+ax+a).(x?+a’*x+a)
=(x?+a’x+a?®).(x?+a’*x +a)
=(x?+a’x+a).(x?+ a’x + a?)
=(x*+ax+a?).(x*+x+a)

2.2 Sonlu Cisimler Uzerinde Tammmh 0 —kodlar

D.Boucher ve F.Ulmer tarafindan ~ “Coding  with  skew  polynomial
rings” adli makalede, daha once W.Gieselman ile skew cyclic kodu tanimladiklari
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¢alismada yer alan x™ — 1 polinomu yerine derecesi n olan bir f € IF,[x, 8] polinomu

alinarak merkezi 8 —kod kavrami tanimlanmustir.
CCSIF} o n(C) S IF[x6]/(f)
merkezi 8 —kodu sol ideal

2.2.1 Teorem: 6, IF, lizerinde tamml agikar olmayan bir otomorfizma f € IF; [x, 8],
deg f = n olan bir polinom olmak iizere I = (f), IF,[x, 8] halkasinm bir ideali olsun. a(x) =
ap + a;x + axx? + -+ ap_1x™ 1, IF[x,0]/(f) halkasmm bir J sol idealinin elemanlari
olmak tizere elemanlari a = (aq, a4, ...,a,_1) seklinde olan [ K, tzerinde tanimli n

uzunlugunda bir 8 — kod vardur.

2.2.2.Tamm: C, IF;[x,0]/(f) halkasmin bir J sol idealine karsilik gelen 6 — kod
ve g, f polinomunun bir sag béleni olsun

i) f € Z(IF,[x, 8]) olmak iizere ] = {gt + (f)| telF,[x, 6]} sol idealine karsilik gelen
8 —koda merkezi 8 —kod ad1 verilir.

i) 6 otomorfizmasmmin mertebesi m,f =x™—1ve m|n olmak ilizere [ =
{gt + (f)| telF;[x, 6]} sol idealine karsilik gelen 6 —koda B-cyclic kod (skew cyclic kod)
adi verilir.

2.2.3 Onerme: (f) ideal olmak iizere g = g,x” + -+ + g, polinomu, derecesi n olan
bir f € IF,[x, 6] polinomunun bir boleni olsun. g ile iiretilen sol ideale karsilik gelen [n,n-r]
parametreli & —kod’un iirete¢ matrisi

[ Go v v 0.. .0 1
C = i O 0(go) - e ..0 (gr) 0 i

0 0viOne ™ 1(g, ) .onT 1(gr)J
seklindedir.(Boucher, Ulmer, 2008)

2.2.40rnek: a, p(x) =x?+x +1 polinomunun bir kokii olmak iizere IF, =
IF,[x]/< x?> + x + 1 >= {0,1, a, «?} sonlu bir cisim, 6 ,IF, sonlu cismi iizerinde tanimh bir
otomorfizmasi olmak iizere IF,[x, 0] skew polinom halkas1 verilsin. x? + ax + 1elF,[x, 6]
polinomu tarafindan tiretilen IF,[x,0]/< x* + x? + 1 > halkasinin bir sol idealine karsilik
gelen d(C) = 2 olan cyclic olmayan C lineer kodunu ele alalim.

a(x) = ag + a;x + a,x? + azx3® € n(C) iken"x.a(x) € n(C) dir.
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Xx.a(x) =x.ay+ x.a;x + x.a,x? + x.azx3
= 0(ay)x + 0(a,)x? + 0(ay)x® + 6(az)x*
= 0(a3) + 0(ay)x + (G(al) + G(ag))xz + 6(a,)x?3

Yani;
(ag, ay, Az, a3) € C = (6(as),0(ay),0(ar) + 6(az),0(a;)) € C
dir. O halde C, merkezi 8 —kod ama 6 —cyclic kod degildir.

2.25Lemma:f = x™ — 1€ IF,[x,60] idealin iireteci olsun. degg <n —1 olmak
tizere f polinomunun monik bir g sag bdleni tarafindan iiretilen 6 —cyclic kodun cyclic
olabilmesi icin gerek ve yeter kosul
IFq9 = {a €IF,|0(a) = a} olmak lizere gEIF(f [x] olmasidir.
(Boucher, Ulmer,2008)

2.2.6 Ornek: @, p(x) =x?>+x +1 polinomunun bir kokii olmak iizere IF, =
IF,[x]/< x? 4+ x + 1 >= {0,1, a, a?} sonlu bir cisim, IF,[x, 8] skew polinom halkas1 ve
Frobenius otomorfizmas: olsun. x* + x2 + 1 € IF,[x,0] nm bes farkli ¢arpanlara ayrilis:
vardir ve asagidaki gibidir.

x*+x?+1=((x?*+x+1).(x*+x+1)
=(x*+a?).(x*+a)
=(x*+a).(x?+a?
=(x*+a’x+1).(x*+a’x+1)
=(x*+ax+1).(x*+ax+1)

2.2.7Lemma:h. g € Z(IF,[x,6]) ise h.g = g.h € IF,[x,0] du.
(Boucher, Ulmer,2008)

ispat:h. g € Z(IF,[x,6]) = Vp € IF,[x, 6] i¢in (h. g).p = p. (h.g) dir.
p = h segersek

(h.g).p =p.(h.g) = (h.g).h =h.(h.g) = h.(g.h)
p=h

olur. . hg = gh

2.2.8Lemma: h.g € Z(IF,[x,6]) olmak lizere
C, IF;[x,6]/< h.g > halkasinm g ile iiretilmis sol idealine karsilik gelen merkezi 6 —kod
olsun.

a=(ay,..,a,1) EC=alx).h=0
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dir. (Boucher, Ulmer,2008)

Ispat:C, < g > sol idealine karsilik gelen kod oldugundana € C ise a(x) =s.g
olacak sekilde bir s € IF,[x,0]/< h.g > vardur.

a(x) =s.g = a(x).h =(s.g).h =5.(g.h) =s.(h.g) =0 € IF;[x,0]/< hg >
Tersine;

a(x).h =0 € IF;[x,0]/<hg >= a(x).h = f.(h.g) ,3f

= (f.9)-h € IF[x,0]/< hg >

=alx)=f.g
Bu durumda a € C elde edilir.

2.2.9 Lemma: m, 6 otomorfizmasinin mertebesi olmak iizere m | n olsun. x™ — 1 =
h.geZ (I F,[x, 6]) ve C, g ile iiretilen IF,[x,0]/< x™ — 1 > halkasinmn sol idealine karsilik
gelen 6 — cyclic kod olsun. Eger g =gy +g1x+ -+ g,x" ve h=hy+hx+--+
h,_r-x™" ise C nin parity kontrol matrisi

[nor oo w010 T (RY) 0 e
Hzio: O (=) e e ....9"‘”1:(}10)

L0 0O 872 o G 1(h)
dir. (Boucher, Ulmer,2008)
Ispat:2.2.8 Lemma kullanilirsa
a€C=ax).h=0€lF[x0]/<x™—1>

dir k=n-—7r,C nin boyutu olmak iizere dega(x).h<n+k oldugu igin

xk, xk+1, . x™ 1 in katsayilar1 sifirdir.
1 €{0,1,...,7 — 1} olmak iizere x'** in katsayilar1
l+k
Z ;0" (hyspe—;)
i=1
seklindedir.

a = (ag,....,a,_1) € C oldugundan H.[ag....a,_;]* = 0 dolayisiyla C nin duali
C*, H tarafindan iiretilir. C* nin boyutu n — dim(C) = r yani H 1n satirlarinin sayisidir. H, C
nin dualinin iirete¢ matrisidir.
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2.2.10 Sonug: mn olsun. h.g=x"-1¢€ Z(IFq [x,6]) olmak iizere
IF,[x, 0] halkasimin g = ¥_, g;x* ve h = X7 h;x' iki eleman olsun. g ile iretilen sol
ideale karsilik gelen 8 —cyclic kodunun duali

gr=hp_r +0(hp_r_Dx + . 40" (ho)x™ "
ile tiretilen, bir 8 —cyclic koda karsilik gelir. (Boucher, Ulmer, 2008)

2.2.11 Ornek:IF,[x,0] skew polinom halkasi, 6 Frobenius otomorfizmasi
ve IF, =<a >olsun. g = x? + ax + a? € IF,[x,0], h = x* + ax ve g.h = x* — 1 olmak
lUzere

gt =0%(@)x?*+0(@)x+1=ax?*+a’x+1

dir. a2. gt = goldugundan g ile iiretilen IF,[x, 8]/< x* — 1 >nin sol ideali Euclidean self-
dual koddur.

I1.Durum: m { n olsun.

m tn ise R, =IF[x,0]/<x™—12> kiimesi, toplama ve her r(x) € IF,[x,0] ve her
f (x)+(x™—1) €R, igin

(). (f () + (x™ = 1) = r(x0). f(x) + {(x" = 1)
islemine gore bir sol I F,[x, 0] —modiildiir.
2.2.12 Onerme:

mIF — R, = IF[x,0]/<x™—1>

a=(ag..,ap1)—m(a)=alx) =ay+ -+ a,_1x"+<x"—1>
seklinde tanimlanan doniisiim bir izomorfizmadir.

2.2.13 Teorem:C, IF; tizerinde n uzunluguna sahip bir skew cyclic kod olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul m(C) nin R, = IF;[x,0]/< x™— 1 >in bir sol IF,[x, 0]_ alt modiil
olmasidir. (Siap,Abualrub,Aydin,Seneviratne,2010)

CeIF} o n(C) € IF[x6]/<x™-1>

skew cylic kod sol 1F,[x, 6]_ alt modiil

Ispat:C, IF, zerinde n uzunlugunda bir skew cyclic kod olsun.
Her (ay, a4, ..., ay,_1) € C igin

fx)=ay+a;x+ -+ a,_1x" 1t en(C)

26



dir. C, skew cyclic kod oldugu i¢in (ag, a4, ..., a,—,) € C iken

(6(an-1),0(ay),0(ay), ...,0(a,_3)) € C

dir. Yani;

x. f(x) =x.(ag+a;x + -+ a,_1x™1)
=Xxay+ xa.x + -+ xa,_x"!
= 60(a,_1) +0(ag)x + -+ 0(a,_,)x" 1
— (0(an—1),0(ay), ..., 0(an_,))

2 F ) = 01 (@) + -+ + 01 (@) 2™
— (6 (ay_;),...,0(a,_i_1))

C, lineer oldugu i¢in Vr(x) € IF[x, 8] igin r(x).f (x) € m(C). Bu durumda (C) bir
sol IF,[x, 6] —alt modiildiir.

Tersine 7(C) bir sol IF,[x, 8] —alt modiil olsun.

V(cy, €1y eeerCpeq) EC igin f(x) =co+cix+ -+ cp_x™ 1 € n(C) dir.
Varsayimdan x € IF,[x, 6] igin

X.f(x) =X. (CO +cox+ -+ Cn—1xn_1)
=0(c,—1) +0(cy)x + -+ 0(c,_)x™ 1 € T(C)

Yani (6(cp_1),8(co), -..,08(cp_3)) € C dir. Yani C, skew cyclic koddur.

2.2.14 Lemma:m(C), bir sol IF,[x, 8] —alt modiil olsun. Bu durumda m(C), f(x) €

IF,[x,0] en kii¢iik dereceli monik bir polinom olmak iizere f(x) tarafindan iretilmistir.
(Siap, Abualrub, Aydm, Seneviratne, 2010)

ispat:f(x) € m(C) olmak iizere f(x) en kiiciik dereceli dereceli bir polinom olsun.
Her c(x) € m(C) igin sag bélme algoritmasiyla
c(x) = q(x). f(x) + r(x), r(x) = 0 veya degr(x) < deg f(x)

olacak sekilde tek sekilde tanimli q(x) ve r(x) polinomlar1 vardir. O halde

c@)=q@).f+rx) = rx)=clx)—q).f(x) en(C)

varsayimdan
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olur. f(x) en kiigiik dereceli olacagi i¢in 7(x) = 0 olmalidir. O halde c(x) =
q(x). f(x) olur ve m(C) =< f(x) > dir.

2.2.15 Teorem:m(C) =< f(x) > olsun. Bu durumda f(x), x™ —1 in bir sag
bolenidir.(Siap,Abualrub,Aydin,Seneviratne,2010)

Ispat:f(x) en kiigiik dereceli bir monik polinom olsun. x™ — 1 polinomunuf (x) ile
sagdan bolersek

x"—1=qx).f(x)+r), degr < degf veya r(x) =0
olacak sekilde g ve r polinomlar1 vardir.
f(x) enkiiglik dereceli monik bir polinom oldugu i¢in 7(x) = 0 olmalidir. O halde
x™ —1=q(x).f(x)

olur ve f(x), x™ — 1 in bir sag bdlenidir.

Skew Cyclic Kodlarin Cyclic ve Quasi Cyclic Kodlarla Iliskisi

2.2.16 Lemma:a, beZ olmak iizere a ve b elemanlarmin en biiyiik ortak boleni vardir
ved = (a,b) ise

d = ax + by
olacak sekilde en az bir x, y € Z bulunabilir.

2.2.17 Not:Fakat bu yazilis tek tiirlii degildir. En az bir k € Z i¢in

_ I b _ I a
Xog =X @b ve Yo=Yy @b
almirsa
ab ab
ax + byo =ax — km-F by— km
= ax + by
=d
saglanir.

2.2.18Teorem:C, n  uzunlugunda [F;, flizerinde tammhi  bir  skew
cyclic  kod ve 6, IF, cismi iizerinde taniml1 mertebesi |[< 6 >| = m olan asikar olmayan bir
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otomorfizma olsun. Eger (m,n) =1 ise bu durumda C, n uzunlugunda bir cyclic
koddur.(Siap,Abualrub,Aydin,Seneviratne,2010)

Ispat:C, n uzunlugunda, [F, izerinde bir skew cyclic kod ve(m,n)=1
olsun. v(cy, ¢4, .., Cp1) € Cigin ¢y + c;x + -+ + ¢y x™ 1 € w(C) olsun.

(m,n) =1=3a,,a,31=am+a,n
= am=1-—a,n
= am=1+ Dn, aD € IN

yazabiliriz. Simdic(x) i, x%™ ile ¢arpalim.

x4 c(x) = x1P" (o + x4+ 4 o x™ L)
— Qalm(co)x1+Dn 4+ .4 Qalm(cn_l)xDan

Va € Fi¢in™(a) = a oldugu kullanilarak

xM™ c(x) = cox + c1x% + -+ -1 € 1(C)
elde edilir. O halde (c,,_4, o, €1, ..) Cn—z) € C dir. Yani C, n uzunlugunda bir cyclic koddur.

2.2.19Sonug:(m,n) =1 ve f(x), x™ —1 € IF,[x, 0] polinomunun bir ¢arpan: ise
f(x), x™ — 1 € IF,[x] polinomunun da bir ¢arpanidur.

2.2.20Teorem:C, IF, iizerinde n uzunlugunda bir skew cyclic kod ve 6,1F,; cismi
lizerinde mertebesi |< 8 >| = m olan asikar olmayan bir otomorfizma olsun. Eger (m,n) =
dise C uzunlugu n indeksi d  olan  quasi-cyclic  koda  denktir.
(Siap,Abualrub,Aydin,Seneviratne,2010)

Ispat:C, n = d.s uzunlugunda bir skewcyclic kod olsun.
Her ¢ = (00,0100,1: 01 €0,d=1) C1,05 +++» Cs—1,0 ---:Cs—l,d—l) eC
i¢in3t i¢in 6 (c) € C oldugunu gdstermeliyiz.

V¢ = (o0, Cotr werr Coa—15 C1,00 v+ » Cs—1,0r » Cs—1.4-1) € C olsun. (m,n) =
d oldugundan 3aq,a, EZ3 a;m+ a,n =d.

am+an=d=am=d—a,n
= am=d+jn, €L,

_ d+j
c= (00,0: €0.1s 1 €C0d—1)C1,0s ++» Cs—1,0/ ---:Cs—l,d—l) € C ye 6% uygulanirsa

ga+in (Co,o; Co1r s Cs—1,d—1) = (9d+jn (CO,O)' S (Cs_l’d_l))

Va € F igin 8% (a) = 6™ (a) = a oldugundan

29



d+jn —
04 (co,0, €01 s Cs—1,a-1) = (C5-1,01 Cs—115 s Cs—2,0-1) € C

dir. O halde C, n uzunlugunda indexi d olan bir quasi-cyclic koda denktir.

2.3 Sonlu IF, + vIF, Halkas1 Uzerinde Tamimh Skew Cyclic Kodlar
2.3.1 Tamm:v? = v olmak iizere R = IF,[v]/< v? —v >,

kiimesi asagida tanimli + ve - islemlerine gore 4 elemanli degismeli bir halkadir.

0 1 v 14w 0 1 v  1+v
0 0 1 v 1+v Bu halka © 0 0 0
1 1 0 1+v % Bachoc 1 0 1 v 1+4v
v % v+1l 0 1 tarafinda v 0 v v 0
1+4v |0 1+v O 1+
1 v+l v 1 0 n 1997 v v v
tv yilinda tanimlanmustir.

2.3.2 Teorem: R sonlu halkasi iizerinde taniml1 8 otomorfizmas1 8(0) = 0, (1) = 1,
6(v) =v+1,0(w+ 1) = v olmak lizere

Rlx, 0] ={f(x) =ay +a;x+--+a,x"|Va; ER,i=0,..,n, n€N}

skew polinom halkas1 verilsin. R[x,0]/< x™ —1 > polinomlar kiimesi tizerinde tanimli
toplama ve her r(x) € R[x,8], her f)+(x"—1)€R[x,0]/<x"—1>
i¢in

(). (f () +{x™ = 1)) = 7(x). f(x) + (x" — 1)

seklinde tanimli ¢arpma islemine gbére bir sol R[x, 8] —modiildiir.(Abualrub,
Seneviratne,2010)

2.3.4 Onerme:

m: R" — R[x,0]/<x™—-1>

(€9 €1y everCne1) 7> Co + C1X + -+ Cp_gx™1

seklinde tanimlanan doniisiim bir izomorfizmadir.

2.3.5 Teorem:C, R iizerinde n uzunluguna sahip bir skew cyclic kod olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul 7w(C) nin bir sol R[x, 8]-alt modiil olmasidir.(Abualrub, Seneviratne,2010)
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C S R" o n(C) € R [x,0]/<x™—1>
skew cylic kod sol R[x, 8]_ alt modiil

2.3.6Teorem:C, n uzunlugunda R iizerinde bir skew cyclic kod ve f(x) € m(C)
olacak sekilde f(x) en kii¢iik dereceli bir polinom olsun. f(x) monik ise f(x), x™ — 1 in bir
sag boleni olmak tizere m(C) =< f(x) > dir.(Abualrub, Seneviratne,2010)
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SKEW QUASI-CYCLIC KODLAR

Skew quasi cyclic kodlar ilk olarak 2010 yilinda
T.Abualrub, A.Ghrayeb, N.Aydin ve 1.Siap  tarafindan sonlu cisimler iizerinde
tanimlanmaistir.

2011 yilinda M.Bhaintwal tarafindan Galois halkalar1 iizerinde skew quasi cyclic
kodlar ¢aligilmistir.

2.4 Sonlu Cisimler Uzerinde Tanimh Skew Quasi Cyclic Kodlar

mt

2.4.1 Tamm:p asal bir sayi, teZ,, q=p
karakteristigi p olan sonlu bir cisim ve 6, mertebesi m olan IF, iizerinde tammli agikar
olmayan bir otomorfizma olsun. n = s.l ve m | s olmak {izere asagidaki kosullar saglaniyorsa
C ye n uzunlugunda [ indeksli skew quasi cyclic kod (Skew [ —Quasi Cyclic kod )ad1 verilir.

olmak iizere IF;, q -elemanl,

1 n
i) C c IF} alt uzay:
i) Her e = (30,0'30,1' s €0,1=1 €1,0s w+r €11=1) wvr €5—1,05 - es—l,l—l) € C i¢in

9(35—1,0): ---:9(95—1,1—1): H(eo,o), " 9(e0‘1_1)> cc

T =
0,5,1(€) ( s 8(€5-20), ) 0(€5-2,1-1)

(0 asikar otomorfizma ise skew quasi cyclic kod tanimi quasi cyclic kod tanimi ile
cakisir.)

2.4.2 Teorem:m|s ve Rs; =IF[x,0]/<x®—1> olmak iizere R, toplama ve

asagida tanimlanan carpma islemine gore bir sol R;-modiildiir.

f(X).(gl(X),gz(x), ...,gl(x)) = (f(x)-gl(x)»f(x)-gz(x), ...f(x).gl(x))
(Abualrub, Ghrayeb, Aydmn, Siap, 2010)
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2.4.3 Teorem: ¢,(x) = ¥i25 ¢; jx" € IF,[x,0]/<x*—1>, j=0,1,..,1 -1 olmak
uzere
@ : IF;'—R:

¢ = (0,00 Co—1y s Cs—11-1) > B(c) = (co(x), €1 (%), ..v, c1_1 (%))
seklinde tanimlanan @ doniisiimii bir izomorfizmadir.(Abualrub, Ghrayeb, Aydin, Siap, 2010)

2.4.4Teorem:C, IF;, iizerinde n = s.l uzunlugunda [ indeksli skew quasi cyclic kod

olmas1 igin gerek ve yeter sart @(C) nin R halkasmin bir sol Rs-alt modiilii
olmasidir.(Abualrub, Ghrayeb, Aydin, Siap, 2010)

C c IF} o @(C) < R.

[ indeksli skew quasi-cylic kod sol R-alt modiilii

ispat:C, skew quasi cyclic kod olsun. Vc = (cqg, ) Co1-1, ~»Cs—11-1) € C igin
?(c) = (Co(x); c1 (%), ..., C1—1(x)) € 9(C) dir.

%.0(c) = (x.co(x), x.¢; (), oo, x. 11 (X))

3 (0(65_1,0) + Q(CO,O)JC + 4 H(CS_Z,O)XS_l, H(CS_Ll) + >
T\ 40(csmp1) x5 o, 0(Comr 1) F o+ 0(Congmg ) x5

o s (0(65_1,0), 8(co0), r0(cs—20),0(cs-11), -

6(05_211), e) Q(Cs_l,l_l) . H(CS_ZJ_l)

Bu sekilde devam edersek Vp(x) € R, i¢in p(x).@(c) € @(C). O halde, @(C), R. nin
sol R, alt modiilidiir.

> € 8(C)

Tersine D, RL ninsol Ry — alt modiilii ve C = @~1(D) oldugunu varsayalim.
C=0"%D)={celE*| o(c) € D}
Ve = (CO,OJ ""CS—l,l—l) € COlSUI’].

O zaman g;(x) = Y32} cijx', j=0,1,..,1 — 1 olmak iizere

B(c) = (go(x), ..., gi-1(x)) € Ddir.

8 (Tos1()) = x. (90, -, 12 (0))
= (xgo@), ., X911 () € D
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olur. O halde Ty 5, (c) € C elde edilir. Dolaystyla C, skew quasi- cyclic koddur.

2.4.5 Not: Burada ozellikle 1 {iretecli skew quasi cyclic kodlar incelenecektir. Bu
iiretecli skew quasi koda karsilik gelen sol Rg-alt modiilii

B(C) = {f(X).G(x) | f(x) € Ry ve G(x) = (g,(x), ..., 9:(x))}
seklinde ifade edilir.

2.4.6 Teorem:C, n = s.l uzunlugunda [ indeksli bir iiretegli skew quasi cyclic kod
olsun. g;(x) polinomlar1 x* — 1 in bolenleri olmak tizere @(C)

(p1(0). 91(0), P2 (). g2 (%), ..., 1 (x). g1 (%))
seklindeki bir eleman tarafindan iiretilmistir.(Abualrub, Ghrayeb, Aydin, Siap, 2010)
Ispat:, 9(C), (]?1,]?2, ,fl) tarafindan tretilsin . 1 < i < lolmak {izere
mi:@(C) — Ry
(kfy, ey s kF) — 1y (kL kFo - kF)) = K,

seklinde tanimlanan 7; fonksiyonu bir modiil homomorfizmasidir. 7;(@(C)), sol idealdir ve
dolayistyla R, de bir skew cyclic koddur. Bu nedenle her i = 1,2, ...,1 i¢in k. f; € m;(@(C)) =

(g,) dir.

Boylece g;(x) ler x* — 1 in bir bdleni olmak lizere

2(C) = (pl(x).gl(x),pz(x).gz(x), ---:pl(x)-gl(x))
seklindedir.

2.4.7 Tanim :C, n = s.l uzunlugunda indeksi [ olan skew quasi cyclic kod,

B(C) = (p1(x). 91(x), P (). g»(x), ..., P (x). g (x)) olsun.

g(x) = ebosolb(p; (x). g1 (%), p,(x). g (x), ..., 01 (x). g, (%), x° — 1)

seklindeki tek monik polinomuna C skew quasi kodunun iireteci polinomu ad1 verilir.

2.4.8Tanm:h(x) = (py (). g1 (x), P2 (x). g2 (%), .., 0, (x). g, (x) ) =
(0,0, ...,0) olacak sekildeki en kiigiik dereceli monik h(x) polinomuna C skew quasi kodunun
kismi kontrol polinomu denir.

2.4.9 Teorem: d(x) polinomu, f (x) ve g(x) polinomlarinin en biiyiik sag ortak boleni
olsun. Bu durumda
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a(x).f(x) + b(x).g(x) = d(x)
olacak sekilde a(x) ve b(x) polinomlar: vardir. (Abualrub, Ghrayeb, Aydin, Siap, 2010)
Ispat:d(x), f(x) ve g(x) polinomlarinmn en biiyiik sag ortak béleni olsun.
(f (), g(0)

tarafindan ftretilen sol ideali ele alahm. IF, [x,0] esas sol ideal halkasi oldugundan

(h(0) = (f (), g(0))
olacak sekilde h(x) polinomu vardir. Boylece
fx) =11(x). h(x) g(x) = 15(x).h(x)
olur.

d(x), f(x) ve g(x) polinomlarinin en biiyiilk sag ortak bdleni oldugundan d(x) =
k(x).h(x) ve (d(x)) < (h(x)) dir.

Ayni zamanda(d(x)) sol ideal olmak iizere f(x),g(x) € (d(x)) yani (h(x)) c
(d(x)) dir. Bu durumda

(d@) = (F(,9(0) = (h(x))
elde edilir.
Dolayisiyla
a(x).f(x) +b(x).g(x) = d(x)
olacak sekilde a(x) ve b(x) polinomlar1 vardir.
Benzer seyler en biiyiik ortak sol bolen iginde yapilir.

2.4.10 Sonug:d(x), polinomu f(x) ve g(x) polinomlarinin en biiyiik sol ortak boleni
olsun. Bu durumda

a(x).f(x) + b(x).g(x) = d(x)
olacak sekilde a(x) ve b(x) polinomlar1 vardir.

2.4.11 Lemma:g(x) ve h(x), C skew quasi cyclic kodunun sirasiyla iireteg¢ ve kismi
kontrol polinomlari olsun. Bu durumda

x*—1=h(x).g(x) = g(x).h(x)
dir.(Abualrub, Ghrayeb, Aydm, Siap, 2010)
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Ispat:g(x) polinomu p;(x).g,(x), ...,p;(x).g,(x) ve x—1 polinomlarmn en
biiyiik sol ortak bdleni oldugundan

x5 —1=g(x).k(x)
olacak sekilde bir k(x) polinomu vardir. x* —1 € Z (I F,lx, 9]) oldugundan
x5—1=gx).k(x) =k(x).g(x)
dir. Bu durumda tiim i = 1,2, ... [ i¢in
pi(x). g:(x) = g(x).a;(x)
olacak sekilde a,(x) € R, vardir. mod x* — le gore

k(). (p1(x). 91(), ..., 1 (%). g1 (%)) = k(). (g (x). a1 (%), ..., g(x). @, (x))
= (0,0, ...,0)

elde edilir. Boylece k(x) = q(x).h(x) ve deg k(x) = deg h(x) dir.
Sonu¢ 2.4.10 dan
p1(x). g1(x). a1 () + -+ (x° — D). a1 (x) = g(x)
olacak sekilde a;(x) polinomlar1 bulunabilir. Bu nedenle
h(x). (p1(x). g1 (). ay (x) + -+ + (x° — 1. aj41(x)) = h(x). g(x) = 0 ve dolayisiyla

x5 —1

degh(x) = deg FIeS)

tir. O halde k(x) = h(x)tir.

2.5 Galois Halkalan Uzerinde Skew Quasi Cyclic Kodlar

2.5.1Tamm:r € Z,, p asal say1, ¢ = p" ve f(x), Z,[x] halkasinda ilkel bir polinom,
degf(x) =m ve f(x)|x?"~1—1 olmak iizere Zq(x]/(f(x)) halkasma Z, iizerinde
m. inci dereceden Galois halkas1 denir ve GR(q,m) ile gosterilir. 2.5.2  Onerme:GR(q, m)
Galois halkast yerel bir halkadir. < p > maksimal idealidir ve [F,m rezidi
cismidir.(Bhaintwal, 2011)

36



2.5.3 Onerme: < p >, GR(q,m) Galois halkasmin maksimal ideali olmak iizere
—:GR(q,m) — IFym = GR(q,m)/<p >
izdiisim dontisimii GR(q, m)[x] kiimesine
—:GR(g,m)[x] — IFpm[x]

seklinde genisletilir.(Bhaintwal, 2011)

2.5.4Tammm: GR(q,m) = Z,[x]/(f(x)) Galois halkas1 verilsin. ¢, fx)
polinomunun kokii olmak flizere { elemanmna GR(gq,m) halkasmin ilkel elemani
denir.{, (p™ —1) —inci mertebeden bir elemandir. T,, =

{0,1, ¢, ..C pm—Z} kiimesineTeichmiiller kiimesi denir.
2.5.5.0nerme:GR (q, m) halkasmin her bir elemani, ¢; € Z4 olmak lizere
c=co+ci{+ 0%+ -+ e (™1
seklinde yazilir. 8, Frobenius otomorfizmasi olmak iizere
0(c) = co + c17P + c,{%P + -+ ¢y (M-VP

dir.

A ={r | r:GR(q,m) — GR(q, m)otomorfizma}
kiimesi @ ile tiretilmis m — inci dereceden bir gruptur.(Bhaintwal, 2011)

2.5.6Tanmm: ,GR(q, m) lizerinde tanimli asikar olmayan bir otomorfizma
olsun.Polinomlar kiimesi tizerinde tanimli toplama ve a, b € GR(q, m) olmak iizere

(ax?)(bx’) = a i(b)x™*)
seklinde tanimlanan ¢arpma islemine gore
{fag + a;x + -+ a,x"|a; € GR(q,m),i =0,1,...,n, n € N}

halkasina skew polinom halkasi denir. GR(q,m)[x, 7] seklinde gosterilir. Skew polinomlar
halkas1 degigsmeli olmayan bir halkadir.

2.5.70nerme: 7,7~ (x) = »(x) olmak iizere IF,m iizerinde tamimli bir otomorfizma
olmak tizere

—:GR(q,m)[x, 7] — IF,m[x,#]

seklinde tanimlanan doniisiim bir halka morfizmasidir.(Bhaintwal, 2011)
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2.5.8 Onerme: »~ nin mertebesi ¢ olsun. Bu durumda » = 8% ve m = t.d olacak
sekilde t pozitif tamsayis1 vardir.

GR(q,d) ={a € GR(q,m) | (a) = a}
dir.(Bhaintwal, 2011)
2.5.9Tanim:

Z(GR(g,m)[x,r]) ={p € GR(q m)[x,»] | Vf € GR(qm)[x,r]icinp.f = f.p}

kiimesine GR(q, m)[x, 7] skew polinom halkasmm merkezi denir.

2.5.10 Onerme: GR(q, m)[x, ] kiimesinin merkezi Z,[x™] ve GR(q, m)[x,6] nin
merkezi GR(q, d)[x*]dir. (Bhaintwal, 2011)

2.5.11 Lemma: g.h € Z(GR(q, m)[x,r]) ise g.h = h. g dir. (Bhaintwal, 2011)
Ispat:
g-h € GR(q,m)[x, ] = Vp € GR(q, m)[x, r]icin (g.h).p = p.(h).g
dir. p = g segersek
(g-M).p=p.(hg)=(g-M).g=g.(h.g)=(g.h).g
o halde g.h = h. g olur.

2.5.12Not:Sonlu cisimler iizerinde skew polinom halkalar1 ya sag Euclidean bolge ya
da sol Euclidean bolgesidir. Galois halkalar1 i¢in ayn1 sey s6z konusu degildir.

2.5.13 Teorem:f, g € GR(q,m)[x,»] ve g polinomunun bas katsayist birim olmak
lUzere

f=qg+r r=0 yada degr<degg
olacak sekilde q,7 € GR(q, m)[x, »] vardir.(Bhaintwal, 2011)

Ispat:

ve b, birimsel eleman olmak tizere
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h = f—L x
7 rdme(b,)’

d—e

-9

ve derecesi f nin derecesinden daha kiigiiktiir. h polinomunun derecesi g nin derecesinden
kiigiik kalana kadar islem tekrarlanirsa q ve r polinomlar1 elde edilir. Ustelik g polinomunun
bas katsayisi birim ise q ve r tek sekilde belirlenir.

2.5.14Tammm:7, GR(q, m) lizerinde tanimli asikar olmayan bir otomorfizma olsun.
n = s.l ,» otomorfizmasinin mertebesi t Ve t | s olmak {lizere asagidaki kosullar saglaniyorsa
C ye n uzunlugunda [ indeksli skew quasi kod ya da » —skew quasi cyclic kod adi verilir.

i) C,GR(q, m)™ nin bir alt modiili

i) Her c= (CO’O, C01s 1 €011 C1,05 €115 v s C11—1s +ovs C5—1,05 oo Cs—l,l—l) € C iken

T,,(c) = (fr(cs_l’o)'""4’(65—1'1—1)/”'(%,0); ---;”’(00,1—1)> cc

, ...,’I"(CS_Z‘O), "'J/’/V(CS—Z,l—l)

2.5.15 Onerme: Toplama ve her ve GR(q,m)" ve her f(x) € GR(q,m)[x,~]
icin f(x).v=f(T,,)v seklinde tanimlanan garpma islemine gore GR(q,m)%, bir sol
GR(q, m)[x,r] —modiildiir.(Bhaintwal, 2011)

25.16 Not:C, n uzunlugunda [ indeksli skew quasi kod, T,,(C)=C
saglayan GR(q, m)" nm bir sol GR(gq, m)[x, ] —alt modiiliidir.

2.5.16 Onerme: j = 0,1,...,1 — 1 igin

s—1

¢(x) = Z cijx' € R

i=0
olmak iizere
) :  GR(q,m)*" — R!
c= (Co,o' 0 €0,1=15 =+ Cs—l,l—l) — 0(c) = (Co(x); c1(x), ..., Cl—1(x))
seklinde tanimli doniistim bir izomorfizmadir.

2.5.17 Teorem: C, GR(q, m) tizerinde n=s.! uzunlugunda [ indexli bir skew quasi-

GR(q,m)[x, 4~]/

cyclic kod olmasi icin gerek ve yeter kosul Rg = < xS — 1 > olmak tzere

@(C) nin Rlnin bir sol Ry alt modiil olmasidir. (Bhaintwal, 2011)
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C S GR(qm)" o 9(C) <R

[ indeksli skew quasi-cylic kod sol R-alt modiilii
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SKEW CONSTACYCLIC KODLAR

Skew Constacyclic Kodlar ilk olarak 2008 yilinda D.Boucher, P.Sole ve F.Ulmer

tarafindan Galois halkalari lizerinde tanimlanmustir.

2009 yilinda tarafindan sonlu zincir halkalarina S. Jitman, S. Ling, P. Udomkavanich

tarafindan genellestirilmistir.

2.6 Galois Halkalar1 Uzerinde Tanimh Skew Constacyclic Kodlar

2.6.1 Onerme:

©0:Z, — T, = IF,

Wl NI R o)

1111
R ol kI

seklinde tanimlanan doniisiim bir homomorfizmadir. Bu doniisiim

doniisiimiine genisletilir.(Boucher, Sole,Ulmer,2008)

2.6.2 Onerme:{ eleman,

(IFZ[x]/< h >> =<¢>

olacak sekilde h € IF,[x] ilkel, asal polinomunun bir kokii olsun. @'1(71) = h € Z,[x],
m — inci dereceden monik bir polinom olmak tizere

Z4["]/< n s = GR(4,m)
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Galois halkasinin her bir eleman1 0 < i < m — 1 olmak {izere a; € Z, olmak lizere
Ao+ ar{ + -+ ay_ (M
seklinde tek sekilde yazilir.(Boucher, Sole,Ulmer,2008)

2.6.3 Onerme:GR(4,m) nin herhangi bir eleman a,b € {0,1, {, ...,{Zm‘z} olmak
iizere 2a + b seklinde tek sekilde yazilir ve

6: GR(4,m) — GR(4,m)
a+2bv— a? + 2b?

seklinde tanimli doniisim m — inci mertebeden bir halka homomorfizmasidir. Ayrica
GR(4,m) tizerinde tanimli otomorfizmalar kiimesi 6 ile tiretilmis m — inci dereceden devirli
bir gruptur.(Boucher, Sole, Ulmer, 2008)

2.6.4 Tanim:

6: GR(4,m) — GR(4,m)
a+2bw— a? 4+ 2b?

seklinde tanimlt m — inci dereceden bir halka otomorfizmasi olmak iizere
GR(4,m)[x,0] = {ay + a;x + -+ apx™ | a@; € GR(4,m),n € N}
kiimesi, polinomlarin toplamasi ve her a € GR(4,m) i¢in
x.a=0(a).x

seklinde tanimlanan ¢arpma islemine gore bir halkadir. Bu halkaya skew polinom halkas1
denir.

2.6.5 Lemma:GR(4,m)[x, 8] skew polinom halkasinin merkezi Z(GR(4,m)[x,0]) =
Z,[x™] tir.(Boucher, Sole,Ulmer,2008)

Ispat:

Z(GR(4,m)[x,0]) S Zy[x™]
Z(GR(4,m)[x,0]) 2 Z4s[x™]

oldugu gosterilerek esitlik elde edilir.

2.6.6.Not:GR(4,m) halkas1 sifir bolen igerdigi i¢in, IF, sonlu cisim olmak iizere
IF,[x, 6] halkalar1 i¢in gegerli olan pek ¢ok ozellik GR(4,m)[x, 0] halkasi i¢in gegerli
degildir.

2.6.7 Ornek:x* — 1 polinomunun GR(4,2)[x, 8] halkasindaki iki farkli ¢arpanlarma
ayrilist
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xt—1=((+1.(x+1).(x+20+1).(x+2{+3)
x*—1=x?*+20+1).(x2+20+3)

seklindedir.

2.6.8 Not:GR(4,2)[x, 6] halkasi ne sag ne de sol Euclidean bolgesidir. Fakat sag yada
sol bolme bazi elemanlar i¢in tanimlanabilir.

2.6.9 Onerme: f =X qa;x' ve g=XiBjx/ olsun. Efer s>t ve g
polinomunun B; bas katsayisi terslenebilir ise

i) f polinomunun bir g sag boleni vardir.

i) f polinomunun bir g sol boleni vardir.

N t
ispat:i)f = Z a;xt,g = Z Bjx/ ve P, terslenebilir eleman olsun.
i=0 =0

as

B 05~ (Be)

x5"tg polinomunun derecesi f nin derecesinden kiigtiktiir.

h=f

h polinomunun derecesi ,g nin derecesinden kiigiik olana kadar islem devam edilirse
f =qg+ 7 vedegi < degg olacak sekilde § ve 7 polinomlar1 elde edilir. # = 0 ise g ye f
nin sag boleni denir.

as
i)yf—g (H‘t (—) xs‘t> polinomunun derecesinin f nin derecesinden

B
daha kii¢iik oldugu kullanilarak benzer sekilde yapilir.

2.6.10 Onerme:f € GR(4,m)[x,6] polinomunun g monik polinomuyla sagdan
boliimiinden kalan tektir.(Boucher, Sole,Ulmer,2008)

Ispat:f =qg+7,=q9g +7 olsun. (GT—qg=7H—-7f dir. G -G #
Oisedegg < deg(i;, —7;) <degg —1 olur. Bu ¢eliskidir. Dolayisiyla q; —qz =0
olmalidir. Bu durumda 7; = 75 dir. (Sol bolme ile kalanin tekligi benzer sekilde gosterilir.)

2.6.11 Ornek:x? — 1 € GR(4,2)[x, 8] olmak iizere x? — 1 in sag bdleni x — ¢ dir.
x*=1=x+¢).(x-7)

2.6.12 Not:GR(4,2)[x, 8] nin sag ve sol ideallerinin tiimii esas ideal degildir. burada
esas idealler dikkate alinacaktir.
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I € GR(4,2)[x,0] iki tarafli ideal ise GR(4,2)[x,0]/I nm sol (sag) idealleri
GR(4,2 )[x,0] nin I y1 igeren sol (sag) idealleridir.

2.6.13 Lemma:GR(4,m)[x, 8] skewpolinom halkasinin n — inci dereceden monik,
merkezi bir f € Z,[x™] polinomu ile firetilen sag yada sol ideali iki tarafli bir
idealdir.(Boucher, Sole,UImer,2008)

2.6.14 Not:f polinomunun r —inci dereceden herhangi bir g sag boleni,
GR(4,m)[x,0]/(f) halkasmnin bir sol esas (g)/(f) idealini iiretir. Ozel olarak (g)/(f)
idealine GR(4, m)™ modiiliiniin bir alt modiilii olan bir kod karsilik gelir.

2.6.15Tamm:f € Z,[x™] monik, merkezi bir polinom ve g, f polinomunun monik
sag boleni olmak lizere (g)/(f) idealine karsihik gelen GR(4,m) iizerindeki bir 6 —esas
kodu i¢in;

f = x™ — 1ise GR(4,m) lizerindeki bir  —esas koda GR(4,m) lizerindeki 68 —cyclic
kod adi verilir.

c € Z, birim olmak tlizere f = x™ —c ise GR(4,m) lzerindeki bir 6 —esas koda
GR(4,m) lizerindeki 8 —constacyclic kod adi verilir.

2.6.16 Onerme:GR(4,m) halkas1 iizerindeki 6 —constacyclic  kod,
GR(4,m)[x,0]/< x™—c¢ > halkasmnin bir sol idealine Kkarsihk gelir.(Boucher,
Sole,Ulmer,2008)

2.6.170nerme: f € Z,[x™], n — inci dereceden bir polinom,
g=x"4+g,_1x"" 4+ -+ g;x + gy € GR(4,m)[x, 6]

f polinomunun bir béleni ise g ile iiretilen sol idealine karsilik gelen [n,n — r] mertebeli bir
6 —kodun iiretici matrisi

9go woGr-1 1 0.0
c=|0 06@go).... 0(Gr—1)1 v e o

0..0 " " 1(gg) v ... .0 " (g1
seklindedir.(Boucher, Sole,Ulmer,2008)

2.6.180rnek:GR(4,2)[x, 6] halkasinda (x* — 1) ideali polinomunun iki farkl sekilde
carpanlara ayrilist

x*—1=C+1.(x+1).(x+20+1).(x+2{+3)
=(x?2+20+1).(x*+2{+3)

seklindedir. Bu sayede 4 tane sag bolen yardimiyla 4 tane 8 —cyclic kod elde edilir.

44



2.6.19 Ornek:GR(4,2)[x, 8] halkasinda (x? — 1) ideali esas idealdir. x — ¢, x2 — 1
polinomunun sag boleni oldugu igin (x?—1) ideali (x— ) sol ideali tarafindan
kapsanir. x — { polinomunun sol ¢arpani bir sol ideal olusturur.

2.6.20Tanim:P, GR(4,m)[x, 8] halkasmin bir eleman: olmak tizere (P) sol ideali,
(P)* iki tarafli idealini igeriyor ise P elemanina sinirhdir denir. P*aP polinomunun bir smir1
ad1 verilir.

2.6.21Lemma:P, derecesi n olan GR(4,m)[x, 8] halkasmin bir elemani iseP
polinomunun en fazla mertebesi m?n olan bir P* sinir1 vardir.(Boucher, Sole,Ulmer,2008)

2.6.22Lemma:P, derecesi n olan GR(4,2)[x,0] halkasmnin bir elemani ise P
polinomunun en fazla mertebesi 2n olan bir P* smr1  vardir.(Boucher,
Sole,Ulmer,2008)
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2.7 Sonlu Zincir Halkalar1 Uzerindeki Skew Constacyclic Kodlar
2.7.1 Tanim:R birimli, degismeli , sonlu bir halka olsun.
iel={012,..,e—1} olmakiizere A;, R halkasinin idealleri olmak iizere
<0>=A,SA, SA, S SCA, ,S<1>=R
oluyorsa R halkasina sonlu bir zincir halkas1 denir.

2.7.2.0nerme:R sonlu bir zincir halkas1 ise R nin her ideali esas idealdir ve maksimal
ideali tektir. Her A; ideali e, y¢ = 0 saglayan en kiigiik pozitif tam say1 olmak {izere A; =<
ye~t > dir. (Jitman, Ling, Udomkavanich,2009)

2.7.30nerme:R sonlu bir zincir halkasi ve y R nin maksimal idealinin bir {ireteci
olsun. K = R/<y >rezidi cismi ¢q elemanh ise |R|= q°dir.(Jitman, Ling,
Udomkavanich,2009)

2.7.40rnek:Z,e halkasi, GR(p®, m)Galois halkasi ayrica p asal say1 m, e € Z*, e > 2
ve u® = 0 olmak iizere

IF m
IFpm+ulem_|_..._|_ue—1”;vme p [u]/<ue>

halkasi1 sonlu zincir halkalarma ornektir.

2.7.5Teorem:Aut (R), R sonlu zincir halkas: iizerinde tanimli otomorfizmalarinin
kiimesi olsun.

i)Aut (GR(p®, m) )asikar olmayan bir grup olmas: i¢in gerek ve yeter kosul m >2
olmasidir.

ii)Aut(IFpm +ulFpym + - + ue_llem)asikar olmayan bir grup olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul ya m > 2 yap tek asal ya da e > 3 olmasidr.

iii) 0 € Aut(IFpm), B € IF,m olmak lizere

Opp: IFym + ulFym — [Fym + ulFym
a+ bu— 0(a) + pO(b)u

otomorfizmasi vardir ve
Aut (IFym + ulFym) = {Ogp | 0 € Aut(IFym), B € IFjm}

esittir.
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kosullar1 saglanir. (Jitman, Ling, Udomkavanich,2009)

2.7.6 Tanim:©, R sonlu zincir halkasi tlizerinde tanimli asikar olmayan bir
otomorfizma olmak lizere

{ap+ax+-+a,x"|a;ER,NEIN }
kiimesi polinomlar kiimesi tizerinde taniml1 toplama ve
x.a =0 (a).x

seklinde tanimlanan carpma islemine gore bir halkadir. Bu halkaya skew polinom halkasi,
halkanin elemanlarina skew polinomlar ad1 verilir. R[x,©] degismeli olmayan bir halkadir.

2.7.70nerme:— : R — K dogal 1zdlisim doniigtimii verilsin.
Her r € Ricin © () =O (r) olmak iizere

— :R[x,0] — K[x,8]

To+rx+ - +rx"— 7+ rx+-+ 5x"

seklinde tanimlanan bir doniisim Orten bir halka epimorfizmasidir. (Jitman, Ling,
Udomkavanich,2009)

2.7.80rnek:

eid,Z:IF3 +uIF3 — IF3 + uIF3
a+ubw— a+2bu

otomorfizmast verilsin. x6 — 1 polinomunun (IF; + ulF;)[x,0;,| halkasmdaki iki farkl
carpanlara ayrilisi

x—1=(x+1)>3%(x+2)3
= (x? +ux+2)3

seklindedir.

2.7.9Not:R[x,©] skew polinom halkasi ne sag ne de sol Euclidean bolgesidir. Fakat
uygun elemanlar i¢in bélme tanimlanabilir.

2.7.10 Onerme: f = ¥_,a;x" , g=X5_obx/ € R[x,©] olsun. Eger r>s
ve g polinomunun b, baskatsayisi birimsel eleman ise

i) fpolinomunun bir g sag boleni vardir.
ii) fpolinomunun bir g sol béleni vardr.

(Jitman, Ling, Udomkavanich,2009)
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T

Ispat:i) f = z aixt ve g= z bjx/
=0

i=0

ve by birimsel eleman olsun.h = f —a, ©"% (by1)x"~5.g polinomunun derecesi f nin
derecesinden kii¢iiktiir. h polinomu iizerinden derece, g nin derecesinden kiiciik olana kadar
tekrar islem devam ettirilirse f = qg + r ve degr < deg g olacak sekilde q ve r polinomlar1
elde edilir. r = 0 ise g ye f nin sag bdleni denir.

i)f —g(x) ©S (a,bs1)x"5 polinomunun derecesi f nin derecesinden daha kiiciik
oldugu kullanilarak benzer sekilde yapilir.

2.7.11Not:f (x) € R[x,©] skew polinomu i¢in < f(x) >, R[x,©] skew polinom
halkasmin bir sol ideali olsun.< f(x) > idealinin sag ideal olmasi i¢in asagidaki belirtilen
kosulun saglanmasi gerekir.

2.7.120nerme: g(x) merkezi bir eleman, t € N, olmak iizere f(x) = xt. g(x)
seklinde ise < f(x) >, R[x,©]n bir esas idealidir.(Jitman, Ling, Udomkavanich,2009)

Ispat: g(x) merkezi bir eleman olsun. Her Y™ ,a;x' € R[x,O]icin

(Z aixi> (xt.g(x) = xt.Z@‘t (a).xt.g(x) = (xt.g(x)).ze‘t (a;).xt
i=0 i=0

i=0
olur. O halde <f(x) > idealidir.

2.7.13Sonug:f (x), monik, merkezi ve deg f = n olan bir polinom ise

RM@V

< fx) > = {ao +ax+-+a,_x"1|a; €R, ne N}

seklindedir.

2.7.140nerme:n € Z, ve A, R sonlu zincir halkasinda birim olsun. Asagidaki ifadeler
birbirine denktir.

i) x™ — A polinomu R[x,&] da merkezi bir elemandir.
i< x™ — A > bir idealdir.

iii) <G> | n ve © @)= A du.

(Jitman, Ling, Udomkavanich,2009)

Ispat:i)= ii) {istteki onermeden goriiliir.
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)= i) < x™— 1> ideal ve r € R olsun.
rx" =D =rx"—rA=(x"—21).s =O" (s)x™ — s
olacak sekilde s € R vardir. rA = sA olur. A birimsel oldugundan r = s olur.

rx™ —rA =" (r)x™ — rA oldugundan n, © nin mertebesinin bir katidir. Yani |[<@>| | n
dir. Benzer sekilde

" —OWDx=x(x"—-1)
=(x"—=A).(ax + b)
=0O" (a)x™*1 +O" (b)x™ + alx — bA

olacak sekilde a,b € R vardr.©" (a)=1=a =1 olur. Boylece x""1 -0 (D)x =
x™1 — Ax olur. Yani © (1) = Adir. ©™ (b) = 0= b = 0 oldugundan O (1) = A.

iii)= i)|<©>| |nve © (1) = 1 olsun.

x(x®—=21) =x"1 -0 (Dx
— xn+1 _e (A)X ve
=((x"—A).x

Vt € Rigcin
(x"=2).t =0"(t).x™ — tx

=tx"+tA

=t(x"™ — 1)

olur. O halde x™ — 4, R[x,©] da merkezi bir elemamidir.

2.7.150nerme:g(x) ve h(x) € R[x,©] olsun. h(x)g(x) monik, merkezi skew
polinom ise h(x).g(x) = g(x). h(x)dir.(Jitman, Ling, Udomkavanich,2009)

2.7.16Tanim:©, R de bir otomorfizma, A birimsel bir eleman olsun. C, skew
constacyclic kod olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her ¢ = (aq,ay, ..., ay,_1) i¢in (l ©
an—1,6a0,..,Ean—2€C olmasidir.

A =1 olursa C, kodu skew cyclic kod, A = —1 olursa C, kodu skew negacyclic kod
olur. © asikar otomorfizma olursa C, kodu sirasiyla cyclic ve negacyclic kod olur.

© agsikar otomorfizma olursa C skew constacyclic kod, constacyclic kod olur.

2.7.17Teorem:C, R uzerinde n uzunluga sahip skew
constacyclic kod olmasi i¢in gerekli ve vyeterli kosul C kodunun polinom temsili
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kiimesinin R[x,©]/< x™ — A > halkasinin sol ideali olmasidir.(Jitman, Ling,
Udomkavanich,2009)

n—-k—-1

2.7.18 Onerme: glx) = Z gixt+ x™k

— A in bir sag boleni olsun. g(x) tarafindan firetilen sol idealine karsilik gelen C,
kodunun tirete¢ matrisi

Yo - (gn k-1) 1. oD 0
G = .0 @(90) @(gnk1) 1 0

0 o . OF 1 (gy) .. 1

seklindedir.(Jitman, Ling, Udomkavanich,2009)
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HNLBOLUM
M, HALKASI UZERINDE TANIMLI KODLAR

2009 yilinda B.Y1ldiz ve S. Karadeniz tarafindan “Linear codes over IF, + u,IF, +
U IF, + u u,IF," adli galismada u? = 0, u3 = 0, uyu, = uyu, olmak iizere IF,[u;, u,]/<
u?, u?, u u, — upu; > halkasmin yapisi analiz edilmis ve bu halkalar {izerindeki lineer
kodlar incelenmistir. Ayrica bu kodlar {izerinde Lee agirlik doniisiimii ve Gray doniigiimleri
tanimlanmastir.

2010 yilinda B.Yildiz ve S. Karadeniz tarafindan “Cylic codes over IF, + u,IF, +
u,lF, + uqu,lF,"adli galismada bu halka tizerindeki cyclic kodlarin yapis1 “Self dual codes
over F, +u lF, + u,IF, + uyu,IF, " adli galismada self dual kodlar incelenmistir.

2010 yilinda S Dougherty, B.Y1ldiz ve S. Karadeniz tarafindan “Codes over R;, Gray
maps and their binary images” adli ¢aligmada yapilanlarin bir kismi i =1,..k, j=
1,...k icin uf =0, wu =uu; olmak

IF,[u,, ...,uk]/

uzere R, =
k <uf, wu; —uu; >

sonsuz halkalar ailesine genellestirilmistir.

Bu bdliimde, u? = 1, u% = 1, u;u, = u,u,; olmak iizere
MZ = IFz[ul,uz]/< u% - 1, u% - 1, UqU,; —UUq >

halkasmin yapist analiz edilmis, bu halka {izerinde Gray doniisiimleri ve Lee agirhik
doniisimii tanmmlanmistir. K, = {1, a, B, af} permiitasyon grubu ile M, iizerinde tanimli
lineer kodlarm Gray doniisiimii altindaki goriintiisii arasindaki iliski  incelenmistir. M,
iizerindeki Euclidean self dual kodlar arastirilmig, halkanmn her bir idealinin 1 uzunlugunda
Euclidean self dual kod oldugu gésterilmistir.

Ayrica M, halkas1 iizerinde agikar olmayan bir 6 otomorfizmasi tanimlanarak
M, [x, 0] skew polinom halkas1 olusturulmus ve bu sayede M, halkasi iizerinde Skew kodlar
tanimlamak miimkiin kilinmistir.

3.1. M, Halkasi ve M, iizerinde tammmh Gray doniisiimleri
3.1.10nerme:u? = 1, u% = 1, uyu, = u,u; olmak iizere
Mz = IFz[ul,uz]/< u% - 1,u% - 1, u1u2 - u2u1 >

kiimesi karakteristigi 2, eleman sayis1 16 olan sonlu degismeli bir halkadir. X? =1,Y? =
1,XY =YX olmak tlizere

51



IF,[X,Y
IF) + u IF, + uyIFy + uyu,lF, = 21X, Y] <X? 1 V21XV —VX>

dir. Ayrica M; = IF,[u,] /<u? — 1>, u? =1 olmak iizere, M, halkasi
M, = M; +u,M,
seklinde de yazilr.
3.1.2 Onerme: M, halkasinmn birimsel elemanlari kiimesi,
My = {1,uy, Uy, Uy, 1+ uy +uy, 1T+ uy +uguy, 14+ uy + ugy, uy + uy + uguy}
veM, halkasinin idealleri
L vugtugu, = {01 +uy +uy +ugu,}
Iy, = {01 4+ ug,upy +uguy, 1+ uy +uy + uguyl
Iy, = {01 +up,ug +uguy, 1+ uy +uy + ujuyl

11+u1u2 = {0,u1 + U,, 1+ UiUoy, 1+ uq + U, + uluz}

IO = {0} g Il+u1+u2+u1u2 g Il+u1 g MZ
IO = {0} g Il+u1+u2+u1u2 g Il+u2 g MZ
IO = {0} g Il+u1+u2+u1u2 g 11+U.1U.2 g MZ

seklindedir

Ayrica M,halkas1 esas ideal bolgesidir. Fakat sonlu zincir halkast ve yerel halka
degildir.

3.1.3Tanm:M; = IF,[u;] /<uf—1>, ui=1ve z;=r+uq;, 1<i<

n olmak iizere,
@: M} — IF3™
2=(z1, oy Zp) © D1(2)=(ry, .. ... T 1y wee oo ,qn)

biciminde tanimlanan doniisiime Gray doniisimii denir. n=1 olmasi durumunda Gray

doniisiimii

@y M, — [F2
a + bu, — (a,b)
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bigimindedir.

3.1.4 Onerme:@,, M, iizerinde tanimli Gray doniisiimii ve c;, c, € M; olmak iizere M,
iizerinde tanimli

DM, — IF24
C1 T UyCy (®1(C1); @1(02))

dontisiimii M7 kiimesine de genellestirilir.

3.1.5 Not: M, halkasi IF, iizerinde vektor uzayidir ve taban1 T = {1,u,} dir. Benzer
sekilde M, halkasinda I F, lizerinde vektor uzayidir ve tabani

S ={1,uq, uy, uguy}
dir.
3.1.6 Onerme: M, ve M, iizerinde
P (D) =001 () =(1,0) ve

Y,(1) =(0,0,0,1)  ¥,(up) =(0,1,0,0)
Yo (uy) =(0,0,1,0) 9, (uyuy) = (1,0,0,0)

yardimiyla tanimlanan 1, ve 1, doniisiimleri Gray doniisiimleridir.

3.1.7Teorem: v, Teorem 3.1.6 daki gibi olsun. oy,0,, her (¢, ¢y, ¢5,¢4) € IFS
elemani igin oy (cy, ¢z, €3, ¢a) = (€2, €1, €4, €3) V& 02(Cy, €3, C3,¢4) = (€3, €4, €1, ¢2) seklinde
tanimli permiitasyonlar olmak tizere @, ve i, Gray doniisiimleri icin

D, = 0, (01 (lpz))
saglanir.

ispat: Herhangi bir r € M, icin @,(r) = 0,(0,(¥,(1))) oldugu agiktir. O halde
@, = 02(01(1/)2))dir-

3.1.8 Tanim : M, halkasi iizerinde her s = a + bu; + cu, + du u, elemani i¢in

wy(a + buy + cu, + duju,) = wy(0,(a + buy + cu, + duju,))
= WH (a; b; (off d)

bigiminde tanimlanan fonksiyona s elemaninin Lee agirligi denir. Her t = (t4,...,t,) € M}
icin t kod s6zciigliniin Lee agirlig1 da

n
Wi () = D w8
i=1
bi¢iminde tanimlanir.
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3.1.9 Not:
1, uy, uy, uyuyelemanlarinin Lee agirlign 1,
14+ u, 1+ uy, 1+ uuy, uy + Uy, ug + Uy, Uy + ugjuyelemanlarinin Lee agirlign 2,
14+u +uy,uy +uy +uguy, 1+ uy +uguy, 1+ uy, +uyu, elemanlarinin Lee agirhig 3,

1+ uy + uy + uyu, elemanmin Lee agirlig: 4 tiir.

3.1.10Tammm:M, iizerindeki, n uzunluguna sahip C lineer kodu M% nin bir M, —alt
modiiliidiir.

3.1.11Teorem: C,IF, lizerinde taniml1 4n uzunlugunda lineer kod olsun. Herhangi bir
(d, b, ¢, d) € IF," igin
a(a,b,¢,d) = (b,d,d,c¢)
B(4,b,¢,d) = (¢,d,a,b)
ap(a,b,¢,d) = (d, ¢ b, a)
olmak tlizere K, = {1, a, 8, af} permiitasyon grubu verilsin. Bu durumda C kodunun, M,

iizerinde taniml bir lineer kodun Gray doniisiimii altinda goriintiisii olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul, C nin

K4- = {11 a;ﬁ; aﬁ}
permiitasyon grubu altinda degismez kalmasidir.

Ispat:C, M, iizerinde n uzunlugunda lineer D kodunun goriintiisi olsun. ¥ =
(c'l, b,¢, d) € C olsun. ¥y = a+ bu, + éu, + duyu, € D kod sozciiginiin Gray doniisiimii
altindaki goriintiisii X olmak iizere
0,(wy.y) = (b,d,d,¢) = a(x)
8, (uz.9) = (¢,d,4,b) = p(H)
0, (wuy.9) = (d, é,b,a) = af (%)

oldugundan, C, K, permiitasyon grubu altinda sabit kalmaktadir.

Tersine, C,IF,lizerinde taniml lineer bir kod oldugundan a, 8, a8, uq,u, Ve u u,
sabit biraktigindan D de sabit kalir. O halde D, M, {izerinde tanimli lineer bir koddur.
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3.1.12Teorem:

Tyq: My, — My
a+ bu, + cu, + duqyu, — a + buy

izdiisiim doniisimii olmak tizere C, M, iizerinde Euclidean self dual kod ise m,;(C), M;
iizerinde self ortogonal koddur.

Ispat:C, Euclidean self dual kod olsun. O zaman C* = C dir.m,,(C) = m,,(CY)
15 1(C)*oldugunu gérmek i¢in, herhangibir 7, 1 (x) € m,,(C*) alalim.

7T2’1(X) € 7T2‘1(Cl) =X = (xl, ...,xn) € Cl

n
= Z cix; =0, Ve = (cq,...,Cp) EC
i=1

n
=T34 (Z Cixi> = 7T2,1(0)

i=1

n
= Ty, (Z cl-xl) =0

i=1
=< my,(c), My, (x) >=0,
= 1y, (x) € m,,(0)*

V1,4 (c) € mp1(C)

O halde m,, (C) , Euclidean self ortogonal koddur.

3.1.13Sonug:C, M, iizerinde Euclidean self dual kod isemr,(C) = C olacak sekilde
M, iizerinde C self dual kod vardur.

3.1.14 Teorem: M, halkasinin idealleri 1 uzunluguna sahip self dual kodlardir.

Ispat:Her I € M, ideali i¢in I+ = I oldugundan I idealleri 1 uzunluga sahip self dual
kodlardur.

3.1.15 Lemma:E ve F, M, iizerinde taniml iki Euclidean self dual kod ise ExFde
Euclidean self dual koddur.

3.1.16Teorem: M, iizerinde tiim uzunluklara sahip Euclidean self dual kod vardir.

Ispat: 3.1.14 Teoremden Iidealil uzunluga sahip bir self dual kod idi.3.1.15 Lemma
kullanilarak her uzunluga sahipself dual kodun varlig1 gosterilir.

3.1.17Teorem:C, M, iizerinde self dual kod ise C, tliimbilesenleril + u; + u, +
u,uyolan bir vektor igerir.
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Ispat:C self dual kod olsun. a, M, halkasmin birimsel bir elemani ise a = 1 dir. b
birimsel eleman degil ise b = 0 dir. Bu yiizden ¢, self ortogonal vektorii ¢ift sayida birim
icermelidir.

14+u +u, +uguy).a=1+u; +u, + ugu,
(1+u1+u2 +u1u2)b=0

oldugundanc, timi 1+ u; + u, + u u, olan vektére ortogonaldir. Yani C, timii 1 + u; +
U, + u,u, olan bir vektorii igerir.

3.1.18Teorem:C, n uzunlugunda M, iizerinde lineer kod olsun. O halde
1
8,(CH) < (2,(0)
dir.
Ispat:

V@, (x) € @,(CH) = x € C*
= VcelCicin<x,c>=0

dl’ 51, Cll, dl, dz, 52, Clz, d,Z € IFZnOlmak uzere
x = d; +ush; +u,cy +uguydy, ¢ = dy +u b, + uyc, + uju,dyelemanlart igin
(dldz + 5152 + C,1C,2 + d,ld,Z) = 0
(d152 + 51d2 + Clld,z + d,lclz) = 0
(a,1C,2 + a,2C,1 + b,ld,Z + d,lb,Z) = 0
(alld,z + d,lalz + 51C'2 + Cllb’z) = 0
olur. Bu yﬁZden @2 (x) = (dll b,ll C'll d,l) ve her @2(6‘) = (dz, b,z, Clz, d,z) € ¢2(C) l(;ln

< 0,(x),0,(c) >=0

olur. Yani
8,(x) € (8,(0))*
olur. O halde
B,(cH) € (0,(0))
dir. ]
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3.2 M,[x,0] Skewpolinom halkasi

M, kiimesi tlizerinde

0:M, — M,
0—0

1—1
U — Uy

uZ —>u1

seklinde tanimlanan doniisiim agikar olmayan bir otomorfizmadir. Bu sayede M,[x, 6] skew
polinom halkas1 tanimlanarak M, halkas1 lizerinde skewcyclic, skewQC kod tanimlanabilir.
M, nin 1 den farkli birimleri oldugu i¢in M, kiimesi iizerinde skew constacyclic kod
tanimlamakta miimkiindiir.

Bugalismalar i =1,..k, j =1,..k icin u} =1, u;u; = uyu; olmak iizere

M, = [F,[uq, ..., U]
k <uf -1, uu; —uu; >

halkast iizerine, hatta p bir asal vei=1,..k, j=1,..kicin u? =1, uu; =u;u; olmak

luzere

IF,

[ull luk]
<uf —1,uu; —uu; >

halkasima da genellestirilebilir.

Bu sekilde halkalar itizerinde tanimli cyclic, quasicyclic ve constacyclic kodlardan
daha biiyiik bir sinif elde edilir. Bu sayede minimum uzaklig1 yiiksek lineer kodlar elde etmek
ihtimali artacaktir.
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IV.BOLUM

Fo+vF, HALKASI UZERINDE TANIMLI MACDONALD KODLAR

“Simplex  linear ~ codes over thering F, +VvF,” adli ¢alismada v* =v

olmak iizere R= F,+ vF,= F,[v]/(v? —v) halkas1 izerinde  lineer
simpleks kodlar Mohammed Al Ashker ve Ibtisam Isleem tarafindan olusturulmustur.

Bu kisimda, bu makaledeki bilgiler ve v’ =v olmak iizere R = F, + v F, =
F,[v]/{v? —v) halkas1 iizerinde tanimli  simpleks kodlar  yardimiyla bu halka
iizerindeki  MacDonald kodlarin olusumu ve  bu kodlarin bazi temel 6zellikleri

verilmistir.

4.1. F+vF, HALKASI UZERINDE TANIMLI LINEER SIMPLEKS KODLAR

F[v]/(v? —v) ={ag+ a,v+ (v?> —v)|a,, a, €F,} halkas1 i¢in V2 =v
olmas1 durumunda
ay+a,v+(0)={ay+a,v+0.b|ay a, € F,,b € F,[v]} = {a, +va,}
olacagindan
Fy[v]/(v? —v) ={{ag+v.a;}| ao, a, € F,}
bulunur. R = F,+ vF, ={a,+ a,v|ay, a; € F,} de bir halkadir. Ustelik

fiF,+ vF, — F,[v]/(v? —v)
a, + a,v ——— {ay + a,v}
doniisiimii bir izomorfizma oldugundan R = F, + v F, = F,[v]/(v? —v) seklinde yazilir.

R, 4 elemanl degismeli bir halkadir.

4.1.1.Tammm: C, R lizerinde taniml1 bir lineer kod olsun. X kod sdzciigiiniin Lee

agirhigs,
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0 X;
w (x;) =11 X;
Xi

2

0
v ya dax; =1+v
1

olmak tzere

W (0 =D (x)

X kod sozcligiiniin Bachoc agirhigi,

0 X, =0
Wy (%) =41 X, =1
2 X; =v yada x,=1+v

olmak tizere

w500 = ) wp(x)
i=1

seklinde tanimlanir.

4.1.2. Teorem: X vey R" kiimesinin herhangi iki eleman1 olmak iizere x ve y

arasindaki Lee uzakligi

dy (xy) =w, (x—y) = Z wy (x; — yi)
i=1

dir. [Betsumiya, Harada, 2004]

4.1.3Teorem: x ve y R" kiimesinin herhangi iki elemani olmak iizere x ve y
arasindaki Bachoc uzakligi

dy (%) =W (x— ¥) = e (X, - )

dir. (Betsumiya, Harada , Gulliver 2003)

4.1.4 Tanim: R iizerinde tanimli € kodunun minimum Lee uzaklig1 ve minimum
Bachoc uzaklig1 sirasiyla
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d =d (C)= mirgdL(u,v)

u=v

dp = dg (C) = 151}]1‘5% dg(u,v)
u#v

seklinde tanimlanir.

4.1.5.Tammm: x ve y FJ' nin herhangi iki eleman1 olmak {izere

@: F} + vF} ——— FI'x F}

(x+vy) — (x,x+y)

seklinde tanimlanan @ doniisiimiine Gray doniisiimii denir.

4.1.6.Teorem:  Yukaridaki gibi tanimlanan @ doniisimi bir izomorfizmadir.
(Betsumiya, Harada, 2004)

Bu donisim ¢:(F, +VF,)"——F" seklindeki doniisiime genisletilebilir.
Ayrica Va € (F, + v F,)" i¢in w,_(a) =w, (¢(a)) du.

4.1.7 Tammm: wy,wy, ..., W, R™ de vektorler olsun. Eger Y a;w; = 0 iken her j

icin ajw; = 0 ise wy, Wy, ..., w vektorleri dogrusal bagimsizdir denir. Eger bazi1 i degerleri

icin @(wy), @(w,), ..., d(wy) lineer bagimsizsa wy, w,, ..., w,, vektorlerine modiiler bagimsiz
adi verilir.

4.1.8 Tammm:Hem dogrusal, hem de modiiler bagimsiz kiimeye en kiigiik iirete¢
kiimesi ad1 verilir.

4.1.8 Not: w = (ay ay, ..., a,) stfirdan farkl bir vektor olsun. < (ay ay,...,a,) >Yya
<v>, <v+1>yadaRdir. I(w)=|<(apay, ..,a,)>|olsun. I(w) = 2 ya da 4 dir.

4.1.9Teorem: C, { wy,w,, ..., Wy } en kiigiik lirete¢ kiimesiyle iiretilen kod olsun. O
zaman | C|=[T;=; I (w;) dir.

4.1.10 Sonu¢: {wy, w,,...,wy }, R lizerinde tanimli C kodu i¢in en kiigiik iireteg
kiimesi olsun. Bu kiimenin i¢inde ya 1 ya da hem v hem de v+ 1 i bulunduran k; tane
vektor, ya sadece 0 ve v ya da sadece O ve v+ 1 i bulunduran k, tane vektor vardir. Bu
durumda |C| = 4*12%z2dir.
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4.1.11.Teorem: C, R tizerindeki herhangi bir kod olsun. A; ve B; bilesenleri F»

cisminden alinan matrisler olmak tizere, C kodu

I, vB, (1+v)A;, (A +v)A, +vB, (1+v)A;+ vB;
0 (1 + v)Ikz 0 (1 + V)A4 0
0 0 vy, 0 vB,

matrisi ile iiretilen bir koda denktir. (Dougherty, Gaborit ,Harada ,Sol¢ , 1999)
4.1.12.Tammm: H, R iizerinde taniml1 bir kod olmak tizere,
H* ={s|3t € F}}|(1+ v)s + vt € H}
kiimesine H > in Torsion kodu,
H™ ={t|3s € F}'|(1+ v)s + vt € H}

kiimesine H in Rezidi kodu denir.

4.1.13. Teorem: H* ve H™, R iizerinde tanimli H kodunun sirasiyla Torsion ve
Rezidii kodlar1 olsun. A; ve Bjler bilesenleri F, cisminden alinan matrisler olmak tizere bu

kodlar sirasiyla
l, 0 A A A ve l, B, 0 B, By
o I, 0 A O o 0 I, 0 B,
iirete¢ matrisleri ile liretilen kodlara denktir. (Dougherty, Gaborit, Harada, Sole, 1999)

4.1.14.Tanmm: G =(0 1 v w) ve k = 2 igin

Co — (00...0 11..1 vv..v ww...w)
“ Gier  Gkor o Gir Ghor Jpgeek

olsun. k >1 icin G matrisi ile iiretilen koda R iizerinde tanimli « tipi Simpleks kod ad1

verilir ve Sy ile gosterilir.
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4.1.15. Teorem: Sg simpleks kodun Hamming, Lee ve Bachoc agirlik dagilimlari
asagidaki gibidir. (Al-Ashker, Isleem, 2008)

Ay (0)=1
Ay (22%1) =2(2k-1)
Ay (3.22K=D) = (2k—1)(2k - 1)

AL(0)=1
Ap (22 1) =2(2k-1)

A, (49) = (26— 1)(25— 1)

Ag (0) =1
Ag (4%) =202k -1)
Ag (5.220D) = 2k — 1)(2k - 1)

4.1.16.Sonug: Sy simpleks kodunun minimum Hamming, Lee, Bachoc agirliklari

dy = 22Kt ,d, = 22%°1,dg = 2%k seklindedir. (Al-Ashker, Isleem, 2008)

4.1.17.Not: a tipi Simpleks S kodunun uzunlugu ¢ok biiyiiktiir. Dolayisiyla Gy
iirete¢ matrisinin bazi siitunlarini atarak R iizerinde tanimli daha kiigiik uzunluklu iyi kodlar

elde etmek mumkiindur.

0.0 1.1 wv..v w..w

olmak
}\k—l Gl(z—l Gl(i(—l )‘k—l

4.1.18.Tanmm: A =[1v]vek>2igin Ay =

iizere A, kx2%(2k—1) tipinde bir matris, S; = [ 1 w ] ve k > 2 igin

0.0 1.1 wv..v w..w

Sk = '
4 Sk-1 Gror Sk-1 Gig

] olmak iizere S, , k x 2%(2% — 1) tipinde bir matris

olsun.
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[1111 0 vV WW] ve K S 2 icin

B _
G, = Olvw 1 1w 1v

g [0.0 1.1 v.v w.w . 8 Kk Kk .. .
G, = [fo_l GB, Sit Ay olmak tizere G, , k x [(2" —1)(2* —1)] tipinde bir
matris olsun. k > 2 olmak iizere GE lirete¢ matrisi ile tiretilen koda B tipi simpleks kod denir
ve SE ile gosterilir.

GE lirete¢ matrisi, G{ iireteg matrisinin 2¥*1 — 1 siitunun silinmesiyle elde edilmistir.

4.1.19.Teorem: SE simpleks kodunun Hamming, Lee ve Bachoc agirlik dagilimlar:

asagidaki gibidir. (Al-Ashker, Isleem ,2008)

Ay (0) =1
Ay (22(3.2k-1)—-1) = (2k-1)(2k - 1)

Ay (20-D(2k - 1)) = 2(2¢ - 1)

Ap(0) =1
AL (281 (2¢ - 1)) = 2(2¢ - 1)

Ay (2524 -1)) = (2 - 1)(2"- 1)

Ag (0)=1
Ag (2K[2. (2Kt = 1) 4+ 2k2]) = (2k — 1) (3.2 1)
Ag 2%k -1)) = 2.2 2k - 1)

4.1.20. Sonug: SE simpleks kodunun minimum Hamming, Lee ve Bachoc agirliklar

dy = 2k1(2k-1)
d, = 2k1(2k - 1)
dg = 2K(2.(21 —1) + 2k2)

dir. Ayricady =d, < %B dir.

4.2. F, + v F, HALKASI UZERINDE TANIMLI MACDONALD KODLAR
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a tipi Simpleks S§ kodu, G = (01vw) vek>2i¢in

G“—(O"O 1.1 v.v w..w)
$ 7 \Gkoy Gy G Gl

olmak tizere Gy trete¢ matrisi ile iretilen lineer bir [ 22k, K, 22k'1, 22k'1, 22k] kod idi. Bu kod

yardimiyla uzunlugu daha kii¢iik olan 1yi bir kod elde etmek miimkiindiir.

4.2.1. Tamim:(A\B) matrisi, A matrisinden B matrisinin siitunlarinin silinmesiyle

elde edilen matristir. .

4.2.2.Tanim: 1 < u < k — 1 olmak tizere G matrisinden G matrisinin siitunlarmm

ve (k-u)x2?" mertebeli 0 matrisinin silinmesiyle elde edilen matrise Gy, Matrisi denir ve
0
Gl(:,u = (Gl(:\ G_lof)

seklindedir.

4.2.3.Tammm: o tipi simpleks Sy kodun Gf iirete¢ matrisinden elde edilen Gg,
lirete¢ matrisine sahip koda o tipi MacDonald kod denir ve My, ile gosterilir.

Mg, , n =22k —22% yzunluguna sahip bir koddur.

4.2.4.Lemma: MY, kodunun Torsion kodu IF, iizerinde tamimli bir lineer [2%-2%,

2ky+ky, 22%1-22"1-koddur ve agirhik dagilimlar: asagidaki gibidir.

Ay (0)=1
AH (Zk—l _ 2u—1) — 2k—u(2u _ 1)
Ay (22k—1) = 2k-u_1
Ispat: w = 1 + v olmak iizere Torsion kodunun iirete¢ matrisi w. Gy, matrisinde w’

lar yerine 1’ ler yazilarak elde edilir. k ve u ya bagli tlimevarim yapilarak ispatlanir.
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4.2.5.Not: Gy, lirete¢ matrisinin ilk k-u satirmdaki birimsel elemanlarin sayisi 22

ve birimsel olmayan elemanlarin sayisi 221 dir. Son u satirdaki birimsel elemanlarin sayisi

2%2.922 ve birimsel olmayan elemanlarin sayis1 2%%-22"" dir.

4.2.6.Lemma: t € My, ,t # 0 olsun. t elemaninin en az bir bileseni birim ise bu

durumda 4 tip kod sozciigii vardir.

Lw;(t) =w, (t) = w,(t) = wy(t) = 22k-2 — 22u-2
11wy (t) = w, (t) = w,(t) = 22k-2
HI.w; () = wy, (t) = 22572 ve w,(t) = w,(t) = 22k-2 — 22u-1
IV.wy (t) = w,(t) = 22572 ve w,(t) = w,, (t) = 22k-2 — 22u-1
aksi taktirde
Lw,(t) = w,(t) = 22k~1 — 22u-1
IL.w, (£) = w,, (t) = 22k~1 — 22u-1
HI.w,(t) = 22571 — 224w, (¢) = 221
IV.w,(t) = 2271 — 220w, (t) = 2%k1
dir.

4.2.7Teorem: Mg, kodunun Hamming, Lee ve Bachoc agirlik dagilimlar1 asagidaki
gibidir.
Ay (0)=1
Ay (Zk—l _ 2u—1) — 2k—u+1(2u -1)
Ay (22k—1) — (Zk _ Zu)(zl—u)
Ay (3.2%2) = (2k-u —1)(2ku - 1)
Ay (3_ (sz—z _ 22u—2)) = 22(k-w)(Qu _ 1)(2u — 1)

Ay (3_ 22k-2 _ 22u—1) — 2k—u+1(2u _ 1)(2k—u _ 1)

AL(0)=1
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Ap (2K1) = (2k—2v) (2t
M (@) = (24 - 1) (2 - 1)
Ay (2% —22v) = 220w (Qu — 1) (24 — 1)
Ay (2%k —22u-1) = pk-uti(u _ q)(2k-u — 1)

AL (22k—1 _ 22u—1) — 2k—u+1(2u _ 1)

Ag (0)=1
Ag (sz) — (Zk _ zu)(zl—u)
Ag (5.220D) = (2k-u — 1)(2kv — 1)
Ag (22k _ 22u> — 2k—u+1(2u _ 1)
Ag (5_ (22k—2 _ 22u—2)) — 220w (u _ 1)(2u — 1)

Ag (5.27%77 = 27%) = 2ku+1 (20 — (2% - 1)

Ispat: 4.2.6 Lemma’dan, Mg, kodunun sifirdan farkli her bir kod sdzciigiiniin
Hamming agirligi ya 22k-1 — 22u-1 22k=1 3 (p2k-1 _ p2u-1) 3 72k-1 yjy (g 3,22k~2 —
221 ye Lee agihign ya 22k=1 — 22u-1 22k=1 922k _ 22u 92k yq da 22k — 22u-1 e
Bachoc agihigi ya 22K — 22u 22K 5 p2k=2 _ p2u=2 5 22k yq da 5.22K=2 — 224 dur, S¥

kodu i¢in yaptigimiz agirlik hesaplari ile benzer bir sekilde hesaplanir.

4.2.8.Sonug:

Benzer caliymada, B tipi simpleks kodlar kullanilarak ( tipi MacDonald kodlar

olusturulabilir ve bu kodlarla ilgili baz1 6zellikler incelenebilir.
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R tizerinde tanimli Macdonald kodun Torsion kodunun boyutunu belirlemekte 4.1.9
Teorem ve 4.1.10 Sonuc’ u ile bize katkida bulunan Steven Dougherty ’e tesekkiirlerimizi

sunariz.
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