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ÖZET 
 
 
 
 
 

Bu çalışmanın amacı, homotopi pertürbasyon metodu ve homotopi analiz 

metodunu kullanarak bazı lineer ve nonlineer problemlerin çözümlerini elde etmek ve 

çözümlerin karşılaştırmasını yapmaktır.  

Üç bölümden oluşan bu çalışmanın I. bölümünde, homotopi kavramı ve 

pertürbasyon teorisi kısaca verilmiş, homotopi pertürbasyon metodu tanıtılmış ve bu 

metot bir ve iki-boyutlu homojen,  üç-boyutlu homojen olmayan  değişken katsayılı ısı-

tipi ve dalga-tipi başlangıç ve  sınır değer problemlerine  uygulanarak çözümler elde 

edilmiş ve bulunan çözümlerin yakınsaklık analizi verilmiştir.  

II. Bölümde homotopi analiz metodu tanıtılmış ve bu metot kullanılarak lineer 

backward ve forward Kolmogorov ve nonlineer Fokker-Planck denklemlerinin h -

yakınsaklık kontrol parametresine bağlı seri çözümleri elde edilmiş ve çözümlerin 

analizi yapılmıştır. 

III. Bölümünde her iki metotla bulunan çözümler karşılaştırılmış ve elde edilen 

sonuçlar değerlendirilmiştir. 
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ABSTRACT 
 
 
 
 
 

The purpose of this study is obtaining the solutions of certain linear and 

nonlinear problems by using homotopy perturbation method and homotopy analysis 

method and making the comparison of these solutions.  

This study consists three chapters in total and in the first chapter the concept of 

homotopy and perturbation theory are given briefly, the homotopy perturbation method 

is introduced and solutions are obtained by applying this method to one and two-

dimensional homogeneous, three-dimensional nonhomogeneous heat-like and wave-like 

initial and boundary value problems with variable coefficients. Then convergence 

analysis of the found solutions is given.   

In the second chapter, homotopy analysis method is introduced and by using this 

method the series solutions according to the h -convergence control parameter of linear 

backward and forward Kolmogorov and nonlinear Fokker-Planck equations are 

obtained and analysis of the solutions is made. 

In the third chapter, the solutions found by both of the methods are compared. 

In conclusion, the results obtained are evaluated. 
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GĐRĐŞ 

 

 

 

Bu çalışmanın amacı, bir veya iki-boyutlu homojen, üç-boyutlu homojen 

olmayan değişken katsayılı ısı-tipi, dalga-tipi başlangıç ve  sınır değer problemlerini 

homotopi pertürbasyon metodu ile çözmek ve çözümün yakınsaklığını göstermek, lineer  

backward ve forward Kolmogorov ve nonlineer Fokker-Planck denklemlerini homotopi 

analiz metodu ile çözmek ve homotopi pertürbasyon metodu ile homotopi analiz 

metodunun  Fokker-Planck denklemleri üzerinde karşılaştırmasını yapmaktır. 

Çözümü zor olan bir problemi, kolay çözülebilir bir probleme dönüştürmeyi 

sağlayan homotopi metodu, son yıllarda mühendislik uygulamalarında ve nonlineer 

problemlerin çözümlerinde kullanılmaktadır. 

 Homotopi pertürbasyon metodu (HPM), 1998 yılında Ji-Huan He [1-7] 

tarafından verilmiştir. He, metodu oluştururken pertürbasyon tekniği ile homotopi 

kavramını birleştirmiş ve nonlineer problemleri, çözümü kolay lineer problemlere 

dönüştürmüştür. Bilindiği gibi bu yöntemler, 90’lı yıllarda ortaya çıkan yöntemler olup 

temelde seri çözümlere dayanırlar. Çözümlerin seri şeklinde olması ve bazı durumlarda 

çözümlerin kapalı formlarının elde edilebilmesi, bu yöntemleri farklı dallarda çalışan 

bilim adamları arasında popüler kılmış ve çözümlerin farklı yorumlarının 

yapılabilmesini sağlamıştır. Bu çalışmada çözülen problemlerin bir kısmının literatürde 

analitik metotlarla çözümleri olmasına rağmen, bu çözümlerin analizinin yapılması 

mümkün değildir. Burada kullanılan yaklaşımlarla, elde edilen literatürde mevcut ve 

yeni çözümlerin analizinin yapılması sağlanmıştır. Birçok araştırmacı homotopi 

pertürbasyon metodunu çeşitli problemlere uygulamıştır [8-18].  

Benzer şekilde homotopi kavramı ile Taylor serisini birleştiren ”homotopi analiz 

metodu (HAM)” ise 1992’de Shijun Liao [19-31] tarafından verilmiştir. Homotopi 

pertürbasyon metodundan farklı olarak homotopi analiz metodu ile bir analitik seri 

çözüm tekniğinde yakınsaklığın kontrolü de sağlanmıştır. Birçok araştırmacı çeşitli 

fiziksel ve mühendislik problemini bu yöntemle başarılı bir şekilde çözmüştür [32-38]. 

Liao, metot için yeni tanım ve teoremler vererek bazı kavramlara açıklık getirmiş [31] 

ve 2003 yılında  yayınlanan ”Beyond Perturbation: Introduction to the homotopy 
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analysis method” adlı kitabında [19], homotopi analiz metodunun Lyapunov yapay 

parametre metodu, δ -açılım metodu, Adomian ayrışım metodu gibi diğer non-

pertürbatif metotlarının genel hali olduğunu kanıtlamış ve homotopi pertürbasyon 

metodunun da kendi yönteminin bir özel hali olduğunu göstermiştir.  

Son yıllarda bazı araştırmacılar, homotopi  petürbasyon metodu  ve homotopi 

analiz metodunun karşılaştırılmasını veren makaleler yazmışlardır [39-43]. Fakat bu 

makalelerin yeterli analiz içermedikleri görülmüştür. Yapılan literatür taraması 

sonucunda, metotların karşılaştırılması için yazılan makalelerin yeterli olmadığı 

tespitine dayanarak bazı lineer ve nonlineer  problemler her iki yöntemle çözülüp çözüm 

analizlerinin yapılması amaçlanmıştır. 

Yukarıdaki çalışmalardan yararlanılarak, üç bölümden oluşan bu çalışmanın I. 

bölümünde homotopi kavramı ve pertürbasyon teorisi kısaca verilmiş, homotopi 

pertürbasyon metodu tanıtılmış ve bu metot bir ve iki-boyutlu homojen,  üç-boyutlu 

homojen olmayan değişken katsayılı ısı-tipi ve dalga-tipi başlangıç ve sınır değer 

problemlerine  uygulanarak çözümler elde edilmiş, bulunan çözümlerin yakınsaklık 

analizi yapılmıştır. Homotopi analiz metodu ile bulunan çözümlerle karşılaştırma 

yapmak için, J.Biazar vd. [44]  tarafından homotopi pertürbasyon metodu ile bulunan 

çözümler detaylı şekilde verilmiştir.  

 II. Bölümde homotopi analiz metodu tanıtılmış ve bu metot kullanılarak, lineer  

backward ve forward Kolmogorov ve nonlineer Fokker-Planck denklemlerinin h -

yakınsaklık kontrol parametresine bağlı seri çözümleri elde edilmiştir. Çözümlerin 

analizi yapıldığında yakınsamaların, Liao’nun iddia ettiği gibi, h -yakınsaklık kontrol 

parametresine bağlı olduğu ve h -yakınsaklık kontrol parametresinin -1 olması 

durumunda elde edilen seri  çözümlerin tam çözümü verdiği görülmüştür. II. bölümde 

Fokker-Planck denklemi için homotopi analiz metodu ile bulunan 4. dereceden yaklaşık 

çözümler, çalışmanın III. Bölümünde J.Biazar vd. [44] tarafından homotopi 

pertürbasyon metodu ile bulunan çözümlerle karşılaştırılmış ve her iki çözümün de tam 

çözüme yakınsadığı görülmüştür. 

Yukarıda homotopi pertürbasyon ve homotopi analiz metotları ile verilen 

literatür çalışmalarında her iki yöntemin iyi sonuçlar verdikleri ifade edilmesine rağmen  

 S. Liang ve D.J. Jeffrey’in evrim denklemi üzerinde homotopi pertürbasyon metodu ve 

homotopi analiz metodu ile yaptığı karşılaştırmada [43] ise homotopi pertürbasyon 



 3

metodu ile bulunan çözümün yakınsak olmadığı, homotopi analiz metodu ile bulunan 

çözümün h -yakınsaklık kontrol parametresine bağlı olarak çok yavaş (30.dereceden 

yaklaşım) yakınsadığı görülmüştür.  

Bu makaleye dayanarak her iki metodun da problem bağımlı oldukları tespit 

edilmiştir. Dolayısı ile hüküm oluşturabilmek için daha farklı problemlerin bu 

metotlarla çözülerek analizlerinin yapılması gerekmektedir.  
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I. BÖLÜM 

 

 

1. HE’NĐN HOMOTOPĐ PERTÜRBASYON METODUNUN DEĞĐŞKEN 

KATSAYILI ISI-TĐPĐ VE DALGA TĐPĐ DENKLEMLERE UYGULANMASI 

 

 

1.1. Homotopi Pertürbasyon Metodu 

 

1.1.1. Homotopi kavramı 

 

 

 

Homotopi kavramı, 1895 yılında Henri Poincaré tarafından  “Analysis Situs, Journal 

de l'École Polytechnique ser 2, 1 (1895) pages 1-123.” adlı makalede tanıtılmıştır. 

Homotopi, diferansiyel topolojinin önemli konularından biridir. Bu kavram daha sonra 

homolojinin temellerini oluşturmuştur. Đki dönüşüm arasındaki homotopinin genel 

tanımı ise ilk olarak 1911 yılında L.E.J. Brouwer tarafından verilmiştir. Đki 

matematiksel obje, biri diğerine sürekli olarak deforme oluyorsa homotopiktirler denir. 

1.1.1.1. Tanım YXf →: , YXg →:  sürekli dönüşümler, [ ]1,0=I  olsun. Her Xx ∈  

için ( ) ( )xfx =Η 0,  ve ( ) ( )xgx =Η 1,  eşitliklerini sağlayan bir YIX →×Η :  sürekli 

dönüşümü varsa f  ve g  homotopiktir denir. Bu durumda  Η  dönüşümüne f  ve g  

arasında bir homotopidir denir. 

1.1.1.1. Örnek: nIRYX ==  ve n
IRx ∈  olmak üzere ( ) xxf = , ( ) 0=xg  biçiminde 

tanımlansın. nn
IRIIR →×Η : , ( ) ( ) ( )xfttx −=Η 1,  ile tanımlanan Η  dönüşümü f  ve 

g  arasında bir homotopidir. Đki fonksiyon arasında birden fazla homotopi 

tanımlanabilir. ( ) ( ) ( )xfttx 2
1 1, −=Η   ile tanımlanan nn IRIIR →×Η :1  dönüşümü de  

f  ve g   arasında yine bir homotopidir. 
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1.1.1.2.Örnek: 2:, IRXgf →  sürekli dönüşümler olsun. 2: IRIX →×Η , 

( ) ( ) ( ) ( )xgtxfttx +−=Η 1, , ( ) ( )xfx =Η 0,  ve ( ) ( )xgx =Η 1,  biçiminde tanımlanan Η  

dönüşümü f  ve g  arasında bir homotopidir. Yani f ve g  homotopiktir. 

1.1.1.2. Tanım: YXf →:  sürekli dönüşümü sabit bir dönüşüme homotopik ise f ’ye 

null-homotopiktir denir.   

Bazı durumlarda homotopinin kısıtlanmış bir tipi göz önüne alınır. Bu kısıtlama 

altında bir alt kümenin deformasyonla sabit kalması istenir.  

Uç noktaları aynı 1x  ve 2x  olan basit f ve g  yayları göz önüne alınsın. Yukarıda 

belirtilen yönteme göre; 1.1.Şekilde gösterildiği gibi, ortadaki  yay ailesinin her 

elemanının aynı 1x  ve 2x  uç noktalarına sahip olması şartıyla f , g ’ye sürekli deforme 

olsun. Bu durumda  f  ve g  dönüşümleri, 1x  ve 2x ’yi kapsayan bir alt kümeye göre 

homotopiktir denir . Bu tanım aşağıdaki biçimde ifade edilir. 

1.1.1.3. Tanım: YXf →: , YXg →:  sürekli dönüşümler, XA ⊆  olsun. Eğer her 

It ∈  ve her Ax ∈  için ( ) ( ) ( )agaftaH ==,  olacak biçimde bir YIXH →×:  

homotopisi varsa f  ve g  dönüşümleri A   alt kümesine göre homotopiktir denir. 

1.1.1.4. Tanım: f  ve g , [ ]1,0=I  aralığından X ’e tanımlanan sürekli dönüşümler 

olmak üzere; f  ve g  aynı 0x  başlangıç, 1x  bitiş noktalarına sahipseler ve  

 

Her Its ∈, için ( ) ( )sfs =Η 0,  ve ( ) ( )sgs =Η 1, ,  

                     ( ) 0,0 xt =Η  ve ( ) 1,1 xt =Η  

 

olacak biçimde sürekli bir XII →×Η :   dönüşümü varsa Η ’ye f  ve g  arasında yol 

homotopisi denir. f , g  topolojide yol olarak adlandırıldıklarından oluşturulan 

homotopiye yol homotopisi  denir. 

 

 

 

. 
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                                    1.1. Şekil  

 

Đlk koşul, H  ‘nin f  ve g  arasında bir homotopi olduğunu, ikinci koşul ise her t  için 

( ) ( )tsHsf ,1 =  denklemi ile tanımlanan 1f  yolunun 0x ’dan 1x ’e giden bir yol olduğunu 

belirtir. Başka bir deyişle,  ilk koşul, H  ‘nin f ’den g ’ye deformasyonun sürekli bir 

yolunu temsil ederken ikinci koşul, yolun uç noktalarının deformasyon boyunca sabit 

kaldığını belirtir. 
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1.1.2. Pertürbasyon teorisinin genel tanımı ve tarihçesi    

 

 

 

Pertürbasyon teorisi [46], tam olarak çözülemeyen bir problemin yaklaşık 

çözümünü bulmak için kullanılan matematiksel metotlar içerir. Eğer problem, bir 

“küçük” terim eklenerek tam olarak çözülebilen probleme formüle ediliyorsa probleme 

pertürbasyon teorisi uygulanabilir. Pertürbasyon teorisi, problemin çözümünü, tam 

olarak çözülebilen problemden sapmayı ölçen bir  “küçük”  parametrenin kuvvet serisi 

cinsinden bulmayı amaçlar. Kuvvet serisindeki ilk terim, tam olarak çözülebilen 

problemin çözümü iken,  diğer terimler, çözümde başlangıç problemine göre sapmayı 

tanımlarlar. A  çözümüne yaklaşım için aşağıdaki küçük parametreye göre açılan 

(burada parametre ε ’dur)  seri verilsin: 

.....2
2

1
1

0
0 +++= AAAA εεε  

Bu örnekte 0A ,  tam olarak çözülebilen başlangıç probleminin bilinen çözümünü 

ve ,...., 21 AA , bir sistematik yöntemle iteratif olarak bulunan daha yüksek dereceden 

çözümleri gösterir. ε ’ un çok küçük olması durumunda, yukarıdaki serinin yakınsak 

olması, küçük ε  değeri için bulunan daha yüksek dereceden çözümlerin daha az önemli 

olduğu anlamına gelir. Bir yaklaşık pertürbasyon çözümü, seriyi bir yerden sonra kesip, 

genelde sadece ilk iki terimi, başlangıç çözümü ve “birinci derece” pertürbasyon 

düzeltmesini, bırakarak elde edilir. ε  çok küçük olmasına rağmen, bazı problemlerde 

çözüm yakınsak olmayabilir. Birçok önemli problemde küçük pertürbasyonların 

verilmesi, çözümlerin niceleyici ve niteleyici özelliklerini ortaya koyar fakat bu 
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özellikler, pertürbe edilmeyen problemlerin çözümlerininkilerden oldukça farklı 

olabilirler.  

Örneğin ;  

( ) 10,0 ==−+′ uuu ε   

ve  

( ) 10,0 ==−−′ uuu ε   

denklemleri göz önüne alınsın. Birinci denklemin çözümü ( ) ( ) tetu −−+= εε 1  iken 

pertürbe edilmemiş denklemin çözümü ( ) t
etu

−=0 ’dir. 1<<ε  olduğunda 

( ) ( ) ε≤− tutu 0  için pertürbasyon çözümünün doğruluğu yüksektir. Đkinci denklem için 

ise pertürbe edilmemiş problemin çözümü ( ) t
etu =0 ’ dir ve ( ) ( ) t

etutu −=− 10 ε  elde 

edilir. Burada, 1>t  olduğunda 0u ,  denklemin yaklaşık çözümü olarak düşünülemez. 

Pertürbasyon metotları, orjinal problemin, tam olarak çözmeye yetecek kadar 

basitleştirilmiş formuyla başlar. Genel yöntem, fen ve mühendislikte çok kullanılan 

matematiksel bir araçtır: basitleştirilmiş bir problemle başlamak ve aşamalı olarak 

düzeltmeler eklerken düzelmiş problemin giderek gerçeği temsil eden formüle 

yakınlaşmasını sağlamak. 

Hemen hemen bütün pertürbasyon metotları, bir denklemde küçük bir 

parametrenin olması gerektiği varsayımına dayanır. Bu küçük parametre varsayımı, 

pertürbasyon tekniklerinin uygulamalarını önemli ölçüde kısıtlar. Nonlineer 

problemlerin özellikle kuvvetli nonlineerliğe sahip olanların hepsinde küçük 

parametreler yoktur. Bir küçük parametrenin belirlenmesi zor ve özel teknikler 

gerektirir. Küçük parametrenin uygun seçimi ideal sonuçlar vermesine rağmen,  

uygunsuz seçimi de ciddi anlamda kötü sonuçlara yol açabilir. Uygun bir küçük 

parametre bulunsa bile, çoğu durumda, pertürbasyon metotları ile bulunan yaklaşık 

çözümler, sadece parametrenin küçük değerleri için geçerlidir. Örneğin, çoklu ölçek 

metoduyla (the method of multiple scales) çözülen yaklaşımlar, sistem parametresi 

küçük olduğu sürece geçerlidir. Fakat yaklaşımlara da tamamen güvenilmez çünkü 

parametrenin ne kadar küçük olması gerektiğine dair bir kriter yoktur. Buna rağmen 

pertürbasyon teorisi, birçok dönemde, birçok farklı alanda kullanılmıştır. 20. yüzyılın 

sonunda, kuantum fiziğinde pertürbasyon teorisi ile ilgili göze çarpan 

memnuniyetsizlik,  sadece açılımda ikinci dereceden öteye gitmedeki zorlukları 
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içermesi değil aynı zamanda pertürbatif açılımın yakınsak olup olmadığı hakkındaki 

sorularla da karşı karşıya kalınmasıdır. Bu da pertürbasyon metotlarının sınırlamaları 

olduğunu gösterir.  

 Pertürbasyon metotlarının kısıtlı olması,  tam olarak çözülebilen modellerin 

çalışıldığı non-pertürbatif analiz alanına büyük bir ilgi duyulmasına yol açmıştır. Bu 

alandaki  prototipik modeller; kuvvetli nonlineerliğe ve ilginç çözümlere  sahip  KdV 

denklemi ve sonsuz derecede pertürbasyon uygulanılsa bile pertürbasyon teorisi ile 

çözüme ulaşılamayan solitonlardır.  

  Bu bölümde, topolojideki homotopi kavramı ile pertürbasyon tekniğini 

birleştirerek pertürbasyon metotlarının dezavantajlarını ortadan kaldıran ve sadece zayıf 

nonlineer denklemler için değil aynı zamanda kuvvetli nonlineerliğe sahip denklemler 

için de elde edilen çözümlerin, tüm çözüm bölgesinde geçerli olduğu, yarı analitik bir 

metot olan homotopi pertürbasyon metodu tanıtılacaktır. 

 

 

 

 

 

1.1.3. Homotopi Pertürbasyon Metodunun Tanımı ve Uygulamaları 

 

 

 

Homotopi, diferansiyel topolojinin önemli bir konusudur. Bir nonlineer cebirsel 

denklemin bütün köklerini bulmak için homotopi teknikleri uygulanabilir. Bunu 

göstermek için aşağıdaki denklem göz önüne alınsın: 

( ) 0=xf ,     IRx ∈    .                                                                                   (1.1.1) 

Bu denklemde homotopiyi uygulayabilmek için, [ ]1,0∈p  bir gömme (embedding) 

parametresi, 0x , (1.1.1) denkleminin başlangıç yaklaşımı olmak üzere aşağıdaki 

[ ] IRIRH →× 1,0:  homotopisi kurulabilir. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 01, 0 =−−+= xffppfpH ξξξ ,           IR∈ξ ,  [ ]1,0∈p                   (1.1.2.a) 

veya 
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( ) ( ) ( ) ( ) 0, 00 =+−= xpfxffpH ξξ                        IR∈ξ ,  [ ]1,0∈p                  (1.1.2.b) 

Bu denklemlerden  

( ) ( ) ( ) 00, 0 =−= xffH ξξ                                                                                         (1.1.3) 

( ) ( ) 01, == ξξ fH                                                                                                      (1.1.4) 

olduğu açıktır. 

0=p ’dan 1=p ’e değiştikçe, ( )pH ,ξ  değeri ( ) ( )0xff −ξ ’dan ( )ξf ’ye değişir. Bu 

bir topolojik deformasyondur. ( ) ( )0xff −ξ  ve ( )ξf  de homotopiktirler. 10 ≤≤ p  

olduğundan gömme (embedding) parametresi “küçük parametre” olarak düşünülebilir. 

Pertürbasyon tekniği uygulanarak, (1.1.2)  denkleminin çözümü  aşağıdaki gibi p ’nin 

bir kuvvet serisi olarak yazılabilir; 

......2
2

10 +++= ξξξξ pp                                                                                         (1.1.5) 

p  parametresi 1’e yakınsarken (1.1.2.a.,b.) denklemleri, (1.1.1) denklemine karşı gelir 

ve (1.1.5) serisi, (1.1.1) denkleminin bir yaklaşık çözümü olur ve çözüm 

...lim 2101 +++== → ξξξξpx                                                                                 (1.1.6) 

olarak bulunur. 

(1.1.2) denkleminin yaklaşık çözümünü elde etmek için ( )ξf  fonksiyonu, 0ξ  noktası 

civarında Taylor serisine açılır; 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ......
!2

1
...

2

2
2

102
2

100 +++′′+++′+= ξξξξξξξξ ppfppfff                     (1.1.7) 

(1.1.7) eşitliği, (1.1.2.b) eşitliğinde yerine konup, p ’nin kuvvetlerine göre katsayılar 

eşitlenerek  

( ) ( ) 0: 00
0 =− xffp ξ ,                                                                                             (1.1.8)  

( ) ( ) 0: 010
1 =+′ xffp ξξ ,                                                                                         (1.1.9)  

( ) ( ) 0
!2

1
: 2

1020
2 =′′+′ ξξξξ ffp ,                                                                             (1.1.10) 

( ) ( ) ( ) 0
!3

1
2

!2

1
: 3

1021030
3 =′′′+′′+′ ξξξξξξξ fffp ,                                                  (1.1.11)  

. 

. 

denklemleri elde edilir. 
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 Đlk dört denklemden  321 ,, ξξξ   çözülerek 

( )
( )0

0
1

ξ
ξ

f

xf

′
−= ,                                                                                                         (1.1.12) 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2

0

0

0

0

0

2
10

2
!2!2 









′′

′′
−=

′

′′
−=

ξξ

ξ

ξ

ξξ
ξ

f

xf

f

f

f

f
,                                                               (1.1.13) 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

3

0

0

0

0

3

0

0

2

0

0

0

3
10

0

210
3

62

1

!3 








′′

′′′
+









′








′

′′
−=

′

′′′
−

′

′′
−=

ξξ

ξ

ξξ

ξ

ξ

ξξ

ξ

ξξξ
ξ

f

xf

f

f

f

xf

f

f

f

f

f

f
      (1.1.14) 

bulunur. 

1=p  iken birinci dereceden yaklaşık çözüm 

( )
( )0

0
010

ξ

ξ
ξξξ

f

f
x

′
−=+= ,                                                                                       (1.1.15) 

biçiminde elde edilir. Bu çözüm  

( )
( )n

n

nn
f

f
x

ξ

ξ
ξ

′
−=+1 .                                                                                                  (1.1.16) 

iterasyon formülü kullanılarak da yazılabilir. 

(1.1.8) denkleminin bir çözümü olan 00 x=ξ  da (1.1.16) denkleminde yerine konularak   

( )
( )n

n

nn
xf

xf
xx

′
−=+1                                                                                                    (1.1.17)   

Newton iterasyon formülü elde edilir.  Benzer olarak ikinci dereceden yaklaşık çözüm            

210 ξξξ ++=x ,                                                                                                      (1.1.18)  

biçimindedir ve  iterasyon formülüyle  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2

1
2 









′′

′′
−

′
−=+

n

n

n

n

n

n

nn
f

f

f

f

f

f
x

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ
ξ ,                                                              (1.1.19.a) 

veya  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2

1
2 









′′

′′
−

′
−=+

n

n

n

n

n

n

nn
xf

xf

xf

xf

xf

xf
xx .                                                             (1.1.19.b) 

biçiminde gösterilir.Üçüncü dereceden yaklaşık çözüm ise  

3210 ξξξξ +++=x                                                                                                 (1.1.20) 

olduğundan iterasyon formülüyle 
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( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

322

1
62

1

2 








′











′

′′′
−









′

′′
−









′′

′′
−

′
−=+

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

nn
f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f
x

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ
ξ   (1.1.21.a) 

veya 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

322

1
62

1

2 








′











′

′′′
−









′

′′
−









′′

′′
−

′
−=+

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

nn
xf

xf

xf

xf

xf

xf

xf

xf

xf

xf

xf

xf
xx  (1.1.21.b) 

ile verilir [47,48]. 

   

1.1.1.3. Örnek ( ) 022 =−+= xxxf  ikinci dereceden polinomunun  çözümleri 

Homotopi pertürbasyon metodu kullanılarak  aşağıdaki gibi bulunur; 

 00 =x  başlangıç çözümü ile başlanır ve ( ) ( ) ( )( ) 01000000 =++−=− xxxff ξξξ  

denklemi çözülürse; ( ) 01
0 =ξ  ve ( ) 12

0 −=ξ  çözümleri bulunur. Bu çözümler ikinci 

dereceden yaklaşık çözüm için (1.1.19.a) iterasyon formülünde yerine konularak  

( ) ( )
( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2
0

0

02

0

0

0

2

22

1
0

1
0

1
0

1
0

1
0

1
01

0
1

1 −=








′′

′′
−

′
−=









′′

′′
−

′
−=

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f
x

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ
ξ  

( ) ( )
( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1
1

1

12

1

1

1

2

22

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
02

0
2

1 =








−′

−

−′

−′′
−

−′

−
−=









′′

′′
−

′
−=

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f
x

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ
ξ  

( ) 21
1 −=x , ( ) 12

1 =x  çözümleri elde edilir. Bulunan çözümler denklemin tam çözümleridir. 

 

1.1.1.4. Örnek ( ) xxxf coshε−=  denkleminin 0=x  civarında bir kökünü bulmak 

için 00 =x  başlangıç çözümü ile başlanarak  (1.1.19.b) denkleminden sadece bir 

iterasyonla  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) 20

0

02

0

0

0

2

222

0

0

0

0

0

0
01

ε
ε +=









′′

′′
−

′
−=









′′

′′
−

′
−=

f

f

f

f

f

f

xf

xf

xf

xf

xf

xf
xx  

çözümü bulunur. 20.0=ε  olduğunda, denklemin tam çözümü, 5050.01 =x  iken  ikinci 

dereceden yaklaşık çözümü 49129.01 =x ’dur. 

Yukarıda, cebirsel denklemleri çözmek için homotopi pertürbasyon metodu kullanılarak 

oluşturulan yeni iteratif  metodun yakınsaklığı analiz edilerek  metodun en az üçüncü 

dereceden yakınsak olduğu kanıtlanmıştır [48]: 
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(1.1.1) denkleminin çözümü için oluşturulan iteratif metot, aşağıdaki algoritmalardan 

birisi kullanılarak verilebilir. 

 

1.1.1.1. Algoritma Verilen bir 0ξ  için oluşturulan iteratif  yöntemle   

( )
( )n

n

nn
f

f

ξ

ξ
ξξ

′
−=+1 .                                                                                                  (1.1.22) 

yaklaşık çözümü hesaplanır. 

1.1.1.2. Algoritma Verilen bir 0ξ  için oluşturulan iteratif  yöntemle  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2

1
2 









′′

′′
−

′
−=+

n

n

n

n

n

n

nn
f

f

f

f

f

f

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ
ξξ                                                                   (1.1.23) 

yaklaşık çözümü hesaplanır. 

1.1.1.3. Algoritma Verilen bir 0ξ  için oluşturulan iteratif  yöntemle  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

322

1
62

1

2 








′











′

′′′
−









′

′′
−









′′

′′
−

′
−=+

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

nn
f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ
ξξ      (1.1.24) 

yaklaşık çözümü hesaplanır.  

Aşağıda 1.1.1.2.Algoritmanın yakınsaklığı incelenecektir. 

1.1.1.6. Tanım re nn −= ξ , .n  derecede kesme hatası olmak üzere  

c
e

e
k

n

n

n
=

+

∞→

1lim ,                                                                                                           (1.1.25) 

olacak biçimde bir 1≥k  sayısı ve bir 0≠c  sabiti varsa k ’ye metodun yakınsaklık 

derecesi denir. 

1.1.1.TEOREM: ( ) 0=xf  nonlineer bir denklem ve f  yeterince diferansiyellenebilir  

bir  fonksiyon ise (1.1.23) denklemi ile tanımlanan iteratif metot için yakınsaklık 

derecesi en az üçtür. 

Kanıt: r , f ’nin bir kökü olsun. f  yeterince diferansiyellenebildiğinden , r  civarında   

( )nf ξ , ( )nf ξ′  ve ( )nf ξ′′   fonksiyonları seriye açılarak 
( ) ( )

( )rf

rf

n
c

n

n ′
=

!

1
,  ,...3,2,1=n  ve 

re nn −= ξ  olmak üzere ; 

( ) ( )[ ]...5
5

4
4

3
3

2
2 +++++′= nnnnnn ececececerff ξ , 
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( ) ( )[ ]...654321 5
6

4
5

3
4

2
32 ++++++′=′

nnnnnn ecececececrff ξ , 

( ) ( )[ ]...4230201262 5
7

4
6

3
5

2
432 ++++++′=′′

nnnnnnn ececececececrff ξ ,                   

                                                                                                                                 (1.1.26) 

denklemleri elde edilir. (1.1.26)’dan  

( )
( ) 









++++

++++
=

′
−−

...4321

...432
3

4
2

32

3
5

2
4322

nnn

nnn

n

n

n

n
ececec

ecececc
e

f

f
r

ξ

ξ
ξ , 

 

( )
( )

( )
( )

2

2 








′′

′′
−

n

n

n

n

f

f

f

f

ξ

ξ

ξ

ξ
=

( )
( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )


























+++++

+++++++

++++++

+++++

++

...8241212

46834621

...2222624120

221212

462

2
33

2323
2
24

22
23

3
23

2
232

3
3242

2
233525

22
232324

2
232

2

n

nn

n

n

n

n

ecccccc

ecccceccc

ecccccccccc

ecccccc

eccc

e
                                                                                               

 

                                                                                                                                 (1.1.27)                                                                         

...4321

...432
3

4
2

32

3
5

2
432

++++

++++
=

nnn

nnn

ececec

ecececc
A   

ve  

( )
( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
( )



























+++++

++++++

++++++

+++++

++

=

...8241212

4894621

...2222624120

221212

462

2

1

33
2323

2
24

22
2

3
23

2
232

3
3242

2
233525

22
232324

2
232

n

nn

n

n

n

ecccccc

eccceccc

ecccccccccc

ecccccc

eccc

B  

olmak üzere 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )BAe
f

f

f

f

f

f
r n

n

n

n

n

n

n

n −=








′′

′′
−

′
−− 2

2

2 ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ
ξ  
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( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )( )...4683421...3212

...2161261332428
22

23
3
23

2
22

2
32

3
23243

2
232

2
23

3
23

++++++++++

+++−+++−−
=

nnnn

n

n
ecccceccecec

eccccccccccc
e .   (1.1.28) 

Yukarıdaki terimlerin hepsi birleştirilerek  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

22332
2
23

3
23

1

!2

1
2

!3

1

!2

1
424lim 









′
−

′
−









′
=−−=

+

∞→ rf

rf

rf

rf

rf

rf
ccc

e

e

n

n

n
,              (1.1.29) 

elde edilen (1.1.29) denklemi, 1.1.1.2.Algoritmanın yakınsaklık derecesi en az üç olan 

bir metot olduğunu gösterir. 

Görüldüğü gibi, bu metot klasik Newton – Raphson iteratif kök bulma  metodunu 

modifikasyonları ile birlikte sistematik olarak vermektedir. 

Homotopi pertürbasyon metodunun kullanıldığı en geniş alan diferansiyel 

denklemlerdir. Metot, çözümü zor veya uzun olan bir nonlineer veya lineer problemi 

çözümü kolay olan lineer denklem sistemine indirger. Bu çalışmada homotopi 

pertürbasyon metodu diferansiyel denklemlere aşağıdaki gibi uygulanmıştır.  

Homotopi pertürbasyon metodu, çeşitli lineer ve lineer olmayan denklemlerin 

çözümü için alışılmamış ve etkin bir metottur. Genel nonlineer bir denklem üzerinde 

metodun diferansiyel denklemlere uygulanışı gösterilsin. A  genel bir diferansiyel 

operatör, B  bir sınır operatörü,  f(r)  bilinen analitik bir fonksiyon, Γ , Ω  bölgesinin 

sınırı olmak üzere; 

()( fuA − r)=0,    r Ω∈                                                                                           (1.1.30) 

nonlineer denkleminin sınır koşulları; 

0),( =
∂

∂
n

uuB ,       r Γ∈                                                                                       (1.1.31) 

olsun. A   operatörü, L  bir lineer ve N  bir nonlineer operatör olmak üzere; NL     ve  

gibi iki parçaya ayrılarak (1.1.30)  denklemi aşağıdaki biçimde yeniden yazılır; 

−+ )()( uNuL (f r ) = 0                                                                                         (1.1.32) 

Homotopi tekniğiyle, [ ] I
R
I
R
I
R
I
R

→×Ω 1,0:v bir dönüşüm, ]1,0[∈p  bir gömme parametresi, 

0u   (1.1.30) denkleminin sınır koşullarını sağlayan başlangıç yaklaşımı olmak üzere; 

(1.1.33.a) veya (1.1.33.b) denklemlerini sağlayan bir 0)),,(( =ppv rrrrH  homotopisi 

aşağıdaki gibi oluşturulur. 

[ ] [ ] [ ]    0,1p      fvApuLvLpppv ,,0)()()()()1()),,(( 0 ∈=−+−−= rrrrrrrrH           (1.1.33.a) 

veya 
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[ ] 0)()()()()()),,(( 00 =−++−= rrrrrrrr fvNpupLuLvLppvH                               (1.1.33.b) 

Homotopilerinden 

( ) 0)()()0,0,( 0 =−= uLvLv rrrrH                                                                                (1.1.34)  

ve 

0)=−= rrrrrrrr ()()1),1,(( fvAvH                                                                                  (1.1.35) 

denklemleri elde edilir. 

0=p  olduğunda  (1.1.32) denklemi, lineer denklem olurken, 1=p  iken lineer olmayan 

orjinal denkleme dönüşür. p  parametresinin 0=p ’dan 1=p ’e değişimi, )( pv ,rrrr  

çözüm serisinin,   u )(0 rrrr başlangıç yaklaşımından, denklemin çözümü olan )rrrr(u ’ye 

değişimini verir. Bu bir deformasyondur.Bu durumda 0)()( 0 =− uLvL  ve 

0)=− rrrr()( fvA  denklemlerine de “homotopiktirler “denir. Burada görüldüğü gibi, 

homotopi pertürbasyon metodunun amacı, çözümü zor bir problemin, çözümü basit olan 

bir probleme sürekli bir deformasyonunu elde etmektir. Eğer p  ( 10 ≤≤ p ) gömme 

parametresi  “küçük  parametre” olarak düşünülürse, pertürbasyon tekniğiyle, (1.1.30)  

denkleminin çözümü p ’nin kuvvet serisi olarak yazılabilir; 

...2
2

10 +++= vppvvv                                                                                           (1.1.36) 

1→p  iken   denklemin yaklaşık çözümü  

 ...lim 2101 +++== → vvvvu p                                                                               (1.1.37) 

olarak bulunur. Buradan da görüldüğü gibi, (1.1.30) denkleminin çözümü olan )rrrr(u  ve 

başlangıç yaklaşımı   u )(0 rrrr  homotopiktirler.  Bu yüzden uygun bir başlangıç yaklaşımı 

ve uygun homotopi seçmek, problemin çözümü için önemlidir. Homotopinin uygun 

seçilmemesi durumunda çözümün yakınsaklığının garanti edilememesi,  başlangıç 

yaklaşımının uygun olarak seçilmemesi durumunda istenilen çözüme ulaşılmaması, 

çözümü bulmak için sonsuz iterasyon gerekmesi, alınan çoğu örnekte yakınsaklığın 

sağlanmasına rağmen genel bir yakınsaklık kriteri verilmemiş olması bu metodun 

dezavantajlarından bazılarıdır. Metodun en büyük avantajı ise metodun klasik 

pertürbasyon tekniklerinin kısıtlamalarını ortadan kaldırıp, birçok alanda nonlineer tipte 

probleme uygulanması ve istenilen çözümlerin elde edilmesidir. Metodun yakınsaması 

homotopi yolunun doğru seçimine bağlıdır. 
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1.2. Değişken Katsayılı Isı -Tipi ve Dalga-Tipi Denklemlerin Çözümü için He’nin 

Homotopi Pertürbasyon Metodu 

 

 

 

 Literatürde,  fiziksel problemler için büyük ilgi gören ısı-tipi ve dalga-tipi  

modeller üzerine çalışmalar vardır [49-55]. Bu fiziksel problemler, deprem şiddeti [49], 

bir çok bükümlü, iki katlı süper iletken yassı  telde bağlaşımlı akımlar [50],  topraktaki 

homojen olmayan elastik dalgalar [51], vb. fenomenleri tanımlarlar. Diğer taraftan  

Navier-Stokes denklemleri, bazı özel durumlarda çeşitli ısı-tipi denklemlere 

dönüştürülebilirler. Bu da bu tip problemlerin fiziksel bilimlerde önemini ortaya koyar. 

Literatürde olmasına rağmen çözümlerin analizi yapılamadığı için seri tabanlı 

çözümlere ihtiyaç duyulduğu açıktır. Seri çözüm elde eden bu tip tekniklerden biri de 

Adomian ayrışım metodudur (ADM) . Örneğin  Wazwaz ve Gorguis [53] değişken 

katsayılı ısı -tipi ve dalga-tipi denklemlerin çözümü için Adomian ayrışım metodunu 

uygulamışlardır. Momani [54] aynı  metodu değişken katsayılı zaman kesirsel ısı -tipi 

ve dalga-tipi denklemlere uygulamıştır. Shou ve He [55]  farklı ısı-tipi ve dalga-tipi 

denklemleri çözmek için varyasyonel iterasyon metodunu kullanmışlar ve bu metot ile  

Adomian polinomlarının karmaşık hesabında ortaya çıkan hataları ortadan 

kaldırmışlardır. Bu yöntemlerin her birinin olumlu ve olumsuz yönleri vardır. 

 Çalışmamızda, ısı-tipi ve dalga-tipi denklemlere, He’nin homotopi pertürbasyon 

metodu uygulanarak metodun kolaylığı ve doğruluğu gösterildi. Bu metot, son 

zamanlarda fizik ve mühendislikte kullanılan çeşitli problemler için başarıyla 

kullanılmıştır. 
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1.2.1. Denklemin çözümü için  homotopi pertürbasyon metodu 

 

 

 

A  genel bir diferansiyel operatör, B  bir sınır operatörü,  f(r)  bilinen bir analitik 

fonksiyon, Γ , Ω  bölgesinin sınırı olmak üzere, aşağıdaki nonlineer diferansiyel 

denklem göz önüne alınsın; 

 

()( fuA − r)=0,    r Ω∈                                                                                             (1.2.1) 

Sınır koşulları; 

 

0),( =
∂

∂
n

uuB ,       r Γ∈                                                                                         (1.2.2) 

  A   operatörü, L   lineer ve  N   nonlineer operatör olmak üzere; NL     ve  gibi iki 

parçaya ayrılabilir . (1.2.1)  denklemi aşağıdaki biçimde yeniden yazılabilir ; 

 

−+ )()( uNuL (f r ) = 0    .                      .                                                               (1.2.3) 

Homotopi tekniğini kullanarak, [ ] RRRR→×Ω 1,0:v   olmak üzere;  ]1,0[∈p ’ nin bir 

gömme parametresi,  0u ’ın (1.2.1) denkleminin sınır koşullarını sağlayan  başlangıç 

yaklaşımı olduğu, (1.2.4.a) veya (1.2.4.b) denklemlerini sağlayan bir 0)),,(( =ppv rrrrH  

homotopisi oluşturulur. 

[ ] [ ] [ ]    0,1p      fvApuLvLpppv ,,0)()()()()1()),,(( 0 ∈=−+−−= rrrrrrrrH             (1.2.4.a) 

veya 

[ ] 0)()()()()()),,(( 00 =−++−= rrrrrrrr fvNpupLuLvLppvH                                 (1.2.4.b) 

 (1.2.4.a) veya (1.2.4.b) denklemlerinden 

( ) 0)()()0,0,( 0 =−= uLvLv rrrrH                                                                                  (1.2.5)  

ve 

0)=−= rrrrrrrr ()()1),1,(( fvAvH                                                                                    (1.2.6) 

denklemleri elde edilir. 

p  parametresinin, 0=p ’dan 1=p ’e değişimi, )( pv ,rrrr  çözüm serisinin, 

  u )(0 rrrr başlangıç yaklaşımından, denklemin çözümü olan )rrrr(u ’ye değişimini verir. 
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Buna topolojide deformasyon denir. Ayrıca 0)()( 0 =− uLvL  ve 0)=− rrrr()( fvA  

denklemlerine de “homotopiktirler “denir. Eğer p ; ( 10 ≤≤ p ) gömme (embedding) 

parametresi  “küçük  parametre” olarak düşünülürse, klasik pertürbasyon tekniği 

uygulanarak, (1.2.4)  denkleminin çözümü p ’nin kuvvet serisi olarak yazılabilir; 

...2
2

10 +++= vppvvv                                                                                             (1.2.7) 

p  parametresi 1’e yakınsarken (1.2.1) denkleminin yaklaşık çözümü ; 

...lim 2101 +++== → vvvvu p                                                                                  (1.2.8) 

olarak bulunur. 

He’nin homotopi pertürbasyon metodunun başlıca avantajlarından biri, pertürbasyon 

denkleminin topolojideki homotopi kavramını kullanarak, serbestçe birçok farklı şekilde 

oluşturulabilmesidir. Bu çalışmada homotopi pertürbasyon metodu, değişken katsayılı 

ısı-tipi ve dalga-tipi modellere uygulanmıştır. 
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1.2.2. Isı-tipi modeller 

 

 

 

Yerkabuğunda, dipteki doygun-akışkan gözenekli ortamda akışkan geçişini 

gösteren termo-gözenekli-elastik denklemler  ve termo-gözenekli-elastisite teorisi, her 

zaman ısı-tipi denklemlerle ifade edilebilir. Homotopi pertürbasyon metodunu 

kullanarak çözümü göstermek için aşağıdaki örnekler göz önüne alınmıştır. 

1.2.2.1.Örnek  

Sınır koşulları: 

( ) ,0,0 =tu ( ) ,,1 t
etu =                                                                                                (1.2.9) 

Başlangıç koşulu: 

( ) .0, 2
xxu =                                                                                                              (1.2.10) 

olan  

,0,10,
2

1 2 ><<= txuxu xxt                                                                                (1.2.11) 

bir-boyutlu başlangıç ve  sınır değer problemi homotopi pertürbasyon metodu ile 

aşağıdaki gibi çözülür.  

He’nin homotopi pertürbasyon metoduna göre,  aşağıdaki homotopi oluşturulur: 

0
2

1
),( 0

2

2
20 =




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



∂

∂
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∂
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∂
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pvH                                                          (1.2.12) 

Çözüm serisi  

.....3
3

2
2

10 ++++= vpvppvvv                                                                              (1.2.13) 

biçimindedir. (1.2.10) başlangıç koşulu göz önüne alınarak ( ) 2
0 , xtxu =  seçilip, 0u  ve  

(1.2.13) denklemi, (1.2.12) denkleminde  yerine konup  p ’nin aynı kuvvetlerinin 

katsayıları eşitlenerek, aşağıdaki diferansiyel denklem sistemi elde edilir. 
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          ( ) 2
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. 

. 

. 

Sistem çözülerek  

 

( ) 2
0 , xtxv = , 

( ) txtxv 2
1 , = , 

( )
!2

,
22

2

tx
txv = , 

( )
!3

,
32
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txv = ,                                                                                                        (1.2.15)                                                                         

( )
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,
42
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tx
txv = , 

. 

. 
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!

,
2

n

tx
txv

n

n = , 

. 

. 

. 

çözümleri elde edilir. 
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p  parametresi 1’e yakınsarken (1.2.11) denkleminin  çözümü ; 

...lim 2101 +++== → vvvvu p                                                                                (1.2.16) 

olmak üzere 

.......
!

......
!4!3!2

),(
2423222

22 +++++++=
n

txtxtxtx
txxtxu

n

                                   (1.2.17) 

bulunur. Bulunan bu seri çözümün kapalı formu 

=),( txu
tex 2                                                                                                           (1.2.18) 

incelenen problemin tam çözümünü verir. 

1.2.2.2.Örnek  

Neumann sınır koşulları: 

( ) ,0,,0 =tyu x  ( ) ,sinh2,,1 ttyu x =   

( ) ,0,0, =txu y   ( ) ,cosh2,1, ttxu y =                                                            (1.2.19) 

ve başlangıç koşulu: 

( ) .0,, 2yyxu =                                                                                                          (1.2.20) 

olan 

( ) ,0,1,0,
2

1 22 ><<+= tyxuxuyu yyxxt                                                                (1.2.21) 

iki-boyutlu ısı-tipi modeli, homotopi pertürbasyon metodu ile aşağıdaki gibi çözülür.  
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Homotopisi oluşturulup (1.2.20) başlangıç koşulu göz önüne alınıp  ( ) 2
0 ,, ytyxu =  

seçilerek, 0u  ve  (1.2.13) denklemi,  (1.2.22) denkleminde  yerine konup  p ’nin aynı 

kuvvetlerinin katsayıları eşitlenerek, aşağıdaki diferansiyel denklem sistemi elde edilir. 

 

:0p ,000 =
∂

∂
−

∂

∂

t

u

t

v
                                 ( ) 2

0 0,, yyxv = , 

:1p ,
2

1 0
2
0

2
2

2
0

2
21










∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂

t

u

y

v
x

x

v
y

t

v
                           ( ) 00,,1 =yxv , 



 23 
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Sistem çözülerek  

( ) 2
0 ,, ytyxv = , 

( ) txtyxv 2
1 ,, = , 

( )
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tyxv = ,                                                                                                    (1.2.24) 
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( )
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. 

çözümleri elde edilir. 

(1.2.13) denkleminde p  parametresi 1’e yakınsarken (1.2.21) denkleminin  çözümü  

 ...lim 2101 +++== → vvvvu p  

olmak üzere 

( ) ...........
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   (1.2.25)          

elde edilir. 

Bulunan çözüm serisi kapalı formda yazılırsa 

( ) txtytyxu sinhcosh,, 22 +=                                                                                (1.2.26) 

problemin tam çözümünü verir. 

1.2.2.3.Örnek   

Neumann sınır koşulları: 

( ) ,0,,,0 =tzyu   ( ) ( ),1,,,1 44 −= tezytzyu   

( ) ,0,,0, =tzxu   ( ) ( ),1,,1, 44 −= tezxtzxu                                          (1.2.27) 

( ) ,0,0,, =tyxu   ( ) ( ),1,1,, 44 −= teyxtyxu  
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Başlangıç koşulu: 

( ) .00,,, =zyxu                                                                                               (1.2.28) 

olan ( ) ,0,1,,0,
36

1 222444 ><<+++= tzyxuzuyuxzyxu zzyyxxt                               

(1.2.29) 

üç-boyutlu, homojen olmayan başlangıç ve sınır değer problemi homotopi pertürbasyon 

metodu kullanılarak çözülür. Burada homotopi  
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      (1.2.30) 

biçiminde alınırsa (1.2.28) başlangıç koşulu göz önüne alınıp ( ) tzyxtzyxu 444
0 ,,, =  

seçilerek, 0u  ve  (1.2.13) denklemi, (1.2.30) denkleminde yerine konup p ’nin aynı 

kuvvetlerinin katsayıları eşitlenerek, aşağıdaki diferansiyel denklem sistemi elde edilir. 
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Sistem çözülerek  

( ) tzyxtzyxv 444
0 ,,, = , 

( )
!2

,,,
2444

1

tzyx
tzyxv = , 

( )
!3

,,,
3444

2

tzyx
tzyxv = , 

( )
!4

,,,
4444

3

tzyx
tzyxv = ,                                                                                         (1.2.32) 

. 

. 

( )
( )!1

,,,
1444

+
=

+

n

tzyx
tzyxv

n

n , 

. 

. 

. 

çözümleri elde edilir. 

(1.2.13) denkleminde, p  parametresi 1’e yakınsarken, (1.2.29) denkleminin  çözümü  

...lim 2101 +++== → vvvvu p  

olmak üzere 

( )
( )
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......
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,,,
1444444434442444

444 +
+

+++++=
+

n

tzyxtzyxtzyxtzyx
tzyxtzyxu

n

 

                  
( ) 
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





+
+++++=

+

.
!1

......
!4!3!2

1432
444

n

tttt
tzyx

n

      

                                                                                                                                 (1.2.33) 

bulunur. Bu seri çözümün kapalı formu 

( ) ( )1,,, 444 −= tezyxtzyxu                                                                                      (1.2.34) 

problemin tam çözümünü verir. 
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1.2.3. Dalga tipi modeller 

 

 

 

Aşağıdaki dalga tipi denklemlerde de homotopi pertürbasyon metodu kullanılarak  

çözümler elde edilmiştir. 

1.2.2.4.Örnek    

Neumann sınır koşulları: 

( ) ,0,0 =tu  ( ) ,sinh1,1 ttu +=                                                                              (1.2.35) 

Başlangıç koşulları: 

( ) ,0, xxu =  ( ) .0, 2
xxu t =                                                                                     (1.2.36) 

olan  

,0,10,
2

1 2 ><<= txuxu xxtt                                                                                (1.2.37) 

bir-boyutlu başlangıç ve sınır değer probleminde  
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v
pvH                                               (1.2.38) 

homotopisi kullanılarak (1.2.36) başlangıç koşulları göz önüne alınıp  ( ) xtxtxu += 2
0 ,   

seçilerek, 0u  ve  (1.2.13) denklemi,  (1.2.38) denkleminde  yerine konup  p ’nin aynı 

kuvvetlerinin katsayıları eşitlenerek, aşağıdaki diferansiyel denklem sistemi elde edilir. 
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. 
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v
x
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v nn
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∂
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∂

∂ −                               ( ) 00, =xvn , ( ) 00, =xv
tn    ( =n 2,3,4,….) 

. 

. 

. 

. 
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. 

(1.2.39) 

Sistem çözülerek  

( ) xtxtxv += 2
0 , , 

( )
!3

,
32

1

tx
txv = , 

( )
!5

,
52

2

tx
txv = , 

( )
!7

,
72

3

tx
txv = ,                                                                                                      (1.2.40) 

. 

. 

. 

( )
( )!12

,
122

+
=

+

n

tx
txv

n

n , 

. 

. 

. 

çözümleri elde edilir. 

(1.2.13) denkleminde, p  parametresi 1’e yakınsarken, (1.2.37) denkleminin  çözümü  

...lim 2101 +++== → vvvvu p  

olmak üzere; 
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( )
( )
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122725232

2 +
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tttt
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                                         (1.2.41) 

bulunur. Seri çözümün kapalı formu 

( ) txxtxu sinh, 2+=                                                                                                (1.2.42) 

problemin tam çözümüdür. 

1.2.2.5.Örnek   

Neumann sınır koşulları: 

( ) ,0,,0 =tyu x  ( ) ,cosh4,,1 ttyu x =  

( ) ,0,0, =txu y  ( ) ,sinh4,1, ttxu y =                                                                           (1.2.43) 

Başlangıç koşulları: 

( ) ,0,, 4xyxu =  ( ) .0,, 4
yyxut =                                                                     (1.2.44) 

olan  

( ) ,0,1,0,
12

1 22 ><<+= tyxuyuxu yyxxtt                                                             (1.2.45) 

iki boyutlu başlangıç ve sınır değer probleminde aşağıdaki homotopi oluşturularak 
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(1.2.44) başlangıç koşulları göz önüne alınıp  ( ) 44
0 ,, xtytyxu +=  seçilerek, 0u  ve 

(1.2.13) denklemi (1.2.46) denkleminde  yerine konup  p ’nin aynı kuvvetlerinin 

katsayıları eşitlenerek, aşağıdaki diferansiyel denklem sistemi elde edilir. 
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  (1.2.47) 

 

Sistem çözülerek 

( ) 44
0 ,, xtytyxv += , 

( )
!3!2

,,
3424

1

tytx
tyxv += , 
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( )
!5!4

,,
5444

2

tytx
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tytx
tyxv += ,                                                                                        (1.2.48) 

. 
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12424

+
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+

n
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tx
tyxv
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n ,    

 

. 

. 

çözümleri elde edilir. 

(1.2.13) denkleminde, p  parametresi 1’e yakınsarken, (1.2.45) denkleminin  çözümü  

...lim 2101 +++== → vvvvu p  

olmak üzere 
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bulunur. Seri çözümün kapalı formu 

),( txu = tytx sinhcosh 44 +                                                                                    (1.2.50) 

incelenen problemin tam çözümüdür 

1.2.2.6.Örnek  

Sınır koşulları: 

( ) ( ) ( )2 20, , , 1 1 ,t t
u y z t y e z e

−= − + −   

( ) ( )( ) ( )2 21, , , 1 1 1 ,t t
u y z t y e z e

−= + − + −   

( ) ( ) ( )2 2, 0, , 1 1 ,t t
u x z t x e z e

−= − + −   
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( ) ( )( ) ( )2 2,1, , 1 1 1 ,t t
u x z t x e z e

−= + − + −                                                            

( ) ( )( )2 2, , 0, 1 ,t
u x y t x y e= + −   

( ) ( )( ) ( )2 2, ,1, 1 1 ,t t
u x y t x y e e

−= + − + −                                                           (1.2.51) 

Başlangıç koşulu: 

( ) ( ) 2 2 2, , ,0 0, , , ,0tu x y z u x y z x y z= = + −                                                            (1.2.52) 

olan 

( ) ( )2 2 2 2 2 21
, 0 , , 1, 0,

2tt xx yy zz
u x y z x u y u z u x y z t= + + + + + < < >                         (1.2.53) 

 üç-boyutlu başlangıç ve sınır değer probleminde  
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(1.2.54)      

homotopisi oluşturularak  (1.2.52) başlangıç koşulu göz önüne alınıp 

( ) ( )2 2 2
0 , , ,u x y z t x y z t= + −  seçilerek, 0u  ve  (1.2.13) denklemi (1.2.54) denkleminde  

yerine konup  p ’nin aynı kuvvetlerinin katsayıları eşitlenerek, aşağıdaki diferansiyel 

denklem sistemi elde edilir. 
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(1.2.55) 

Sistem çözülerek 
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çözümleri bulunur. 
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(1.2.13) denkleminde, p  parametresi 1’e yakınsarken, (1.2.53) denkleminin  çözümü  

 ...lim 2101 +++== → vvvvu p  

olmak üzere 

( ) ( )
( )

( )
( )

2 3 4 1
2 2

2 3 4 5 1
2

, , , ....... .......
2! 3! 4! 1 !

....... 1 ......
2! 3! 4! 5! 1 !

n

n
n

t t t t
u x y z t x y t

n

t t t t t
z t

n

+

+

 
= + + + + + + + +  + 

 
− + − + − + + − +  + 

                           (1.2.57) 

elde edilir. Seri çözümün kapalı formu 

( ), , ,u x y z t = ( )( ) ( )2 2 21 1t t
x y e z e

−+ − + −                                                              (1.2.58) 

problemin tam çözümünü verir. 

Görüldüğü gibi, örneklerin hepsinde, uygun homotopi  ve uygun başlangıç 

yaklaşımları seçildiğinden tam çözümler elde edilmiştir. Yukarıdaki örneklerde bulunan 

çözümlerin yakınsaklık analizi, 1.2.4 alt bölümünde verilecektir. 

 

 

 

 

 

1.2.4. Homotopi pertürbasyon metodunun değişken katsayılı ısı-tipi ve dalga-tipi 

denklemler için yakınsaklığı 

 

 

 

J.Biazar ve H.Ghazvini’nin makalesinde [59], yazarlar tarafından verilen aşağıdaki 

teoreme göre, değişken katsayılı ısı-tipi ve dalga-tipi denklemlere, homotopi 

pertürbasyon metodu uygulanarak bulunan çözümün yakınsaklık analizi yapılmıştır. 

1.2.4.1.Teorem: X  ve Y  Banach uzayları, YXN →:   

( ) ( ) .10,~~;~, <<−≤−∈∀ γγ vvvNvNXvv  

sağlayan bir kesin daraltan dönüşüm olsun. Bu durumda Banach sabit nokta teoremine 

göre ( ) uuN =  olacak biçimde bir u  sabit noktası vardır. 



 35 

 Homotopi pertürbasyon metodu ile elde edilen ( ),1−= nn VNV  ,...3,2,1,
1

0
1 ==∑

−

=
− nuV

n

i

in  

serisi ve ( ) { }ruuXuuBr <−∈= ∗∗  açık yuvarı ile ( )uBuvV r∈== 000  olduğu göz 

önüne alınırsa  

i) uvuV
n

n −≤− 0γ , 

ii) ( )uBV rn ∈ , 

iii) .lim uVn
n

=
∞→

 

sağlanır. 

 

Kanıt: 

 i) n  üzerinden tümevarım yapılırsa, 1=n  için 

( ) ( ) .001 uvuNVNuV −≤−=− γ
 

sağlanır.
 

Tümevarım hipotezine göre  uvuV
n

n −≤− −
− 0

1
1 γ  olduğundan 

( ) ( ) .00
1

11 uvuvuVuNVNuV
nn

nnn −=−≤−≤−=− −
−− γγγγ  

bulunur. 

ii) (i)’yi kullanarak  

( )uBVrruvuV rn

nn

n ∈⇒<≤−≤− γγ 0 . 

elde edilir. 

iii)  (ii)’den ve 0lim =
∞→

n

n
γ  olduğundan 0lim =−

∞→

uVn
n

 ve uVn
n

=
∞→

lim  bulunur. 
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1.2.5. Isı-tipi modellerde yakınsaklık 

 

 

 

1.2.4.1.Teoremden yararlanılarak 1.2.2.1-1.2.2.6. örneklerde seçilen homotopilerin 

çözümlerin yakınsaklığı için uygun homotopiler olduğu gösterilecektir. Çözümlerin 

yakınsaklığını gösterirken uygun kesin daraltan bir N dönüşümünün var olduğunu 

göstermek yeterlidir. 

 

1.2.2.1.Örnek için   

Sınır koşulları: 

( ) ,0,0 =tu ( ) ,,1 t
etu =                                                                                               

Başlangıç koşulu: 

 ( ) .0, 2
xxu =   

olan  

,10,10,
2

1 2 ≤≤<<= txuxu xxt                                                                      

bir-boyutlu başlangıç ve  sınır değer problemi için çözümün yakınsaklığı incelenecektir. 

Bulunan diferansiyel denklem sisteminden  

( ) 2
0 , xtxv = , 

( ) txtxv
2

1 , = , 

( )
!2

,
22

2

tx
txv = , 

( )
!3

,
32

3

tx
txv = ,                                                                                                         

( )
!4

,
42

4

tx
txv = , 

. 

. 
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( )
!

,
2

n

tx
txv

n

n = , 

. 

. 

. 

çözümleri elde edilmiştir. 

Elde edilen seri çözümün yakınsaklığı incelenerek de denklemin tam çözümü  

( ) t
extxu

2, =  olarak bulunur. 

   000 uvV ==   ∑
=

=
n

j

jn vV
0

olsun. 1.2.4.1.Teoremine göre,  homotopi pertürbasyon 

metodunun yakınsaklığı için yeterli şart ( ),1−= nn VNV  sağlayan N ’nin kesin daraltan 

dönüşüm olmasıdır. Buradan  

tt
exexxuv −=−=− 1222

0  

elde edilir. 

tt
etxextxxuvvuV −+=−+=−+=− 12222

101 , 

          ≤ 2
x

t
e−1

t
e

t

−
+

1
1  

bulunur. 

Her [ ]1,0∈t  için 14180232930.0
1

1 <=≤
−

+ γ
t

e

t
 olduğundan, 

uvexuV
t −=−≤− 0

2
1 1 γγ  

elde edilir. 

tt
e

t
txex

t
xtxxuvvvuV −++=−++=−++=−

!2
1

!2

2
22

2
222

2102  

≤ t
etx −+12

t
et

t

−+
+

1
!21

2

 

bulunur. 
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Her [ ]1,0∈t  için 
t

et

t

−+
+

1
!21

2

≤ 0.3038944040 <γ  olduğu kullanılarak 

 

uV −2 ≤ 2γ uv −0  

elde edilir. 

t

t

e
tt

tx

ex
t

x
t

xtxxuvvvvuV

−+++=

−+++=−+++=−

!3!2
1

!3!2

32
2

2
3

2
2

222
32103

 

                                                   ≤ t
e

t
tx −++

!2
1

2
2

t
e

t
t

t

−++

+

!2
1

!31
2

3

 

bulunarak 

Her [ ]1,0∈t  için 
t

e
t

t

t

−++

+

!2
1

!31
2

3

≤ 0.2364611007 < γ  olduğu kullanılarak  

 

uV −3 ≤ 3γ uv −0   

elde edilir. Benzer biçimde devam edilerek  

uVn − ≤ nγ uv −0 . 

elde edilir.  

Buradan 
∞→n

lim uVn − ≤
∞→n

lim nγ uv −0 =0 bulunur. 

( ) =txu ,
∞→n

lim ∑
=

n

j

jv
0

= t
ex

2   denklemin tam çözümüdür. 
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1.2.2.2.Örnek için   

Neumann sınır koşulları: 

( ) ,0,,0 =tyu x  ( ) ,sinh2,,1 ttyu x =   

( ) ,0,0, =txu y   ( ) ,cosh2,1, ttxu y =                                                             

Başlangıç koşulu: 

( ) .0,, 2
yyxu =    

olan  

( ) ,20,1,0,
2

1 22 ≤≤<<+= tyxuxuyu yyxxt      

iki-boyutlu ısı-tipi model için çözümün yakınsaklığı incelenecektir. 

Diferansiyel denklem sisteminden elde edilen çözümler 

( ) 2
0 ,, ytyxv = , 

( ) txtyxv
2

1 ,, = , 

( )
!2

,,
22

2

ty
tyxv = , 

( )
!3

,,
32

3

tx
tyxv = ,                                                                                                     

( )
!4

,,
42

4

ty
tyxv = , 

( )
!5

,,
52

5

tx
tyxv = , 

( )
!6

,,
62

6

ty
tyxv = , 

. 

( )
( )!2

,,
22

2
n

ty
tyxv

n

n = , 

( )
( )!12

,,
122

12
+

=
+

+
n

tx
tyxv

n

n , 

. 

. 

biçimindedir. 
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Elde edilen seri çözümün yakınsaklığı incelenerek de denklemin tam çözümü  

( ) txtytyxu sinhcosh,, 22 +=  olarak  bulunur: 

 ( )tyxu ,,  tam çözümü, tyu cosh2
1 =  ve txu sinh2

2 =  ve 21 uuu += , nV  seri çözümü 

de ∑
=

=
n

j

jn vV
0

22 , ∑
=

++ =
n

j

jn vV
0

1212 olmak üzere; 122 ++= nnn VVV  biçiminde yazılırak 

1.2.4.1.Teoreme göre 1( )n nV N V −= ,    000 uvV ==   için  

tytyyuv cosh1cosh 222
10 −=−=−  

bulunur. 

t

t

ty

t
t

yty
ty

yuvvuV

cosh1
!21cosh1

cosh
!2

1cosh
!2

2

2

2
22

22
2

12012

−
+−≤

−+=−+=−+=−

 

elde edilir. 

Her  [ ]2,0∈t   için  12759383390.0
cosh1

!21 1

2

<=≤
−

+ γ
t

t

 olduğu kullanılarak 

10112 uvuV −≤− γ  

bulunur. 

t
t

t

t
t

y

t
tt

y

ty
tyty

yuvvvuV

cosh
!2

1

!41cosh
!2

1

cosh
!4!2

1

cosh
!4!2

2

4

2
2

42
2

2
4222

2
142014

−+

+−+≤

−++=

−++=−++=−

 

elde edilir. 
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Her [ ]2,0∈t   için  12

4

1253339866.0

cosh
!2

1

!41 γ<≤

−+

+

t
t

t

 

olduğu kullanılarak 

10
2

114 uvuV −≤− γ  

bulunur.

t
tt

t

t
tt

y

t
ttt

y

ty
tytyty

yuvvvvuV

cosh
!4!2

1

!61cosh
!4!2

1

cosh
!6!4!2

1

cosh
!6!4!2

42

6

42
2

642
2

2
624222

2
1642016

−++

+−++≤

−+++=

−+++=−+++=−

 

elde edilir. 

Her [ ]2,0∈t   için  142

6

0695090853.0

cosh
!4!2

1

!61 γ<≤

−++

+

t
tt

t

 olduğundan 

10
3
116 uvuV −≤− γ  

bulunur. 

Benzer biçimde devam edilerek 

10112 uvuV
n

n −≤− γ   elde edilir. 

ttxtxtxuv sinhsinh 222
21 −=−=−   

bulunur. 

tt

t

ttx

t
t

txtx
tx

txuvvuV

sinh
!31sinh

sinh
!3

sinh
!3

3

2

3
22

32
2

23121

−
+−≤

−+=−+=−+=−

 

elde edilir. 
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Her [ ]2,0∈t   için  11804254830.0
sinh

!31 2

3

<=≤
−

+ γ
tt

t

 olduğu kullanılarak 

21221 uvuV −≤− γ  

bulunur. 

t
t

t

t

t
t

tx

t
tt

tx

tx
txtx

txuvvvuV

sinh
!3

!51sinh
!3

sinh
!5!3

sinh
!5!3

3

5

3
2

53
2

2
5232

2
253123

−+

+−+≤

−++=

−++=−++=−

 

elde edilir. 

Her [ ]2,0∈t   için 23

5

0915091335.0

sinh
!3

!51 γ<≤

−+

+

t
t

t

t

 olduğundan  

2
223 γ≤− uV 21 uv −   

elde edilir. 

t
tt

t

t

t
tt

tx

t
ttt

tx

tx
txtxtx

txuvvvvuV

sinh
!5!3

!71sinh
!5!3

sinh
!7!5!3

sinh
!7!5!3

53

7

53
2

753
2

2
725232

2
2753125

−++

+−++≤

−+++=

−+++=−+++=−

 

bulunur. 

Her [ ]2,0∈t   için 253

7

0544884725.0

sinh
!5!3

!71 γ<≤

−++

+

t
tt

t

t

 olduğu kullanılarak 
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3
225 γ≤− uV 21 uv −  

elde edilir. Benzer biçimde devam edilerek 

212112 uvuV
n

n −≤−+ γ  bulunur. 

Buradan; 
∞→n

lim uVn − =
∞→n

lim ( )21122 )( uuVV nn +−+ + ≤
∞→n

lim +− 12 uV n
∞→n

lim 212 uV n −+  

   101lim uvn

n
−≤

∞→
γ +

∞→n
lim 212 uvn −γ  

                                    =0 

bulunur. 

( ) =tyxu ,,
∞→n

lim ∑
=

n

j

jv
0

= txty sinhcosh 22 +   problemin  tam çözümüdür. 

1.2.2.3.Örnek için 

 Sınır koşulları: 

( ) ( ) ( )2 20, , , 1 1 ,t t
u y z t y e z e

−= − + −   

( ) ( )( ) ( )2 21, , , 1 1 1 ,t t
u y z t y e z e

−= + − + −   

( ) ( ) ( )2 2,0, , 1 1 ,t t
u x z t x e z e

−= − + −   

( ) ( )( ) ( )2 2,1, , 1 1 1 ,t t
u x z t x e z e

−= + − + −                                                             

( ) ( )( )2 2, ,0, 1 ,t
u x y t x y e= + −   

( ) ( )( ) ( )2 2, ,1, 1 1 ,t t
u x y t x y e e

−= + − + −   

Başlangıç koşulu: 

( ) ( ) 2 2 2, , ,0 0, , , ,0tu x y z u x y z x y z= = + −    

olan 

( ) ( )
2

1
0,1,,0,

2

1 222222 ≤≤<<+++++= tzyxuzuyuxzyxu zzyyxxtt  

üç-boyutlu başlangıç ve sınır değer problemi için çözümün yakınsaklığı incelenecektir. 

Diferansiyel denklem sisteminden  

 ( ) tzyxtzyxv 444
0 ,,, = , 

( )
!2

,,,
2444

1

tzyx
tzyxv = , 
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( )
!3

,,,
3444

2

tzyx
tzyxv = , 

( )
!4

,,,
4444

3

tzyx
tzyxv = ,                                                                                          

. 

. 

( )
( )!1

,,,
1444

+
=

+

n

tzyx
tzyxv

n

n , 

. 

. 

çözümleri elde edilmiştir. 

Elde edilen seri çözümün yakınsaklığı incelenerek de denklemin tam çözümü 

( ) ( )1,,, 444 −= tezyxtzyxu  bulunur. 

1( )n nV N V −=     000 uvV ==   ∑
=

=
n

j

jn vV
0

olsun.   

1.2.4.1. Teorem kullanılarak  

( ) 11 444444444
0 +−=−−=− tt

etzyxezyxtzyxuv  

elde edilir. 

( )

t

t

e
t

tzyx

ezyx
tzyx

tzyxuvvuV

−++=

−−+=−+=−

!2
1

1
!2

2
444

444
2444

444
101

, 

               ≤ 1444 +− t
etzyx

1
!21

2

+−
+

tet

t

 

bulunur. 

Her 





∈

2

1
,0t  için 11595015349.0

1
!21

2

<=≤
+−

+ γ
tet

t

 olduğundan, 
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uvuV −≤− 01 γ  

bulunur. 

( )

t

t

e
tt

tzyx

ezyx
tzyxtzyx

tzyxuvvvuV

−+++=

−−++=−++=−

!3!2
1

1
!3!2

32
444

444
34442444

444
2102

 

        ≤ t
e

t
tzyx −++

!2
1

2
444

te
t

t

t

−++

+

!2
1

!31
2

3

 

elde edilir. 

Her 





∈

2

1
,0t  için 

te
t

t

t

−++

+

!2
1

!31
2

3

≤ 0.121744643 <γ  olduğu kullanılarak  

uV −2 ≤ 2γ uv −0  

bulunur. 

( )

t

t

e
ttt

tzyx

ezyx
tzyxtzyxtzyx

tzyx

uvvvvuV

−++++=

−−+++=

−+++=−

!4!3!2
1

1
!4!3!2

432
444

444
444434442444

444

32103

 

  ≤ t
e

tt
tzyx −+++

!3!2
1

32
444

te
tt

t

t

−+++

+

!3!2
1

!41
32

4

 

elde edilir. 

Her 





∈

2

1
,0t  için 

te
tt

t

t

−+++

+

!3!2
1

!41
32

4

≤ 0.0982608814 < γ  olduğu kullanılarak  
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uV −3 ≤ 3γ uv −0  

bulunur. Benzer biçimde devam edilerek 

uVn − ≤ nγ uv −0  elde edilir. 

Buradan; 
∞→n

lim uVn − ≤
∞→n

lim nγ uv −0 =0 bulunur. 

( ) =tzyxu ,,,
∞→n

lim ∑
=

n

j

jv
0

= ( )1444 −tezyx   tam çözümdür. 

 

 

 

 

 

1.2.6. Dalga-tipi modellerde yakınsaklık 

 

 

 

1.2.2.4.Örnek için  

Neumann sınır koşulları: 

( ) ,0,0 =tu  ( ) ,sinh1,1 ttu +=                                                                               

Başlangıç koşulları: 

( ) ,0, xxu =  ( ) .0, 2
xxut =          

olan 

,10,10,
2

1 2 ≤≤<<= txuxu xxtt                           

bir-boyutlu başlangıç ve sınır değer problemi için çözümün yakınsaklığı incelenecektir. 

Diferansiyel denklem sisteminden  

( ) xtxtxv += 2
0 , , 

( )
!3

,
32

1

tx
txv = , 

( )
!5

,
52

2

tx
txv = , 
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( )
!7

,
72

3

tx
txv = ,                                                                                                       

. 

. 

( )
( )!12

,
122

+
=

+

n

tx
txv

n

n , 

. 

. 

çözümleri bulunmuştur. 

Elde edilen seri çözümün yakınsaklığı incelenerek de denklemin tam çözümü olan 

( ) txxtxu sinh, 2+=  bulunur. 

1( )n nV N V −=     000 uvV ==   ∑
=

=
n

j

jn vV
0

olsun.  

1.2.4.1. Teoreme göre 

ttxtxtxuv sinhsinh 222
0 −=−=−  

bulunur. 

t
t

txtx
tx

txuvvuV sinh
!3

sinh
!3

3
22

32
2

101 −+=−+=−+=− ,  

          ≤ ttx sinh2 −
tt

t

sinh
!31

3

−
+  

elde edilir. 

Her [ ]1,0∈t  için 10487127233.0
sinh

!31 

3

<==
−

+≤ γ
tt

t

 olduğundan, 

uvuV −≤− 01 γ  

bulunur. 
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t
tt

txtx
txtx

txuvvvuV sinh
!5!3

sinh
!5!3

53
22

5232
2

2102 −++=−++=−++=−
 

           ≤  t
t

tx sinh
!3

3
2 −+

t
t

t

t

sinh
!3

!51
3

5

−+

+  

elde edilir. 

Her [ ]1,0∈t  için 

t
t

t

t

sinh
!3

!51
3

5

−+

+ ≤ 0.0235740850 <γ  olduğu görülerek 

 

uV −2 ≤ 2γ uv −0  

bulunur. 

t
ttt

tx

tx
txtxtx

txuvvvvuV

sinh
!7!5!3

sinh
!7!5!3

753
2

2
725232

2
32103

−+++=

−+++=−+++=−

 

                                       ≤ t
tt

tx sinh
!5!3

53
2 −++

t
tt

t

t

sinh
!5!3

!71
53

7

−++

+  

elde edilir. 

Her [ ]1,0∈t  için 

t
tt

t

t

sinh
!5!3

!71
53

7

−++

+ ≤ 0.0138239788 < γ  olduğu kullanılarak 

uV −3 ≤ 3γ uv −0  bulunur. Benzer biçimde devam edilerek 

uVn − ≤ nγ uv −0  elde edilir. 

Buradan 
∞→n

lim uVn − ≤
∞→n

lim nγ uv −0 =0 bulunur. 

( ) =txu ,
∞→n

lim ∑
=

n

j

jv
0

= txx sinh2+  denklemin   tam çözümüdür. 
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1.2.2.5.Örnek için 

Neumann sınır koşulları: 

( ) ,0,,0 =tyu x  ( ) ,cosh4,,1 ttyu x =  

( ) ,0,0, =txu y  ( ) ,sinh4,1, ttxu y =                                                                            

Başlangıç koşulları: 

( ) ,0,, 4
xyxu =  ( ) .0,, 4

yyxut =     

olan 

( )
3

1
0,1,0,

12

1 22 ≤≤<<+= tyxuyuxu yyxxtt  

iki boyutlu başlangıç ve sınır değer problemi için çözümün yakınsaklığı incelenecektir. 

 

Diferansiyel denklem sisteminden  

( ) 44
0 ,, xtytyxv += , 

( )
!3!2

,,
3424

1

tytx
tyxv += , 

( )
!5!4

,,
5444

2

tytx
tyxv += , 

( )
!7!6

,,
7464

3

tytx
tyxv += ,                                                                                         

. 

. 

( )
( ) ( )!12!2

,,
12424

+
+=

+

n

ty

n

tx
tyxv

nn

n ,    

. 

. 

çözümleri bulunmuştur. 
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Elde edilen seri çözümün yakınsaklığı incelenerek de  denklemin tam çözümü olan 

),( txu = tytx sinhcosh 44 +   bulunur. ),( txu tam çözümü,  

txu cosh4
1 = , tyu sinh4

2 =  ve 21 uuu += , 
( )!2

24
1

j

tx
v

j

j = ,
( )!12

124
2

+
=

+

j

ty
v

j

j ve  21
jjj vvv +=  

olmak üzere, ∑
=

=
n

j

jn vV
0

11 , ∑
=

=
n

j

jn vV
0

22 ,  ∑∑∑
===

=+=+=
n

j

j

n

j

j

n

j

jnnn vvvVVV
00

2

0

121  biçiminde 

yazılarak 1.2.4.1. Teoreme göre 1( )n nV N V −= ,    000 uvV ==   için  

txtxxuv cosh1cosh 444
1

1
0 −=−=−  

elde edilir. 

t

t

tx

t
t

xtx
t

xxuvvuV

cosh1
!21cosh1

cosh
!2

1cosh
!2

2

4

2
44

2
44

1
1
1

1
01

1
1

−
+−≤

−+=−+=−+=−

  

bulunur. 

Her 





∈

3

1
,0t   için  10092080477.0

cosh1
!21 1

2

<=≤
−

+ γ
t

t

 

olduğu kullanılarak 

1
1
011

1
1 uvuV −≤− γ  

bulunur. 

t
t

t

t
t

x

t
tt

x

tx
tt

xxuvvvuV

cosh
!2

1

!41cosh
!2

1

cosh
!4!2

1

cosh
!4!2

2

4

2
4

42
4

4
42

44
1

1
2

1
1

1
01

1
2

−+

+−+≤

−++=

−++=−++=−

  

elde edilir. 
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Her 





∈

3

1
,0t   için      12

4

0036968107.0

cosh
!2

1

!41 γ<≤

−+

+

t
t

t

 olduğundan  

1
1
0

2
11

1
2 uvuV −≤− γ  

bulunur. 

t
tt

t

t
tt

x

t
ttt

x

tx
txtxtx

xuvvvvuV

cosh
!4!2

1

!61cosh
!4!2

1

cosh
!6!4!2

1

cosh
!6!4!2

42

6

42
4

642
4

4
644424

4
1

1
3

1
2

1
1

1
01

1
3

−++

+−++≤

−+++=

−+++=−+++=−

 

elde edilir. 

Her 





∈

3

1
,0t   için 142

6

0019919445.0

cosh
!4!2

1

!61 γ<≤

−++

+

t
tt

t

 olduğu kullanılarak 

1
1
0

3
11

1
3 uvuV −≤− γ  

bulunur. Benzer biçimde devam edilerek  

1
1
011

1
uvuV

n

n −≤− γ  elde edilir. 

 

ttytytyuv sinhsinh 444
2

2
0 −=−=−  

bulunur. 

tt

t

tty

t
t

tyty
ty

tyuvvuV

sinh
!31sinh

sinh
!3

sinh
!3

3

4

3
44

34
4

2
2
1

2
02

2
1

−
+−≤

−+=−+=−+=−

 

elde edilir. 
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Her 





∈

3

1
,0t   için 10055394161.0

sinh
!31 2

3

<=≤
−

+ γ
tt

t

 

olduğu kullanılarak  

2
2
022

2
1 uvuV −≤− γ  

bulunur. 

t
t

t

t

t
t

ty

t
tt

ty

ty
tyty

tyuvvvuV
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!3

!51sinh
!3

sinh
!5!3

sinh
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3

5

3
4
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4

4
5434

4
2

2
2

2
1

2
02

2
2

−+

+−+≤

−++=

−++=−++=−

 

elde edilir. 

Her 





∈

3

1
,0t   için 23

5

0026421050.0

sinh
!3

!51 γ<≤

−+

+

t
t

t

t

 

olduğundan 

2
22

2
2 γ≤− uV 2

2
0 uv −  

bulunur. 

t
tt

t

t

t
tt

ty

t
ttt

ty

ty
tytyty

tyuvvvvuV

sinh
!5!3

!71sinh
!5!3

sinh
!7!5!3

sinh
!7!5!3

53

7

53
4

753
4

4
745434

4
2

2
3

2
2

2
1

2
02

2
3

−++

+−++≤

−+++=

−+++=−+++=−

 

elde edilir. 
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Her 





∈

3

1
,0t   için 253

7

0008404769.0

sinh
!5!3

!71 γ<≤

−++

+

t
tt

t

t

 

olduğu kullanılarak 

3
22

2
3 γ≤− uV 2

2
0 uv −  bulunur. Benzer biçimde devam edilerek 

2
2
022

2
uvuV

n

n −≤− γ  elde edilir. 

Buradan 
∞→n

lim uVn − =
∞→n

lim ( )21
21

uuVV nn +−+ ≤
∞→n

lim +− 1
1

uVn
∞→n

lim 2
2

uVn −  

            1
1
01lim uv

n

n
−≤

∞→
γ +

∞→n
lim 2

2
02 uv

n −γ  

                                                                               =0 

bulunur. 

( ) =tyxu ,,
∞→n

lim ∑
=

n

j

jv
0

= tytx sinhcosh 44 +   problemin  tam çözümüdür. 

1.2.2.6.Örnek için 

 Sınır koşulları: 

( ) ( ) ( )2 20, , , 1 1 ,t t
u y z t y e z e

−= − + −   

( ) ( )( ) ( )2 21, , , 1 1 1 ,t t
u y z t y e z e

−= + − + −   

( ) ( ) ( )2 2, 0, , 1 1 ,t t
u x z t x e z e

−= − + −   

( ) ( )( ) ( )2 2,1, , 1 1 1 ,t t
u x z t x e z e

−= + − + −   

( ) ( )( )2 2, , 0, 1 ,t
u x y t x y e= + −   

( ) ( )( ) ( )2 2, ,1, 1 1 ,t t
u x y t x y e e

−= + − + −   

Başlangıç koşulu: 

( ) ( ) 2 2 2, , ,0 0, , , ,0tu x y z u x y z x y z= = + −    

olan 

( ) ( )
4

1
0,1,,0,

2

1 222222 ≤≤<<+++++= tzyxuzuyuxzyxu zzyyxxtt  

üç-boyutlu başlangıç ve sınır değer problemi için çözümün yakınsaklığı incelenecektir.   
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Diferansiyel denklem sisteminden  

( ) ( ) ,,,, 222
0 tzyxtzyxv −+=  

( ) ( ) ( ) ,
!3!2

  ,,,
3

222
2

222
1

t
zyx

t
zyxtzyxv −++++=  

( ) ( ) ( ) ,
!5!4

  ,,,
5

222
4

222
2

t
zyx

t
zyxtzyxv −++++=  

( ) ( ) ( ) ,
!7!6

  ,,,
7

222
6

222
3

t
zyx

t
zyxtzyxv −++++=                                                . 

. 

. 

( ) ( )
( )

( )
( )

,
!12!2

  ,,,
12

222
2

222

+
−++++=

+

n

t
zyx

n

t
zyxtzyxv

nn

n   (n=1,2,3...) 

. 

. 

çözümleri bulunmuştur. 

Elde edilen seri çözümün yakınsaklığı incelenerek de denklemin tam çözümü 

( ), , ,u x y z t = ( )( ) ( )2 2 21 1t t
x y e z e

−+ − + − bulunur. ( ), , ,u x y z t  tam çözümü, 

( )( )122
1 −+= t

eyxu , ( )12
2 −= −t

ezu  ve 21 uuu += ; ( )tyxv
221

0 += , tzv
22

0 −=  ve 

( )
( ) ( ) 










+
++=

+

!12!2

122
221

j

t

j

t
yxv

jj

j ,
( ) ( ) 










+
−=

+

!12!2

122
22

j

t

j

t
zv

jj

j  (j=1,2,3,…) olmak üzere; 

21
jjj vvv += , ∑

=

=
n

j

jn vV
0

11 , ∑
=

=
n

j

jn vV
0

22  ve  ∑∑∑
===

=+=+=
n

j

j

n

j

j

n

j

jnnn vvvVVV
00

2

0

121  

biçiminde yazılırsa 1.2.4.1.Teoreme göre 1( )n nV N V −= ,  000 uvV ==   için  

( ) ( )( ) ( ) 11 222222
1

1
0 +−+=−+−+=− tt

etyxeyxtyxuv  

bulunur. 
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( ) ( ) ( )( )1
!3!2

22
32

2222
1

1
1

1
01

1
1 −+−








++++=−+=− t

eyx
tt

yxtyxuvvuV  

                                        = ( ) 1
!3!2

32
22 +−+++ t

e
tt

tyx     

                                        ( ) 122 +−+≤ t
etyx

1
!3!21

32

+−

+
+

t
et

tt

 

elde edilir. 

Her 





∈

4

1
,0t  için 10050930118.0

1
!3!21 1

32

<=≤
+−

+
+ γ

t
et

tt

 olduğundan, 

1
1
011

1
1 uvuV −≤− γ  

bulunur. 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) 1
!5!4!3!2

1
!5!4!3!2

5432
22

22
54

22
32

2222

1
1
2

1
1

1
01

1
2

+−+++++=

−+−







+++








++++=

−++=−

t

t

e
tttt

tyx

eyx
tt

yx
tt

yxtyx

uvvvuV

     

               ( ) 1
!3!2

32
22 +−+++≤ t

e
tt

tyx  

1
'3!2

!5!41
32

54

+−++

+
+

t
e

tt
t

tt

          

elde edilir.       

Her   





∈

4

1
,0t  için  132

54

0020529198.0

1
'3!2

!5!41 γ<≤

+−++

+
+

t
e

tt
t

tt

        

olduğu kullanılarak   

1
1
2 uV −  ≤

2
1γ 1

1
0 uv −  

elde edilir. 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( ) 1
!7!6!5!4!3!2

1
!7!6

!5!4!3!2

765432
22

22
76

22

54
22

32
2222

1
1
3

1
2

1
1

1
01

1
3

+−+++++++=

−+−







+++









+++








++++

=

−+++=−

t

t

e
tttttt

tyx

eyx
tt

yx

tt
yx

tt
yxtyx

uvvvvuV

         

≤ ( ) 1
!5!4!3!2

5432
22 +−+++++ t

e
tttt

tyx  

1
!5!4'3!2

!7!61
5432

76

+−++++

+
+

t
e

tttt
t

tt

 

bulunur. 

Her 





∈

4

1
,0t  için 15432

76

0022887744.0

1
!5!4'3!2

!7!61 γ<≤

+−++++

+
+

t
e

tttt
t

tt

 

olduğu kullanılarak 

1
1

3 uV −  ≤
3

1γ 1
1
0 uv −  elde edilir. Benzer biçimde devam edilerek 

1
1

uVn − ≤
n

1γ 1
1
0 uv −  

bulunur. 

( ) 11 222
1

2
0 −+=−−−=− −− tt

etzeztzuv  

elde edilir. 

( ) ( ) ( )( )1
!3!2

22
32

2222
1

1
1

1
01

1
1 −+−








++++=−+=− t

eyx
tt

yxtyxuvvuV  

                                        = ( ) 1
!3!2

32
22 +−+++ t

e
tt

tyx     

                                        ( ) 122 +−+≤ t
etyx

1
!3!21

32

+−

+
+

t
et

tt

 

elde edilir. 
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Her 





∈

4

1
,0t  için 10050930118.0

1
!3!21 1

32

<=≤
+−

+
+ γ

t
et

tt

 olduğundan, 

1
1
011

1
1 uvuV −≤− γ  

bulunur. 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) 1
!5!4!3!2

1
!5!4!3!2

5432
22

22
54

22
32

2222

1
1
2

1
1

1
01

1
2
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−+−



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


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






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t

t

e
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tyx

eyx
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yxtyx

uvvvuV

     

               ( ) 1
!3!2

32
22 +−+++≤ t

e
tt

tyx  

1
'3!2

!5!41
32

54

+−++

+
+

t
e

tt
t

tt

   

elde edilir.           

Her  





∈

4

1
,0t  için  132

54

0020529198.0

1
'3!2

!5!41 γ<≤

+−++

+
+

t
e

tt
t

tt

              

olduğu kullanılarak   

1
1
2 uV −  ≤

2
1γ 1

1
0 uv −  

bulunur. 
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 ≤ ( ) 1
!5!4!3!2

5432
22 +−+++++ t

e
tttt

tyx  

1
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!7!61
5432

76

+−++++

+
+
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e

tttt
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tt

 

elde edilir. 

Her 





∈

4

1
,0t  için 15432

76

0022887744.0

1
!5!4'3!2

!7!61 γ<≤

+−++++

+
+

t
e

tttt
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olduğu kullanılarak 

1
1

3 uV −  ≤
3

1γ 1
1
0 uv −  

bulunur. Benzer biçimde devam edilerek 

1
1

uVn − ≤
n

1γ 1
1
0 uv −  elde edilir. 

( ) 11 222
2

2
0 +−−=−−−=− −− tt

etzeztzuv  

bulunur. 
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1
!3!211
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+−−
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
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e
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ztzuvvuV

  

elde edilir. 

Her 


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
∈

4

1
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1
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−
+

−
γ

t
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olduğu kullanılarak  

2
2
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2
1 uvuV −≤− γ  

elde edilir. 
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( )

1
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!5!411
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1
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1
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2

5432
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2
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2
2

2
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2
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2
2
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−
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−−







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
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−
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−

t
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e
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t
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e
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tttt

tz

ez
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z
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ztzuvvvuV

bulunur. 
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



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4

1
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1
!3!2

!5!41 γ<≤
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−
+

−t
e
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 olduğundan  

2
2
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2
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2 uvuV −≤− γ  

elde edilir. 
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2
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−
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
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


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
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
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bulunur. 

Her 


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
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4

1
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1
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−
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−t
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tttt
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olduğu kullanılarak  

2
2
0

3
22

2
3 uvuV −≤− γ  

elde edilir.Benzer biçimde devam edilerek 

2
2
022

2
uvuV

n

n −≤− γ . 

bulunur. 
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Buradan, 
∞→n

lim uVn − =
∞→n

lim ( )21
21

uuVV nn +−+ ≤
∞→n

lim 1
1

uVn − +
∞→n

lim 2
2

uVn −  

                                  ≤
∞→n

lim n

1γ 1
1
0 uv − +

∞→n
lim n

2γ 2
2
0 uv − =0 bulunur. 

( ) =tzyxu ,,,
∞→n

lim ∑
=

n

j

jv
0

= ( )( ) ( )2 2 21 1t t
x y e z e

−+ − + −   tam çözümdür. 

 

Bu bölümde, He’nin homotopi pertürbasyon metodu [1] incelenerek bu metotla 

değişken katsayılı ısı-tipi ve dalga-tipi denklemlerin tam çözümleri bulunmuş ve çözüm 

serilerinin yakınsaklığı gösterilmiştir. 

Ayrıca, Biazar vd. [44] tarafından elde edilen parabolik tipte bir başlangıç değer 

problemi olan  Fokker-Planck denkleminin homotopi pertürbasyon metodu ile çözümü, 

metotların analizinde kullanılmak üzere detaylı bir şekilde verilmiştir. 
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1.3. Fokker-Planck Denkleminin Homotopi Pertürbasyon Metodu ile 

Çözümü 

 

 

 

Fokker-Planck denklemi, doğa bilimlerinin katı-hal fiziği, kuantum optiği, 

kimyasal fizik, teorik biyoloji ve akım teorisini içeren birçok farklı alanında kullanılır. 

Fokker-Planck denklemi [56], ilk olarak parçacıkların Browniyen hareketini 

tanımlamak için kullanılmıştır. Eğer küçük bir parçacığın kütlesi m , bir akışkana 

batırılırsa, v ; küçük bir parçacığın parçacıkların Browniyen hareketi için hızı,  t ; 

zaman, γ ; fraksiyon sabiti,  K ; Boltzmann sabiti ve T ; akışkanın sıcaklığı olmak 

üzere; dağılım fonksiyonu için hareket denklemi, 

( )
2

2

v

W

m

KT

v

vW

t

W

∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂
γγ ,                                                                                   (1.3.1) 

ile verilir.(1.3.1), Fokker-Planck denklemlerinin en basit tiplerinden biridir.  

x  değişkeni için genel Fokker-Planck denklemi aşağıdaki biçimdedir : 

( ) ( ) ,
2

2

uxB
x

xA
xt

u









∂

∂
+

∂

∂
−=

∂

∂
                                                                                 (1.3.2) 

( )txu ,  bilinmeyen bir fonksiyon olmak üzere; 

başlangıç koşulu: 

( ) ( ) ,,0, IRxxfxu ∈=                                                                                         (1.3.3) 

ile verilir. 

(1.3.2)’deki ( ) 0>xB ’e difüzyon katsayısı ve ( )xA ’e sürüklenme katsayısı denir. 

Sürüklenme ve difüzyon katsayıları zamana bağlı da olabilirler. Yani; 

( ) ( ) .,,
2

2

utxB
x

txA
xt

u









∂

∂
+

∂

∂
−=

∂

∂
                                                                            (1.3.4) 

(1.3.1) denklemi, Fokker-Planck denkleminin, sürüklenme katsayısının lineer, difüzyon 

katsayısının sabit olduğu bir özel halidir. (1.3.2) denklemi, ( )txu ,  dağılım fonksiyonu 

için  bir hareket denklemidir. Matematiksel olarak,  bu denklem parabolik tipte ikinci 

mertebeden lineer bir denklemdir. Literatürde, (1.3.2) denklemine  forward Kolmogorov 
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denklemi denir. Benzer kısmi diferansiyel denklem olan backward Kolmogorov 

denklemi aşağıdaki biçimdedir:  
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(1.3.2) denkleminin  N  değişkene ( Nxx ,...,1 ) genelleştirilmesi ( )Nxx ,...x 1= olmak 

üzere: 
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                                                             (1.3.6)   

başlangıç koşulu: 

( ) ( ) ,IRx,x0,x N∈= fu                                                                    (1.3.7)    

ile verilir. iA  ve jiB ,  genelde  N  değişkene ( Nxx ,...1 ) bağlıdırlar. 

 Fokker-Planck denkleminin analitik çözümleri bulunabilir. Genelde, özellikle 

değişkenlere ayrılamıyorsa veya değişkenlerin sayısı çoksa çözümleri elde etmek 

zordur. Çözüm için simulasyon metotları,  Fokker-Planck  denkleminin Schrödinger  

denklemine dönüştürülmesi, nümerik integrasyon metotları gibi farklı metotlar vardır.  

Fokker-Planck denkleminin daha genel bir hali vardır. Nonlineer Fokker-Planck 

denklemi, plazma fiziği, yüzey fiziği, popülasyon dinamiği, biyofizik, mühendislik, 

nonlineer hidrodinamik, polimer fiziği, lazer fiziği, psikoloji, pazarlama gibi birçok 

farklı alanda, önemli uygulamalara sahiptir [57]. Tek değişkenli nonlineer Fokker-

Planck denklemi aşağıdaki biçimde yazılır: 

( ) ( ) .,,,,
2

2

uutxB
x

utxA
xt

u









∂

∂
+

∂

∂
−=

∂

∂
                                                                     (1.3.8)      

N  değişken  Nxx ,...1  için ( )Nxx ,...x 1=  olmak üzere; 
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                                                (1.3.9)     

( ) ( )xut,x, ii AA =   ve ( ) ( )xut,x, ,, jiji BB =  iken (1.3.9) nonlineer Fokker-Planck 

denklemi, (1.3.6) lineer Fokker-Planck denklemine indirgenir.  

Bu alt bölümde farklı tipte, faklı değişkenler ve başlangıç koşulları ile verilen Fokker-

Planck ve Kolmogorov denklemlerine homotopi pertürbasyon metodu uygulanmıştır. 
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Metodun etkinliğini göstermek için bir ve iki boyutlu durumlarda, analitik çözümlere 

sahip farklı örnekler seçilmiştir. 

1.3.1.Örnek Fokker-Planck denklemi  (1.3.2)  göz önüne alınsın : 

( ) xxu =0, ,  IRx ∈ ,    ( ) ,1−=xA      ( ) .1=xB                                                        (1.3.10) 

Homotopi pertürbasyon metodunu kullanarak aşağıdaki homotopi oluşturulur: 
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(1.2.7) denklemi, (1.3.11) denkleminde yerine konup p ’nin kuvvetlerine göre 

katsayılar eşitlenerek: 
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denklem sistemi elde edilir. Başlangıç koşulunu sağlayan ( ) xtxu =,0  başlangıç 

yaklaşımı seçilerek, (1.3.12) denklem sisteminin  çözümleri; 

 

( ) xtxv =,0 , 

( ) ttxv =,1 , 

( ) 0,2 =txv , 

( ) 0,3 =txv , 
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( ) 0,4 =txv , 
. 
. 
.  

( ) 0, =txvn                  (n=2,3,….) 

 
. 
. 

                                                                                                                                            

(1.3.13) 

bulunur. 1→p  iken  (1.3.10) denkleminin tam çözümü, ( ) txtxu +=,  bulunur.  

1.3.2.Örnek : (1.3.4) denkleminde  

( ) ( ) ,,sinh IRxxxf ∈=                                                                                      (1.3.14) 

( ) ),coth()sinh()exp()cosh()coth()exp(, xxtxxttxA −+=                                                                                                                                                                                                                     

( ) ).cosh()exp(, xttxB =            

olmak üzere aşağıdaki homotopi oluşturulsun: 
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(1.2.7) denklemi, (1.3.15) denkleminde yerine konup p ’nin kuvvetlerine göre 

katsayılar eşitlenerek: 
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.                                                                                                                                  
 

denklem sistemi elde edilir. Başlangıç koşulunu sağlayan ( ) )sinh(,0 xtxu =  başlangıç 

yaklaşımı seçilerek, (1.3.16) denklem sisteminin  çözümleri; 
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(1.3.17) 
 
bulunur. Bu durumda  1→p  iken (1.3.14) denkleminin çözümü, 
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32

=
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
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++++++=  elde edilir. Bu da  denklemin 

tam çözümüdür. 

1.3.3.Örnek  Backward Kolmogorov denklemi (1.3.5) göz önüne alınsın. 

( ) 10, += xxu ,    IRx ∈ ,    ( ) ( ),1, +−= xtxA     ( ) ., 2 t
extxB =                                (1.3.18) 

Homotopi aşağıdaki gibi oluşturulsun: 
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(1.2.7) denklemi, (1.3.19) denkleminde yerine konup p  ‘nin kuvvetlerine göre 

katsayılar eşitlenerek: 

 
 
 



 66 

:0
p  ,000 =

∂

∂
−

∂

∂

t

u

t

v
                                            ( ) 10,0 += xxv , 

:1
p  ( ) ,0),(,

2
0

2
001 =

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

x

v
txB

x

v
txA

t

u

t

v
                                           ( ) 00,1 =xv , 

:2
p  ( ) ,0),(,

2
1

2
12 =

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

x

v
txB

x

v
txA

t

v
                                                 ( ) 00,2 =xv , 

:3
p  ( ) ,0),(,

2
2

2
23 =

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

x

v
txB

x

v
txA

t

v
                                     ( ) 00,3 =xv , 

:4
p  ( ) ,0),(,

2
3

2
34 =

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

x

v
txB

x

v
txA

t

v
                                       ( ) 00,4 =xv , 

 
. 
. 
. 

:j
p  ( ) ,0),(,

2

1
2

1
=

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂ −−

x

v
txB

x

v
txA

t

v jjj
   ( ,...3,2=j  )            ( ) 00, =xv j . 

. 

. 

.                                                                                                                                (1.3.20) 
denklem sistemi elde edilir. Başlangıç koşulunu sağlayan ( ) 1,0 += xtxu  başlangıç 

yaklaşımı  seçilerek, (1.3.20) denklem sisteminin  çözümleri; 
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bulunur.  
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Buradan, 1→p  iken (1.3.18) denkleminin çözümü, aynı zamanda denklemin tam 

çözümü olan ( ) ( ) ( ) t
n
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!
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32
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+++++++= ’ dir. 

1.3.4.Örnek Genelleştirilmiş lineer (1.3.6) denklemi göz önüne alınsın. 
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2212,2 , xxxB = .                                                        (1.3.22) 

Homotopi pertürbasyon metodu uygulanarak aşağıdaki homotopi  oluşturulsun.                                                                                                                                                                                      
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(1.2.7) denklemi, (1.3.23) denkleminde yerine konup p ’ nin kuvvetlerine göre 

katsayılar eşitlenerek: 
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denklem sistemi elde edilir. Başlangıç koşulunu sağlayan ( ) 1210 ,, xtxxu =  başlangıç 

yaklaşımı seçilerek, (1.3.24) denklem sisteminin  çözümleri; 
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bulunur. 1→p  iken (1.3.22) denkleminin çözümü, aynı zamanda denklemin tam 

çözümü olan ( ) t
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1.3.5.Örnek   (1.3.8)  nonlineer denklemi göz önüne alınsın: 
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3

4,,
x

x

u
utxA −=                                                                           (1.3.26)         

 ( ) .,, uutxB =   

Homotopi pertürbasyon metodu kullanılarak  
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homotopisi oluşturulsun. (1.2.7) denklemi, (1.3.27) denkleminde yerine konup p ’nin 

kuvvetlerine göre katsayılar eşitlenerek: 
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denklem sistemi elde edilir. Başlangıç koşulunu sağlayan ( ) 2
0 , xtxu =  başlangıç 

yaklaşımı seçilerek, (1.3.28) denklem sisteminin  çözümleri; 
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bulunur. 1→p  iken (1.3.26) denkleminin çözümü, aynı zamanda denklemin tam 
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Görüldüğü gibi, metot etkin, kullanımı kolay, güvenilir bir metottur. Metodun 

başlıca avantajı analitik yaklaşım vermesi, çoğu durumda hızlı yakınsak seri formunda 

tam çözüme götürmesidir. Fakat homotopi pertürbasyon metodu ile bulunan çözümün, 

bazı problemlerde, bütün çözüm bölgesi için yakınsak olmadığını gösteren örnekler de 

mevcuttur. Böyle bir örnek, [43] numaralı kaynakta ayrıntılı bir şekilde incelenmiştir. 

Ayrıca, homotopi pertürbasyon metodu ile elde edilen sınırlı sayıdaki terim 

kullanılarak, bulunan kısmi çözüm serisinin hangi kapalı fonksiyona yakınsadığını veya 

yakınsak bir seri oluşturup oluşturmadığını görmek de kolay değildir. 

Seçilen bütün örneklerdeki tam çözümler bilindiğinden, homotopi pertürbasyon 

metodu ile bulunan seri çözümlerin, tam çözümlere yakınsadığını göstermek kolay 

olmuştur. Fakat tam çözümü bilinmeyen problemlerde, elde edilen çözüm serisinin, tam 

çözüme yakınsamasını veren bir teori homotopi pertürbasyon metodunda yoktur. Belki 

yakınsama, homotopi yolunun doğru seçilebilmesi ile mümkündür, bu, ancak deneme 

ve yanılma ile kısmen sağlanabilir.  Homotopi pertürbasyon metodunun analizini tam 

olarak yapabilmek için benzer bir metot olan homotopi analiz metodu incelenip bu iki 

metot arasındaki farklılıklar sonuç bölümünde tartışmaya açılmıştır. 
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II.BÖLÜM 

 

2. HOMOTOPĐ ANALĐZ METODUNUN FOKKER-PLANCK DENKLEMĐNE 

UYGULANMASI 

 

2.1. Homotopi Analiz Metodu 

 

 

 Kuvvetli nonlineerliğe sahip nonlineer problemlerin analitik çözümlerini  elde 

etmek genelde zordur.Yarı analitik yöntemlerde, çözüm serilerinin yakınsaklık bölgesi 

çoğu zaman fiziksel parametrelere bağlıdır. Bu yarı analitik yaklaşımlar, nonlineerlik 

kuvvetli olduğunda, çoğu zaman başarısız sonuçlar verir. Pertürbasyon yaklaşımları ise 

sadece zayıf nonlineerliğe sahip problemler için geçerlidir. Bu tip problemlerin 

çözümleri için daha önceki tekniklerden farklı olarak, çözüm serilerinin yakınsaklık 

bölgesini ve hızını kontrol etme imkanı sağlayan “Homotopi Analiz Metodu (HAM)” 

Liao tarafından verilmiştir. Bu metot aynı zamanda, Adomian ayrışım metodu, 

Lyapunov küçük yapay parametre metodu, δ -açılım metodu gibi önceden verilmiş non-

pertürbatif metotların genel halidir [19]. Yani, önceki metotların genelleştirilmiş veya 

birleştirilmiş bir teorisi olarak düşünülebilir.  

Homotopi analiz metodu, farklı tipteki nonlineer denklemlerin seri çözümlerini elde 

etmek için kullanılan genel bir yarı analitik yaklaşımdır. Bu metot cebirsel 

denklemlerin, adi diferansiyel denklemlerin, integro-diferansiyel denklemlerin vb.  

çözümlerini bulmak için kullanılır.  Pertürbasyon metotlarının aksine, homotopi analiz 

metodu, küçük /büyük fiziksel parametrelerden bağımsızdır ve metodun uygulanması 

için problemin küçük /büyük fiziksel parametre içerip içermediği önemli değildir.  

Bütün pertürbasyon metotlarından ve klasik non-pertürbatif metotlardan farklı olarak, 

homotopi analiz metodu, çözüm serilerinin yakınsaklık bölgesini kontrol etme imkanı 

sağlar. Homotopi analiz metodu metodu, homotopi pertürbasyon metoduna benzer 

biçimde, topolojinin  temel kavramlarından biri olan  homotopiyi kullanır. Bu metotta 

da ele alınan denklemin başlangıç yaklaşımından tam çözüme götüren sürekli bir 

dönüşüm oluşturulur. Bu tip bir sürekli dönüşümü oluşturmak için bir yardımcı lineer 

operatör seçilir. Bulunan çözüm serisinin yakınsaklığını garantilemek için bir yardımcı 
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parametre kullanılır. Bu metot, başlangıç yaklaşımı ve yardımcı lineer operatörlerin 

seçiminde serbestlik sağlar. Homotopi analiz metodu yardımıyla zor bir nonlineer 

problem, daha basit sonsuz sayıda lineer alt probleme dönüştürülür. 

Örneğin homotopi pertürbasyon metodunu anlatırken incelenen nonlineer  cebirsel 

denklem göz önüne alınsın. 

( ) 0=xf . 

0x , x ’in bir başlangıç yaklaşımı ve [ ]1,0∈q  homotopi parametresi (topolojide gömme 

parametresi olarak adlandırılır.)  olmak üzere; 

[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )xqfxfxfqqxH +−−= 01; , 

homotopisi kurulsun. 0=q  ve 1=q  iken  

[ ] ( ) ( )00; xfxfxH −=  ve [ ] ( )xfxH =1; , 

elde edilir. q  parametresi 0’dan 1’e değiştikçe, [ ]qxH ;  homotopisi sürekli olarak 

( ) ( )0xfxf − ’dan ( )xf ’e değişir. Böyle bir sürekli değişim, topolojide deformasyon 

olarak adlandırılır. [ ] 0; =qxH  alınarak  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) 01 0 =+−− xqfxfxfq , 

cebirsel denklemlerin bir ailesi bulunur. Bu cebirsel denklemler ailesinin bir çözümü, 

homotopi parametresi q ’ya bağlıdır. Bu yüzden, denklemlerin ailesi  

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] 01 0 =+−− qqfxfqfq φφ .                                                                      (2.1.1) 

biçiminde tekrar yazılabilir. 0=q  iken 

( )[ ] ( ) 00 =− xfqf φ  ;    0=q ,   

bulunur. Bu denklemin çözümü; 

( ) 00
0 x

q
==

=
φφ ’ dır. 

1=q  iken 

( )[ ] 0=qf φ ;   1=q . 

denklemi başlangıçta alınan cebirsel denklem ( ) 0=xf  ile tam olarak aynıdır. Buradan 

( ) x
q

==
=

1
1

φφ  

elde edilir. Yani homotopi parametresi q , 0’dan 1’e değiştikçe, ( )qφ ’nun değeri, 

başlangıç yaklaşımı 0x ’dan ( ) 0=xf  denkleminin çözümü olan x ’e değişir (veya 
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deforme olur). (2.1.1) tipindeki denklemlerin ailesine sıfırıncı-derece deformasyon 

denklemi denir. Bu da homotopi pertürbasyon metodundaki homotopiye denktir. 

Homotopi pertürbasyon metodu, bu noktadan itibaren farklılıklar gösterir. Burada, 

( )qφ , homotopi parametresi q ’nun bir fonksiyonu olduğundan, pertürbasyon serisi 

yerine Taylor serisine açılarak ifade edilir. Böylece ( ) 00 x=φ  olmak üzere 

( ) k

k

k qxxq ∑
+∞

=

+=
1

0φ                                                                                                    (2.1.2) 

bulunur.  (2.1.2) serisinde kx , 

( ) ( )φ
φ

k

q

k

k

k D
q

q

k
x =

∂

∂
=

=0
!

1
                                                                                       (2.1.3) 

biçimindedir. 

(2.1.2) serisine homotopi-serisi, ( )φkD ’ ye ise k .mertebeden homotopi-türevi denir. 

Homotopi-serisi (2.1.2), 1=q ’de yakınsak ise ( ) x=1φ  eşitliği kullanılarak homotopi-

serisi çözümü 

∑
+∞

=

+=
1

0
k

kxxx                                                                                                            (2.1.4) 

elde edilir. 

Taylor serisinde katsayılar tek biçimde verildiğinden, (2.1.2) homotopi serisinin kx  

katsayıları da tektir. Bu yüzden kx ’lardan  oluşan  denklem de tektir ve  sıfırıncı-derece 

deformasyon denklemi (2.1.1)’den doğrudan elde edilebilir. Sıfırıncı-derece 

deformasyon denkleminin her iki tarafının, (2.1.3) ile tanımlanan 1.mertebeden 

homotopi-türevi alınarak  

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) 011 00 =−−=+−− xfqqfqqfxfqfq φφφ  

( ) ( )[ ] ( ) 00 =+′ xfqf
dq

qd
φ

φ
 

1.derece deformasyon denklemi  

( ) ( ) 0001 =+′ xfxfx     

elde edilir. 
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Bulunan bu denklemin çözümü: 

( )
( )0

0
1

xf

xf
x

′
−= ’ dır.       

(2.1.1) denkleminin her iki tarafının 2. mertebeden homotopi-türevi alınarak 

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) 011 00 =−−=+−− xfqqfqqfxfqfq φφφ  

 
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] 0

!2

1

!2

1
0

2

0
0

0

2

2

=′′













+′

=

=

=

=

q

q

q

q

qf
dq

qd
qf

dq

qd
φ

φ
φ

φ
     

2.derece deformasyon denklemi 

( ) ( ) 0
2

1
0

2
102 =′′+′ xfxxfx         

elde edilir. 

Bu denklemin çözümü: 

( )
( )

( ) ( )
( )[ ]3

0

00
2

0

0
2
1

2
22 xf

xfxf

xf

xfx
x

′

′′
−=

′

′′
−=  

bulunur. Bu yolla ,...3,2,1=k . dereceden kx ’lar  sırayla elde edilir. Oluşturulan bütün 

bu yüksek derece deformasyon denklemleri lineer ve çözülmesi kolay denklemlerdir. 

Birinci-derece homotopi-serisi yaklaşımı; 

( )
( )0

0
010

xf

xf
xxxx

′
−=+≈                                                                                           (2.1.5) 

ve ikinci-derece homotopi-serisi yaklaşımı homotopi pertürbasyon metodundaki gibi 

( )
( )

( ) ( )
( )[ ]3

0

00
2

0

0
0210

2 xf

xfxf

xf

xf
xxxxx

′

′′
−

′
−=++≈                                                         (2.1.6) 

olarak bulunur. (2.1.5)’in Newton iterasyon formülüyle aynı olduğu, (2.1.6)’nın da 

2.derece Newton iterasyon formülü olarak düşünülebileceği görülür. 

Yukarıdaki yaklaşım, hiçbir  fiziksel  parametreye bağlı değildir. Bir nonlineer 

problemin küçük/büyük fiziksel parametre içerip içermediği fark etmeksizin her zaman 

sıfır-derece deformasyon denklemi oluşturmak için [ ]1,0∈q  homotopi-parametresi 

verilebilir. (2.1.2)’deki homotopi serisi her zaman  1=q ’ de yakınsak olmayabilir. Bu 

yüzden, buna karşı gelen (2.1.4) homotopi çözüm serisi de ıraksak olabilir. Örneğin 1. 

derece Newton iterasyon formülü, çoğu zaman ıraksak sonuçlar verir. Bunun nedeni ise 

yukarıdaki yaklaşımın 1=q ’de yakınsak olduğu varsayımına dayanmasıdır. Fakat bu 
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yaklaşım, genelde kuvvetli nonlineerliğe sahip nonlineer problemler için sağlanmaz. 

Homotopi analiz metodunda, bu kısıtlamayı ortadan kaldırmak için Liao [19], bir 

sıfırıncı-derece deformasyon denklemini oluştururken, bir yardımcı 0≠h  parametresi 

vermiştir: 

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]qfqxfqfq φφ h=−− 01 .                                                                          (2.1.7) 

0≠h  olduğundan (2.1.7) denklemi, 1=q ’ de ( )1φ=x ’i sağlayan ( ) 0=xf  denklemine 

karşı gelir: 

( )[ ] 0=qf φh ;   1=q  

olur. Yüksek-derece deformasyon denklemi hariç diğer formüller, (2.1.2) ve (2.1.4)  ile 

aynıdır. 1.derece deformasyon denklemi: 

( ) ( ) 0001 =−′ xfxfx h  

olur. Bu denklemin çözümü: 

( )
( )0

0
1

xf

xf
x

′
= h ’dır. 

(2.1.7) denkleminin her iki tarafının 2. mertebeden homotopi-türevi alınarak 2.derece 

deformasyon denklemi: 

( ) ( ) ( ) ( ) 0
2

1
1 0

2
10102 =′′+′+−′ xfxxfxxfx h  

bulunur. Bu denklemin çözümü: 

( ) ( )
( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )[ ]3

0

00
22

0

0

0

02
1012

2

1

2

1
1

xf

xfxf

xf

xf

xf

xf
xxfxx

′

′′
−

′

+
=

′

′′
−′+=

hhh
h  

elde edilir. Buradan birinci-derece homotopi-serisi yaklaşımı: 

( )
( )0

0
010

xf

xf
xxxx

′
+=+≈ h                                                                                        (2.1.8) 

ve 2.derece homotopi-serisi yaklaşımı: 

( )
( )
( )

( ) ( )
( )[ ]3

0

00
2

2

0

0
0210

2
2

xf

xfxf

xf

xf
xxxxx

′

′′
−

′
++=++≈ hhh                                       (2.1.9) 

elde edilir. 

(2.1.5), (2.1.6) denklemleri, (2.1.8) ve (2.1.9) denklemlerinin, sırasıyla  1−=h  olduğu 

durumdaki özel halleridirler. (2.1.5) denkleminde, h  yardımcı parametresinin, nümerik 

hesaplamalarda sıkça kullanılan bir iterasyon çarpanı olduğu düşünülebilir. Uygun 
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seçilen bir iterasyon çarpanı, iterasyonun yakınsak olmasını sağlar. Bunun gibi, (2.1.2) 

homotopi-serisinin yakınsaklığı da h  yardımcı parametresinin değerine bağlıdır. h  

yardımcı parametresinin uygun bir değeri seçilerek, homotopi-seri çözümünün 

yakınsaklığı garanti edilebilir. Bu yüzden h , yakınsaklık-kontrol parametresi olarak 

adlandırılır. 

h  yakınsaklık parametresi kullanılmadığında, (2.1.2) homotopi-serisinin yakınsak 

olduğu varsayılmak zorundadır. h  yakınsaklık parametresinin kullanımıyla böyle bir 

varsayıma gerek yoktur. Yakınsak homotopi-seri çözümü elde etmek için her zaman 

uygun bir h  değeri seçilebilir. Homotopi-türevi ve deformasyon denklemi ile ilgili bazı 

teorem ve yardımcı teoremler verilmiştir [31]. 

 

 

 

 

 

2.1.1. Homotopi-türevinin özellikleri 

 

 

 

Homotopi-türevi, daha yüksek derece deformasyon denklemini türetmek için kullanılır. 

Bu alt bölümde, bu türevin tam olarak tanımıyla birlikte bazı özellikleri verilmiştir. 

2.1.1.1. Tanım φ , q  homotopi-parametresinin bir fonksiyonu olsun. 0≥m  bir tamsayı 

olmak üzere; 

( ) ( )

0
!

1

=
∂

∂
=

q

m

m

m
q

q

m
D

φ
φ                                                                                             (2.1.10) 

( )φmD ' ye φ ’ nin .m mertebeden homotopi-türevi denir. 

2.1.1.2. Tanım [ ] 0=uN ;  bir nonlineer denklem, φ ; Maclaurin serisi  

∑
+∞

=

=
0k

k

k quφ                                                                                                             (2.1.11) 

olan, [ ]1,0∈q  homotopi-parametresinin bir fonksiyonu olsun. 
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[ ] 0, =Π qφ ,    [ ]1,0∈q  

denklemler ailesine [ ] 0=uN ’ ın sıfırıncı derece deformasyon denklemi denir. Eğer 

1=q  ise  bu denklem  

∑
+∞

=
=

==
0

1
k

kq
uu φ                                                                                                      (2.1.12) 

olmak üzere başlangıçta alınan [ ] 0=uN  denklemine denktir. 0=q ’da ise denklemin 

çözümü açıktır. (2.1.11) serisine homotopi serisi ve (2.1.12) serisine [ ] 0=uN ’ın 

homotopi seri çözümü denir. ku ’ların oluşturduğu denklemlere k.derece deformasyon 

denklemleri denir. 

2.1.1.1. Teorem f  ve g  homotopi parametresi q ’ dan bağımsız fonksiyonlar olsunlar.  

i

i

iqu∑
+∞

=

=
0

φ ,            j

j

j qv∑
+∞

=

=
0

ψ  

homotopi serileri için  

( ) ( ) ( )ψφψφ mmm gDfDgfD +=+ ’dir. 

Kanıt: f  ve g  fonksiyonları q ’ dan bağımsız ve (2.1.10) ile tanımlanan mD  lineer 

operatör olduğundan  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ψφψφψφ mmmmm gDfDgDfDgfD +=+=+  

sağlanır.  

2.1.1.2.Teorem i

i

iqu∑
+∞

=

=
0

φ , j

j

j qv∑
+∞

=

=
0

ψ   homotopi serileri için 0≥m ,  0≥n , 0≥l  

ve mk ≤≤0  tamsayılar olmak üzere  

(a) ( ) mm uD =φ  

(b) ( ) ( )φφ km

k

m DqD −=  

(c) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )φψψφφψ im

m

i

iim

m

i

im DDDDD −
=

−
=

∑∑ ==
00

 

(d) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n

im

l
m

i

i

l

im

n
m

i

i

ln

m DDDDD φψψφψφ −
=

−
=

∑∑ ==
00

 

sağlanır. 
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Kanıt: 

(a) Taylor teoremine göre, φ ’nin Maclaurin serisinin tek biçimde tanımlanan mu     

katsayıları  

( )

0
!

1

=
∂

∂
=

q

m

m

m
q

q

m
u

φ
 

ile verilir. (2.1.10) ile verilen  ( ) ( )

0
!

1

=
∂

∂
=

q

m

m

m
q

q

m
D

φ
φ  tanımından  ( ) mm uD =φ  bulunur. 

(b)  m

km

km

ki

i

i

i

i

i

kk
quququqq ∑∑∑

+∞

=
−

+
+∞

=

+∞

=

===
00

φ  sağlanır. (a) yardımıyla 

( ) ( )φφ kmkm

k

m DuqD −− ==  bulunur. 

(c) çarpımın türevleri için Leibnitz kuralına göre 

( )
( ) ( ) im

im

i

im

i
im

im

i

im

i
m

m

qqimi

m

qqimi

m

q
−

−

=
−

−

= ∂

∂

∂

∂

−
=

∂

∂

∂

∂

−
=

∂

∂
∑∑

φψψφφψ

00 !!

!

!!

!
 

(2.1.10) tanımı ile 

( ) ( )
( )

( ) ( )ψφ
ψφφψ

φψ im

i

i

q

im

im

i q

i

i

q

m

m

m DD
qimqiqm

D −

∞+

==

−

−∞+

= ==

∑∑ =














∂

∂

−













∂

∂
=

∂

∂
=

000 00
!

1

!

1

!

1
 

sağlanır. Benzer biçimde 

( ) ( ) ( )φψφψ im

i

im DDD −

+∞

=

∑=
0

 sağlanır. 

(d) nφ=Φ  ve lψ=Ψ  yazılsın. (c)’ye göre  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l

im

n

i

iim

i

im

ln

m DDDDDD ψφψφ −

+∞

=
−

+∞

=

∑∑ =ΨΦ=ΦΨ=
00

 

sağlanır. Benzer biçimde  

( ) ( ) ( )n

im

l

i

i

ln

m DDD φψψφ −

+∞

=

∑=
0

 sağlanır.  

2.1.1.3. Teorem L , q  homotopi-parametresinden bağımsız lineer bir operatör olsun. 

k

k

k qu∑
+∞

=

=
0

φ   homotopi serisi için ( ) ( )[ ]φφ mm DLLD =  sağlanır. 
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Kanıt: L , q ’ dan  bağımsız olduğundan  

( )[ ] k

k

k quLL ∑
+∞

=

=
0

φ . 

sağlanır. Yukarıdaki eşitliğin her iki tarafının m .mertebeden homotopi-türevi alınıp 

2.1.1.2. Teoremin (a) şıkkı kullanılarak ( ) ( )mm uLLD =φ  elde edilir. Ayrıca  yine 

2.1.1.2. Teoremin (a) şıkkına göre ( )[ ] ( )mm uLDL =φ ’dir. Buradan ( ) ( )[ ]φφ mm DLLD =  

sağlanır.  

2.1.1.4.Teorem k

k

k qu∑
+∞

=

=
0

φ   homotopi serisi için 1≥m  tamsayı olmak üzere aşağıdaki 

formüller sağlanır; 

          ( ) 0

0
u

eeD =φ , 

         ( ) ( ) ( )φφφ
kmk

m

k

m DeD
m

k
eD −

−

=

∑ 







−=

1

0

1 . 

Kanıt: (2.1.10) tanımına göre  ( ) 0

0
u

eeD =φ  sağlanır. 

q
e

q

e

∂

∂
=

∂

∂ φφ
φ

’dur. Çarpımın türevi için Leibnitz kuralına göre 

( ) km

km

k

km

k
m

m

m

m

qq

e

kmkmq
e

qmq

e

m −

−−

=
−

−

∂

∂

∂

∂

−−
=









∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
∑

φφ φ
φ

φ 1

0
1

1

!1!

11

!

1

!

1
 

( )
( ) 









∂

∂

−









∂

∂−
=

−

−−

=

∑ km

km

k

km

k qkmq

e

km

km φφ

!

1

!

11

0

. 

Yukarıdaki eşitlikte (2.1.10)  tanımı kullanılarak 

( ) ( ) ( )φφφ
kmk

m

k

m DeD
m

k
eD −

−

=

∑ 







−=

1

0

1  elde edilir.  

2.1.1.5.  Teorem  k

k

k qu∑
+∞

=

=
0

φ   homotopi serisi için 1≥m  tamsayı  olmak üzere 

( ) ( ),sinsin 00 uD =φ     ( ) ( ),coscos 00 uD =φ  

( ) ( ) ( ),cos1sin
1

0

φφφ kmk

m

k

m DD
m

k
D −

−

=

∑ 







−=  

( ) ( ) ( ),sin1cos
1

0

φφφ kmk

m

k

m DD
m

k
D −

−

=

∑ 







−−=  

bağıntıları sağlanır. 
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Kanıt:  (2.1.10) tanımına göre; 

( ) ( ),sinsin 00 uD =φ     ( ) ( )00 coscos uD =φ  sağlanır. 

1−=i  yazılırsa Euler formülü ve 2.1.1.1. Teorem kullanılarak 1≥m  tamsayısı için 

( ) ( ) ( )[ ]φφ
φφ

φ i

m

i

m

ii

mm eDeD
ii

ee
DD

−
−

−=






 −
=

2

1

2
sin                                                (2.1.13) 

( ) ( ) ( )[ ]φφ
φφ

φ i

m

i

m

ii

mm eDeD
ee

DD
−

−

+=






 +
=

2

1

2
cos                -                             (2.1.14) 

sağlanır. 

2.1.1.4. Teorem  ve 2.1.1.1. Teorem  kullanılarak  

( ) ( ) ( )φφφ
iDeD

m

k
eD km

i

k

m

k

i

m −

−

=

∑ 







−=

1

0

1  

  ( ) ( )φφ
km

i

k

m

k

DeD
m

k
i −

−

=

∑ 







−=

1

0

1  

bulunur.  Benzer biçimde 

( ) ( ) ( )φφφ
km

i

k

m

k

i

m DeD
m

k
ieD −

−
−

=

− ∑ 







−−=

1

0

1  

elde edilir.  

Yukarıdaki iki eşitlik (2.1.13) ve (2.1.14) denklemlerinde yerine konarak 2.1.1.1. 

Teorem ve Euler formülü kullanılarak 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]φφφφ i

k

i

kkm

m

k

m eDeDD
m

k
D

−
−

−

=

+







−= ∑

1

0

1
2

1
sin  

        ( ) 






 +








−=

−

−

−

=

∑
2

1
1

0

φφ

φ
ii

kkm

m

k

ee
DD

m

k
 

                    ( ) ( )φφ cos1
1

0
kkm

m

k

DD
m

k
−

−

=

∑ 







−=  

bulunur. Benzer biçimde 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]φφφφ i

k

i

kkm

m

k

m eDeDD
m

ki
D

−
−

−

=

−







−= ∑

1

0

1
2

cos  

        ( ) 






 −








−−=

−

−

−

=

∑
i

ee
DD

m

k ii

kkm

m

k 2
1

1

0

φφ

φ  
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                    ( ) ( )φφ sin1
1

0
kkm

m

k

DD
m

k
−

−

=

∑ 







−−=  

bulunur.  

2.1.1.6.Teorem Eğer homotopi serileri i

i

iqu∑
+∞

=

=
0

φ , j

j

j qv∑
+∞

=

=
0

ψ , bir ),0[ aq ∈  

bölgesinde ψφ =  eşitliğini sağlarlarsa  her  0≥m  tamsayısı ve bir 0>a  reel sayısı 

için mm vu =  ve  ( ) ( )ψφ mm DD = ’dir. 

Kanıt:  ψφ =  olduğundan  

( ) 0
0

=−∑
+∞

=

k

k

kk qvu . 

sağlanır. Yukarıdaki eşitlik her  ),0[ aq ∈  noktası için sağlanır ⇔  mm vu = , 0≥m . 

2.1.1.2. Teoremin.(a) şıkkına göre ( ) ( )ψφ mm DD = ’dir.  

 

 

 

 

 

2.1.2. Deformasyon denklemleri 

 

 

 

 2.1.1. alt bölümünde verilen homotopi-türevinin özellikleri, farklı tipte sıfırıncı-

derece deformasyon denklemleri için  yüksek derece deformasyon denklemleri elde 

edilirken kullanılır. 

 

2.1.2.1. Yardımcı Teorem [ ]1,0∈q  bir homotopi-parametresi, mu ; x
r

 uzay, t  zaman 

değişkeninin bir fonksiyonu olmak üzere ; ( ) m

m

m qtxu∑
+∞

=

=
0

,
r

φ  bir homotopi serisini, L ; 

x
r

 ve t ’ye göre bir yardımcı lineer operatörünü, 0u ; bir başlangıç çözümünü göstersin.  
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



>

≤
=

.1,1

1,0

m

m
mχ                                                                                                      (2.1.15)                    

olmak üzere, )10.1.2(  ile tanımlanan mD  operatörü  için  

( ) [ ]{ } ( ) ( )[ ]txutxuLuLqD mmmm ,,1 10

rr
−−=−− χφ  

sağlanır. 

Kanıt:   L , q ’dan bağımsız bir lineer operatör olduğundan  

( ) [ ] [ ]0001 uquqLuLq −+−=−− φφφ   

sağlanır. 2.1.1.1., 2.1.1.2., 2.1.1.3. Teoremler kullanılarak 

( ) [ ]{ } [ ]{ }0001 uquqLDuLqD mm −+−=−− φφφ  

            [ ]{ }00 uquqDL m −+−= φφ  

                                  ( ) ( ) ( )[ ]qDuqDDL mmm 0+−= φφ  

                                   ( )[ ]qDuuuL mmm 01 +−= −  

elde edilir. Bu ifade, 1=m  iken [ ]muL ’ye, 1>m  iken [ ]1−− mm uuL ’e eşittir. mχ ’in 

(2.1.15) tanımı kullanılarak  

( ) [ ]{ } [ ]101 −−=−− mmmm uuLuLqD χφ . 

bulunur.  

2.1.2.1.Teorem [ ]1,0∈q  bir homotopi-parametresi olmak üzere, ( ) m

m

m qtxu∑
+∞

=

=
0

,
r

φ  

homotopi serisi için L  bir yardımcı lineer operatörü, N  bir nonlineer operatörü, 

( )txu ,0

r
 bir başlangıç çözümünü, h , q ’dan bağımsız yakınsaklık-kontrol parametresini 

ve ( )txH ,
r

, q ’dan bağımsız bir yardımcı fonksiyonu göstersin. 

( ) [ ] ( ) [ ]φφ NtxHquLq ,1 0

r
h=−−                                                                              (2.1.16) 

ile tanımlanan sıfırıncı-derece deformasyon denklemine karşı gelen m.derece 

deformasyon denklemi ( 1≥m ) , 1−mD  operatörü, (2.1.10), mχ  fonksiyonu (2.1.15) ile 

tanımlanmak üzere; 

( ) ( )[ ] ( ) [ ]( )φχ NDtxHtxutxuL mmmm 11 ,,, −− =−
r

h
rr

                                                      (2.1.17) 

ile verilir. 
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Kanıt: 2.1.1.6.Teorem kullanılarak  

( ) [ ]{ } ( ) [ ]( )φφ NtxHqDuLqD mm ,1 0

r
h=−−                                                               (2.1.18) 

elde edilir. Yardımcı teorem 2.1’e göre  

( ) [ ]{ } [ ]101 −−=−− mmmm uuLuLqD χφ                                                                       (2.1.19) 

bulunur.2.1.1.1. Teorem ve 2.1.1.2. Teoreme göre 

( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )φφ NDtxHNtxHqD mm ,,
r

h
r

h =                                                                  (2.2.20) 

bulunur. (2.1.19) ve (2.1.20)’yi (2.1.18)’de yerine koyarak m.derece deformasyon 

denklemine ulaşılır: 

( ) ( )[ ] ( ) [ ]( )φχ NDtxHtxutxuL mmmm 11 ,,, −− =−
r

h
rr

.  

2.1.2.2.Teorem [ ]1,0∈q  bir homotopi-parametresi, kα  bir sabit olmak üzere; 

( ) m

m

m qtxu∑
+∞

=

=
0

,
r

φ ,  k

k

k q∑
+∞

=

=
1

αψ  homotopi serilerini, L  bir yardımcı lineer operatörü, 

N  bir nonlineer operatörü, ( )txu ,0

r
 bir başlangıç çözümünü, ( )txH ,

r
, q ’dan bağımsız 

bir yardımcı fonksiyonu göstersin. 

( ) [ ] ( ) [ ]φαφ NqtxHuLq
k

k

k 







=−− ∑

+∞

=1
0 ,1

r
                                                                (2.1.21) 

ile tanımlanan sıfırıncı-derece deformasyon denklemine karşı gelen m.derece 

deformasyon denklemi ( 1≥m ), kD  operatörü (2.1.10), mχ  fonksiyonu (2.1.15) ile 

tanımlanmak üzere; 

( ) ( )[ ] ( ) [ ]( )φαχ NDtxHtxutxuL km

m

k

kmmm −
=

− ∑=−
1

1 ,,,
rrr

                                              (2.1.22) 

olur. 

Kanıt: 2.1.1.6. Teorem  kullanılarak 

( ) [ ]{ } ( ) [ ]( )φψφ NtxHDuLqD mm ,1 0

r
=−−                                                               (2.1.23) 

bulunur. 2.1.1.1.Yardımcı teoremine göre 

( ) [ ]{ } [ ]101 −−=−− mmmm uuLuLqD χφ                                                                     (2.1.24) 

sağlanır. 2.1.1.1.Teorem ve 2.1.1.2. Teorem kullanılarak 

( ) [ ]( ) ( ) ( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )φαφψφψ NDtxHNDDtxHNtxHD km

m

k

kkm

m

k

km −
=

−
=

∑∑ ==
00

,,,
rrr

, 

00 =α  olduğundan, 
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( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )φαφψ NDtxHNtxHD km

m

k

km −
=

∑=
0

,,
rr

                                                        (2.1.25) 

bulunur. (2.1.24) ve (2.1.25), (2.1.23)’de yerine konursa kanıt biter.  

Sıfırıncı-derece deformasyon denklemi (2.1.16), h=1α  ve 1>k  için 0=kα  olduğu 

durumda (2.1.21) sıfırıncı-derece deformasyon denkleminin bir özel halidir. 

2.1.2.3. Teorem  [ ]1,0∈q  bir homotopi-parametresi,  ( )txk ,
r

β , sıfıra eşit veya en az bir 

k  için ( ) 0, =txk

r
β  olan sıfırdan farklı bir fonksiyon olmak üzere; ( ) m

m

m qtxu∑
+∞

=

=
0

,
r

φ ,  

( ) k

k

k qtx∑
+∞

=

=
1

,
r

βψ  homotopi serileri, L  bir yardımcı lineer operatör, N  bir nonlineer 

operatör, ( )txu ,0

r
 bir başlangıç çözümü olsunlar.  

( ) [ ] ( ) [ ]φβφ NqtxuLq
k

k

k 







=−− ∑

+∞

=1
0 ,1

r
                                                                    (2.1.26) 

ile tanımlanan sıfırıncı-derece deformasyon denklemine karşı gelen  m.derece 

deformasyon denklemi ( 1≥m ), kD  operatörü (2.1.10), mχ  fonksiyonu (2.1.15) ile 

tanımlanmak üzere; 

( ) ( )[ ] ( ) [ ]( )φβχ NDtxtxutxuL km

m

k

kmmm −
=

− ∑=− ,,,
1

1

rrr
,                                                  (2.1.27)        

ile verilir. 

Kanıt: 2.1.1.6. Teorem kullanılarak 

( ) [ ]{ } [ ]( )φψφ NDuLqD mm =−− 01                                                                          (2.1.28) 

bulunur. 2.1.1.1.Yardımcı teoremine göre 

( ) [ ]{ } [ ]101 −−=−− mmmm uuLuLqD χφ                                                                     (2.1.29) 

sağlanır.  2.1.1.1. Teorem  ve 2.1.1.2. Teorem kullanılarak 

[ ]( ) ( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )φβφψφψ NDtxNDDND km

m

k

kkm

m

k

km −
=

−
=

∑∑ == ,
00

r
, 

bulunur. ( ) 0,0 =tx
r

β  olduğundan  

[ ]( ) ( ) [ ]( )φβφψ NDtxND km

m

k

km −
=

∑= ,
0

r
.                                                                     (2.1.30) 

elde edilir. (2.1.29) ve (2.1.30) denklemleri, (2.1.28) denkleminde yerine konularak 

istenen elde edilir.  
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Sıfırıncı-derece deformasyon denklemi (2.1.21), 1≥k  için ( ) ( )txHtx kk ,,
rr

αβ =  olduğu 

durumda, (2.1.26) sıfırıncı-derece deformasyon denkleminin bir özel halidir. 

2.1.2.4. Teorem [ ]1,0∈q  bir homotopi-parametresi,  ( )txk ,
r

β  sıfıra eşit veya en az bir 

k  için ( ) 0, =txk

r
β  olan sıfırdan farklı bir fonksiyon olmak üzere; ( ) m

m

m qtxu∑
+∞

=

=
0

,
r

φ ,  

( ) k

k

k qtx∑
+∞

=

=
1

,
r

βψ  homotopi serileri, L  bir yardımcı lineer operatör, N  bir nonlineer 

operatör, ( )txu ,0

r
 bir başlangıç çözümü olsunlar. [ ]qtxA ,,,

r
φ  , tx,,

r
φ  ve q ’nun, 0=q   

ve 1=q  iken [ ] 0,,, =qtxA
r

φ ’ı sağlayan bir fonksiyonu olsun. 

Sıfırıncı-derece deformasyon denklemi, 

 ( ) [ ] ( ) [ ] [ ]qtxANqtxuLq
k

k

k ,,,,1
1

0

rr
φφβφ +








=−− ∑

+∞

=

,                                            (2.1.31) 

ile tanımlanır. Buna karşı gelen m.derece deformasyon denklemi ( 1≥m ), kD  operatörü 

(2.1.10), mχ  fonksiyonu (2.1.15) ile tanımlanmak üzere; 

( ) ( )[ ] ( ) [ ]( ) [ ]( )qtxADNDtxtxutxuL mkm

m

k

kmmm ,,,,,,
1

1

rrrr
φφβχ +=− −

=
− ∑                           (2.1.32) 

ile verilir. 

Kanıt: 2.1.1.6. Teorem ve 2.1.1.1. Teorem kullanılarak  

( ) [ ]{ } [ ]( ) [ ]( )qtxADNDuLqD mmm ,,,1 0

r
φφψφ +=−−                                             (2.1.33) 

2.1.1.1.Yardımcı teoreme göre  

( ) [ ]{ } [ ]101 −−=−− mmmm uuLuLqD χφ                                                                     (2.1.34) 

sağlanır. 2.1.1.1.Teorem  ve 2.1.1.2. Teorem kullanılarak  

[ ]( ) ( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )φβφψφψ NDtxNDDND km

m

k

kkm

m

k

km −
=

−
=

∑∑ == ,
00

r
       

bulunur. ( ) 0,0 =tx
r

β  olduğundan  

[ ]( ) ( ) [ ]( )φβφψ NDtxND km

m

k

km −
=

∑= ,
0

r
.                                                                     (2.1.35)     

olur. (2.1.34) ve  (2.1.35),  (2.1.33)’de yerine konarak kanıt biter. ∆  

Sıfırıncı-derece deformasyon denklemi (2.1.26), [ ] 0,,, =qtxA
r

φ  olduğu durumda, 

(2.1.31) sıfırıncı-derece deformasyon denkleminin bir özel halidir. 
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2.1.2.5. Teorem [ ]1,0∈q  bir homotopi-parametresi olmak üzere; ( ) m

m

m qtxu∑
+∞

=

=
0

,
r

φ  

homotopi-serisi, L  bir yardımcı lineer operatör, N  bir nonlineer operatör, ( )txu ,0

r
 bir 

başlangıç çözümü olsunlar. ( ) 0, ≠tx
r

γ  bir fonksiyon olmak üzere; [ ]qtxB ,,,
r

φ  , tx,,
r

φ  

ve q ’nun,  

0=q  iken [ ] 0,,, =qtxB
r

φ , 

1=q  iken [ ] ( ) [ ]φγφ NtxqtxB ,,,,
rr

=  

denklemlerini sağlayan bir fonksiyonu olsun. 

( ) [ ] [ ]qtxBuLq ,,,1 0

r
φφ =−−                                                                                    (2.1.36) 

ile tanımlanan sıfırıncı-derece deformasyon denklemine karşı gelen m.derece 

deformasyon denklemi ( 1≥m ), kD  operatörü (2.1.10), mχ  fonksiyonu (2.1.15) ile 

tanımlanmak üzere; 

( ) ( )[ ] [ ]( )qtxBDtxutxuL mmmm ,,,,, 1

rrr
φχ =− −                                                              (2.1.37) 

ile verilir. 

Kanıt: 2.1.1.6.Teorem  kullanılarak  

( ) [ ]{ } [ ]( )qtxBDuLqD mm ,,,1 0

r
φφ =−− .                                                                   (2.1.38) 

elde edilir. 2.1.1.1.Yardımcı teoreme göre 

( ) [ ]{ } [ ]101 −−=−− mmmm uuLuLqD χφ                                                                     (2.1.39) 

sağlanır. (2.1.38) ve (2.1.39)’dan kanıt biter. ∆  

Sıfırıncı-derece deformasyon denklemi (2.1.16), (2.1.21), (2.1.26) ve (2.1.31), 

sıfırıncı-derece deformasyon denklemi (2.1.36)’nın özel halleridirler. Çoğu zaman 

homotopi seri çözümünü elde etmek için (2.1.16) sıfırıncı-derece deformasyon 

denklemi kullanılır. Eğer yardımcı lineer operatör L , yardımcı fonksiyon ( )txH ,
r

, ve 

yakınsaklık parametresi h  uygun olarak seçilirse istenen çözüme ulaşılır. Bir nonlineer 

[ ] 0=uN  denkleminin yüksek derece deformasyon denklemlerini elde etmek için 

( )( )φNDk  terimleri hesaplanmalıdır. (2.1.16) sıfırıncı-derece deformasyon denklemi, 

( )txH

L
L

,
r

h
=

•

 olmak üzere; 

( ) [ ] [ ]φφ qNuLq =−−
•

01                                                                                           (2.1.40) 
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denklemiyle tekrar yazılırsa 
•

L  bir yardımcı lineer operatör gibi düşünülebilir. Bu 

durumda, yardımcı lineer operatörün seçimi için; ilk önce bir temel lineer operatör 

seçilir, sonra yardımcı fonksiyon belirlenir ve son olarak yakınsaklık-kontrol 

parametresi h ,  homotopi-seri çözümü yakınsak olacak biçimde  belirlenir.  Sıfırıncı-

derece deformasyon denklemleri (2.1.21), (2.1.26), (2.1.31) ve (2.1.36), h  yakınsaklık-

kontrol parametresi kavramını genelleştirerek elde edilirler. 

{ },....,, 221 αααα =
r

 

vektörü tanımlansın. (2.1.21) denklemindeki α
r

 vektörü,  (2.1.16) denklemindeki h  

yakınsaklık-kontrol parametresinin bir genelleştirmesidir. Benzer şekilde, (2.1.26) ve 

(2.1.31) denklemlerindeki 

( ) ( ) ( ){ },....,,,,, 221 txtxtx
rrrrrrr

ββββ =  

vektörü (2.1.21) denkleminde yakınsaklık kontrol vektörü α
r

’nın bir genelleştirmesidir. 

α
r

 ve β
r

 vektörlerinin uygun seçimiyle homotopi-seri çözümünün yakınsaklığı garanti 

edilebilir. Liao (2.1.16) sıfırıncı-derece deformasyon denklemi için h -eğrilerini çizerek 

homotopi serisinin yakınsaklık bölgesini uygun bir h  değeri ile belirlemeyi önermiştir. 

(2.1.16), (2.1.21), (2.1.26), (2.1.31) ve (2.1.36) gibi farklı tipte sıfırıncı derece 

deformasyon denklemleri, homotopi analiz metodunun uygulanmasında esneklik 

sağlarlar. Bunun yanında, her tipte sıfırıncı derece deformasyon denklemi için yardımcı 

lineer operatör L ’yi seçme serbestliği vardır. Hatta L ’nin mertebesi, orjinal nonlineer 

denkleminkinden farklı  olabilir [58]. Đkinci mertebeden bir nonlineer kısmi diferansiyel 

denklem, dördüncü veya altıncı mertebeden sonsuz sayıda lineer kısmi diferansiyel 

denklem ile yer değiştirebilir ve bir nonlineer kısmi diferansiyel denklem, sonsuz sayıda 

lineer adi diferansiyel denkleme dönüştürülebilir. Değişken katsayılı bir nonlineer 

diferansiyel denklem, sabit katsayılı, sonsuz sayıda lineer diferansiyel denkleme 

dönüştürülebilir. Bu tip serbestlik ve esneklik, verilen bir nonlineer problemin, istenen 

çözümünü daha kolay  yoldan bulma imkanı sağlar.  

 Eğer bir  nonlineer denklemin  en az bir çözümü varsa yakınsak homotopi-seri 

çözümü elde etmek için sıfırıncı-derece deformasyon denklemi her zaman 

oluşturulabilir. 

Bu çalışmada, homotopi pertürbasyon metodu ile karşılaştırmayı yapabilmek için, 

homotopi analiz metodu ile çözüm bulurken oluşturulan (2.1.16) tipindeki sıfırıncı-
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derece deformasyon denklemine göre homotopi analiz metodunun genel nonlineer 

problemler için sistematik bir tanımı verilmiştir. 

 

 

 

 

2.1.3. Sıfırıncı-derece deformasyon denklemi 

 

 

 

Genel biçimde,  N  bir nonlineer operatör, x
r

 uzay, t  zaman değişkenleri, ( )txu ,
r

 bu 

değişkenlere bağlı bir fonksiyon olmak üzere   

( )[ ] 0, =txuN
r

                                                                                                           (2.1.41) 

nonlineer (lineer) denklemi  göz önüne alınsın. 

( )txu ,0

r
, ( )txu ,

r
 tam çözümünün bir başlangıç yaklaşımı, 0≠h  bir yakınsaklık kontrol 

parametresi,  ( ) 0, ≠txH
r

 bir yardımcı fonksiyon ve L   aşağıdaki özelliği sağlayan bir 

yardımcı lineer operatör  

 ( ) 0, =txf
r

 iken ( )[ ] 0, =txfL
r

                                                                               (2.1.42) 

olsunlar. [ ]1,0∈q  homotopi (gömme) parametresi kullanılarak  

( ) ( ) ( )[ ]qtxHtxuqtx ,,,,,;;, 0 h
rrr

φΗ ( ) ( ) ( )[ ]{ } ( ) ( )[ ]qtxNtxHqtxuqtxLq ;,,,;,1 0

rr
h

rr
φφ −−−=  

                                                                                                                                 (2.1.43) 

homotopisi kurulabilir. Yakınsaklık kontrol parametresi h  ve yardımcı fonksiyon 

( )txH ,
r

, homotopi analiz metodunda önemli rol oynarlar. Metot, ( )txu ,0

r
 başlangıç 

yaklaşımını, L  yardımcı lineer operatörünü, yakınsaklık kontrol parametresi h ’yi ve 

( )txH ,
r

 yardımcı fonksiyonunu seçme serbestliği tanır. (2.1.43) homotopisi 0’a 

eşitlenerek  

( ) ( ) ( )[ ] 0,,,,,;;, 0 =Η qtxHtxuqtx h
rrr

φ , 

sıfırıncı-derece deformasyon denklemi  

 ( ) ( ) ( )[ ]{ } ( ) ( )[ ]qtxNtxHqtxuqtxLq ;,,,;,1 0

rr
h

rr
φφ =−− ,                                            (2.1.44) 

elde edilir. 
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Denklemin çözümü ( )qtx ;,
r

φ , sadece ( )txu ,0

r
, L , ( )txH ,

r
 ve h ’ye bağlı değil, aynı 

zamanda [ ]1,0∈q ’ya de bağlıdır. 0=q  iken (2.1.44) sıfırıncı-derece deformasyon 

denklemi,  

( ) ( )[ ] 0,0;, 0 =− txutxL
rr

φ ,                                                                                         (2.1.45) 

denklemine dönüşür. (2.1.42) özelliği kullanılarak 

( ) ( )txutx ,0;, 0

rr
=φ .                                                                                                   (2.1.46) 

bulunur. 1=q  iken 0≠h  ve ( ) 0, ≠txH
r

 olduğundan (2.1.44) sıfırıncı-derece 

deformasyon denklemi , 

( )[ ] 01;, =txN
r

φ ,                                                                                                       (2.1.47) 

denklemine karşı gelir. Bu denklem ilk başta alınan (2.1.41) denkleminin aynısıdır. 

Buradan  

( ) ( )txutx ,1;,
rr

=φ                                                                                                       (2.1.48) 

denklemi sağlanır. (2.1.46) ve (2.1.48) denklemlerine göre, homotopi-parametresi q , 

0’dan 1’e artarken ( )qtx ;,
r

φ ,  ( )txu ,0

r
 başlangıç yaklaşımından, (2.1.41) denkleminin 

tam çözümü olan ( )txu ,
r

’ye sürekli olarak değişir. (veya deforme olur) Bu tip sürekli 

değişime, homotopide deformasyon denir. (2.1.44) denklemine sıfırıncı-derece 

deformasyon denklemi denmesinin nedeni budur. m. derece deformasyon 

denklemlerinin türevleri  

 [ ]( ) ( )

0

0

;,
,

=
∂

∂
=

q

m

m
m

q

qtx
txu

r
r φ

                                                                                      (2.1.49) 

ile tanımlanır. Taylor teoremi ile ( )qtx ;,
r

φ , q ’nun kuvvet serisine açılabilir: 

( ) ( )
[ ]( )

.
!

,
0;,;,

1

0 m

m

m

q
m

txu
txqtx ∑

+∞

=

+=

r
rr

φφ                                                                       (2.1.50) 

Buradan 

 ( )
[ ]( ) ( ) ( )φ

φ
m

q

m

mm

m D
q

qtx

mm

txu
txu =

∂

∂
==

=0

0 ;,

!

1

!

,
,

rr
r

                                                  (2.1.51) 

bulunur. (2.1.46) denklemi kullanılarak  (2.1.50) ( )qtx ;,
r

φ ’nun kuvvet serisi  

( ) ( ) ( )∑
+∞

=

+=
1

0 ,,;,
m

m

m qtxutxuqtx
rrr

φ                                                                           (2.1.52) 

elde edilir. 



 90 

L  yardımcı lineer operatörü, ( )txu ,0

r
 başlangıç çözümü, 0≠h  yakınsaklık-kontrol 

parametresi ve ( )txH ,
r

, yardımcı fonksiyonu, aşağıdaki özellikleri sağlayacak biçimde 

seçilir: 

1. Her [ ]1,0∈q  için ( )qtx ;,
r

φ , (2.1.44) sıfırıncı-derece deformasyon denkleminin 

çözümüdür. 

2. ,.....3,2,1=m   için deformasyon türevi [ ]( )txu
m ,0

r
 mevcuttur. 

3. ( )qtx ;,
r

φ ’nun kuvvet serisi (2.1.52) 1=q ’de yakınsaktır. 

 

(2.1.48) ve (2.1.52) denklemlerinden, çözüm serisi 

( ) ( ) ( )∑
+∞

=

+=
1

0 ,,,
m

m txutxutxu
rrr

                                                                              (2.1.53) 

bulunur. Bu ifade,  tam çözüm ( )txu ,
r

 ve başlangıç yaklaşımı ( )txu ,0

r
 arasında, yüksek 

derece deformasyon denklemleri ile belirlenen ( )txum ,
r

 terimleri yardımıyla bir ilişki 

kurar. 

 

 

 

 

 

2.1.4. Yüksek-derece deformasyon denklemi 

 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }txutxutxutxuu nn ,,...,,,,,, 210

rrrrr
=  vektörü tanımlansın. (2.1.51) tanımına göre, 

( )txum ,
r

’nin denklemi, sıfırıncı-derece deformasyon denklemi (2.1.44)’den türetilebilir. 

mχ  fonksiyonu (2.1.15) ile tanımlanmak üzere; 

( ) ( )[ ] ( ) ( )txuRtxHtxutxuL mmmmm ;,,,, 11

rrr
h

rr
−− =− χ                                                   (2.1.54) 

( )
( )

( )[ ]

0

1

1

1

;,

!1

1
,,

=

−

−

−
∂

∂

−
=

q

m

m

mm
q

qtxN

m
txuR

r
rr φ

                                                            (2.1.55) 

m.derece deformasyon denklemi elde edilir. (2.1.10) tanımından, 
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( ) [ ]( )φNDtxuR mmm 11 ,, −− =
rr

                                                                                     (2.1.56) 

denklemi bulunur. (2.1.56) denklemi,  (2.1.54) denkleminde yerine konularak 

( ) ( )[ ] ( ) [ ]( )φχ NDtxHtxutxuL mmmm 11 ,,, −− =−
r

h
rr

                                                      (2.1.57) 

 denklemi bulunur. (2.1.52) denklemi, (2.1.55) denkleminde yerine konularak 

( )
( )

( )
0

0
1

1

1 ,
!1

1
,,

=

∞+

=
−

−

−


















∂

∂

−
= ∑

q
n

n

nm

m

mm qtxuN
qm

txuR
rrr

                                             (2.1.58) 

bulunur. Bu da (2.1.10) tanımına göre 

( ) ( ) [ ]( )uNDtxuNDtxuR m

n

nmmm 1
0

11 ,,, −

+∞

=
−− =
















= ∑

rrr
                                               (2.1.59)      

denklemini verir. 

 (2.1.57) yüksek derece lineer deformasyon denklemi birbiri ardınca çözülerek 

( ) ( ),,,, 21 txutxu
rr

….elde edilir.  ( )txu ,
r

’nin  m.yaklaşımı; 

( ) ( )∑
+∞

=

≈
0

,,
k

k txutxu
rr

                                                                                                (2.1.60) 

ile verilir. 

 

 

 

 

 

2.1.5. Yakınsaklık teoremi 

 

 

Bir serinin yakınsaklığı önemlidir. Homotopi analiz metodu ile verilen (2.1.53) çözüm 

serisinin, yakınsak olduğu sürece, ele alınan nonlineer problemin çözümü olduğu 

kanıtlanabilir. 

2.1.5.1.Teorem ( ) ( ) ( )∑
+∞

=

+=
1

0 ,,,
m

m txutxutxu
rrr

 serisi yakınsak ise (2.1.41) denkleminin 

bir çözümüdür. [33] 
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Kanıt: 

Eğer seri yakınsak ise  

∑
+∞

=

=
0m

mus  

yazılabilir. 

Ayrıca seri yakınsak olduğundan 

0lim =
∞→

n
n

u  

sağlanır.  (2.1.54) denklemi kullanılarak 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]∑∑
=

−

+∞

=
∞→

− −=
n

m

mmm

m
n

mm txutxuLtxuRtxH
1

1
1

1 ,,lim;,
rrrrr

h χ  

        = ( ) ( )[ ]








−∑
=

−
∞→

n

m

mmm
n

txutxuL
1

1 ,,lim
rr

χ  

                                         = ( )[ ]txuL n
n

,lim
r

∞→
 

                                         =0 

0≠h , ( ) 0, ≠txH
r

 olduğundan  

( )[ ]∑
+∞

=
− =

1
1 0;

m

mm txuR
rr

. 

bulunur. ( )txu ,
r

, (2.1.41) denkleminin bir çözümüdür. 
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2.2. Fokker-Planck Denkleminin Çözümü için Homotopi Analiz Metodu 

 

 

         

 

N  nonlineer bir operatör, x
r

 uzay, t  zaman değişkenlerini göstermek üzere  

( )[ ] 0, =txuN
r

,                                                                                                          (2.2.1) 

nonlineer denklemi göz önüne alınsın. 

Liao, klasik homotopi kavramını kullanarak sıfırıncı-derece deformasyon denklemini 

oluşturmuştur. [ ]1,0∈q  homotopi-parametresi, h  yakınsaklık-kontrol parametresi, L  

yardımcı bir lineer operatör, ( )txH ,
r

 yardımcı bir fonksiyon, ( )txu ,0

r
, ( )txu ,

r
’nin 

başlangıç yaklaşımı olmak üzere ( )qtx ;,
r

φ  çözüm serisi için sıfırıncı-derece 

deformasyon denklemi 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]qtxNtxHqtxuqtxLq ;,,,;,1 0

rr
h

rr
φφ =−−                                                 (2.2.2) 

ile verilir. Homotopi analiz metodunda h  ve L ’nin seçiminde bir kısıtlama yoktur. 

( ) ( )txutx ,0;, 0

rr
=φ  ve  ( ) ( )txutx ,1;,

rr
=φ  ,                                                                (2.2.3) 

eşitlikleri sağlanır. q , 0’dan1’e değiştikçe, ( )qtx ;,
r

φ  çözümü, ( )txu ,0

r
 başlangıç 

yaklaşımından  denklemin çözümü olan ( )txu ,
r

’ye değişir. ( )qtx ;,
r

φ , q ’ya göre Taylor 

serisine açılarak  

( ) ( ) ( )φ
φ

m

q

m

m

m D
q

qtx

m
txu =

∂

∂
=

=0

;,

!

1
,

r
r

                                                                     (2.2.4) 

olmak üzere; 

( ) ( ) ( )∑
+∞

=

+=
1

0 ,,;,
m

m

m qtxutxuqtx
rrr

φ ,                                                                         (2.2.5) 

bulunur. 

Eğer (2.2.5) kuvvet serisi 1=q ’de yakınsak  olacak biçimde uygun yardımcı bir lineer 

operatör ve yardımcı bir fonksiyon seçilirek 

( ) ( ) ( ) ( )∑
+∞

=

=+=
1

0 ,,,1;,
m

m txutxutxutx
rrrr

φ                                                                      (2.2.6) 

bulunur. 
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Liao tarafından kanıtlandığı gibi, (2.2.6) verilen nonlineer denklemin çözümü olur. 

1−=h  ve  ( ) 1, =txH
r

 seçilirse  (2.2.2) denklemi, 

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] 0;,,;,1 0 =+−− qtxqNtxuqtxLq
rrr

φφ                                                           (2.2.7) 

homotopi pertürbasyon metodunda kullanılan forma dönüşür. 

( ) ( ) ( ) ( ){ }txutxutxutxuu nn ,,...,,,,,, 210

rrrrr
=  vektörü tanımlanarak (2.2.4) eşitliğine göre, 

( )txum ,
r

’nin denklemi, (2.2.2) sıfırıncı-derece deformasyon denkleminden türetilebilir. 





>

≤
=

.1,1

,1,0

m

m
mχ   ile tanımlanan mχ  fonksiyonu da kullanılarak ; 

( ) ( )[ ] ( ) ( )txuRtxHtxutxuL mmmmm ;,,,, 11

rrr
h

rr
−− =− χ                                                    (2.2.8) 

bulunur. 

( )
( )

( )[ ] [ ]( )φ
φ

ND
q

qtxN

m
txuR m

q

m

m

mm 1

0

1

1

1

;,

!1

1
,, −

=

−

−

− =
∂

∂

−
=

r
rr

                                      (2.2.9) 

kullanılarak 

( ) ( )[ ] ( ) [ ]( )uNDtxHtxutxuL mmmm 11 ,,, −− =−
r

h
rr

χ                                                       (2.2.10) 

m.derece deformasyon denklemi elde edilir.  

Yüksek derece lineer deformasyon denklemleri birbiri ardınca çözülerek bulunan 

çözümlerden oluşturulan homotopi serisi 1=q ’de yakınsak olarak alındığından verilen 

problemin çözümü olan  

( ) ( )∑
+∞

=

=
0

,,
k

k txutxu
rr

                                                                                                  (2.2.11)     

elde edilir.                                                                           
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2.2.1. Fokker-Planck denkleminin homotopi analiz metodu ile çözümü için 

örnekler  

 

 

 

Yukarıda özetlenen homotopi analiz metodunun etkinliğini göstermek için bazı 

örnekler verilecektir. Homotopi analiz metodunun ne kadar doğru sonuçlar verdiğini 

göstermek için tam çözümleri bilinen Fokker-Planck denklemleri seçilmiştir. 1.3. alt 

bölümde verilen Biazar tarafından homotopi pertürbasyon metodu ile çözülen 

denklemler,  bu alt bölümde  homotopi analiz metodu kullanılarak çözülecektir. 

 

1.3.1.Örnek için  

(1.3.3) başlangıç koşulu : 

( ) ., IRxxxf ∈=                                                                                                    (2.2.12) 

 (1.3.2) denkleminde  

( ) ,1−=xA                                                                                                                (2.2.13) 

ve 

( ) .1=xB                                                                                                                   (2.2.14) 

olmak üzere  denklemin tam çözümü ( ) txtxu +=,  biçimindedir.  

( ) xtxu =,0                                                                                                                (2.2.15) 

başlangıç yaklaşımı olarak seçilsin. Yardımcı fonksiyon ( ) 1, =txH , 1c  bir integral 

sabiti olmak üzere; [ ] 01 =cL  eşitliğini  sağlayan  

( )( ) ( )
,

;,
;,

t

qtx
qtxL

∂

∂
=

φ
φ                                                                                         (2.2.16) 

yardımcı lineer operatör  L olsun. Bir N  operatörü  

( )[ ] ( ) ( )( ) ( )
2

2 ;,
;,

;,
;,

x

qtx
qtx

xt

qtx
qtxN

∂

∂
−−

∂

∂
+

∂

∂
=

φ
φ

φ
φ                                          (2.2.17)  

ile tanımlansın. 
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(2.2.2) denkleminden, sıfırıncı-derece deformasyon denklemi : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

;,;,;,;,
1

2

2

=








∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂
−

x

qtx

x

qtx

t

qtx
q

t

qtx
q

φφφφ
h                             (2.2.18) 

biçiminde bulunur. Buradan (2.2.8)  m.derece deformasyon denklemi kullanılarak 

( ) ( )[ ] ( )txuRtxutxuL mmmmm ;,,, 11 −− =−
r

hχ                                                                (2.2.19) 

elde edilir. 

(2.2.8), (2.2.9) denklemleri kullanılarak  

1≥m         için    ( ) 00, =xum                                                        (2.2.20) 

başlangıç koşulları göz önüne alınarak  

( )
2
0

2
00

01
x

u

x

u

t

u
uR

∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂
=

r
 

             1−=                                                                                                            (2.2.21) 

olarak bulunur. mχ  fonksiyonunun tanımı kullanılarak 

( ) ( )011 uRuL
r

h=                                                                                                        (2.2.22) 

denklemi elde edilir. Bu denklem verilen başlangıç koşuluna göre çözülerek 

( ) ttxu h−=,1                                                                                                            (2.2.23) 

çözümü bulunur.  

Yine aynı yöntem uygulanarak  

( )
2
1

2
11

12
x

u

x

u

t

u
uR

∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂
=

r
    

 h−=                                                                                                             (2.2.24) 

ve  

( ) ( ) ( )1212 uRuLuL
r

h=−                                                                                           (2.2.25) 

denklemi çözülerek 

( ) ( ) ,1,2 ttxu hh +−=                                                                                                 (2.2.26) 

çözümü elde edilir. 

( )
2
2

2
22

23
x

u

x

u

t

u
uR

∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂
=

r
                                                                                                   

            ( )hh +−= 1                                                                                                   (2.2.27) 
ve  

( ) ( ) ( )2323 uRuLuL
r

h=−                                                                                           (2.2.28) 

denklemi çözülerek 
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( ) ( ) ,1, 2
3 ttxu hh +−=                                                                                               (2.2.29)  

çözümü bulunur. 

 

( )
2
3

2
33

34
x

u

x

u

t

u
uR

∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂
=

r
  

 ( )21 hh +−=                                                                                               (2.2.30)  

ve 

( ) ( ) ( )3334 uRuLuL
r

h=−                                                                                   (2.2.31)  

denkleminin çözümünden 

( ) ( ) ,1, 3
4 ttxu hh +−=                                                                                               (2.2.32) 

çözümü elde edilir. 

Benzer biçimde denklemler oluşturulup çözülmeye devam edilerek 

( ) xtxu =,0 , 

( ) ttxu h−=,1 , 

( ) ( ) ,1,2 ttxu hh +−=  

( ) ( ) ,1, 2
3 ttxu hh +−=  

( ) ( ) ,1, 3
4 ttxu hh +−=  

. 

. 

( ) ( ) ,1, 1
ttxu

n

n

−
+−= hh     ( 1≥n ) 

.  

. 

.                                                                                                                               (2.2.33) 

çözümleri bulunur. 1=q ’de,  homotopi analiz metodu ile elde edilen seri çözüm 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ....,....,,,,,
0

210 +++++==∑
+∞

=

txutxutxutxutxutxu n

k

k                         (2.2.34) 

olduğundan                                                                                                 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .....1....111, 132
++−++−+−+−−=

−
tttttxtxu

n
hhhhhhhhh               (2.2.35)  

çözümü elde edilir.  
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1.3.2.Örnek için    

(1.3.3) başlangıç koşulu : 

( ) ( ) ,,sinh IRxxxf ∈=                                                                                            (2.2.36) 

olmak üzere;  (1.3.4) denkleminde A  ve B  katsayıları, 

( ) ),coth()sinh()cosh()coth(, xxexxetxA tt −+=                                                   (2.2.37) 

( ) ).cosh(, xetxB t=                                                                                                 (2.2.38) 

olmak üzere denklemin tam çözümü ( ) )sinh(, xetxu t=  biçimindedir. 

( ) )sinh(,0 xtxu =                                                                                                      (2.2.39) 

başlangıç yaklaşımı olarak seçilsin. 

( ) 1, =txH  yardımcı fonksiyon, 1c  bir integral sabiti olmak üzere; [ ] 01 =cL eşitliğini  

sağlayan  

( )( ) ( )
,

;,
;,

t

qtx
qtxL

∂

∂
=

φ
φ                                                                                         (2.2.40) 

yardımcı lineer operatör olsun. Bir N  operatörü 

( )[ ] ( )
( )

( )
( )qtx

x

xe

xxexxe
x

t

qtx
qtxN

t

tt

;,
)cosh(

)coth()sinh()cosh()coth(
;,

;,

2

2
φ

φ
φ



















∂

∂
+

−+
∂

∂
−

−
∂

∂
=   

                                                                                                                                 (2.2.41)                                            

ile tanımlansın. 

(2.2.11) denkleminden , sıfırıncı-derece deformasyon denklemi : 

( ) ( )

( )
( )

( )
( ) 0;,

)cosh(

)coth()sinh()cosh()coth(
;,

;,
1

2

2
=





































∂

∂
+

−+
∂

∂
−

−
∂

∂

−
∂

∂
−

qtx

x

xe

xxexxe
x

t

qtx
q

t

qtx
q

t

tt

φ
φ

φ

h

     (2.2.42)                                 

biçiminde bulunur. Buradan (2.2.8)  m.derece deformasyon denklemi kullanılarak 

( ) ( )[ ] ( )txuRtxutxuL mmmmm ;,,, 11 −− =−
r

hχ                                                                (2.2.43) 

elde edilir. 
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(2.2.8), (2.2.9) denklemleri kullanılarak  

1≥m         için    ( ) 00, =xum                                                        (2.2.44) 

başlangıç koşulları göz önüne alınarak  

( ) ( ) ( )
02

2

0
0

01

)cosh(
)coth()sinh()cosh()coth( u

x

xe
uxxexxe

xt

u
uR

t
tt

∂

∂
−−+

∂

∂
+

∂

∂
=

r
 

 xsinh−=                                                                                               (2.2.45) 

bulunur. mχ  fonksiyonunun tanımı kullanılarak 

( ) ( )011 uRuL
r

h=                                                                                                        (2.2.46) 

denklemi elde edilir. Bu denklem verilen başlangıç koşuluna göre çözülerek 

( ) txtxu )sinh(,1 h−= ,                                                                                              (2.2.47) 

çözümü bulunur. Yine aynı yöntem uygulanarak  

( ) ( ) ( )
12

2

1
1

12

)cosh(
)coth()sinh()cosh()coth( u

x

xe
uxxexxe

xt

u
uR

t
tt

∂

∂
−−+

∂

∂
+

∂

∂
=

r
 

           )1)(sinh( tx −−= h              

                                                                                                                                (2.2.48) 

ve 

( ) ( ) ( )1212 uRuLuL
r

h=−                                                                                           (2.2.49) 

denklemi çözülerek 

( ) ( ) )sinh(
!2

)sinh(1,
22

2 x
t

txtxu
h

hh ++−=                                                                (2.2.50) 

çözümü elde edilir. 

( ) ( ) ( )
22

2

2
2

23

)cosh(
)coth()sinh()cosh()coth( u

x

xe
uxxexxe

xt

u
uR

t
tt

∂

∂
−−+

∂

∂
+

∂

∂
=

r
  

 ( ) ( ) )sinh(
!2

)sinh()sinh(1)sinh(1
22

2 x
t

xtxtx
h

hhhhh −++−+=   

                                                                                                                                 (2.2.51)    

ve                                                                

( ) ( ) ( )2323 uRuLuL
r

h=−                                                                                           (2.2.52) 

denkleminin çözümünden 
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( ) ( ) ( ) ( )

)sinh(
!3

)sinh(
!2

)sinh(1)sinh(
!2

1
)sinh(

!2
)sinh(1,

3323

2
2222

3

x
t

x
t

txx
t

x
t

txtxu

hh

hh
hhh

hh

−+

+−
+

+++−=

         

                                                                                                                                 (2.2.53)                                                                               

çözümü bulunur. 

Benzer biçimde denklemler oluşturulup çözülmeye devam edilerek 

( ) )sinh(,0 xtxu = , 

( ) txtxu )sinh(,1 h−= , 

( ) ( ) )sinh(
!2

)sinh(1,
22

2 x
t

txtxu
h

hh ++−=  

( ) ( ) ( ) ( )

)sinh(
!3

)sinh(
!2

)sinh(1)sinh(
!2

1
)sinh(

!2
)sinh(1,

3323

2
2222

3

x
t

x
t

txx
t

x
t

txtxu

hh

hh
hhh

hh

−+

+−
+

+++−=

 

( ) 










+−−−

−−++−
=

3332

223232

4
242472

721236361272
)sinh(

24

1
,

t

ttttt
txtxu

hhh

hhhhhh
h  

. 

. 

.     

. 

.                                                                                                                                (2.2.54) 

çözümleri bulunur. 1=q ’de,  homotopi analiz metodu ile elde edilen seri çözüm 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ....,....,,,,,
0

210 +++++==∑
+∞

=

txutxutxutxutxutxu n

k

k                         (2.2.55) 

 

olduğundan    
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( ) ( )

( ) ( )

( )

...
242472

721236361272
)sinh(

24

1

)sinh(
!3

)sinh(
!2

)sinh(1

)sinh(
!2

1
)sinh(

!2
)sinh(1

)sinh(
!2

)sinh(1)sinh()sinh(,

3332

223232

3323
2

2222

22

+










+−−−

−−++−
+

−++−

+
+++−

++−−=

t

ttttt
tx

x
t

x
t

tx

x
t

x
t

tx

x
t

txtxxtxu

hhh

hhhhhh
h

hh
hh

hhh
hh

h
hhh

                         (2.2.56)         

çözümü elde edilir. 

 

1.3.3.Örnek için 

 Sürüklenme ve difüzyon katsayıları 

( ) ( ),1, +−= xtxA                                                                                                      (2.2.57) 

( ) ., 2 textxB =                                                                                                           (2.2.58) 

ve tam çözümü ( ) ( ) textxu 1, +=  olan (1.3.5) backward Kolmogorov denkleminde 

(1.3.3) denkleminde başlangıç koşulu: 

( ) .,1 IRxxxf ∈+=                                                                              (2.2.59) 

ile verilsin. 

( ) 1,0 += xtxu                               (2.2.60)        

başlangıç yaklaşımı seçilsin. 

( ) 1, =txH  yardımcı fonksiyon, 1c  bir integral sabiti olmak üzere; [ ] 01 =cL eşitliğini  

sağlayan  

( )( ) ( )
,

;,
;,

t

qtx
qtxL

∂

∂
=

φ
φ                                                                                         (2.2.61) 

yardımcı lineer operatör olsun. 

Bir N  operatörü  

( )[ ] ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2
2 ;,

;,1
;,

;,
x

qtx
exqtx

x
x

t

qtx
qtxN t

∂

∂
+

∂

∂
+−

∂

∂
=

φ
φ

φ
φ                            (2.2.62) 

ile tanımlansın. 

(2.2.2) denkleminden, sıfırıncı-derece deformasyon denklemi : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0

;,
;,1

;,;,
1

2

2
2 =









∂

∂
+

∂

∂
+−

∂

∂
−

∂

∂
−

x

qtx
exqtx

x
x

t

qtx
q

t

qtx
q

t φ
φ

φφ
h       (2.2.63) 
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olarak bulunur. Buradan (2.2.8)  m.derece deformasyon denklemi kullanılarak 

( ) ( )[ ] ( )txuRtxutxuL mmmmm ;,,, 11 −− =−
r

hχ                                                                (2.2.64) 

elde edilir. 

(2.2.8), (2.2.9) denklemleri kullanılarak  

1≥m         için    ( ) 00, =xum                                                        (2.2.65) 

başlangıç koşulları göz önüne alınarak  

( ) ( )
2
0

2
200

01 1
x

u
ex

x

u
x

t

u
uR t

∂

∂
+

∂

∂
+−

∂

∂
=

r
 

 ( )1+−= x                                                                                                     (2.2.66) 

bulunur. mχ  fonksiyonunun tanımı kullanılarak 

( ) ( )011 uRuL
r

h=                                                                                                        (2.2.67) 

denklemi elde edilir. Bu denklem verilen başlangıç koşuluna göre çözülerek 

( ) ( )txtxu 1,1 +−= h ,                                                                                                 (2.2.68) 

çözümü bulunur. Yine aynı yöntem uygulanarak  

( ) ( )
2
1

2
211

12 1
x

u
ex

x

u
x

t

u
uR

t

∂

∂
+

∂

∂
+−

∂

∂
=

r
    

           ( ) ( )txx 11 +++−= hh                                                                                    (2.2.69) 

ve 

( ) ( ) ( )1212 uRuLuL
r

h=−                                                                                           (2.2.70) 

denklemi çözülerek 

( ) ( ) ( ) ( )
!2

1
11,

22
2

2

tx
txtxtxu

+
++−+−=
h

hh                                                            (2.2.71) 

çözümü elde edilir. 

( ) ( )
2
2

2
222

23 1
x

u
ex

x

u
x

t

u
uR

t

∂

∂
+

∂

∂
+−

∂

∂
=

r
   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
!2

1
11211

22
22 tx

txtxxx
+

−+++++−+−=
h

hhhh                                    (2.2.72)     

ve                                                               

( ) ( ) ( )2323 uRuLuL
r

h=−                                                                                           (2.2.73) 

denkleminin çözümünden 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
!3

1111111,
3

3222
3

t
xtxtxtxtxu +−+++++−++−= hhhhhhh           (2.2.74)                                                                                                          

bulunur. 

Benzer biçimde denklemler oluşturulup çözülmeye devam edilerek 

( ) 1,0 += xtxu , 

( ) ( )txtxu 1,1 +−= h , 

( ) ( ) ( ) ( )
!2

1
11,

22
2

2

tx
txtxtxu

+
++−+−=
h

hh

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
!3

1111111,
3

3222
3

t
xtxtxtxtxu +−+++++−++−= hhhhhhh

( )

ttt

ttttxtxtttxt

txttxtxxttxtxxttxu

42444

34323244342224

33332224323
4

2

3

24

1
2

1
333

24

1

2

1

2

3

2

3
2

1

2

1
3

2

3
33,

hhh

hhhhhhhhh

hhhhhhhh

−++

−−+−+−+−+

−−−−+−−=

, 

. 

. 

.                                                                      

(2.2.75) 

çözümleri bulunur. 

 1=q ’de,  homotopi analiz metodu ile elde edilen seri çözüm 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ....,....,,,,,
0

210 +++++==∑
+∞

=

txutxutxutxutxutxu n

k

k                         (2.2.76) 

olduğundan        

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

....
2

3

24

1

2

1
333

24

1
2

1

2

3

2

3

2

1

2

1
3

2

3

33
!3

11111

11
!2

1
1111,

4244434323244

3422243333222

4323
3

3222

22
2

+−++−−+−+

−+−+−−−−+

−−++−+++++−

++−
+

++−+−+−+=

tttttttxt

xtttxttxttxtxxt

txtxxt
t

xtxtx

tx
tx

txtxtxxtxu

hhhhhhhh

hhhhhhhhh

hhhhhhhh

hh
h

hhh

           (2.2.77)      

elde edilir. 
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1.3.4.Örnek  için 

 (1.3.6) denklemi göz önüne alınsın. 

( ) ,,1 xyxA =                                                                (2.2.78) 

( ) ,5,2 yyxA =                                                                (2.2.79) 

( ) ,, 2
1,1 xyxB =                                                    (2.2.80) 

( ) ,1,2,1 =yxB                                                                (2.2.81) 

( ) ,1,1,2 =yxB                                                                (2.2.82) 

olmak üzere denklemin tam çözümü ( ) txetyxu =,,  biçimindedir.  

(1.3.7) başlangıç koşulu: 

( ) .,,, IRyxxyxf ∈=                                                                                            (2.2.83) 

olmak üzere 

( ) xtyxu =,,0                                         (2.2.84)     

başlangıç yaklaşımı seçilsin.    

( ) 1,, =tyxH  yardımcı fonksiyon, 1c  bir integral sabiti olmak üzere; [ ] 01 =cL eşitliğini  

sağlayan  

( )( ) ( )
,

;,,
;,,

t

qtyx
qtyxL

∂

∂
=

φ
φ                                                                                  (2.2.85) 

yardımcı lineer operatör  olsun. 

Bir N operatörü 

( )[ ] ( )

( )qtyxy
yxyyx

x
x

y
y

x
x

t

qtyx
qtyxN

;,,5

;,,
;,,

2

2

222
2

2

2

φ

φ
φ










∂

∂
+

∂∂

∂
+

∂∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
−

∂

∂
−

−
∂

∂
=

    

                                                                                                                               (2.2.86)         

olarak tanımlansın.          
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(2.2.2) denkleminden, sıfırıncı-derece deformasyon denklemi : 

( ) ( )

( ) ( ) 0;,,5
;,,

;,,
1

2

2

222
2

2

2

=
















∂

∂
+

∂∂

∂
+

∂∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
−

∂

∂
−−

∂

∂

−
∂

∂
−

qtyxy
yxyyx

x
x

y
y

x
xt

qtyx
q

t

qtyx
q

φ
φ

φ

h

                                                        

                                                                                                                                ( 2.2.87) 

olarak bulunur. Buradan (2.2.8)  m.derece deformasyon denklemi kullanılarak 

 

( ) ( )[ ] ( )tyxuRtyxutyxuL mmmmm ;,,,,,, 11 −− =−
r

hχ                                                     (2.2.88) 

elde edilir. 

(2.2.8), (2.2.9) denklemleri kullanılarak  

1≥m         için    ( ) 00, =xum                                                        (2.2.89) 

başlangıç koşulları göz önüne alınarak  

( ) 0
2

2

222
2

2

2
0

01 5 uy
yxyyx

x
x

y
y

x
xt

u
uR 









∂

∂
−

∂∂

∂
−

∂∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=

r
 

 x−=                                                                                                             (2.2.90) 

bulunur. mχ  fonksiyonunun tanımı kullanılarak 

( ) ( )011 uRuL
r

h=                                                                                                        (2.2.91) 

denklemi elde edilir. Bu denklem verilen başlangıç koşuluna göre çözülerek 

( ) xttyxu h−=,,1 ,                                                                                                    (2.2.92) 

çözümü bulunur.  

Yine aynı yöntem uygulanarak  

( ) 1
2

2

222
2

2

2
1

12 5 uy
yxyyx

x
x

y
y

x
xt

u
uR 









∂

∂
−

∂∂

∂
−

∂∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=

r
              

 xtx hh +−=                                                                                                  (2.2.93) 

ve 

( ) ( ) ( )1212 uRuLuL
r

h=−                                                                                           (2.2.94) 

denklemi çözülerek 

( ) ( )
!2

1,,
22

2

xt
xttyxu

h
hh ++−=                                                                                (2.2.95) 

çözümü elde edilir. 
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( ) 2
2

2

222
2

2

2
2

23 5 uy
yxyyx

x
x

y
y

x
xt

u
uR 









∂

∂
−

∂∂

∂
−

∂∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=

r
              

 ( ) ( )
!2

131
22

2 xt
xtxtx

h
hhhhh −++++=                                                       (2.2.96)  

ve                                                                  

( ) ( ) ( )2323 uRuLuL
r

h=−                                                                                           (2.2.97) 

denklemi çözülerek 

( ) ( ) ( ) ( )
!3

1121,,
33

222
3

xt
xtxtxttyxu

h
hhhhhh −+++++=                                     (2.2.98)                                                                                                          

çözümü bulunur. 

Benzer biçimde denklemler oluşturulup çözmeye devam edilerek 

( ) xtyxu =,,0 , 

( ) xttyxu h−=,,1 , 

( ) ( )
!2

1,,
22

2

xt
xttyxu

h
hh ++−= , 

( ) ( ) ( ) ( )
!3

1121,,
33

222
3

xt
xtxtxttyxu

h
hhhhhh −+++++= , 

( )

xtxt

xtxttxtxxttxtxxttyxu

4434

24332224323
4

24

1

6

5
2

3

6

5
3

2

3
33,,

hh

hhhhhhhh

+−

+−+++++=

 

. 

. 

.    

.                                                                                                                              (2.2.99) 

çözümleri bulunur. 

 1=q ’de,  homotopi analiz metodu  ile elde edilen seri çözüm 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ....,,....,,,,,,,,,,
0

210 +++++==∑
+∞

=

tyxutyxutyxutyxutyxutyxu n

k

k (2.2.100) 

 

olduğundan         



 107

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

...
24

1

6

5
2

3

6

5
3

2

3
33

!3

1121
!2

1,,

4434

24332224323
33

222
22

++−

+−++++++−

+++++++−−=

xtxt

xtxttxtxxttxtxxt
xt

xtxtxt
xt

xtxtxtyxu

hh

hhhhhhhh
h

hhhhhh
h

hhh

 

                                                                                                                               (2.2.101)  

çözümü bulunur.     

 

1.3.5.Örnek için 

(1.3.8) nonlineer Fokker-Planck denklemi denklemi göz önüne alınsın: 

( ) ,
3

4,,
x

x

u
utxA −=                                                                                                (2.2.102) 

( ) .,, uutxB =                                                                                                          (2.2.103) 

 ve başlangıç koşulu: 

( ) .,2 IRxxxf ∈=                                                                                            (2.2.104) 

olmak üzere denklemin tam çözümü ( ) textxu 2, =  biçimindedir.  

( ) 2
0 , xtxu =                                                                                                            (2.2.105)       

başlangıç yaklaşımı seçilsin.      

( ) 1, =txH  yardımcı fonksiyon, 1c  bir integral sabiti olmak üzere; [ ] 01 =cL eşitliğini  

sağlayan  

( )( ) ( )
,

;,
;,

t

qtx
qtxL

∂

∂
=

φ
φ                                                                                       (2.2.106) 

yardımcı lineer operatör olsun. 

Bir N  nonlineer operatörü 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )qtxqtx
x

x

x

qtx

xt

qtx
qtxN ;,;,

3

;,
4

;,
;,

2

2

φφ
φφ

φ 








∂

∂
+







−

∂

∂
−−

∂

∂
=           (2.2.107)      

olarak tanımlansın.     

 

 

 

 

 



 108

 (2.2.11) denkleminden, sıfırıncı-derece deformasyon denklemi : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0;,;,
3

;,
4

;,;,
1

2

2

=
















∂

∂
+







−

∂

∂
−−

∂

∂
−

∂

∂
− qtxqtx

x

x

x

qtx

xt

qtx
q

t

qtx
q φφ

φφφ
h  

                                                                                                                               (2.2.108) 

olarak bulunur. Buradan (2.2.8)  m.derece deformasyon denklemi kullanılarak 

( ) ( )[ ] ( )txuRtxutxuL mmmmm ;,,, 11 −− =−
r

hχ                                                              (2.2.109) 

elde edilir. 

(2.2.8), (2.2.9) denklemleri kullanılarak  

1≥m         için    ( ) 00, =xum                                                      (2.2.110) 

başlangıç koşulları göz önüne alınarak  

( ) 002

2
00

01
3

4 uu
x

x

x

u

xt

u
uR 









∂

∂
+







−

∂

∂
+

∂

∂
=

r
                                                                     

           2
x−=                                                                                                          (2.2.111) 

bulunur. mχ  fonksiyonunun tanımı kullanılarak 

( ) ( )011 uRuL
r

h=                                                                                                      (2.2.112) 

denklemi elde edilir. Bu denklem verilen başlangıç koşuluna göre çözülerek 

( ) txtxu 2
1 , h−=    ,                                                                                                  (2.2.113) 

çözümü bulunur. Yine aynı yöntem uygulanarak  

( ) ( )102

2
1101

12 2
3

8
uu

x

xu

x

uu

xt

u
uR

∂

∂
−







−

∂

∂
+

∂

∂
=

r
                                                                     

            txx
22

hh +−=                                                                                            (2.2.114) 

ve  

( ) ( ) ( )1212 uRuLuL
r

h=−                                                                                         (2.2.115) 

denklemi çözülerek 

( ) ( )
!2

1,
222

2
2

tx
txtxu

h
hh ++−=                                                                          (2.2.116) 

çözümü bulunur. 
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( ) ( )202

2
2202

23 2
3

8
uu

x

xu

x

uu

xt

u
uR

∂

∂
−







−

∂

∂
+

∂

∂
=

r
                                                                

 ( ) ( )
!2

11
222

2222 tx
txtxx

h
hhhhh −++++−=                                              (2.2.117) 

ve                                                                    

( ) ( ) ( )2323 uRuLuL
r

h=−                                                                                         (2.2.118) 

denkleminin çözümünden 

( ) ( ) ( ) ( )
!3

111,
323

222222
3

tx
txtxtxtxu

h
hhhhhh −+++−+−=                              (2.2.119) 

elde edilir. 

Benzer biçimde denklemler oluşturulup çözülmeye devam edilerek 

( ) 2
0 , xtxu = , 

( ) txtxu 2
1 , h−= , 

( ) ( )
!2

1,
222

2
2

tx
txtxu

h
hh ++−= , 

( ) ( ) ( ) ( )
!3

111,
323

222222
3

tx
txtxtxtxu

h
hhhhhh −+++−+−= ,

( )

22442432424323

23223222222
4

2

3

24

1

2

1

2

1

33
2

3
3,

txtxtxtxtx

txtxtxtxtxtxu

hhhhh

hhhhh

++−−−

−++−−=

, 

. 

.     

. 

.                                                                                                                          (2.2.120) 

çözümleri bulunur. 

 1=q ’de,  homotopi analiz metodu  ile elde edilen seri çözüm 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ....,....,,,,,
0

210 +++++==∑
+∞

=

txutxutxutxutxutxu n

k

k                       (2.2.121) 

 

olduğundan         
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

......
2

3

24

1

2

1

2

1

33
2

3
3

!3
11

1
!2

1,

22442432424323

23223222222
323

22222

2
222

222

+++−−−

−++−−−+++−

+−++−−=

txtxtxtxtx

txtxtxtxtx
tx

txtx

tx
tx

txtxxtxu

hhhhh

hhhhh
h

hhhh

hh
h

hhh

        

                                                                                                                               (2.2.122) 

çözümü bulunur. 

 

Görüldüğü gibi homotopi analiz metodu, Fokker-Planck denkleminin çözümü için 

başarıyla uygulanmıştır. Fakat (2.2.35), (2.2.56), (2.2.77), (2.2.101) ve (2.2.122) 

çözümleri h  parametresine bağlı olduklarından, bu seri çözümlerinin kapalı formda 

yazılabilmeleri ancak seriler belirlenen bir aralıkta yakınsak ise mümkündür. Dolayısı 

ile (2.2.35), (2.2.56), (2.2.77), (2.2.101) ve (2.2.122) çözümlerinin yakınsaklıklarının 

ayrıca incelenmesi gerekir. Bu inceleme, birkaç farklı yolla yapılabilir. Örnek olarak, 4. 

dereceden yaklaşık çözümler, belirli h  değerleri için tablolarla incelenebilir. Farklı h  

değerleri için oluşturulan tablolar aşağıda verilmiştir. 
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h  değeri               4.dereceden yaklaşık çözüm appu  

2−=h  xuapp =  

7.1−=h  txuapp 7599.0+=  

5.1−=h  txuapp 9375.0+=  

1.1−=h  txuapp 9999.0+=  

1−=h  txuapp +=  

8.0−=h  txuapp 9984.0+=  

5.0−=h  txuapp 9375.0+=  

4.0−=h  txuapp 8704.0+=  

2.0−=h  txuapp 5904.0+=  

0=h  xuapp =  

1.0=h  txuapp 4641.0−=  

2.0=h  txuapp 0736.1−=  

4.0=h  txuapp 8419.2−=  

 
1.Tablo 1.3.1.Örnekteki homotopi analiz metodu ile çözülen farklı h  değerlerine karşı 
gelen 4. dereceden yaklaşık çözüm  
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h değeri 4.dereceden yaklaşık çözüm appu  

3−=h  ( )432 375.35.225.40151)sinh( ttttxuapp +−+−=  

2.2−=h  












+

−+−
=

4

32

9760666667.0

614133333.40664.70736.11
)sinh(

t

ttt
xuapp  

2−=h  ( )432 666666667.066666667.241)sinh( tttxuapp +−+=  

7.1−=h  












+

−++
=

4

32

3480041667.0

9007166666.054615.17599.01
)sinh(

t

ttt
xuapp  

5.1−=h  ( )432 2109375.028125.084375.09375.01)sinh( ttttxuapp ++−−=  

1.1−=h  












+

+++
=

4

32

60610041666.0

1552833333.050215.09999.01
)sinh(

t

ttt
xuapp  

1−=h  ( )432 0416666667.0166666667.05.01)sinh( ttttxuapp ++++=  

5.0−=h  












+

+++
=

4

32

660026041666.0

20520833333.034375.09375..01
)sinh(

t

ttt
xuapp  

07.0−=h

 










++

++
=

43

2

166670000010004.06670002166616.0

013364015.025194799..01
)sinh(

tt

tt
xuapp  

0=h  )sinh(xuapp =  

5.0=h  












+

−+−
=

4

32

660026041666.0

1145833333.034375.10625.41
)sinh(

t

ttt
xuapp  

7.0=h  












+

−+−
=

4

32

70100041666.0

3487166667.020215.33521.71
)sinh(

t

ttt
xuapp  

1=h  ( )432 0416666667.016666667.15.8151)sinh( ttttxuapp +−+−=  

 

2.Tablo 1.3.2.Örnekteki homotopi analiz metodu ile çözülen farklı h  değerlerine karşı 
gelen 4. dereceden yaklaşık çözüm  
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h değeri 4.dereceden yaklaşık çözüm appu  

2−=h  ( )432 666666667.066666667.241)1( tttxuapp +−++=  

8.1−=h  ( )432 4374.03608.11384.25904.01)1( ttttxuapp +−+++=  

5.1−=h  












+

−++
+=

4

32

2109375.0

28125.05273437538.09375.01
)1(

t

ttt
xuapp  

3.1−=h  












+

+++
+=

4

32

1190041667.0

0366166666.056615.09919.01
)1(

t

ttt
xuapp  

1−=h  ( )432 0416666667.0166666667.05.01)1( ttttxuapp +++++=  

8.0−=h  












+

+++
+=

4

32

60170666666.0

1365333333.04864.09984.01
)1(

t

ttt
xuapp  

4.0−=h  












+

+++
+=

4

32

670010666666.0

2986666666.02624.08704.01
)1(

t

ttt
xuapp  

03.0−=h

 










×+

+++
+=

− 48

32

10375.3

0007739145.000640386.011470719.01
)1(

t

ttt
xuapp  

0=h  1+= xuapp  

6.0=h  ( )432 0054.00216.02168.15536.51)1( ttttxuapp +++−+=  

2.1=h  ( )432 0864.01888.23424.144256.221)1( ttttxuapp +++−+=  

8.1=h  ( )432 04374.01368.97944.484656.601)1( ttttxuapp +−+−+=  

2=h  ( )432 6666666666.0333333333.1368801)1( ttttxuapp +−+−+=  

 

3.Tablo 1.3.3.Örnekteki homotopi analiz metodu ile çözülen farklı h  değerlerine karşı 
gelen 4. dereceden yaklaşık çözüm  
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h değeri 4.dereceden yaklaşık çözüm appu  

2−=h  ( )43 666666667.033333333.51 ttxuapp +−=  

7.1−=h  ( )432 3480041667.0047083333.247685.02601.01 ttttxuapp +−−+=

 

5.1−=h  ( )432 2109375.084375.028125.05625.01 ttttxuapp +−−+=  

2.1−=h  ( )42 0864.02304.09216.01 tttxuapp +−+=  

1−=h  ( )432 0416666667.0166666667.05.01 ttttxuapp ++++=  

65.0−=h

 










+

+++
=

4

32

170074377604.0

1258697917.0584634375.077000625.01

t

ttt
xuapp  

0=h  xuapp =  

7.0=h  












+

−++
=

4

32

70100041666.0

5430833333.003515.45721.31

t

ttt
xuapp  

3.0=h  ( )432 0003375.003375.050715.04761.01 ttttxuapp +−++=  

1=h  ( )432 0416666667.083333333.15.1091 ttttxuapp +−++=  

3.1=h  












+

−++
=

4

32

1190041667.0

577083333.402915.224041.181

t

ttt
xuapp  

6.1=h  












+

−++
=

4

32

2730666667.0

557333333.95504.401776.331

t

ttt
xuapp  

9.1=h  ( )432 5430041667.071908333.1728315.68908.541 ttttxuapp +−++=

 

2=h  ( )432 6666666667.033333333.2180641 ttttxuapp +−++=  

 

4.Tablo 1.3.4.Örnekteki homotopi analiz metodu ile çözülen farklı h  değerlerine karşı 
gelen 4. dereceden yaklaşık çözüm  
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h değeri 4.dereceden yaklaşık çözüm appu  

2−=h  ( )4322 6666666667.0666666667.241 tttxuapp +−+=  

7.1−=h  ( )4322 3480041667.0900716667.054615.17599.01 ttttxuapp +−++=  

5.1−=h  ( )4322 2109375.028125.084375.09375.01 ttttxuapp +−++=  

3.1−=h  ( )4322 1190041667.0036616667.056615.09919.01 ttttxuapp ++++=  

1.1−=h  












+

+++
=

4

32
2

70610041666.0

1552833333.050215.09999.01

t

ttt
xuapp  

1−=h  ( )4322 70416666666.01666666667.05.01 ttttxuapp ++++=  

99.0−=h

 










+

+++
=

4

32
2

50400248337.0

166567995.0499998.099999999.01

t

ttt
xuapp  

8.0−=h  ( )4322 70170666666.01365333333.04864.09984.01 ttttxuapp ++++=  

09.0−=h

 










+

+++
=

4

32
2

50000027337.0

000453195.0021482415.031425039.01

t

ttt
xuapp  

0=h  2xuapp =  

45.0=h  














+

−+−
=

4

32
2

50017085937.0

081253125.0033509375.142050625.31

t

ttt
xuapp

 

6.0=h  ( )4322 0054.02088.01384.25536.51 ttttxuapp +−+−=  

85.0=h  














+

−+−
=

4

32
2

20217502604.0

6704197917.0407009375.571350625.101

t

ttt
xuapp

 

95.0=h  














+

−+−
=

4

32
2

20339377604.0

9788364583.0358759375.745900625.131

t

ttt
xuapp

 

1=h  ( )4322 70170666666.01365333333.04864.09984.01 ttttxuapp ++++=  

 

5.Tablo 1.3.5.Örnekteki homotopi analiz metodu ile çözülen farklı h  değerlerine karşı 
gelen 4. dereceden yaklaşık çözüm  
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Tablolar incelendiğinde ve 4n =  için elde edilen seri çözümlerle tam çözümlerin ilk 4 

terimi karşılaştırıldığında, bütün örnekler için 0=h  değerlerinde problemlerin 

başlangıç yaklaşımlarının ve 1= −h  değerlerinde ise bulunan yaklaşık çözümlerle tam 

çözümlerin ilk dört terimlerinin çakıştığı görülebilir.  R
h
 bölgesinden alınan 1≠ −h  

değerleri için elde edilen tüm serilerin de bölge içindeki 1= −h  olduğu durumda elde 

edilen seriye yakınsadığı görülmektedir. Fakat bu gözlem yakınsamanın analizini tam 

olarak yapmaya yeterli olmayacaktır. Liao [19] kitabında,  çözüm serisinin yakınsaklık 

bölgesini belirlemek için h ’yi bağımsız değişken gibi düşünüp h ’ye bağlı   

fonksiyonun grafiklerinin çizilmesi gerektiğini belirtmiştir.  Örneğin    

                                        ( )
0,0

,
==

=
txtt txu r

r
γ  

γ , h ’nin  bir fonksiyonudur. Buradan bir h~γ  eğrisi çizilebilir. 2.1.5.1.Teoreme göre 

γ ’nın  farklı h  değerleri için verilen bütün yakınsak seriler, alınan terim sayısına bağlı 

olarak tam çözüme yakınsar.  Bu yüzden h~γ  eğrisinin grafiğinde h -eksenine paralel 

bir doğru parçası görülür. Bu doğru parçasına karşı gelen h  değerlerinin oluşturduğu 

bölge, serinin yakınsak olduğu bölgedir. Bu bölgeye h ’nin geçerli bölgesi denir ve bu 

bölge 
h

R  ile gösterilir. Göz önüne alınan probleme göre, çözüm serisinden h ’ye bağlı 

bir fonksiyon elde etmek için alınan türevin mertebesi ve türev alınan değişken farklılık 

gösterir. Eğer h  yerine, h ’nin geçerli bölgesinden herhangi bir değer konursa buna 

karşı gelen çözüm serisinin yakınsak olduğu kesindir. Daha önce bulunan tüm yarı 

analitik tekniklerin aksine, homotopi analiz metodu, bir problemin yardımcı h  

parametresi cinsinden çözüm ailesini verir. Aile içindeki her bir çözümün yakınsak 

bölgesi, h  yakınsaklık kontrol parametresi ile belirlenir. Bu sonuca göre, her bir tabloda 

h ’nin geçerli bölgesindeki farklı h  değerleri için verilen çözümler birer çözüm ailesi 

oluşturacaktır. Verilen tablolarla Liao’nun tanımladığı h -eğrileri karşılaştırılmak 

istenirse h -eğrilerinin, örneğin, 4. dereceden yaklaşık çözümlerinin grafikleri 

oluşturularak incelenirse: 

1.3.1.Örnekteki 4. dereceden yaklaşık çözüm 

( ) txu
n

n

app ∑
=

+−=
3

0

1 hh                                                                                              
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olarak bulunur ve ( )0,0
tappu ’ın h -eğrisi çizilerek, eğrinin h -eksenine paralel olduğu  

4.02 ≤≤− h   aralığında,  bu çözümün yakınsak olduğu görülebilir( 2.1.Şekil). 

 

 

              2.1.Şekil. ( )0,0appu′ ’ın  4. yaklaşımdaki h -eğrisi . 

 

Örneğin, h ’nin geçerli bölgesinden, 5.0−=h   değeri seçilirse çözüm ailesinden biri 

olan 4.dereceden yaklaşık çözüm txuapp 9375.0+=  ( 2.2.Şekil) olarak hesaplanır.  
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 2.2.Şekil 5.0−=h  için 4.dereceden yaklaşık çözüm 

 

 

2.3.Şekil Tam çözüm  

 
1.3.2.Örnekteki 4. dereceden yaklaşık çözüm  












+−+

−−−++−−
==∑

=
44424

34333232224

0 2436

12169696721449624
)sinh(

24

1

ttt

ttttttt
xuu

n

napp

hhh

hhhhhhh
 

bulunur ve ( )0,0
xtappu , ( )0,0

xttappu ’nin  h -eğrileri çizilerek, ( )0,0
xtappu ’nin h -eksenine 

13 ≤≤− h  aralığında, ( )0,0
xttappu ’nin ise 23 ≤≤− h  aralığında paralel oldukları 

görülür. Đki eğrinin de h -eksenine paralel olduğu  13 ≤≤− h  aralığı, h ’nin geçerli 

bölgesi olarak belirlenmiş olur. Bu bölgede, elde edilen seri çözümün yakınsak olduğu 

bulunur (2.4.Şekil). 
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2.4.Şekil ( )0,0appu ′′  ve ( )0,0appu ′′′ ’nin 4. yaklaşımdaki h -eğrileri, yuvarlak semboller: 

( )0,0appu ′′ ’ın;  düz çizgi: ( )0,0appu ′′′ ’nin 4.dereceden yaklaşımı 

 

Örneğin, h ’nin geçerli bölgesinden, 07.0−=h   değeri seçilirse çözüm ailesinden biri 

olan 4.dereceden yaklaşık çözüm  












++

++
=

43

2

6670000100041.06670002166616.0

013364015.025194799.01
)sinh(),(

tt

tt
xtxuapp  

(2.5.Şekil) olarak hesaplanır.  
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2.5.Şekil  07.0−=h  için 4.dereceden yaklaşık çözüm 

 

 

 

 

 

2.6.Şekil.Tam çözüm  
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1.3.3.Örnekteki 4. dereceden yaklaşık çözüm, 

ttt

ttttxtxtttxt

txttxtxxttxtxxtxuapp

42444

34323244342224

33332224323

2

3

24

1
2

1
446

24

1

2

1
34

2

3
3

2

3

2
463441

hhh

hhhhhhhhh

hhhhhhhh

−++

−−+−+−+−+

−−−−+−−++=

 

bulunur  ve  ( )0,0
ttappu  , ( )0,0

tttappu ’nin  h -eğrileri çizilerek, ( )0,0
ttappu ’nin h -eksenine 

23 ≤≤− h  aralığında , ( )0,0
tttappu ’nin ise 22 ≤≤− h  aralığında paralel oldukları 

görülür. Đki eğrinin de h -eksenine paralel olduğu  22 ≤≤− h  aralığı, h ’nin geçerli 

bölgesi olarak belirlenmiş olur. Bu bölgede, elde edilen seri çözümün yakınsak olduğu 

bulunur (2.7.Şekil). 

 

 

2.7.Şekil ( )0,0appu ′′  ve ( )0,0appu ′′′ ’nin 4. yaklaşımdaki h -eğrileri, yuvarlak semboller: 

( )0,0appu ′′′ ’ın;  düz çizgi: ( )0,0appu ′′ ’nin 4.dereceden yaklaşımı 

 
Örneğin, h ’nin geçerli bölgesinden, 03.0−=h   değeri seçilirse çözüm ailesinden biri 

olan 4.dereceden yaklaşık çözüm  

( )( )4832 10.375.30007739145.000640386.011470719.011),( ttttxtxuapp

−+++++=  

(2.8.Şekil) olarak hesaplanır.  
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2.8.Şekil 03.0−=h  için 4.dereceden yaklaşık çözüm 

 

 

 

 

 

2.9.Şekil Tam çözüm 
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1.3.4.Örnekteki 4. dereceden yaklaşık çözüm,  

 

xtxtxttxxttxxtxttxxuapp

442434433323222

24

1

2

3

6

5
4544 hhhhhhhhh ++−+−++++=    

 

bulunur ve ( )0,0,0
xtappu , ( )0,0,0

xttappu ’nin h -eğrileri çizilerek, ( )0,0,0
xtappu ’nin h -

eksenine 33 ≤≤− h  aralığında, ( )0,0,0
xttappu ’nin ise 22 ≤≤− h  aralığında paralel 

oldukları görülür. Đki eğrinin de h -eksenine paralel olduğu  22 ≤≤− h  aralık h ’nin 

geçerli bölgesi olarak belirlenmiş olur. Bu bölgede, elde edilen seri çözümün yakınsak 

olduğu bulunur (2.10 Şekil). 

 

 

 

 

 

 

 
2.10.Şekil ( )0,0,0appu ′′  ve ( )0,0,0appu ′′′ ’nin 4. yaklaşımdaki h -eğrileri, düz çizgi: 

( )0,0,0appu ′′ ’ın, yuvarlak semboller: ( )0,0,0appu ′′′ ’ın 4.dereceden yaklaşımı 
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Örneğin, h ’nin geçerli bölgesinden, 65.0−=h   değeri seçilirse çözüm ailesinden biri 

olan 4.dereceden yaklaşık çözüm  

432 170074377604.01258697917.0584634375.077000625.0 xtxtxtxtxuapp ++++=  

(2.11.Şekil) olarak hesaplanır.  

 

 

2.11.Şekil  65.0−=h  için 4.dereceden yaklaşık çözüm 

 

 

 

2.12.Şekil Tam çözüm 
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1.3.5.Örnekteki 4. dereceden yaklaşık çözüm, 

22442432424323

232232222222

2

3

24

1

2

1

3

2

44364),(

txtxtxtxtx

txtxtxtxtxxtxuapp

hhhhh

hhhhh

++−−−

−++−−=

 

olarak bulunur ve ( )0,0
xxappu  , ( )0,0

xxtappu ’nin  h -eğrileri çizilerek, ( )0,0
xxappu ’nin h -

eksenine ∞<<∞− h  aralığında, ( )0,0
xxtappu ’nin ise 12 ≤≤− h  aralığında paralel 

oldukları görülür. Đki eğrinin de h -eksenine paralel olduğu 12 ≤≤− h  aralığı, h ’nin 

geçerli bölgesi olarak belirlenmiş olur. Bu bölgede, elde edilen seri çözümün yakınsak 

olduğu bulunur (2.13.Şekil). 

 

2.13.Şekil ( )0,0appu ′′  ve ( )0,0appu ′′′ ’nin 4. yaklaşımdaki h -eğrileri, düz çizgi: ( )0,0appu ′′ ’ın, 

yuvarlak semboller: ( )0,0appu ′′′ ’ın 4.yaklaşımı 

 
 

 

 

 

Örneğin, h ’ın geçerli bölgesinden, 09.0−=h   değeri seçilirse çözüm ailesinden biri 

olan 4.dereceden yaklaşık çözüm 

42322222 50000027337.0000453195.0021482415.031425039.0 txtxtxtxxuapp ++++=

(2.13.Şekil) olarak hesaplanır.  
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2.14.Şekil 09.0−=h  için 4.dereceden yaklaşık çözüm 

 

 

 

 

2.15.Şekil Tam çözüm 
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Fakat Liao’nun yaklaşımı da verilen tablolarda önerilen yaklaşım gibi analitik bir 

yaklaşımdan ziyade gözlemler sonunda elde edilen sonuçlardır. Şimdi tarafımızdan 

verilecek analitik yaklaşımla en uygun hangi h  değeri ile yakınsamanın sağlanabileceği 

gösterilecektir. Liao’nun tanımladığı h ’ye bağlı fonksiyonların optimum değerlerinden 

birisi, istenen en uygun h  değeri olacaktır. Bu da h ’ye bağlı fonksiyonların birinci 

mertebeden türevlerinin köklerinden biri olacaktır. Yukarıdaki örneklere uygulanırsa: 

 

1.3.1.Örnek için:  

( ) ( ) ( ) ( )32 1110,0 hhhhhhh +−+−+−−=
tappu          4.02 ≤≤− h  

( )
( ) 014412124

0,0
332 =+−=−−−−= hhhh

hd

du
tapp

 

 
elde edilir ve denklemin çözümünden  1−=h  bulunur ve bu değer altında çözüm serisi 

en hızlı şekilde tam çözüme yakınsar. 

1.3.2.Örnek  için: 

( ) hhhh 4640,0 234 −−−−=
xtappu       23 ≤≤− h  

( ) 014412124 323 =+−=−−−−= hhhh
hxtappu  

denkleminin çözümünden 1−=h  elde edilir.   1−=h   için çözüm serisi en hızlı şekilde 

tam çözüme yakınsar. 

1.3.3.Örnek için: 

( ) 234 6830,0 hhh ++=
ttappu                23 ≤≤− h  

( )
( ) ( ) 01121212122412

0,0
2223 =+=++=++= hhhhhhhh

hd

du
ttapp

 

denkleminin çözümünden 0=h , 1−=h   kökleri bulunur. 1−=h  için çözüm serisi en 

hızlı şekilde tam çözüme yakınsar. 

1.3.4.Örnek için: 

( ) 432 440,0,0 hhh ++=xtu                    33 ≤≤− h  

( )
( )( ) 01244128

0,0,0 32 =++=++= hhhhhh
hd

du xt  denkleminin çözümünden 

1−=h , 0=h , 2−=h  kökleri elde edilir. 1−=h  için çözüm serisi en hızlı şekilde tam 

çözüme yakınsar. 
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1.3.5.Örnek için: 

 

( ) 432 281280,0 hhhh −−−−=
xxtappu            12 ≤≤− h  

( )
( ) 018824248

0,0
332 =+−=−−−−= hhhh

hd

du
xxtapp

 denkleminin çözümünden 

1−=h  kökü elde edilir. 1−=h  için çözüm serisi en hızlı şekilde tam çözüme yakınsar. 

 

Homotopi analiz metodu uygulanırken başlangıç yaklaşımını, yardımcı lineer operatörü, 

yardımcı fonksiyonu ve h  yakınsaklık kontrol parametresini seçme serbestliği vardır. 

2.1.5.1.Teoreme göre homotopi çözüm serisi, yakınsak olması şartıyla, verilen 

problemin çözümlerinden biridir. Çözüm serisinin yakınsak olmasını sağlamak için  

yardımcı lineer operatör, yardımcı fonksiyon ve h  yakınsaklık kontrol parametresi 

uygun seçilmelidir. Fakat metodun dezavantajlarından biri, bu uygun değerlerin seçimi 

için kesin teoremlerin henüz verilmemiş olmasıdır. 
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III. BÖLÜM 

 

3. HOMOTOPĐ PERTÜRBASYON METODU ĐLE HOMOTOPĐ ANALĐZ 

METODUNUN KARŞILAŞTIRILMASI  

 

 

 

 

Bu bölümde, Fokker- Planck denklemi için homotopi pertürbasyon metodu ve homotopi 

analiz metodu ile elde edilen çözümlerin analizleri yapılmıştır.  

 

1.3.1.Örnekte homotopi pertürbasyon metodu ile bulunan çözümde, dördüncü 

dereceden yaklaşık çözüm  

txtxvapp +=),(                                                                                                       (3.1.1) 

tam çözümle çakışır.  

Fakat bu çözüm, konuya hakim olmayanlar için yanıltıcı olabilir. Homotopi 

pertürbasyon çözüm serisinin ikinci terimden sonraki terimlerinin hepsi sıfıra eşit 

olduğundan, ilk iki terim, tam çözüme karşı gelmektedir. Bu, özel bir durumdur ve 

genel analiz yapmak için yeterli değildir. 

Homotopi analiz metodu ile bulunan dördüncü dereceden yaklaşık çözüm ise  

( ) txu
n

n

app ∑
=

+−=
3

0

1 hh                                                                                             (3.1.2)     

 

dir. Bu çözüm serisinin yakınsak olduğu bölgeyi belirlemek için analiz yapılırsa, h ’nin 

geçerli bölgesi olarak adlandırılan yakınsaklık aralığı, 4.02 ≤≤− h , elde edilir. ve 

h ’nin geçerli bölgesinden, 5.0−=h   değeri seçildiğinde 4.dereceden yaklaşık çözüm 

txuapp 9375.0+=  olarak bulunur. Bu çözüm bulunan aralıktaki h  seçimi için 

yakınsak çözümdür. Bu iki metotla da bulunan 4. dereceden yaklaşık çözümler, 

grafiklerle karşılaştırılırsa homotopi pertürbasyon metodu ile bulunan çözümün tam 

çözümle çakıştığı görülmüştür. Burada homotopi pertürbasyon metodu ile bulunan 

çözüm daha iyi bir yaklaşım veriyormuş gibi görünse de homotopi analiz metodunda 

çözümün yakınsaklığı, h  yakınsaklık kontrol parametresinin seçimine bağlıdır. h ’nin 
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geçerli bölgesinden 1−=h  değeri seçilirse çözüm tam çözüme yakınsar ve 4.dereceden 

yaklaşık çözüm, homotopi pertürbasyon metodunda bulunan yaklaşık çözümle aynı 

olur. Yani bu örnek için her iki metotla bulunan seri çözümler tam çözüme yakınsarlar. 

Yaklaşık çözümlerin ve tam çözümün grafikleri 3.1.a.,b.,c.Şekillerde verilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

                                

 

 

 

 

3.1.a. Şekil HAM ile bulunan 5.0−=h  için  4.dereceden   yaklaşık çözüm                                                

 

 

3.1.b. Şekil  HPM ile bulunan 4.dereceden  yaklaşık çözüm                                                 
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3.1.c. Şekil Tam çözüm 

 

 

1.3.2.Örnekte ise homotopi pertürbasyon metodu ile bulunan çözümde 4.dereceden 

yaklaşık çözüm  

)4122424)(sinh(
24

1
),( 432 ttttxtxvapp ++++=                                                   (3.1.3) 

 

iken homotopi analiz metodu ile bulunan 4.dereceden yaklaşık çözüm 

 












+−+

−−−++−−
==∑

=
44424

34333232224

0 2436

12169696721449624
)sinh(

24

1

ttt

ttttttt
xuu

n

napp

hhh

hhhhhhh
 

 

                                                                                                                                 (3.1.4) 

olur.  

Bu çözüm için h ’nin geçerli bölgesi, 13 ≤≤− h  olarak belirlenmiştir. Bu bölgeden 

alınan 07.0−=h  değeri için çözüm yakınsak olup 4.dereceden yaklaşık çözüm  












++

++
=

43

2

6670000100041.06670002166616.0

013364015.025194799.01
)sinh(),(

tt

tt
xtxuapp  

olarak hesaplanmıştır.  

Yine 4. dereceden yaklaşık çözümler iki metot için de karşılaştırılırsa homotopi 

pertürbasyon metodu daha iyi sonuç veriyormuş gibi gözükür. Fakat h ’nin geçerli 

bölgesinden alınan 1−=h  değeri için iki çözümün çakıştığı, aynı zamanda 4.dereceden 
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yaklaşık çözümlerinin de çakıştığı görülür. Bu durumda çözümün yakınsaklığını kontrol 

eden ve yakınsak olmasını garantileyen homotopi analiz metodu daha avantajlıdır. 

Homotopi pertürbasyon metodu, bu metodun 1−=h  değeri için özel halidir denebilir. 

Yine her iki metotla da bulunan çözümler tam çözüme yakınsar. Her iki metotla da 

bulunan yaklaşık çözümler ve tam çözüm grafiklerle 3.2.a.,b.,c.Şekillerde gösterilmiştir. 

 

 

 

 

  

3.2.a. Şekil HAM ile bulunan 07.0−=h  için  4.dereceden   yaklaşık çözüm                                                              

   

                            

                                  

3.2.b. Şekil HPM ile bulunan 4.dereceden yaklaşık çözüm 
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    3.2.c. Şekil  Tam çözüm 

 

1.3.3.Örnekte homotopi pertürbasyon metodu ile çözülen örnekte 4.dereceden yaklaşık 

çözüm 

443322

24

1

24

1

6

1

6

1

2

1

2

1
1),( txttxttxtttxxtxvapp +++++++++=                      (3.1.5) 

olarak bulunmuştur. 

 

Homotopi analiz metodu ile bulunan 4.dereceden yaklaşık çözüm 

ttt

ttttxtxtttxt

txttxtxxttxtxxtxuapp

42444

34323244342224

33332224323

2

3

24

1
2

1
446

24

1

2

1
34

2

3
3

2

3

2
463441

hhh

hhhhhhhhh

hhhhhhhh

−++

−−+−+−+−+

−−−−+−−++=

      (3.1.6) 

olur. 

Bu çözüm için h ’nin geçerli bölgesi 22 ≤≤− h  olarak belirlenmiştir. Bu bölgeden 

alınan 03.0−=h  değeri için çözüm yakınsak olup 4.dereceden yaklaşık çözüm  

( )( )4832 10.375.30007739145.000640386.011470719.011),( ttttxtxuapp

−+++++=  

bulunmuştur. 
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h ’nin geçerli bölgesinden alınan 1−=h  değeri için iki çözümün çakıştığı, aynı 

zamanda 4.dereceden yaklaşık çözümlerinin de çakıştığı görülür. Yine her iki metotla 

da bulunan çözümler tam çözüme yakınsar. Her iki metotla da bulunan yaklaşık 

çözümler ve tam çözüm grafiklerle 3.3.a.,b.,c.Şekillerde gösterilmiştir. Bir önceki 

örnekte olduğu gibi 4.derece yaklaşım için homotopi analiz metodundaki h -yakınsaklık 

kontrol parametresi ile çözümün tam çözüme yakınsama hızı kontrol edilebilir. 

Homotopi pertürbasyon metodu ise homotopi analiz metodunun 1−=h  değeri seçilerek 

bulunan özel bir halidir. 

 

 

 

 

        

3.3.a. Şekil HAM ile bulunan 03.0−=h  için 4.dereceden yaklaşık çözüm        

      

                                  

3.3.b. Şekil HPM ile bulunan 4.dereceden yaklaşık çözüm 
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3.3.c. Şekil  Tam çözüm 

 

1.3.4.Örnekte homotopi pertürbasyon metodu ile çözülen örnekte 4.dereceden yaklaşık 

çözüm 









++++= 432

121
24

1

6

1

2

1
1),,( ttttxtxxvapp                                                          (3.1.7) 

 

iken homotopi analiz metodu ile bulunan yaklaşık çözüm 

xtxtxt

txxttxxtxttxxuapp

442434

433323222

24

1

2

3

6

5

4544

hhh

hhhhhh

++−

+−++++=

             (3.1.8) 

bulunmuştur. 

 

Bu çözüm için h ’nin geçerli bölgesi 22 ≤≤− h  olarak belirlenmiştir. Bu bölgeden 

alınan 65.0−=h  değeri için çözüm yakınsak olup 4.dereceden yaklaşık çözüm 

432 170074377604.01258697917.0584634375.077000625.0 xtxtxtxtxuapp ++++=  

elde edilmiştir. 

 

h ’nin geçerli bölgesinden alınan 1−=h  değeri için iki seri çözümün çakıştığı, 

homotopi analiz metodunda 4.dereceden yaklaşık çözümün ise 









++++= 432

6

1

6

1

2

1
1),,( ttttxtyxuapp                                                                (3.1.9) 
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olduğu görülür. Yine her iki metotla da bulunan çözümler tam çözüme yakınsar. Her iki 

metotla da bulunan yaklaşık çözümler ve tam çözüm grafiklerle 3.4.a.,b.,c. Şekillerde 

gösterilmiştir. Homotopi pertürbasyon metodunda, seri çözüm tam çözüme yakınsar. 

Homotopi analiz metodunda da seri çözümde 1−=h  değeri alınırsa çözümün tam 

çözüme yakınsadığı görülür.  

 

 

        

3.4.a. Şekil HAM ile bulunan 65.0−=h  için 4.dereceden yaklaşık çözüm                   

      

 

3.4.b. Şekil HPM ile bulunan 4.dereceden   yaklaşık çözüm                                                 
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 3.4.c. Şekil Tam çözüm 

 

1.3.5.Örnekte homotopi pertürbasyon metodu ile çözülen örnekte 4.dereceden yaklaşık 

çözüm 

24232222
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1

6

1

2

1
),( xtxtxttxxtxvapp ++++=                                                      (3.1.10) 

 
ve homotopi analiz metodu ile bulunan 4.dereceden yaklaşık çözüm 
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232232222222
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2

1
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2

44364),(

txtxtxtxtx

txtxtxtxtxxtxuapp

hhhhh

hhhhh

++−−−

−++−−=

                              (3.1.11) 

bulunmuştur. 

Bu çözüm için h ’nin geçerli bölgesi, 12 ≤≤− h  olarak belirlenmiştir. Bu bölgeden 

alınan 09.0−=h  değeri için çözüm yakınsak olup 4.dereceden yaklaşık çözüm 

42322222 50000027337.0000453195.0021482415.031425039.0 txtxtxtxxuapp ++++=  

elde edilmiştir. 

h ’nin geçerli bölgesinden alınan 1−=h  değeri için iki seri çözümün çakıştığı, 

homotopi analiz metodunda 4.dereceden yaklaşık çözümün ise 

24232222

24

1

6

1

2

1
),( xtxtxttxxtxuapp ++++=                                                      (3.1.12) 

olduğu görülür. Her iki metotla bulunan yaklaşık çözümler ve tam çözüm grafiklerle 

3.5.a.,b.,c. Şekillerde gösterilmiştir. Her iki metotla da bulunan seri çözümler tam 

çözüme yakınsarlar. 
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3.5.a. Şekil  HAM ile bulunan 09.0−=h  için 4.dereceden yaklaşık çözüm                                                

     

3.5.b. Şekil HPM ile bulunan 4.dereceden yaklaşık çözüm                                                 

 

 

3.5.c.Şekil Tam çözüm 
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SONUÇLAR 

 

Bu çalışmada, homotopi pertürbasyon ve homotopi analiz metotlarıyla elde edilen 

çözümlerin özel analizleri, bir önceki bölümde detaylı bir şekilde verilmiştir. Önceki 

bölümlerdeki çalışmalardan çıkarılan genel sonuçlar aşağıdaki gibidir. 

 

• Homotopi analiz metodu genelleştirilmiş Taylor serisine dayanan ve sonsuz seri 

çözümlerini araştıran bir metottur. 

• Homotopi analiz metodunda, (h ’nin geçerli bölgesi )
h

R  yardımıyla yani metotta 

h  yakınsaklık kontrol parametresi verilerek metodun yakınsaklık bölgesinin 

genişletilmesi sağlanmıştır. 

• Homotopi pertürbasyon metodu,  homotopi analiz metodundaki Taylor serisi 

yerine pertürbasyon serisi kullanılarak sonsuz seri çözümlerini araştıran bir 

metottur. 

• Her iki metot da birkaç terim hesaplanarak analitik çözüme hızlı yakınsayan 

metotlardır.  

• Homotopi analiz metodunda h  yakınsaklık kontrol parametresinin uygun 

seçilebilmesi durumunda yakınsama hızlandırılabilir ve analitik çözüme hızlı 

yakınsar.  

• Homotopi pertürbasyon metodunda ise yakınsama, başlangıç yaklaşımının 

yeterince iyi seçilmesine bağlıdır. Ayrıca yakınsama homotopi yoluna da 

bağlıdır. 

• Homotopi analiz metodunda ise başlangıç yaklaşımı ne seçilirse seçilsin analitik 

çözüme ulaşılamasa bile yakınsak seri çözüm bulmak mümkündür. 

• Homotopi analiz metodunda h  yakınsaklık kontrol parametresinin -1 ve  

( )txH ,
v

 yardımcı fonksiyonunun 1’e eşit  olması durumunda çözüm serisi, 

homotopi pertürbasyon metodunda elde edilen çözüm serisi ile çakışır. Bazı 

araştırmacılar homotopi pertürbasyon metodunun homotopi analiz metodunun 

bir özel hali olduğunu iddia etmektedirler. 

• Bu iki metodun karmaşıklığı incelendiğinde, homotopi analiz metodunda çözüm 

serisinin oluşturulması yardımcı lineer operatörün, yardımcı fonksiyonun, 

başlangıç yaklaşımının ve h  yakınsaklık kontrol parametresinin seçimine bağlı 
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iken homotopi pertürbasyon metodunda çözüm serisinin bulunması için 

başlangıç yaklaşımı ve uygun homotopinin kurulması yeterlidir. Bu da homotopi 

pertürbasyon metodunun homotopi analiz metoduna göre uygulanmasının daha 

kolay olduğunu gösterir. 

 

Sonuç olarak denilebilir ki her iki metodun da problemlere bağlı olarak iyi ve 

zayıf yönleri mevcuttur. Metotların dezavantajlarının ortadan kaldırılması için 

literatürde yeterli problem çözümü olmadığından genel bir teori oluşturmak bu 

aşamada mümkün değildir. 
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