OZET

Bu caligmanin amaci, homotopi pertiirbasyon metodu ve homotopi analiz
metodunu kullanarak bazi lineer ve nonlineer problemlerin ¢éziimlerini elde etmek ve
¢cOziimlerin karsilagtirmasini yapmaktir.

U¢ boliimden olusan bu calismanin 1. boliimiinde, homotopi kavrami ve
pertiirbasyon teorisi kisaca verilmis, homotopi pertiirbasyon metodu tanitilmis ve bu
metot bir ve iki-boyutlu homojen, ii¢-boyutlu homojen olmayan degisken katsayili 1s1-
tipi ve dalga-tipi baslangi¢c ve smir deger problemlerine uygulanarak ¢oziimler elde
edilmis ve bulunan ¢6ziimlerin yakinsaklik analizi verilmistir.

II. Boliimde homotopi analiz metodu tanitilmis ve bu metot kullanilarak lineer
backward ve forward Kolmogorov ve nonlineer Fokker-Planck denklemlerinin 7 -
yakinsaklik kontrol parametresine bagli seri coziimleri elde edilmis ve ¢oziimlerin
analizi yapilmistir.

III. Boliimiinde her iki metotla bulunan ¢oziimler karsilastinnlmis ve elde edilen

sonuclar degerlendirilmistir.
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ABSTRACT

The purpose of this study is obtaining the solutions of certain linear and
nonlinear problems by using homotopy perturbation method and homotopy analysis
method and making the comparison of these solutions.

This study consists three chapters in total and in the first chapter the concept of
homotopy and perturbation theory are given briefly, the homotopy perturbation method
is introduced and solutions are obtained by applying this method to one and two-
dimensional homogeneous, three-dimensional nonhomogeneous heat-like and wave-like
initial and boundary value problems with variable coefficients. Then convergence
analysis of the found solutions is given.

In the second chapter, homotopy analysis method is introduced and by using this
method the series solutions according to the 7 -convergence control parameter of linear
backward and forward Kolmogorov and nonlinear Fokker-Planck equations are
obtained and analysis of the solutions is made.

In the third chapter, the solutions found by both of the methods are compared.

In conclusion, the results obtained are evaluated.
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GIRIS

Bu c¢alismanin amaci, bir veya iki-boyutlu homojen, ii¢c-boyutlu homojen
olmayan degisken katsayili 1si-tipi, dalga-tipi baglangic ve simir deger problemlerini
homotopi pertiirbasyon metodu ile ¢ozmek ve ¢dziimiin yakinsakligin1 gdstermek, lineer
backward ve forward Kolmogorov ve nonlineer Fokker-Planck denklemlerini homotopi
analiz metodu ile ¢dzmek ve homotopi pertiirbasyon metodu ile homotopi analiz
metodunun Fokker-Planck denklemleri iizerinde karsilagtirmasini yapmaktir.

Coziimil zor olan bir problemi, kolay c¢oziilebilir bir probleme doniistiirmeyi
saglayan homotopi metodu, son yillarda miihendislik uygulamalarinda ve nonlineer
problemlerin ¢6ziimlerinde kullanilmaktadir.

Homotopi pertiirbasyon metodu (HPM), 1998 yilinda Ji-Huan He [1-7]
tarafindan verilmistir. He, metodu olustururken pertiirbasyon teknigi ile homotopi
kavramin1 birlestirmis ve nonlineer problemleri, ¢6ziimii kolay lineer problemlere
dontigtirmiistiir. Bilindigi gibi bu yontemler, 90’11 yillarda ortaya ¢ikan yontemler olup
temelde seri ¢coziimlere dayanirlar. Coziimlerin seri seklinde olmasi ve bazi durumlarda
¢cOziimlerin kapali formlarinin elde edilebilmesi, bu yontemleri farkli dallarda ¢alisan
bilim adamlann1 arasinda popiiller kilmis ve ¢oziimlerin farkli yorumlarinin
yapilabilmesini saglamistir. Bu calismada ¢6ziilen problemlerin bir kisminin literatiirde
analitik metotlarla ¢oziimleri olmasina ragmen, bu coziimlerin analizinin yapilmasi
miimkiin degildir. Burada kullanilan yaklasimlarla, elde edilen literatiirde mevcut ve
yeni ¢oziimlerin analizinin yapilmasi saglanmistir. Bircok arastirmaci homotopi
pertiirbasyon metodunu cesitli problemlere uygulamistir [8-18].

Benzer sekilde homotopi kavrami ile Taylor serisini birlestiren homotopi analiz
metodu (HAM)” ise 1992°de Shijun Liao [19-31] tarafindan verilmistir. Homotopi
pertiirbasyon metodundan farkli olarak homotopi analiz metodu ile bir analitik seri
¢oziim tekniginde yakinsakligin kontrolii de saglanmistir. Birgok arastirmaci cesitli
fiziksel ve miihendislik problemini bu yontemle basarili bir sekilde ¢ozmiistiir [32-38].
Liao, metot icin yeni tanim ve teoremler vererek bazi kavramlara aciklik getirmis [31]

ve 2003 yilinda yaymlanan “Beyond Perturbation: Introduction to the homotopy



analysis method” adli kitabinda [19], homotopi analiz metodunun Lyapunov yapay
parametre metodu, O -acilim metodu, Adomian ayrisim metodu gibi diger non-
pertiirbatif metotlarinin genel hali oldugunu kanitlamis ve homotopi pertiirbasyon
metodunun da kendi yonteminin bir 6zel hali oldugunu gostermistir.

Son yillarda bazi arastirmacilar, homotopi petiirbasyon metodu ve homotopi
analiz metodunun karsilastirilmasin1 veren makaleler yazmislardir [39-43]. Fakat bu
makalelerin yeterli analiz icermedikleri goriilmiistiir. Yapilan literatiir taramasi
sonucunda, metotlarin karsilastirllmasi1 icin yazilan makalelerin yeterli olmadig
tespitine dayanarak bazi lineer ve nonlineer problemler her iki yontemle ¢oziiliip ¢6ziim
analizlerinin yapilmasi amag¢lanmustir.

Yukandaki ¢alismalardan yararlanilarak, ii¢ boliimden olusan bu caligsmanin I.
boliimiinde homotopi kavrami ve pertiirbasyon teorisi kisaca verilmis, homotopi
pertiirbasyon metodu tanitilmis ve bu metot bir ve iki-boyutlu homojen, ii¢c-boyutlu
homojen olmayan degisken katsayili 1si-tipi ve dalga-tipi baslangic ve simir deger
problemlerine uygulanarak ¢oziimler elde edilmis, bulunan c¢oziimlerin yakinsaklik
analizi yapilmistir. Homotopi analiz metodu ile bulunan c¢oziimlerle karsilastirma
yapmak i¢in, J.Biazar vd. [44] tarafindan homotopi pertiirbasyon metodu ile bulunan
cOziimler detayli sekilde verilmistir.

II. Bolimde homotopi analiz metodu tanitilmis ve bu metot kullanilarak, lineer
backward ve forward Kolmogorov ve nonlineer Fokker-Planck denklemlerinin 7 -
yakinsaklik kontrol parametresine bagh seri ¢oziimleri elde edilmistir. Coziimlerin
analizi yapildiginda yakinsamalarin, Liao’nun iddia ettigi gibi, 7 -yakinsaklik kontrol
parametresine bagli oldugu ve # -yakinsaklik kontrol parametresinin -1 olmasi
durumunda elde edilen seri ¢oziimlerin tam ¢oziimii verdigi goriilmiistiir. II. bolimde
Fokker-Planck denklemi i¢in homotopi analiz metodu ile bulunan 4. dereceden yaklasik
¢oziimler, calismanin III. Bolimiinde J.Biazar vd. [44] tarafindan homotopi
pertiirbasyon metodu ile bulunan ¢6ziimlerle karsilastirilmis ve her iki ¢oziimiin de tam
¢Oziime yakinsadigi goriilmiistiir.

Yukarida homotopi pertiirbasyon ve homotopi analiz metotlar1 ile verilen
literatiir calismalarinda her iki yontemin iyi sonuglar verdikleri ifade edilmesine ragmen
S. Liang ve D.J. Jeffrey’in evrim denklemi iizerinde homotopi pertiirbasyon metodu ve

homotopi analiz metodu ile yaptig1 karsilastirmada [43] ise homotopi pertiirbasyon



metodu ile bulunan ¢6ziimiin yakinsak olmadigi, homotopi analiz metodu ile bulunan
¢Oziimiin 7 -yakinsaklik kontrol parametresine bagli olarak ¢ok yavas (30.dereceden
yaklagim) yakinsadig goriilmiistiir.

Bu makaleye dayanarak her iki metodun da problem bagimli olduklari tespit
edilmistir. Dolayis1 ile hiikiim olusturabilmek icin daha farkli problemlerin bu

metotlarla ¢oziilerek analizlerinin yapilmasi gerekmektedir.



I. BOLUM

1. HE’NIN HOMOTOPi PERTURBASYON METODUNUN DEGISKEN
KATSAYILI ISI-TiPi VE DALGA TiPi DENKLEMLERE UYGULANMASI

1.1. Homotopi Pertiirbasyon Metodu

1.1.1. Homotopi kavramm

Homotopi kavrami, 1895 yilinda Henri Poincaré tarafindan “Analysis Situs, Journal
de I'Ecole Polytechnique ser 2, 1 (1895) pages 1-123.” adli makalede tanitilmustr.
Homotopi, diferansiyel topolojinin énemli konularindan biridir. Bu kavram daha sonra
homolojinin temellerini olusturmustur. Iki doniisiim arasindaki homotopinin genel
tammi ise ilk olarak 1911 yilinda L.E.J. Brouwer tarafindan verilmistir. Iki
matematiksel obje, biri digerine siirekli olarak deforme oluyorsa homotopiktirler denir.
1.1.1.1. Tanmm f:X —Y, g:X — Y siirekli déniisiimler, / =[0,1] olsun. Herxe X
icin H(x,0)= f(x) ve H(x,1)= g(x) esitliklerini saglayan bir H: X xI — Y siirekli
doniisiimii varsa f ve g homotopiktir denir. Bu durumda H doniisiimiine f ve g
arasinda bir homotopidir denir.
1.1.1.1. Ornek: X =Y =IR" ve xe IR" olmak iizere f(x)=x, g(x)=0 biciminde
tammlansin. H: IR" xI — IR", H(x,r)=(1-¢)f(x) ile tammlanan H doniisimii f ve

g arasinda bir homotopidir. Iki fonksiyon arasinda birden fazla homotopi
tanimlanabilir. Hl(x,t): (l—tz) £(x) ile tanimlanan H, :IR"xI — IR" doniisiimii de

f ve g arasinda yine bir homotopidir.



1.1.1.2.0rnek: f,g: X > IR? siirekli ~ doniisiimler  olsun. H: X xI — IR?,
H(x,7)=(1-1)f(x)+7g(x), H(x,0)= f(x) ve H(x,])= g(x) biciminde tanimlanan H
doniisimii f ve g arasinda bir homotopidir. Yani f ve g homotopiktir.
1.1.1.2. Tanim: f:X — Y siirekli doniisiimii sabit bir doniisiime homotopik ise f ’ye
null-homotopiktir denir.

Bazi durumlarda homotopinin kisitlanmis bir tipi goz Oniine alinir. Bu kisitlama
altinda bir alt kiilmenin deformasyonla sabit kalmasi istenir.
Uc noktalar1 aynix, ve x, olan basit fve g yaylarn gbz Oniine alinsin. Yukarida
belirtilen yonteme gore; 1.1.Sekilde gosterildigi gibi, ortadaki yay ailesinin her
elemaninin ayni x, ve x, u¢ noktalarina sahip olmasi sartiyla f, g ’ye siirekli deforme
olsun. Bu durumda f ve g doniisiimleri, x, ve x,’yi kapsayan bir alt kiimeye gore

homotopiktir denir . Bu tanim asagidaki bigimde ifade edilir.

1.11.3. Tanmm: f : X —»Y, g:X —Y siirekli doniisiimler, A < X olsun. Eger her
tel ve her xe A icin H(a,t)= f(a)=g(a) olacak bicimde bir H:XxI —Y
homotopisi varsa f ve g doniisiimleri A alt kiimesine gore homotopiktir denir.

1.1.1.4. Tanmm: f ve g, I = [0,1] araligindan X ’e tanimlanan siirekli doniisiimler

olmak iizere; f ve g aym x, baslangic, x, bitis noktalarina sahipseler ve

Her s,t€ Iigin H(s,0)= f(s) ve H(s,1)= g(s),
H(0,7) = x, ve H(L,1) = x,

olacak bi¢imde siirekli bir H: I X/ — X doniisiimii varsa H’ye f ve g arasinda yol
homotopisi denir. f, g topolojide yol olarak adlandirildiklarindan olusturulan

homotopiye yol homotopisi denir.



gix]

1.1. Sekil

[k kosul, H ‘nin f ve g arasinda bir homotopi oldugunu, ikinci kosul ise her ¢ icin
fi (s)= H(s,7) denklemi ile tanimlanan f, yolunun x,’dan x,’e giden bir yol oldugunu
belirtir. Bagka bir deyisle, ilk kosul, H ‘nin f’den g’ye deformasyonun siirekli bir
yolunu temsil ederken ikinci kosul, yolun u¢ noktalarinin deformasyon boyunca sabit

kaldigim belirtir.



1.1.2. Pertiirbasyon teorisinin genel tamim ve tarihcesi

Pertiirbasyon teorisi [46], tam olarak coziilemeyen bir problemin yaklagik
¢Oziimiinii bulmak icin kullanilan matematiksel metotlar igerir. Eger problem, bir
“kiictik” terim eklenerek tam olarak coziilebilen probleme formiile ediliyorsa probleme
pertiirbasyon teorisi uygulanabilir. Pertiirbasyon teorisi, problemin ¢6ziimiinii, tam
olarak ¢oziilebilen problemden sapmay1 6lgen bir “kiiciik” parametrenin kuvvet serisi
cinsinden bulmayi amaclar. Kuvvet serisindeki ilk terim, tam olarak coziilebilen
problemin ¢oziimii iken, diger terimler, ¢6ziimde baslangi¢ problemine gore sapmay1
tanimlarlar. A ¢oziimiine yaklagim icin asagidaki kiiciik parametreye gore acilan

(burada parametre &£ ’dur) seri verilsin:
A=A +E'A+E°A, +.....

Bu 6rnekte A,, tam olarak ¢oziilebilen baslangi¢ probleminin bilinen ¢oziimiinii

ve A, A,,...., bir sistematik yontemle iteratif olarak bulunan daha yiiksek dereceden

¢cOziimleri gosterir. €’ un cok kiigiikk olmasi durumunda, yukaridaki serinin yakinsak
olmasi, kiiciik £ degeri icin bulunan daha yiiksek dereceden ¢oziimlerin daha az 6nemli
oldugu anlamina gelir. Bir yaklasik pertiirbasyon ¢oziimil, seriyi bir yerden sonra kesip,
genelde sadece ilk iki terimi, baslangic ¢Oziimii ve “birinci derece” pertiirbasyon
diizeltmesini, birakarak elde edilir. £ ¢ok kiiciik olmasina ragmen, bazi problemlerde
¢Oziim yakinsak olmayabilir. Bircok ©nemli problemde kiiciik pertiirbasyonlarin

verilmesi, ¢Oziimlerin niceleyici ve niteleyici Ozelliklerini ortaya koyar fakat bu



ozellikler, pertiirbe edilmeyen problemlerin c¢oziimlerininkilerden oldukga farkl
olabilirler.

Ornegin ;

W+u—-e=0, u(0)=1

ve

w-u—-e=0, u(0)=1

denklemleri g6z Oniine alinsin. Birinci denklemin ¢oziimii u(t)=e+(-g)e™ iken
pertirbe  edilmemis denklemin ¢Oziimi (()=e"'’dir. e<<1 oldugunda
|u(t)— u, (t)| < ¢ icin pertiirbasyon ¢oziimiiniin dogrulugu yiiksektir. Ikinci denklem icin
ise pertiirbe edilmemis problemin ¢6ziimii uo(t) =¢'’ dir ve |u(t)— uo(t)| = 8‘1 —e" elde
edilir. Burada, # >1 oldugunda u,, denklemin yaklasik ¢oziimii olarak diisiiniilemez.

Pertiirbasyon metotlari, orjinal problemin, tam olarak ¢ozmeye yetecek kadar
basitlestirilmis formuyla baslar. Genel yontem, fen ve miihendislikte ¢ok kullanilan
matematiksel bir aractir: basitlestirilmis bir problemle baslamak ve asamali olarak
diizeltmeler eklerken diizelmis problemin giderek gercegi temsil eden formiile
yakinlagmasini saglamak.

Hemen hemen biitiin pertiirbasyon metotlari, bir denklemde kiigiik bir
parametrenin olmasi1 gerektigi varsayimina dayanir. Bu kiiciik parametre varsayimi,
pertiirbasyon tekniklerinin uygulamalarini  6nemli Ol¢iide kisitlar. Nonlineer
problemlerin  6zellikle kuvvetli nonlineerlige sahip olanlarin hepsinde kiigiik
parametreler yoktur. Bir kiicilk parametrenin belirlenmesi zor ve 0Ozel teknikler
gerektirir. Kii¢iik parametrenin uygun se¢imi ideal sonuglar vermesine ragmen,
uygunsuz secimi de ciddi anlamda koétii sonuglara yol acabilir. Uygun bir kiiciik
parametre bulunsa bile, cogu durumda, pertiirbasyon metotlar1 ile bulunan yaklasik
coziimler, sadece parametrenin kiigiik degerleri igin gecerlidir. Ornegin, ¢oklu 6lgek
metoduyla (the method of multiple scales) ¢oziillen yaklasimlar, sistem parametresi
kiiciik oldugu siirece gecerlidir. Fakat yaklagimlara da tamamen giivenilmez c¢iinkii
parametrenin ne kadar kiiciik olmas1 gerektigine dair bir kriter yoktur. Buna ragmen
pertiirbasyon teorisi, birgok donemde, bir¢ok farkli alanda kullanilmistir. 20. yiizyilin
sonunda, kuantum fiziginde pertiirbasyon teorisi ile ilgili gdze c¢arpan

memnuniyetsizlik, sadece acilimda ikinci dereceden Oteye gitmedeki zorluklar



icermesi degil aym1 zamanda pertiirbatif acilimin yakinsak olup olmadigi hakkindaki
sorularla da kars1 karsiya kalinmasidir. Bu da pertiirbasyon metotlarinin sinirlamalar
oldugunu gosterir.

Pertiirbasyon metotlariin kisith olmasi, tam olarak ¢oziilebilen modellerin
calisildigl non-pertiirbatif analiz alanina biiyiik bir ilgi duyulmasma yol acmistir. Bu
alandaki prototipik modeller; kuvvetli nonlineerlige ve ilging ¢oziimlere sahip KdV
denklemi ve sonsuz derecede pertiirbasyon uygulanilsa bile pertiirbasyon teorisi ile
¢Oziime ulasilamayan solitonlardir.

Bu boliimde, topolojideki homotopi kavrami ile pertiirbasyon teknigini
birlestirerek pertiirbasyon metotlarinin dezavantajlarini ortadan kaldiran ve sadece zayif
nonlineer denklemler icin degil ayn1 zamanda kuvvetli nonlineerlige sahip denklemler
icin de elde edilen ¢oziimlerin, tiim ¢oziim bolgesinde gecerli oldugu, yar1 analitik bir

metot olan homotopi pertiirbasyon metodu tanitilacaktir.

1.1.3. Homotopi Pertiirbasyon Metodunun Tanim ve Uygulamalari

Homotopi, diferansiyel topolojinin 6nemli bir konusudur. Bir nonlineer cebirsel
denklemin biitiin koklerini bulmak icin homotopi teknikleri uygulanabilir. Bunu
gostermek icin asagidaki denklem g6z Oniine alinsin:

flx)=0, xelIr . (1.1.1)
Bu denklemde homotopiyi uygulayabilmek icin, pe [0,1] bir gobmme (embedding)
parametresi, x,, (1.1.1) denkleminin baslangic yaklasimi olmak lizere asagidaki
H: IRX[O,]] — IR homotopisi kurulabilir.

H(&, p)=pf &)+ (- p)f(&)-f(x)]=0, (e IR, pelof] (1.1.2.2)

veya
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H(& p)=f(&)-flx,)+ pflx,)=0 e IR, pelol] (1.1.2.b)
Bu denklemlerden

H(£,0)=f(&)- f(x,)=0 (1.1.3)
H(E1)=f(£)=0 (1.1.4)
oldugu agiktir.

p=0’dan p=1’e degistikce, H(&, p) degeri f(£)- f(x,) dan f(&) ye degisir. Bu
bir topolojik deformasyondur. f (&)-f (xo) ve f (é‘) de homotopiktirler. 0< p <1
oldugundan gomme (embedding) parametresi “kiiciik parametre” olarak diisiiniilebilir.
Pertiirbasyon teknigi uygulanarak, (1.1.2) denkleminin ¢oziimii asagidaki gibi p ’nin
bir kuvvet serisi olarak yazilabilir;

E=& +pé+piE +a. (1.1.5)
p parametresi 1’e yakinsarken (1.1.2.a.,b.) denklemleri, (1.1.1) denklemine kars1 gelir
ve (1.1.5) serisi, (1.1.1) denkleminin bir yaklasik ¢6ziimii olur ve ¢6ziim
x=lim, &= +& +&, +... (1.1.6)
olarak bulunur.

(1.1.2) denkleminin yaklagik ¢oziimiinii elde etmek icin (&) fonksiyonu, &, noktast

civarinda Taylor serisine acilir;

Q=1 @)+ FENpE+peut b £ ENpd+ e f . (1.1.7)
(1.1.7) esitligi, (1.1.2.b) esitliginde yerine konup, p ’nin kuvvetlerine gore katsayilar
esitlenerek

P (&)= f(x)=0, (1.1.8)
Pt )5+ f(x)=0, (1.1.9)
PG+ 6 =0, (1.1.10)

3 ’ 1 ” 1 »m 3
P68+ TG e, + 3 (G ) =0, (L.1.11)

denklemleri elde edilir.
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[k dort denklemden &,,&,,&, coziilerek

é=—;%2§ (1.1.12)
:_f”(é:o )512 __ f”(fo) (f(xo)]z

STTare) T 2rEreE)) (4

é: =_f”(§0)§1§2 _ f”,(fo)gf :_l(f”(go)]z( f()Co)]3 + f”’(égo) ( f()Co)J3 (1.1.14)
o) ) 206 &) e @I &)

bulunur.

p =1 iken birinci dereceden yaklasik ¢6ziim

x=E+& =€ - Jf(é)) (1.1.15)

biciminde elde edilir. Bu ¢oziim

nﬂ=é—;%%- (1.1.16)

iterasyon formiilii kullanilarak da yazilabilir.

(1.1.8) denkleminin bir ¢6ziimii olan &, = x, da (1.1.16) denkleminde yerine konularak

&H=%—fvﬂ (1.1.17)
f(x,)
Newton iterasyon formiilii elde edilir. Benzer olarak ikinci dereceden yaklasik ¢oziim
x=&+& +¢,, (1.1.18)
bicimindedir ve iterasyon formiiliiyle
” 2
e SE) ) ()
Xyt =G0 =7 ; ; : (1.1.19.2)
&) 2 EINSE)
veya
” 2
xn+l :xn _ f,(x}’l) — f ,(xn) (f/(xn)J A (1'1.19'b)
fa) 2 ) ()
bigiminde gosterilir.Ugiincii dereceden yaklagik ¢6ziim ise
x=&+&+6,+ ¢, (1.1.20)

oldugundan iterasyon formiiliiyle
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-Gl o

s, )T ] f"(m}( J{,(mf (L121b)

ile verilir [47,48].

1.1.1.3. Ornek f(x)=x>+x—-2=0 ikinci dereceden polinomunun ¢oziimleri
Homotopi pertiirbasyon metodu kullanilarak asagidaki gibi bulunur;

x, =0 baslangic ¢oziimii ile baslamr ve f(&,)— f(x,)=(&, —x, (& +x,+1)=0
denklemi coziliirse; &) =0 ve &% =—1 ¢oziimleri bulunur. Bu coziimler ikinci

dereceden yaklasik ¢6ziim icin (1.1.19.a) iterasyon formiiliinde yerine konularak

0 g L&) é”)(f( él))jzz_f(o)_f”(O)(f(O)T:_Z

X

CrED) 2EEn) s 250
oo SED) s é”)[f( éz’)jz _ Sl f”(—l)(f(—l)jz .
S ) v ) ) i S v & W
xl(l) =-2, xl(z) =1 coziimleri elde edilir. Bulunan ¢6ziimler denklemin tam ¢oziimleridir.

1.1.1.4. Ornek f(x)=x—¢ecoshx denkleminin x=0 civarinda bir kokiinii bulmak
icin x, =0 baslangic ¢oziimii ile baslanarak (1.1.19.b) denkleminden sadece bir

iterasyonla

) () (f(xo)jz __10) 50 (f(o)]2 —er &
) 28 () £/0) 2£70) f0) 2

¢Oziimii bulunur. € =0.20 oldugunda, denklemin tam ¢6ziimii, x, = 0.5050 iken ikinci

dereceden yaklasik ¢coziimii x, =0.49129 "dur.
Yukarida, cebirsel denklemleri ¢6zmek i¢in homotopi pertiirbasyon metodu kullanilarak
olusturulan yeni iteratif metodun yakinsakligi analiz edilerek metodun en az iiciincii

dereceden yakinsak oldugu kanitlanmistir [48]:
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(1.1.1) denkleminin ¢6ziimii icin olusturulan iteratif metot, asagidaki algoritmalardan

birisi kullanilarak verilebilir.

1.1.1.1. Algoritma Verilen bir &, i¢in olusturulan iteratif yontemle

ém=é—?é§ (1.1.22)

yaklasik ¢coziimii hesaplanir.

1.1.1.2. Algoritma Verilen bir &, i¢in olusturulan iteratif yontemle

fmzé_ﬂéxjﬂéqj@qz 1123
&) 2rEINrE)

yaklagik ¢coziimii hesaplanir.

1.1.1.3. Algoritma Verilen bir ¢, ic¢in olusturulan iteratif yontemle

&) 2 ENFE) ¢&)) erE)IN\ 1)

yaklasik ¢oziimii hesaplanir.

s g &) 1) ( J{(g:)jz ) {%@”@n >J2 ) f”'(s‘n)}( f(f,,>j3 124

Asagida 1.1.1.2.Algoritmanin yakinsakligi incelenecektir.

1.1.1.6. Tamm ¢, =&, —r, n. derecede kesme hatasi olmak iizere

. €n+l
lim " = ¢, (1.1.25)
A en

olacak bicimde bir k >1 sayis1 ve bir ¢ #0 sabiti varsa k ’ye metodun yakinsakhik
derecesi denir.

1.1.L1.TEOREM: f(x)=0 nonlineer bir denklem ve f yeterince diferansiyellenebilir
bir fonksiyon ise (1.1.23) denklemi ile tamimlanan iteratif metot i¢in yakinsaklik
derecesi en az ligtiir.

Kamt: r, f ’nin bir kokii olsun. f yeterince diferansiyellenebildiginden , r civarinda

(n)
(&), f(&) ve f7(&,) fonksiyonlar seriye acilarak ¢, = 17 () n=123,.. ve

n f(r)’

e, =&, —r olmak iizere ;

f(gn): f’(r)[en +C283 +C3€I?1) +C4€: +CSe: +]’
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&)= f'(r)[1+ 2c,e, +3c,e. +4c,e. +5csel +6c,e) +...],
&)= f'(r)[Zczen +6c,e, +12¢c,e; +20c e +30c.e! +42c.e) + ],
(1.1.26)
denklemleri elde edilir. (1.1.26)’dan

- f(&) _2le +2c,e, +3c,e +dcie’ +..
" &) | 142c,e, +3c,e +4c,e’ + ...

el

_2c2 + (6c3 +dc; )en
+ (12c4 +12¢,c; +2c, (2C3 +c; ))ef +

((120¢, +24c,¢5)+ 6¢, (2¢, +¢2 )+ 2¢, (2¢, +2¢,¢,))e’ +.
1+2c, + (6c3 + 4c22 )en + (36‘3 + 8c§’ +6c, + 405 )ef

+(12¢, +12¢2¢, +24c,0, + 8¢ e’ +...

(1.1.27)
A Ce +2c,e, +3c,e +4dcie’ +

1+2c,e, +3cie. +4c,e. +...

veE

_2c2 + (6c3 +dc; )e”

+ (126‘4 +12¢,c, +2c, (26‘3 +c3 ))ef +

gl ((120c5 +24c¢,¢, )+ 6¢, (2c3 +c; )+ 2¢,(2¢, +2¢,c, ))ei +...
1+2c, + (6c3 +dc; )en + (9c3 +8c; +4c; )e,f

+(12¢, +12¢2¢, +24c,c, + 8¢ e’ +...

olmak tizere

e, JE) IC) (f(r:,l)
") 2
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s 8¢ —2¢, —4c2 +|2¢, (3¢, +13¢2 +6¢,)-(12¢, +16¢,¢, +2 )k, +...

= . (1.1.28
"2(1+2c,e, +3cse” +.. N1 +(2c, +4c2 e, +Bc, +8c3 +60c, +4ck e’ +...) ( )
Yukaridaki terimlerin hepsi birlestirilerek
@) ) @)
lim 2 = 4¢3 — ¢, 2?2 =4(lf i (F)J L (r)—z(lf ,(F)J , (1.1.29)
= le, | 21 f/(r) 3 f(r) 20 f'(r)

elde edilen (1.1.29) denklemi, 1.1.1.2.Algoritmanin yakinsaklik derecesi en az ii¢ olan
bir metot oldugunu gosterir.

Goriildiigii gibi, bu metot klasik Newton — Raphson iteratif kok bulma metodunu
modifikasyonlan ile birlikte sistematik olarak vermektedir.

Homotopi pertiirbasyon metodunun kullanildigi en genis alan diferansiyel
denklemlerdir. Metot, ¢coziimii zor veya uzun olan bir nonlineer veya lineer problemi
¢Oziimii kolay olan lineer denklem sistemine indirger. Bu c¢alismada homotopi
pertiirbasyon metodu diferansiyel denklemlere asagidaki gibi uygulanmistir.

Homotopi pertiirbasyon metodu, cesitli lineer ve lineer olmayan denklemlerin
¢Oziimii i¢in alisilmamis ve etkin bir metottur. Genel nonlineer bir denklem {izerinde
metodun diferansiyel denklemlere uygulanisi gosterilsin. A genel bir diferansiyel
operatdr, B bir smir operatorii, f{r) bilinen analitik bir fonksiyon, I", £ bdlgesinin
sinir1 olmak {iizere;

Au)— f(r)=0, re 2 (1.1.30)
nonlineer denkleminin sinir kosullart;

B(u,a%n) =0, rel (1.1.31)

olsun. A operatorii, L bir lineer ve N bir nonlineer operatdr olmak iizere; L ve N
gibi iki parcaya ayrilarak (1.1.30) denklemi agagidaki bicimde yeniden yazilir;
L(u)+N(u)— f(r)=0 (1.1.32)
Homotopi teknigiyle, v: QX[O,I] — | bir doniisiim, p e [0,1] bir gdmme parametresi,
u, (1.1.30) denkleminin sinir kosullarin1 saglayan baslangi¢ yaklasimi olmak iizere;
(1.1.33.a) veya (1.1.33.b) denklemlerini saglayan bir H(v(r, p), p) =0 homotopisi
asagidaki gibi olusturulur.

H(r, p). p) = (1= pILO) — L) |+ pl[Aw) - f(H]=0,  pelo.1] (1.1.33.)

veya
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H((r, p). p) = L(v) = L(u) + pL(uy) + pINw) = f ()] =0 (1.1.33.b)
Homotopilerinden

H(v(r,0).0) = L(v) = L(uy) = 0 (1.1.34)
ve

Hw(r.D,)=A(Ww) - f(r =0 (1.1.35)

denklemleri elde edilir.
p =0 oldugunda (1.1.32) denklemi, lineer denklem olurken, p =1 iken lineer olmayan
orjinal denkleme doniisiir. p parametresinin p =0’dan p=1’e degisimi, v(r,p)

\

¢Oziim serisinin, u,(r) baslangic yaklasimindan, denklemin ¢6ziimii olan u(r )'ye
degisimini verir. Bu bir deformasyondur.Bu durumda L(v)—L(u,)=0 ve

A()— f(r =0 denklemlerine de ‘“homotopiktirler “denir. Burada goriildiigii gibi,
homotopi pertiirbasyon metodunun amaci, ¢éziimii zor bir problemin, ¢éziimii basit olan
bir probleme siirekli bir deformasyonunu elde etmektir. Eger p (0< p<1) gdbmme
parametresi “kiicliik parametre” olarak diisiiniiliirse, pertiirbasyon teknigiyle, (1.1.30)

denkleminin ¢6ziimii p ’nin kuvvet serisi olarak yazilabilir;

V=v, 4+ py, +piv, +. (1.1.36)
p — 1 iken denklemin yaklagik ¢6ziimii

u=lim, ,v=v,+v +v,+.. (1.1.37)
olarak bulunur. Buradan da goriildiigii gibi, (1.1.30) denkleminin ¢6ziimii olan u(r | ve
baslangi¢ yaklasimi u,(#) homotopiktirler. Bu yiizden uygun bir baslangi¢ yaklagimi

ve uygun homotopi se¢mek, problemin ¢odziimil icin dnemlidir. Homotopinin uygun
secilmemesi durumunda ¢oziimiin yakinsakliinin garanti edilememesi, baslangic
yaklagitminin uygun olarak secilmemesi durumunda istenilen ¢dziime ulasilmamasi,
¢Oziimii bulmak icin sonsuz iterasyon gerekmesi, alinan ¢ogu Ornekte yakinsakligin
saglanmasina ragmen genel bir yakinsaklik kriteri verilmemis olmasi bu metodun
dezavantajlarindan bazilaridir. Metodun en biiyilk avantaji ise metodun klasik
pertiirbasyon tekniklerinin kisitlamalarin1 ortadan kaldirip, bir¢cok alanda nonlineer tipte
probleme uygulanmasi ve istenilen ¢oziimlerin elde edilmesidir. Metodun yakinsamast

homotopi yolunun dogru se¢imine baghdir.
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1.2. Degisken Katsayil Is1 -Tipi ve Dalga-Tipi Denklemlerin Coziimii icin He’nin

Homotopi Pertiirbasyon Metodu

Literatiirde, fiziksel problemler i¢in biiyiik ilgi goren 1si-tipi ve dalga-tipi
modeller iizerine caligmalar vardir [49-55]. Bu fiziksel problemler, deprem siddeti [49],
bir cok biikiimlii, iki kath siiper iletken yass1 telde baglasimli akimlar [50], topraktaki
homojen olmayan elastik dalgalar [51], vb. fenomenleri tanimlarlar. Diger taraftan
Navier-Stokes denklemleri, bazi ©6zel durumlarda cesitli 1si-tipi denklemlere
doniistiiriilebilirler. Bu da bu tip problemlerin fiziksel bilimlerde énemini ortaya koyar.
Literatiirde olmasina ragmen c¢oziimlerin analizi yapilamadiglr icin seri tabanli
¢oziimlere ihtiya¢ duyuldugu aciktir. Seri ¢6ziim elde eden bu tip tekniklerden biri de
Adomian ayrisgtm metodudur (ADM) . Ornegin Wazwaz ve Gorguis [53] degisken
katsayili 1s1 -tipi ve dalga-tipi denklemlerin ¢6ziimii icin Adomian ayrisim metodunu
uygulamislardir. Momani [54] aym1 metodu degisken katsayili zaman kesirsel 1s1 -tipi
ve dalga-tipi denklemlere uygulamistir. Shou ve He [55] farkli 1si-tipi ve dalga-tipi
denklemleri ¢ozmek icin varyasyonel iterasyon metodunu kullanmiglar ve bu metot ile
Adomian polinomlarinin  karmasik hesabinda ortaya c¢ikan hatalart ortadan
kaldirmislardir. Bu yontemlerin her birinin olumlu ve olumsuz yonleri vardir.

Calismamizda, 1s1-tipi ve dalga-tipi denklemlere, He’nin homotopi pertiirbasyon
metodu uygulanarak metodun kolayligi ve dogrulugu gosterildi. Bu metot, son
zamanlarda fizik ve miihendislikte kullanilan cesitli problemler igin basariyla

kullanilmastir.
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1.2.1. Denklemin ¢oziimii icin homotopi pertiirbasyon metodu

A genel bir diferansiyel operator, B bir sinir operatdrii, f{r) bilinen bir analitik
fonksiyon, 77, £ bolgesinin simir1 olmak tiizere, asagidaki nonlineer diferansiyel

denklem g6z Oniine alinsin;

Aw) - f(r=0, re @ (1.2.1)

Sinir kosullart;

B(u,a%n) =0, rel (1.2.2)

A operatorii, L lineer ve© N nonlineer operator olmak iizere; L ve N gibi iki

parcaya ayrilabilir . (1.2.1) denklemi asagidaki bicimde yeniden yazilabilir ;

Lu)+Nu)— f(r)=0 . . (1.2.3)
Homotopi teknigini kullanarak, v:QX[O,l]—)R olmak iizere; pe[0,1]° nin bir
gomme parametresi, u, 1 (1.2.1) denkleminin sinir kosullarin1 saglayan baslangig
yaklasimi oldugu, (1.2.4.a) veya (1.2.4.b) denklemlerini saglayan bir Hv(r, p), p) =0

homotopisi olusturulur.

HW(r, p), p) = (1= p)[L) = L]+ p[Av) - fF(N]=0,  pelo] (1.2.4.)
veya

H((r, p). p) = L(v) = L(u,) + pL(uy) + p[N(w) = ()] =0 (1.2.4.b)
(1.2.4.a) veya (1.2.4.b) denklemlerinden

H((r.0).0) = L(v) - L(u,) =0 (1.2.5)
ve

Hw(r.1),)=AW)- f(r =0 (1.2.6)

denklemleri elde edilir.
p parametresinin, p=0’dan p=1’e degisimi, v(r,p) ¢Oziim serisinin,

u,(r) baslangic yaklasimindan, denklemin ¢oziimii olan u(r ]'ye degisimini verir.
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Buna topolojide deformasyon denir. Ayrica L(v)—L(u,)=0 ve A(v)—f(r =0
denklemlerine de ‘“homotopiktirler “denir. Eger p; ( 0< p <1) gébmme (embedding)

parametresi  “kiigilk parametre” olarak diisiiniiliirse, klasik pertiirbasyon teknigi

uygulanarak, (1.2.4) denkleminin ¢6ziimii p 'nin kuvvet serisi olarak yazilabilir;
v=v,+pv, +p’v, +... 1.2.7)
p parametresi 1’e yakinsarken (1.2.1) denkleminin yaklasik ¢6ziimii ;

u =lim

bt V=V Y Y, o (1.2.8)

olarak bulunur.

He’nin homotopi pertiirbasyon metodunun baglica avantajlarindan biri, pertiirbasyon
denkleminin topolojideki homotopi kavramim kullanarak, serbestce bir¢ok farkli sekilde
olusturulabilmesidir. Bu ¢alismada homotopi pertiirbasyon metodu, degisken katsayili

1s1-tipi ve dalga-tipi modellere uygulanmistir.
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1.2.2. Isi-tipi modeller

Yerkabugunda, dipteki doygun-akigkan gozenekli ortamda akiskan geg¢isini
gosteren termo-gozenekli-elastik denklemler ve termo-gozenekli-elastisite teorisi, her
zaman 1si1-tipi denklemlerle ifade edilebilir. Homotopi pertiirbasyon metodunu
kullanarak ¢oziimii gostermek icin asagidaki drnekler gbz Oniine alinmistir.
1.2.2.1.0rnek

Sinir kosullart:

u(0,6)=0, u(l,r)=e", (1.2.9)
Baslangic kosulu:

u(x,0) = x2. (1.2.10)
olan

u, :%xzum, O<x<l, >0, (1.2.11)

bir-boyutlu baslangic ve sinir deger problemi homotopi pertiirbasyon metodu ile

asagidaki gibi ¢oziiliir.
He’nin homotopi pertiirbasyon metoduna gore, asagidaki homotopi olusturulur:
dv du 1 ,0* ou
Hv,p)=—-—L-p| =x’—5-—21|=0 1.2.12
) or ot p(z ox’ ot j ( )
Coziim serisi
V=V, 4+ py, +piv, + Pl (1.2.13)

bicimindedir. (1.2.10) baslangi¢ kosulu g6z oniine alinarak uo(x,t): x? secilip, u, ve
(1.2.13) denklemi, (1.2.12) denkleminde yerine konup p ’nin ayni kuvvetlerinin

katsayilar esitlenerek, asagidaki diferansiyel denklem sistemi elde edilir.

dv, du
p’: a—to—a—tozo, vy (x,0)= x7,
o100, du

2 (x,O) =0,

1
Py T e T



S P | , 0%,

or 2 ox?’
o W 1aw

Jo 2 ox
o Ladv

o 2 ox
pn avn :l Zazvn—l

Sistem ¢oziilerek

x’t?
v, (x,1)= o
2.3
v3(x,t)= t7
x’t!
v4(x,t)= a7
x2tn
)=
n!

¢Oziimleri elde edilir.

o 2 * ox?

21

V2 (x’O) = 0 >
Vv, (x,O) =0,
v, (x,O) =0,

v (x0)=0, (n=234,...)

(1.2.14)

(1.2.15)
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p parametresi 1’e yakinsarken (1.2.11) denkleminin ¢oziimii ;
u=lim, ,v=v,+v +v,+.. (1.2.16)

olmak tizere

2,2 2,3 2.4 2
t Xt xt xt"

u(nt) = x* +x2+ 2y + Fot Fo, (1.2.17)
2! 3! 4! n!

bulunur. Bulunan bu seri ¢oziimiin kapali formu

u(x,t) = x’e' (1.2.18)
incelenen problemin tam ¢oziimiinii verir.

1.2.2.2.0rnek

Neumann sinir kosullart:

u, (0,y,1)=0, u, (1, y,t)=2sinht,

u,(x,0,)=0, u,(x,1,t)=2cosht, (1.2.19)
ve baslangi¢ kosulu:

u(x, y,0)=y?. (1.2.20)
olan

u, =%(y2uﬁ+x2uyy),0<x,y<1,t>0, (1.2.21)

iki-boyutlu 1s1-tipi modeli, homotopi pertiirbasyon metodu ile asagidaki gibi ¢oziiliir.

dv  du, 1p(y282v za_zv_%J:O’

= - 1.2.22
o ot 2 ( )

P Wy
Homotopisi olusturulup (1.2.20) baslangi¢ kosulu goz 6niine alinip u, (x,y,1)=y"
secilerek, u, ve (1.2.13) denklemi, (1.2.22) denkleminde yerine konup p ’nin ayni
kuvvetlerinin katsayilar esitlenerek, asagidaki diferansiyel denklem sistemi elde edilir.

dv, Ju
0:_0__0:0, Vo \ X, 90 = 2’
Pl o(x,.0)=y

1.%_1( 282Vo+ 2 9%V, aqu

ox’ g dy’ ot

p % 2 vl(x,y,O):O,
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a, 1 R o°v
2.772 _ 2|2 1 2 1 _
o 2 x> o ay2 } Vz(x7y70) 0,
av, 1 o°v 9%y
3.7 _ 2 2 2 2 =
a 27 o 7T j ¥ (53.0)=0,
av, 1 0y 9y
4.9 _ 2 3 2 3 _
a2 e T oy j (%2,0)=0,
a., 1 R v
5.5 2| 2 4 2 4 _
o 200 T ) vs(x, 7.0)=0,
d, 1 o°v 2°v
6.776 _ | 42 5 2 5 _
o 2 ox* ay2 } v6(x,y,0) 0,
L ov, 1 ,9%,,  ,0%,,
=t =— =+ o =
P Ey 2(}’ 3 X o J v, (x,y,0)=0,
(1.2.23)
Sistem ¢oziilerek
vylx,y,1) = ¥,
v (x, v,1) = x7t,
2.2
vt
VZ(x’y’t): 2' ’
x’t?
vy (x, y.1) = T (1.2.24)
2,4
V4(X,y,t): H
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VS(x’y’t): 5' s
2t6
V6(x’y’t)= y6' s
2t2n
V2n ('x’ y’t): ?2”)' )
x2t2n+1
v2n+1 (x’ y7t): (2}’L+1)' s

¢cOziimleri elde edilir.

(1.2.13) denkleminde p parametresi 1’e yakinsarken (1.2.21) denkleminin ¢6ziimii
u=lim, ,v=v,+v, +v, +..

olmak iizere
2,2 2.3 2.4 2.5
t X't 1t X't 1t
Yoy +2 +2
3! 4! 5! 6!

ulo, y,t)=y> +x%t +

t2 t4 t6 t2n f3 t5 t2n+l

=y I+ttt [ = — .. + F (1.2.25)
20 4 6 (2n)! 35! (2n+1)!

elde edilir.

Bulunan ¢6ziim serisi kapali formda yazilirsa
u(x, y,t)= y?> cosht + x” sinh ¢ (1.2.26)

problemin tam ¢Oziimiinii verir.

1.2.2.3.0rnek

Neumann sinir kosullari:

u(0,y,z,t)=0, u(l,y,z,1)= y4z4(e’ —1),

u(x,0,2,1)=0, u(x,lz,t)=x"z*(e" 1), (1.2.27)

u(x, y,0,t)=0, u(x,y,l,t):x4y4(e’ —1),
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Baslangic kosulu:
u(x,y,2,0)=0. (1.2.28)

1
olanu, = x*y*z* +£(x2um +ylu, +z%u, ), 0<x,y,z<1,t>0,

(1.2.29)
tic-boyutlu, homojen olmayan baslangic ve sinir deger problemi homotopi pertiirbasyon
metodu kullanilarak ¢oziiliir. Burada homotopi
dv  du 1 0%y d%v o*v) du
Hv, p)=——-—2—p| x*y'z' + —| ¥’ ——+y —+7" — |-—2|=0
A P ”( BT G PR YO =

O<x,y,z<1,t>0,

(1.2.30)

biciminde alinirsa (1.2.28) baslangic kosulu géz Gniine almip u, (x, v, z,¢) = x*y*z*t
secilerek, u, ve (1.2.13) denklemi, (1.2.30) denkleminde yerine konup p ’nin ayni

kuvvetlerinin katsayilar esitlenerek, asagidaki diferansiyel denklem sistemi elde edilir.

dv, Ju
0:_0__():0, % x’ ’Z’OZO’

ot ot 0( .29)
ov 1 %y 9%y 9%y ou
9 1 9* 9’ 0’

p2 Z—avtz :X4y4Z4+£[X2 ax‘;l +y2 ay‘;l +Zz az‘;lJ vz(x,y,z,0)=0,
) 1 0’ 0’ 9’

ity g o G G B 1 (53.20)=0,

1 0’ 0’ 9’
pn av — x4y4z4 +£(x2 a;:;—l + y2 a;nz—l + Z2 aZI;_l vn (x’ y’Z’O) = O

(n=234,...)

(1.2.31)
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Sistem ¢oziilerek

volx, y,z,t)=x*y*z',

xtytzi?
Xyt
VJ%yJJ):_J%r_”
Kyt
VJ%yJJ)=—3i%—ﬂ
XAyt g
v”(x,y,z,t)=ﬁ

coziimleri elde edilir.

(1.2.32)

(1.2.13) denkleminde, p parametresi 1’e yakinsarken, (1.2.29) denkleminin ¢oziimii

u=lim, ,v=v,+v +v, +..

olmak tizere

4 4 4.2 4_4_4,3 4 4 4.4
X z't X z't X z't
ulx,y,z,6)=x*yiztr+ 22 + 2 + 2
2! 3! 41
2 3 4 n+l
t* ot t
=x*yi e ———+ .
200 3 4 (n+1)

bulunur. Bu seri ¢oziimiin kapal formu
ulx,y,z,t)= x4y4z4(e’ —1)

problemin tam ¢oziimiinii verir.

(1.2.33)

(1.2.34)
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1.2.3. Dalga tipi modeller

Asagidaki dalga tipi denklemlerde de homotopi pertiirbasyon metodu kullanilarak

¢coziimler elde edilmistir.
1.2.2.4.0rnek

Neumann sinir kosullart:
u(0,£)=0,  u(l,t)=1+sinht,
Baslangic kosullari:

u(x,O) =X, u, (x,0)= x>,
olan

2

u :Exu O0<x<l1,t>0,

1t xx 2

bir-boyutlu baslangic ve sinir deger probleminde

o*v 9, [1 , 0%V azquzo

H, p) =

o o Po* w0

(1.2.35)

(1.2.36)

(1.2.37)

(1.2.38)

homotopisi kullanilarak (1.2.36) baslangi¢ kosullar1 goz oniine alimip u,, (x,0)=x’t+x

secilerek, u, ve (1.2.13) denklemi, (1.2.38) denkleminde yerine konup p ’nin aynm

kuvvetlerinin katsayilari esitlenerek, asagidaki diferansiyel denklem sistemi elde edilir.

d’v, du
p’: 8120 -?20 =0, Vo (x.0)= x,v()r(x,()): x’
P azvl :lxzﬂ_azuo

oot 20 o

p*: azvf :lxzi‘?’

ot 2 ox

2 2
p3: a Vs :lxz 0 vV, V3(X,O):()7V3,(x70)=0

ot 27 ox?’

v, (x,0)= 0,v, (x,0)=0

v, (x,O) =0,v,, (x,O) =0



9%v

n ., n

ot?

Sistem ¢oziilerek

v, (x,1)=x’t+x,

2.3
V1(xvt)=x3l; 5
2,5
Vz(xvt)_ 5
2,7
v3(x,t): i >
x2t2n+l
o) = Qnr1)’

N | =
=

, 0%

n—1

ox*

coziimleri elde edilir.
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v,(x,0)=0,v, (x,0)=0 (n=234,....)

(1.2.39)

(1.2.40)

(1.2.13) denkleminde, p parametresi 1’e yakinsarken, (1.2.37) denkleminin ¢oziimii

u=lim, ,v=v,+v, +v, +..

olmak iizere;



29

x2t3 x2t5 x2t7 x2t2n+l
u(x,r)=x+x%t+ + + Foot————
3! 5! 7! (2n+1)
t3 tS t7 t2n+l
=x+x | t+—+—F—+.+ F o, (1.2.41)
3587 (2n+1)

bulunur. Seri ¢oziimiin kapali formu
u(x,7)= x+x* sinh¢ (1.2.42)
problemin tam ¢oziimiidiir.

1.2.2.5.0rnek

Neumann sinir kosullart:

u, (0,y,1)=0, u, (1, y,t)=4coshr,

u,(x,0,1)=0, u(x]1,t)=4sinhz, (1.2.43)
Baslangic kosullari:

u(x, y.0)=x*, u,(x,y.0)=y*. (1.2.44)
olan

u, :%(xzum+y2uyy),0<x,y<l,t>0, (1.2.45)

iki boyutlu baslangi¢ ve sinir deger probleminde agsagidaki homotopi olusturularak

(1.2.46)

9%y 9’u 1 2%y 9%v d’u
Hy, py=2Y_ 0 A 42 _ 0 | =,
V=5 p12(x oy o

(1.2.44) baslangic kosullar1 gbz 6niine alinip u,, (x,y,1)= y*r+x* secilerek, u, ve
(1.2.13) denklemi (1.2.46) denkleminde yerine konup p ’nin aym kuvvetlerinin

katsayilan esitlenerek, asagidaki diferansiyel denklem sistemi elde edilir.
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pO . azv() azu() —
a’> o’
P az"'1 _i 2 azvo 2 azvo azuo
orr 127 ox? dy> o’ [
o 9%, _1 2 *v, , 9%,
o> 12 ox’ oy’ )
o 9%, _ 1[5 *v, , 9%,
o* 12 ox® dy? |
pn azvn — i x2 azvn—l y2 azVn—l
o> 12 ox’ oy’ |
Sistem c¢oziilerek
vo(x,y.1) = y*t + x*,
x4t2 y4t3
vl(‘x’ y7t)_ 2' + 3‘ )

y4

Vo (x, y,O) =x*, Vo, (x, y,O)

v (x,5,0)=0,v,,(x,5,0)=0

v, (x,9,0)=0 Vs, (x,y,0)=0

Vv, (x,v,0)=0, Vs, (x,9,0)=0

v, (x, y,O) =0,v,, (x, y,O) =0

(n=234,...)

(1.2.47)
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e 445
v, (x,y,1)= a +—y5' ,
446 447
vs(x,y,t)=x6, +y7' : (1.2.48)
X4t2n y4t2n+l
9 ’t = + 9
v 1) @n) " 2n+1)

coziimleri elde edilir.
(1.2.13) denkleminde, p parametresi 1’e yakinsarken, (1.2.45) denkleminin ¢oziimii
u=lim, ,v=v,+v, +v, +..

olmak iizere

4 4 4t2 4t3 4 ! 4t5 4t6 4t7
u(x,y,t)=x +yt+x —+y —+x —+y —+x —+y —+....
2! 3! 4! 5! 6! 7!

Jf, 12ttt . £t
=x"|l+—+—+—+.|+y|l+t+—+—+—+... (1.2.49)
21 41 6 357
bulunur. Seri ¢oziimiin kapal formu
u(x,t)=x"*coshz+ y*sinht (1.2.50)

incelenen problemin tam ¢oziimiidiir
1.2.2.6.0rnek

Sinir kosullari:
u(0,y,2,t)=y* (¢ —1)+27 (e -1),
o(Ly.20) = (1 5°) e )2 (e ),

u(x,0,z,t)=x" (' —1)+2° (e —1),
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u(x,l,z,t)=(1+x2)(e’—1)+z2 (e_’—l),

u(x,y,O,t)z(x2 +y2)(e’ —1),

u(x,y,Le)=(x"+y*) (e =1)+(e" -1), (1.2.51)
Bagslangi¢ kosulu:

u(x,y,2,0)=0, u (x,y20)=x>+y> -2 (1.2.52)
olan

u, =(x*+y’ +z2)+%(x2um +yu, +2°u,),0<x,y,z<1,t>0, (1.2.53)

iic-boyutlu baslangi¢ ve siir deger probleminde

2 2 2 2 2 2
H(v,p)=ﬂ—a b —p[(x2+y2+z2)+l[xza v+y2ﬂ+ 9 vj—aa;;o}o

or*  or’ 207 o dy* e

(1.2.54)
homotopisi olusturularak (1.2.52) baslangi¢ kosulu goz oniine alinip
uy (x,y,2,1)=(x"+y* = 2*)t segilerek, u, ve (1.2.13) denklemi (1.2.54) denkleminde
yerine konup p ’nin ayni kuvvetlerinin katsayilar esitlenerek, asagidaki diferansiyel
denklem sistemi elde edilir.
o 0%y, d’u,

p : at2 B at2 =0, Vo(X,y,Z,O)zO,Vm(x,)’vz,o):xz+y2_22

2%y 1 9%y 2%y 9%y 0%u
1 . 1 — x2 + 2 + Z2 +— x2 0 + 2 0 + Z2 0 _ 0
P (( Y ) 2 ox’ Y dy’ dz” ot’

vl(x,y,z,O)zO,vlt(x,y,z,O)zo

v, (x,y,2,0)=0, Vs, (x,,2,0)=0
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p3: 82‘23 _ 1 xz azvzz +y2 azvzz +Z2 azvzz
ot 2 ox ay 0z

Sistem ¢oziilerek

v()(x’y’z’t):(xz +y2 —Zz)l,

v (x,y,2,t)= (x2 +y° +Z2)?2!+(x2 +y2_zz)%3!,
4 5
v, (x,y,2,1) = (x2+y2+zz)z+(x2+y2_zz)%’
6 7
v, (x, y,2.1) = (x2+y2+zz)a+(x2+y2_zz)%,

2n

Gt 0

v, (x,y,2,1) = (x2 +y? +Z2)

¢Oziimleri bulunur.

2n+1)°

v, (x, v, z,O) =0,v,, (x, v, z,O) =0

v, (x, v, z,O) =0,v,, (x, v, z,O) =0

(n=234,...)

(1.2.55)

(1.2.56)

(n=1234,...)
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(1.2.13) denkleminde, p parametresi 1’e yakinsarken, (1.2.53) denkleminin ¢oziimii
u=lim, ,v=v,+v +v,+..

olmak tizere

2 3 4 n+l
(2, .2 ror r !
M(L)U&l)—(x-+y)(l+2{+3f+4' ....... (n+1y+ ....... J+
(1.2.57)
2 3 4 5 n+l
[ AL L AL S ) L
21 31 41 5! (n+1)!
elde edilir. Seri ¢coziimiin kapal1 formu
u(x,y,z.0)=(x*+y*) (e =1)+2* (e -1) (1.2.58)

problemin tam ¢oziimiinii verir.
Goriildiigii gibi, orneklerin hepsinde, uygun homotopi ve uygun baslangi¢
yaklagimlan secildiginden tam ¢oziimler elde edilmistir. Yukaridaki 6rneklerde bulunan

¢Oziimlerin yakinsaklik analizi, 1.2.4 alt boliimiinde verilecektir.

1.2.4. Homotopi pertiirbasyon metodunun degisken katsayil 1si-tipi ve dalga-tipi

denklemler icin yakinsakhig:

J.Biazar ve H.Ghazvini’nin makalesinde [59], yazarlar tarafindan verilen asagidaki
teoreme gore, degisken katsayili 1si-tipi ve dalga-tipi denklemlere, homotopi
pertiirbasyon metodu uygulanarak bulunan ¢oziimiin yakinsaklik analizi yapilmistir.

1.2.4.1.Teorem: X ve Y Banach uzaylan, N: X —»7Y
vv,v e X; || N(v)-N({7) ||S}/||v—\7

, O<y<l.

saglayan bir kesin daraltan doniisiim olsun. Bu durumda Banach sabit nokta teoremine

gore N (u) =u olacak bicimde bir u sabit noktas1 vardir.
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n—1
Homotopi pertiirbasyon metodu ile elde edilen V, = N(V,_,), V., = Zui, n=123,..

i=0
serisi ve B, (u)= {u* € X|||u* —u" < r} agik yuvari ile V, =v, =u, € B, (1) oldugu goz
Oniine alinirsa

D[V, —ul<y

v — |,
ii) V. e B (1),
iii) lim V, = u.

saglanir.

Kanit:

i) n tizerinden tiimevarim yapilirsa, n =1 igin
[Vi —ull =[N (Vo) = NG| < Ao —u]

saglanir.

V., —u || < }/”_1

Tiimevarim hipotezine gore Vo — u|| oldugundan

bulunur.

n—1

V,—u|=|NW,,)-N@)|<y

anl_u”S}/?/ Vo_u":7n||vo_u"'

ii) (1)’yi kullanarak

V,-u|<y

Vo —u”S Y'r<r=V eB(u).
elde edilir.

iii) (ii)’den ve limy" =0 oldugundan lim||V, —u||=0 ve limV, =u bulunur.

n—o
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1.2.5. Isi-tipi modellerde yakinsakhk

1.2.4.1.Teoremden yararlanilarak 1.2.2.1-1.2.2.6. Orneklerde secilen homotopilerin
¢cOziimlerin yakinsakligi icin uygun homotopiler oldugu gosterilecektir. Coziimlerin
yakinsakligin1 gosterirken uygun kesin daraltan bir N doniisiimiiniin var oldugunu

gostermek yeterlidir.

1.2.2.1.0rnek igin

Sinir kosullari:

u(0,6)=0, u(l,r)=e",

Baslangi¢ kosulu:
u(x,O) =x’.
olan
1>
u, :Ex u, ., O0<x<l, 0<£r<],

bir-boyutlu baslangi¢ ve sinir deger problemi icin ¢6ziimiin yakinsakligi incelenecektir.

Bulunan diferansiyel denklem sisteminden

vy(x,1)=x2,
v, (x,1) = x%t,
v, (x,1) = x;t!z :
v, (x,1) = i ,
v, (x,1)= 0 :



37

¢oziimleri elde edilmistir.

Elde edilen seri ¢oOziimiin yakinsakligi incelenerek de denklemin tam c¢oziimii

u(x,7)= x%e" olarak bulunur.

Vo=vy=u, V, = Zv jolsun. 1.2.4.1.Teoremine gore, homotopi pertiirbasyon
j=0

metodunun yakinsakligi icin yeterli sart V., = N (V . ), saglayan N ’nin kesin daraltan

doniisiim olmasidir. Buradan

[vo —ul| = ”)c2 —x’e'||= x2||1—et
elde edilir.
V. —u|=|v, +v, —ul|=|x"+xt—x"e|=x"|l+t—¢€"|,
Vi —ul|=lve +v, —u] =|5* + 2 = e’ = 2| '
Sx2||1—e’ 1+
1-¢'

bulunur.

Her 7 e [0,1] icin

Ll < 7=0.4180232930 <1 oldugundan,

=7~y

1+
1

IV, —ul < 7x2||1 —e'

elde edilir.

2

IV, = = v +v, +v, —u = :x21+t+%-a

2
t
X+ xt+x’ 5—x2e’

t2

21
1+t—¢

Sx2||1+t—e’ 1+

bulunur.



38

l2

Her 7€ [0,1] igin I+ 2L__1<0.3038944040 < y oldugu kullanilarak
+

V2 —ull < 7" o =]

elde edilir.

3

2
Vs —u|=|vo + v, +v, +vy —u| =[x +x2t+x2%+x2t——x2e’

3!
t2 3
=x’l+t+—+——¢'
21 3
3
2 o, 3
<x|l+t+——¢| 1+ >
2 P2
l+t+——e
2!
bulunarak
t3
Her ¢ [0,1] igin |1+ ——3-——| <0.2364611007< ¥ oldugu kullanilarak
l+r+l —e
2

V=l < 7 vo 4]
elde edilir. Benzer bicimde devam edilerek

|V, —ul< 7"

vy =i

elde edilir.

Buradan lim ||Vn —u|| <lim y" |lv, —u|| =0 bulunur.
n—oo n—oo

n
u(x,7) = lim Zv = x’e' denklemin tam ¢oziimiidiir.
)

n—oo ¥
J
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1.2.2.2.0rnek icin

Neumann sinir kosullari:

u (0,y,1)=0, u (1,y,t)=2sinht,
u, (x,O,t) =0, u, (x,l,t) =2cosht,
Baslangic kosulu:

u(x, y,O) = yz.

olan

u, =%(y2uxx +x2uyy),0<x,y<l, 0<r<2,

iki-boyutlu 1s1-tipi model i¢in ¢6ziimiin yakinsaklig1 incelenecektir.

Diferansiyel denklem sisteminden elde edilen ¢oziimler
v, y,1)=y?,

v, (x, v,1) = xt,
2t2

e

2[3

X
nley)=

V4(x,y,t):y4 ’

2t5
VS ('x’ y7t): 5‘ )
2t6
v6 (x’ y’t): 6‘ ’
2t2n
v2n (x’ y’t): }(}2}1)‘ ’
X2t2n+1
v2n+1 (x’ y7t): (2}’L+1)’ s

bicimindedir.
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Elde edilen seri ¢oOziimiin yakinsakligi incelenerek de denklemin tam c¢oziimii

u(x, y,t)= y* cosh+ x? sinh ¢ olarak bulunur:

u(x,y,t) tam ¢oziimii, u, =y’ cosht ve u, = x*sinht ve u=u, +u,, V, seri ¢oziimii

biciminde yazilirak

n+l

n n
de V, = 2v2j s Vo = szm olmak iizere; V =V, +V,
j=0

Jj=0

1.2.4.1.Teoreme gore V. =NV ), V,=v, =u, i¢in

Vo —u,| = Hy2 — y? cosh t” = y?*|t = cosh |
bulunur.
2.2 2
IV, =y = vy + v, — )| = y2+y2t! —y* coshi] = 1+%—cosht

f2

< y*[1 = coshi] 1+$

elde edilir.

t2

Her te[0,2] icin [1+—21—1|<0.2759383390 = 7, <1 oldugu kullanilarak

1—cosht
V2w <yilve =]
bulunur.
2.2 2.4
IV, =] = vy + v, +v, =, = y2+y2t! +y4j — y” cosht
2 4

=21+ + 1 —coshs
21 4l

4
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t2
1+ — —cosht
2!

2

<y 1+t——cosht 1+
2!

elde edilir.
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4

t
. m
Her 7€ [0,2] igin [1+——5"——<0.1253339866 < 7,
14+ ——cosht
2!

oldugu kullanilarak
Vi =] < 77 [vo =]
bulunur.

2,2 2 2.6

_ 2 Yyt oyt oyt 2

||V6 —u1||—||v0 +v, +v, + v —u1||— v+ o + a + p —y~ cosht

2 4 6

=y’ il v T cosh
21 4
2 4 —
Sy21+l—+t——cosht 1+—— 64!
214
—+——cosht
2!
elde edilir.
l6

Her te [0,2] igin |1+——O" < 0.0695090853 < 7, oldugundan

1+ —+——cosht
21 4

Ve =< 7 v =
bulunur.

Benzer bicimde devam edilerek

Vs, —w|| < 7o — 1| elde edilir.

||v1 -Uu, || = szt — x° sinh tH =x’ ||t — sinh t||
bulunur.
2.3 3
IV, =15 = o, +v, —us| = x2t+%—x2 sinh ] = x* t+%—sinht
t3
< x*|¢ —sinh |||l + 3
t —sinht

elde edilir.
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t3

Her € [0,2] icin 1+% <0.1804254830 = y, <1 oldugu kullamlarak
—Sin

Vi =, <3 v, —us
bulunur.

2.3 2.5
Xt .
+ —x*sinht
3! !
3 5
= x|t + —+——sinht
RIEE!

||V3 —u2|| = ||v1 +v, +vs —u2|| =|x*r +

5

X L
t . |
< x*|[t + — —sinh¢ 14—
3! i
t+——sinht
3!
elde edilir.
5
.. ! -
Her 7€ [0,2] icin 1++ <0.0915091335 < ¥, oldugundan
t+——sinht
3!
2
Vs —u,| <95 vy —us |
elde edilir.
X X .
HVs—quszl+v3+v5+v7—u2H= Xt + 3 5 ' — x? sinh ¢
3 5 7
=+ v D vl inng
357
t7
3 5 ?
<x*t+=—+——sinhg|l + :
315! 3 5

t+—+——sinht
315!
bulunur.

t

Her 7 e [0,2] icin |1+ 3 75!
+—+ — —sinht
3 s

<0.0544884725 < y, oldugu kullanilarak




43

Vs —uall < 72 vy o]

elde edilir. Benzer bicimde devam edilerek

Buradan; lim ||Vn —u" =}11_)r2 ||(V2n +V, )=, +u, )|| <lim ||V2n —u1|| + lim ||V2n+1 —u2||

n—oo n—oo n—oo

V.

2n+l

_“1" < ||v1 —u2|| bulunur.

<timy; v, —u ]| +1im 7 v, —u,)|

n—oo n—oo

=0

bulunur.

n—oo &

u(x, Y, t) = lim Zv i= y*>cosht+x’sinh¢ problemin tam ¢oziimiidiir.
j=0

1.2.2.3.0rnek igin

Sinir kosullart:
u(0,y,z,1)=y* (e —1)+2° (e - 1),
u(l,y,z,t)=(1+y2)(e’—1)+zz(e"—1),
u(x,O,Z,t):x2(e'—l)+zz(e_’—1),
u(x,lz,t)=(1+x")(e' 1) +2* (e -1),
u(x,y,O,t):(x2+y2)(e’—1),
u(x,yLe)=(x"+y*) (e =1)+(e" -1),
Baslangi¢ kosulu:
u(x,y,z,O):O, ut(x,y,z,O):xz+yz—Z2
olan

2 2 2 1 2 2 2
u, :(x Ty tz )"'E(X U, +yu,+z uzz)’ O<x,y,z<L, OStSE

ic-boyutlu baslangi¢ ve sinir deger problemi icin ¢oziimiin yakinsaklig1 incelenecektir.
Diferansiyel denklem sisteminden
vo(x, y,z.t)=x"y*z',
X y4 Z4 2
20

vl(x7y7zvt):
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4. 4_4.3
vz(x,y,z,t)z%,
4 4 4,4
VS('x’y’ZJ):%’
x4y4z4tn+l
) 7t o — v—
n(3,2.1) (n+1)

¢Oziimleri elde edilmistir.
Elde edilen seri ¢oziimiin yakinsaklig1 incelenerek de denklemin tam ¢oziimii
ulx,y,z,1)= x4y4z4(e’ - 1) bulunur.

V,=N(V,,) V,=vo=u, V,=> v olsun.

j=0

1.2.4.1. Teorem kullanilarak
||v0 - u|| = ||x4y4z4t —x*ty*z? (e' - 11| = x4y4z4||t —e' + 1"

elde edilir.

1V, = oy +v, =

4_4_4,2
X z't
x4y4z4t+ )’2' _x4y4z4(€r_q‘

2 b
t
=x'y'tl+r+——¢
2!
t2
!
Sx4y4z4||t—e’+1|| 1++
t—e +1

bulunur.

P -

Her e {o,ﬂ icin |1+ % < 7=0.1595015349 < 1 oldugundan,
t—e +
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V2 —ul < Avo —u]
bulunur.
4 4 4,2 4 4 4.3
Vs =] =[vo + vy +vy =] =[xty 2t + = yzf L2 y; Loxtyizt(e _q‘
=x*y*z* 1+t+—2+—3—e’
20 3

3

3!

2
t
I+t+———e
2!

2
t
<x*y'z 1+t+5—e’

&

1+

t

elde edilir.

t3
Her r e {0,%} icin 1++!2 <0.121744643 <y oldugu kullanilarak
14+l —e
2!
V2=l < 7" vo =]
bulunur.

||V3 — u” = ||v0 +v, tv, +v, - u”

4.4 4,2 4. 4_4.3 4. 4 4.4
=x4y4z4t+xy2t +xyzt +xyzt _x4y4z4(et_q‘
2! 3! 4!
_ 44s A A
=x"yz'|l+t+—=+—+——e¢
20 31 4
t4
4 4 4 : ’ ' 4! H
Sx'yzil+t+—+——¢€| |1+ SR
2! 3 t
1+t+—'+——e’
elde edilir.
r
Her t e {0,%} icin |1+ 24! 3 <0.0982608814 < ¥ oldugu kullanilarak
! ‘
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[V =l < 7* v =]
bulunur. Benzer bicimde devam edilerek

v, —ul <7

Vo — u|| elde edilir.

Buradan; lim ||Vn —u|| <lim y" ||v0 —u|| =0 bulunur.

n—oo n—oo

u(x,y,z,¢)= lim ivj :x4y4z4(e’ —1) tam ¢Oziimdiir.
n—oo ]:0

1.2.6. Dalga-tipi modellerde yakinsakhk

1.2.2.4.0rnek icin

Neumann sinir kosullart:
u(0,1)=0, u(l,t)=1+sinht,
Baslangic kosullari:

u(x,0) = x, u, (x,0)=x%.

olan

O<x<l, 0<r<],

bir-boyutlu baslangic ve sinir deger problemi i¢in ¢6ziimiin yakinsaklig incelenecektir.
Diferansiyel denklem sisteminden

vy (x,1)=x’t+x,

v, (x,1)= ,




47

2.7
vy(r) =1
v( t): x2t2n+1
T 2n+1)’

¢Oziimleri bulunmustur.

Elde edilen seri ¢oziimiin yakinsakligi incelenerek de denklemin tam ¢6ziimii olan

u(x,t)= x+ x*sinh ¢ bulunur.

V,=N(V,)) V,=v,=u, V,=> v, olsun.

Jj=0
1.2.4.1. Teoreme gore
||v0 - u|| = ||x2t — x”sinh t” = x2||t —sinh t||

bulunur.

3

IV, =] = v, +v, —u = =x2t+%—sinht

]

2.3
Xt .
x2t+T—x2 sinh ¢

l3

< x? ||t —sinh t|| 1+ 3‘!
t —sinht
elde edilir.
t3
Her re [0,1] igin <[1+—3" | = y=0.0487127233 <1 oldugundan,

t—sinht

Vi =ul < Avy =]

bulunur.
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X2t3 x2t5 3 5
||V2—u||=||v0+v1+v2—u||= x’t+ + — x*sinh || = x*||t + — +— —sinh?
3! ! 35!
5
; L
r . |
< x*|[t +——sinh¢| 1 + ot
3! i
t+——sinht
3!
elde edilir.
r
.. ! o
Her 7€ [0,1] igin 1++ <0.0235740850 < ¥ oldugu goriilerek
t+——sinht
3!
2
[V =l < 7 vo =]
bulunur.
2.3 2.5 2.7
Xt Xt Xt .
||V3 —u|| = ||v0 +v, +v, +v, —u|| =|x*t + + + —x”sinht
3! 5! 7!
3 5 7
2 ! .
=x"|t+—+—+——sinht
3 57
t7
3 5 ;
< x*|t +—+——sinh¢| |1+ :
3 s ror
+-—+——sinht
3 5!

elde edilir.

Her ¢ e [0,1] icin |1+ 7

<0.0138239788 < ¥ oldugu kullanilarak

3
t+—+——sinht
31 5!

||V3 - u|| <y ||v0 - u|| bulunur. Benzer bicimde devam edilerek

||Vn - u|| <y ||v0 —u|| elde edilir.

Buradan limn ||Vn —u|| <lim p”

n—oo

Vo —u|| =0 bulunur.

u(x,t) = lim E v, =x+ x*sinht denklemin tam ¢oziimiidiir.
n—oo
=0
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1.2.2.5.0rnek icin
Neumann sinir kosullari:

u, (0, y,t) =0, ux(l, y,t) =4cosht,

u,(x,0,1)=0, u (x,1,t)=4sinht,

Baslangic kosullari:
u(x, y,0) = x*, u, (x,y,0) = y*.
olan

1 1
u, =—(u, +y2u, ) 0<xy<l, 0<r<

1 12

iki boyutlu baslangi¢ ve sinir deger problemi i¢in ¢oziimiin yakinsakligi incelenecektir.

Diferansiyel denklem sisteminden
vo(x, y,1) =yt +x*,

x4l‘2 y4f3

v, (x, y,1) = o + I
x4t4 415
v2(x’y7l): 4‘ +y5‘ s
446 447
V3(xayst)=x6' +y7' s
x4t2n y4t2n+1
9 ’l = + b
e t) (2n)  (2n+1)

¢Oziimleri bulunmustur.
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Elde edilen seri ¢oziimiin yakinsakligi incelenerek de denklemin tam ¢oziimii olan
u(x,t)=x"*coshz+ y*sinh¢ bulunur. u(x,t) tam ¢oziimii,

42 y4l2j+1
u, = x*cosht, u, = y*sinht ve u=u, +u,, v, =7——,vi =s——=ve v, =v, +v’
(2)) (2j+1)

n
j=0 j=0

n n n n n
olmak iizere, V,' = Zvi V= va , V=V'+Vi= Zvi + Z vf = Zvj biciminde
j=0 j=0 j=0

yazilarak 1.2.4.1. Teoreme gore V. =NV ), V,=v, =u, i¢in

Hv(l) - ul” = Hx4 — x* cosh IH = x4||1 — cosh t||
elde edilir.
t? t?
”Vl1 —ul|| :"v(l) +v, —ul|| =|x*+x* §_X4 cosht| = x* 1+5—cosht
l,2
!
< x* 1= cosh |1 + —2—
1—cosht

bulunur.
t2
Her t e O,l icin 1+—2 1<0.0092080477 = 7, <1
3 1—cosht
oldugu kullanilarak

1 1
W <o~

bulunur.

t* !
x* +x* —+——x"cosht
21 4

l2 4
=x*|l+—+——cosh¢t
21 4!

1 _ 1 1 1_ —_
”V2 _”1||—||Vo +v, +v, “1"—

4

41

2
1+——cosht
2!

2

<x! 1+l——cosht 1+
2!

elde edilir.
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Her te {0,%} icin 1++ <0.0036968107 < y, oldugundan
1+t——cosht
2!
V2 < s ]
bulunur.
4.2 4.4 4.6
1 k1 1 1 1 e, Xt X't Xty
HV3 —ulu—“vo+vl+vz+v3 uIH— X'+ o + m t— cosht
t2 4 6
=x*|l+—+—+——cosht
20 4 6
.|
2 4 .
<l v L coshi||1+ 5 64!
21 4 t
1+—+— —cosht
20 4
elde edilir.
l6
Her 1 e {o,ﬂ igin [14+4———F <0.0019919445 < 7, oldugu kullanilarak
1+t—+t——c0sht
20 4

1 3 1
Vi <72 [vs

bulunur. Benzer bicimde devam edilerek

V! — ul“ <y Hv(l) - ul“ elde edilir.

i = s o= 3l

bulunur.
y4t3 t3
HV12 —uz“ =Hv02 +v] —u2H =|ly*t+ 3 — y*sinht| = y* t+§—sinht
t3
. !
< y4||t—smht|| 1+ 3
t —sinht

elde edilir.



Her t e [0%} icin |1+

oldugu kullanilarak
V2 =] <7l -]

bulunur.

2 2, .2, 2
V2 = o] = [ +v7 +v2 - =

elde edilir.
1] ..
Her r e {0,5} icin |[1+

oldugundan
2 2 2
V2 -l < 72 i -l

bulunur.

2 2 2 2 2
HV3 —u2H=Hv0 +v; +v; v, —u2H=

elde edilir.

3!
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r

<0.0055394161=y, <1

t —sinht

4,3 4,5
eyt
5!

3!
3 5
t+—+——sinht
31 5!

i+

— y*sinht

3

t .
t +— —sinh¢|||[1 +
3!

t+—

|
- <0.0026421050 < 7,

t+——sinht
3!

y4[3 y4[5 y4t7
i+ + + — y*sinht
3! 5! 7!
t3 5 7
=y*|t + —+—+——sinh7
357
t7
3 5 ;
4 . !
<y t+§+§—smht 1+ s

t+—+——sinht
315
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t7

Her te {O,%J icin (I + 75!

<0.0008404769 < 7,

3
t+—+——sinht
31 5!

oldugu kullanilarak

||V32 - u2|| <y ||V02 - u2|| bulunur. Benzer bi¢cimde devam edilerek
2 n 2 1;
”Vn —u2|| <7 ”v0 —u2|| elde edilir.
Buradan lim |V, —u|=lim [V} +V,” = (, +u, )| < lim [V, =, + Tim [V,? -,
n n n 1 2 - n 1 n 2
n—oco n—oo n—oo n—oco
: n 1 : n 2
<limy, "vO —u1|| +1lim p, "vo —u2||

n—oco n—oco

=0

bulunur.

u(x, y,7) = lim E v, = x*cosht+ y*sinhz problemin tam ¢oziimiidiir.
n—>o0
j=0

1.2.2.6.0rnek icin

Stnir kosullart:

u(0,y,z.t) =y (e —1)+2* (e -1),
u(Ly,z.t)=(1+y")(e' =1)+2* (e -1),
u(x,0,z,6)=x"(e' 1)+ 2% (e - 1),
u(xlz,t)=(1+x")(e' —1)+2° (e -1,
u(x,y,0,0)=(x*+y*)(e -1),
u(x,yLe)=(x"+y*) (e =1)+(e" -1),
Baslangi¢ kosulu:

u(x,y,2,0)=0, u,(xy,z,0)=x"+y> -7
olan

1 1
u, = (x2 +y° +Zz)+5(x2u” +y2u”, +zzuzz), O<x,y,z<l, 0<t< 2

tic-boyutlu baslangi¢ ve sinir deger problemi i¢in ¢6ziimiin yakinsakligi incelenecektir.
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Diferansiyel denklem sisteminden

V()(X’y’z’l):(xz +y2 —Zz)l,

vy zr)= (x2+y2+12)?2!+(x2+y —zz)g,
4 5
v, (%, y,2.1) = (x2+y2+zz)%+(x2+y2_zz)%,
6 7
v(oyzr)= (x2+y2+12)a+(x2+y2—zz)%,
bsnads byt Zz)%wz wy _ZZ)%’ (n=1,2,3..)

¢Oziimleri bulunmustur.

Elde edilen seri ¢oOziimiin yakinsakligi incelenerek de denklemin tam c¢oziimii
u(x,y,2.1) =(x2 + yz)(e’ —1)+ z’ (e" —1) bulunur. u(x,y,z,t)  tam  ¢Oziimii,

ulz(x2+y2)(e’—l), uzzzz(e"’—l) ve u=u,+u,; v(l):(x2+y2)f, ve ==zt ve

L=+ r* SR R O S 123 Imak i
=W et [V = o =123,... :
VEN e ) T ey ey ¢ ) olmaktizere

n n n n
1 2 1 1 2 2 sl 2 1 2
v=vitvi, Vy=dvp, ViIsvlove V, =V, +Vi=2 v+ v =2,
=0 Jj=0 7=0 =0

Jj=0

bi¢iminde yazilirsa 1.2.4.1.Teoreme gore V, =N(V,_,), V, =v, =u, i¢in

e S A ) WS

bulunur.
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3

(¥ + 32 )+ (2 +y2(ﬁ+t—]—(x2 £y )e! —1*

V! —u Hz”vl +vi—u “z
H 1 1 0 1 1 2' 3'

2 f3
t+—+——e' +1
21 3!

=(x2+4

2 3

t t
7+7
21 3

S(x2+y21‘t—e'+lu 1+t T
—e

elde edilir.

P
1 DR
Her t € {O,Z} icin 1+2'—t‘

<7, =0.0050930118 <1 oldugundan,
t—e' +1

1 1
V! =] < v =
bulunur.

1 1 1 1
HV2 —ulu = Hvo +v, +v, —ulu

(x> + 2 )+ (x? +y2{ﬁ+ij+(x2 +y2{i+ij—(x2 +y* e’ —1*

21 3 41 5|
2 3 4 5
£ttt
=y e+ i+ e e 41
20 31 41 5!
tt
L 4 s
<Py v v —e +1) 1+ e
21 3 t t

elde edilir.

4 5

t t

Her te[O,%} icin |1+ 4 St

2 f3
t+—+——e' +1
21 3

<0.0020529198 < 7,

oldugu kullanilarak
V2 =] < 7o =

elde edilir.
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1 ot 1 1 1
HV3 —ulu —“vo +v, +v, +v, ul”

(x2 +y2)t+(x2 +y2{ﬁ+£)+(x2 +y2{i+ij

2t 3l

+()c2 +y2{£+ij—(x2 +y2)(et —1)

6l 7

2 f3 f4 IS ,
t+—+—+—+——e +1

1+
2131 4 5!

< (x2+y2)

bulunur.

Her t e {o,ﬂ icin |1+ 67 <0.0022887744 < 7,

oldugu kullanilarak

Vi =, <7’ |vo—u,| elde edilir. Benzer bigimde devam edilerek
Vi =< 7" oy -]

bulunur.

b - =l -2 i< e -

elde edilir.

3

(e 4y )+ (2 +y2{ﬁ+t—]—(x2 3" e —1*

V! —u Hz”vl +vi—u “z
H 1 1 0 1 1 2' 3'

2 f3
t+—+——e' +1
21 3!

=(x2+4

t2 t3
+

.
—e

elde edilir.
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o
1 YT
Herte{O,Z} igin [1+-22—3L <y =0.0050930118 <1 oldugundan,

t—e +1
Vl _ < r_
L W[ =NV Uy
bulunur.
HV21 —ulu = Hv(l) +v11 +v; —uIH

(e + v+ (&2 +y2{ﬁ+ij+(x2 +y2{i+ij_(x2 37 e _q

21 3! 41 5!
2 3 4 5
=(x2+y2)t+—+t—+l—+l——e’+l
20 31 4 5!
tt v
) ) 2 t3 I+§ H
S(x +y fr+—+——e +1| I+ ——"—=5=
20 3! T §
t+—+ e +1
'3
elde edilir.
tt
1 a5
Her te{o,—} igin l+—*H 3L 1<0.0020529198 <
4 r* ot
t+—+——e' +1
'3
oldugu kullanilarak

1 2 1
Vo =] < v -
bulunur.

1 ot 1 1 1
HV3 —ulu —Hvo +v, +v, +v; ul”

(x2 +y2)t+(x2 +y2{%+gj+(x2 +y2{%+gj
+()c2 +y2{£+ij—(x2 +y2)(et —1)

6! 7!
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6 7 H
2 3 4 5 .
<(+2 02 r v v r 6 7!
_(x +y)t+2!+3!+4!+5! e +1|| |1+ PR R
f+—+—+—+——¢'+1
20 3 4 5!
elde edilir.
et
H 01 cin It 6! 7! <
erte ,Z icin [+ JEREE— S <0.0022887744 < y,
f+—+—+—+——¢' +1
203 4 5!
oldugu kullanilarak

Vi -] < 7o -]
bulunur. Benzer bicimde devam edilerek

HV,,I —ul” <" “v(l) —ul” elde edilir.

i -] =[-2r =2l —1) = 2 fr - ]
bulunur.
Vi =i = 2 2~ - (?;j< ’—%
=z°|- +ﬁ——3—e_’ +1
2
< zzu—t—e" +1H 142 3 _t3!
—t—e ' +1
elde edilir.
o
Her 1€ {o,ﬂ igin 1+% <0.0053800540 = 7, <1
—t—e
oldugu kullanilarak

2 2
v~ < 7ol

elde edilir.
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TR P
||V22_M2||:||V§+V12+V22—u2||: —Zzl‘+22(2'—3'J+Zz[4'—5' _Z2(€—1 —1*
A H
2 3 4 5 2 3 T
| AL AN P! LA A | 4 >l
20 31 41 3 2! 3 t*
AR
bulunur.
A
1] .. 45
Herte{o,z} igin 1+ ——H 3" <0.0021129695 < 7, oldugundan
SN
21 3

2 2 2
Vst =] < 72vi = s
elde edilir.

2 .2 2 2 2
HV3 —uz“—uvo +v; vyt —u2H

2 3 4 5 6 7
-2t + zz[t——l—J+ zz(t——l—j+ zz[l——t—j—zz(e" —1*
21 3 4! 5! 6! 7

s A S S S LR
=z |-t+———+———+————e" +1
20 31 4 51 6 T
AL H
2 3 4 5 .
<l Tl 67
20 31 4 8 S A S
t+——— ——e ' +1
20 31 41 3
bulunur.
t°
1]. . 6 7 <
Her te O’Z icin |1+ JERC RV R <0.0013010039 < 7,
—t+———+————¢"+1
20 31 41 58
oldugu kullanilarak

Vi -] < 72lvi -
elde edilir.Benzer bicimde devam edilerek
Vi —u| <7

bulunur.

2
o).
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Buradan, lim ||V” —u||:1im

n—eo n—oco

V, +V,) =, +u, ) <lim [V —u,|+lim

n—oo n—eo

2
‘/n _MZ“

. 1 . 2
< lim 7" HVO - u1H+}11_r>2 7, “vo —u2H=0 bulunur.

u(x, y,z,t)= lim y v, :(x2 + yz)(e’ —1)+z2 (e_’ —1) tam ¢oziimdyiir.
n—>oc0 ]:0

Bu boliimde, He’nin homotopi pertiirbasyon metodu [1] incelenerek bu metotla
degisken katsayili 1s1-tipi ve dalga-tipi denklemlerin tam ¢oziimleri bulunmus ve ¢6ziim
serilerinin yakinsaklig1 gosterilmistir.

Ayrica, Biazar vd. [44] tarafindan elde edilen parabolik tipte bir baslangic deger
problemi olan Fokker-Planck denkleminin homotopi pertiirbasyon metodu ile ¢oziimii,

metotlarin analizinde kullanilmak iizere detayli bir sekilde verilmistir.
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1.3. Fokker-Planck Denkleminin Homotopi Pertiirbasyon Metodu ile

Coziimii

Fokker-Planck denklemi, doga bilimlerinin kati-hal fizigi, kuantum optigi,
kimyasal fizik, teorik biyoloji ve akim teorisini iceren bircok farkli alaninda kullanilir.
Fokker-Planck denklemi [56], ilk olarak parcaciklarin Browniyen hareketini
tanimlamak i¢in kullamlmistir. Eger kiiciik bir parcacigin kiitlesi m, bir akiskana
batirilirsa, v; kiigiik bir parcaci@in parcaciklarin Browniyen hareketi icin hizi, ¢;
zaman, ¥; fraksiyon sabiti, K ; Boltzmann sabiti ve T ; akigkanin sicakligi olmak
tizere; dagilim fonksiyonu i¢in hareket denklemi,
oW  o(vw) KT 9*W
e T

ile verilir.(1.3.1), Fokker-Planck denklemlerinin en basit tiplerinden biridir.

(1.3.1)

x degiskeni icin genel Fokker-Planck denklemi asagidaki bigimdedir :

du 0 0’
—=-—A —B 1.3.2
By [ " (x)+ax2 () |u, (1.3.2)

u(x,t) bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere;

baslangi¢ kosulu:

u(x,0)= £(x), xe IR, (1.3.3)
ile verilir.

(1.3.2)’deki B(x) >(’e difiizyon katsayis1 ve A(x) ‘e siiriiklenme katsayist denir.
Siiriiklenme ve difiizyon katsayilar1 zamana baglh da olabilirler. Yani;

ou 0 0’
E—[—EA(x,tHax—zB(x,t) " (134)

(1.3.1) denklemi, Fokker-Planck denkleminin, siiriiklenme katsayisinin lineer, difiizyon
katsayisimin sabit oldugu bir 6zel halidir. (1.3.2) denklemi, u(x,7) dagilim fonksiyonu
icin bir hareket denklemidir. Matematiksel olarak, bu denklem parabolik tipte ikinci

mertebeden lineer bir denklemdir. Literatiirde, (1.3.2) denklemine forward Kolmogorov
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denklemi denir. Benzer kismi diferansiyel denklem olan backward Kolmogorov

denklemi asagidaki bigimdedir:

d d 9’
a_b; z—[A(x,t)$+B(x,t)ax—2}u. (1.3.5)

(1.3.2) denkleminin N degiskene (x,,...,x, ) genellestirilmesi x = (x,,...x, ) olmak

tizere:

ou S d yo9?

— ==Y —AX)+ Y —B. . , 1.3.6
= { Zax ;(X) ,,,Z_lax,.axj w(x)}u (1.3.6)
baslangi¢ kosulu:

u(x,0)= f(x), xe IRY, (1.3.7)

ile verilir. A; ve B, ; genelde N degiskene (x,,...x, ) baghdirlar.

Fokker-Planck denkleminin analitik c¢oziimleri bulunabilir. Genelde, 6zellikle
degiskenlere ayrilamiyorsa veya degiskenlerin sayis1 ¢oksa coziimleri elde etmek
zordur. Coziim i¢in simulasyon metotlari, Fokker-Planck denkleminin Schrédinger
denklemine doniistiiriilmesi, niimerik integrasyon metotlar1 gibi farkli metotlar vardir.

Fokker-Planck denkleminin daha genel bir hali vardir. Nonlineer Fokker-Planck
denklemi, plazma fizigi, ylizey fizigi, popiilasyon dinamigi, biyofizik, miihendislik,
nonlineer hidrodinamik, polimer fizigi, lazer fizigi, psikoloji, pazarlama gibi bir¢ok
farkli alanda, 6nemli uygulamalara sahiptir [57]. Tek degiskenli nonlineer Fokker-

Planck denklemi asagidaki bicimde yazilir:

ou 0 0’

—=|—-——Alx,t,u)+—B\x,t,u) |u. 1.3.8
ot [ ox ( ) ox* ( )} ( )
N degisken x,,...x, iginx = (x,,...x, ) olmak iizere;

ou Y0 No9°

—=->) —A X tu+ B, .(x,t,u) |u, 1.3.9
ot { ;axi /¢ ) ,.,]Z_Iaxiaxj 4 ):l ( )

Ai(x,t,u):Ai(x) ve Bl.,j(x,t,u):Bl.,j(x) iken (1.3.9) nonlineer Fokker-Planck

denklemi, (1.3.6) lineer Fokker-Planck denklemine indirgenir.
Bu alt bolimde farkl tipte, fakli degiskenler ve baslangi¢c kosullar ile verilen Fokker-

Planck ve Kolmogorov denklemlerine homotopi pertiirbasyon metodu uygulanmistir.
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Metodun etkinligini gostermek i¢in bir ve iki boyutlu durumlarda, analitik ¢oziimlere
sahip farkli 6rnekler secilmistir.

1.3.1.0rnek Fokker-Planck denklemi (1.3.2) g0z Oniine alinsin :

u(x,0)=x, xeIR, Alx)=-1, B(x)=1. (1.3.10)
Homotopi pertiirbasyon metodunu kullanarak asagidaki homotopi olusturulur:
dv  du dv odv 9%
Hv,p)=(0-p) ——"L|+p ———-—1=0 1.3.11
)= p)(ar atj p(at o axZJ (1310

(1.2.7) denklemi, (1.3.11) denkleminde yerine konup p ’nin kuvvetlerine gore

katsayilar esitlenerek:

p Ge_dhg vo(0) = x.
P % %‘)—%L;—%:V; =0, v, (x,0)=0,
Pl %—%—%20, vz(x,0)=0,
p: aa_";_%_%;‘;z =0, v,(x,0)=0,
Pt %—%—%;3 -0, v,(x,0)=0,
p %—%—a;gl —0, v, (x0)=0, (j=23....)

(1.3.12)

denklem sistemi elde edilir. Baslangic kosulunu saglayan uo(x,t):x baslangic

yaklasimi secilerek, (1.3.12) denklem sisteminin c¢oziimleri;
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'vn (x,t)=0 (n=2,3,....)

(1.3.13)

bulunur. p — 1 iken (1.3.10) denkleminin tam ¢6ziimii, u(x,7)=x+1¢ bulunur.
1.3.2.0rnek : (1.3.4) denkleminde

f(x)=sinh(x), xelR, (1.3.14)
A(x, t) =exp(t) coth(x) cosh(x) + exp(?) sinh(x) — coth(x),

B(x, t) = exp(t)cosh(x).

olmak tizere asagidaki homotopi olusturulsun:

dv du 0 0 R
Hw,p)=1- — 0 ———Alx,t)——— B(x, =0 1.3.15
(v,p)=0-p P alj+p((at " (x,1) S Bk r))vj ( )

(1.2.7) denklemi, (1.3.15) denkleminde yerine konup p ’nin kuvvetlerine gore

katsayilar esitlenerek:

p’: aaL: _aaLtO =0, v, (x,0) = sinh(x)
2

p': % + aaito - avog)(cx,t) 9 v?sgx,t) =0, v, (x,0)=0,
2

o aaL;_ avlgix,l) B 0 vgigx,l) —o, vz(x,O)z 0.
2

ey aa_v;_ avzg)(cx,t) B d vgljgx,t) -0, v3(x,0)= 0,
2

b BaL:_ 8v313)(cx,t) B 0 vj_;zgx,t) —o, v4(x,0):0,

o %_ v, A(x,1) _ 0°v, B(x,1) ~0. (j=23..) v,(x,0)=0,

ot ox ox?

(1.3.16)
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denklem sistemi elde edilir. Baslangi¢ kosulunu saglayan u, (x,)=sinh(x) baslangic
yaklasimi secilerek, (1.3.16) denklem sisteminin c¢oziimleri;
Vo (x,t) =sinh(x),

2 (x,t) =tsinh(x),
2
v, (x,t) = %sinh(x) ,

3
Vv, (x, t) = %sinh(x) ,

4
v, (x,t) = %sinh(x),

n

v, (x, t) = t—'sinh(x)

n!
(1.3.17)
bulunur. Bu durumda p—1 iken (1.3.14) denkleminin ¢6ziimd,
: t* t" . . :
u(ox,7) = sinh(x) 1+t+5+§+....+—'+... =e s1nh(x) elde edilir. Bu da denklemin
tam ¢oziimiidiir.
1.3.3.0rnek Backward Kolmogorov denklemi (1.3.5) gbz Gniine almsin.
ux,0)=x+1, xelIR, Alxs)=—(x+1), Blx,7)=x%" (1.3.18)
Homotopi asagidaki gibi olusturulsun:
dv  du 0 0 0’
Hv,p)=01-p) ———=2 |+ p| (=+Alx,t)=—+ B(x,t))=—)v |=0 1.3.19
(v.p)=( p)(at a;j p((at (et)o=+ B( )ax2>J (1.3.19)

(1.2.7) denklemi, (1.3.19) denkleminde yerine konup p ‘nin kuvvetlerine gore

katsayilar esitlenerek:
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dv, du
0. Z0_Z0 _,
P o o
dv, du ov 0%y
e L4044 +B(x,H)—-=0,
i gy Al )ax L
2
Pt aﬁﬂx( )a—+B( r)avl =0,
ot ox
2
P %+A(x )a—+B( I)av =0,
ot ox x>
dv dv 0%y
i —4A,t—33,—3=0,
P T (x)ax+ (035
¥ avj+A( r)avf"l+B( r)azvf"l—o (j=23...)
P T TR TR TS

Vo (x,O) =x+1,
12 (x,O) =0,

v,(x,0)=0,

0,

v3(x,0)

vy (x,O) =0,

v.(x,0)=0.

J

(1.3.20)

denklem sistemi elde edilir. Baslangi¢c kosulunu saglayan uo(x,t):x+1 baslangi¢

yaklagimi secilerek, (1.3.20) denklem sisteminin ¢6ziimleri;

vo(x,t):x+l,

vl(x,t): t(x+1),
2
n(e)= 20,

3

t
v3(x,t):§(x+l),

4

t
vi(xt)= (e,

Vlz(x’t): t_(x+1) ’
n!

bulunur.

(1.3.21)
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Buradan, p —1 iken (1.3.18) denkleminin ¢6ziimii, ayn1 zamanda denklemin tam
IZ 3 n
¢oziimii olan u(x,7)= (x+1)(1+l+?+§+ Rt j (x+1)e"” dir.
! n!
1.3.4.0rnek Genellestirilmis lineer (1.3.6) denklemi g6z Oniine alinsin.
u(x,O):x1 x=(x,,x,)€ R*
A(x,x) = x,
A, (x,,x,) = 5x,

Bl,l(xl’xz)z x12’

B, ('xl =) ) =1,

B,, (xl’xz): xzz- (1.3.22)
Homotopi pertiirbasyon metodu uygulanarak asagidaki homotopi olusturulsun.
ov du 2 92
Hy,p)=(0-p) —= + X)) X, %, ))v |=0.
R Era I [0 SRR LR O
(1.3.23)

(1.2.7) denklemi, (1.3.23) denkleminde yerine konup p’ nin kuvvetlerine gore

katsayilar esitlenerek:

p’: aaL;—aaLtO:O, v, (x,0) = x,,
p: %+%+éav0‘4§i’?’xz)_I;azv"i;g(;“xz) -0, v,(x,0)=0,
gt
P Zi“ xl’x2) ;“lazv ila(x)il’%) 0, v,(x,0)=0,
pt: Zzll T“XZ) ;azvi_i;s(:’XZ)zo, v,(x,0)=0,
p" 22: 1A xl’x2 Zzlav aiaf.cl’ %) —0,(m=23,...) v (x0)=0,

(1.3.24)



68

denklem sistemi elde edilir. Baslangi¢ kosulunu saglayan u,, ()c1 ,xz,t) = x, baslangi¢
yaklagimi segilerek, (1.3.24) denklem sisteminin ¢oziimleri;
Vo(xl»xz’t): X

Vl(xl’XZ’t)ztxl’
£
Vz(xwxz’t):_

T
3
V3(x1,x2,l‘):§xl,
4
v4(x1,x2,t):le,
n
vn(xl’XZ’t):_xl’
n!

(1.3.25)

bulunur. p —1 iken (1.3.22) denkleminin ¢6ziimii, ayn1 zamanda denklemin tam
2 3 n

¢oziimii olan u(x,,x,,t)= xl(l+t+5+§+....+—‘+ ..... J = x,e' elde edilir.

1.3.5.0rnek (1.3.8) nonlineer denklemi g6z 6niine alinsin:

u(x,O): x*, xe IR.

Al ru) =44 -2, (1.3.26)
x 3

B(x,t,u):u.

Homotopi pertiirbasyon metodu kullanilarak

dv 0o Jd o 9°
Hv,p)=(1-p a_:_§j+ p((a—t+aA(x,t,v)—ax—2B(x,t,v))vJ =0 (1.3.27)

homotopisi olusturulsun. (1.2.7) denklemi, (1.3.27) denkleminde yerine konup p ’nin

kuvvetlerine gore katsayilar esitlenerek:
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4 X
o —(v,)) =Zv
dv, du ( 0 3 Oj 0% (v, )’
B R s n(x0)=0.
a(va xvj
Vo1 53N 2
4 X
o — (2vgv, +v) ==
. % |:x( VoV, + V1) 3V2}_a2(2v0v2+v12)_0 ( 0)_0
P x n YaWRE/ =T

0 §(vv +v,v )—iv
. v, x o U203 92y, +2vvy)
pte 4+ - y
ot ox ox

=0, v4(x,0)= 0.

(1.3.28)

denklem sistemi elde edilir. Baslangic kosulunu saglayan uo(x,t):x2 baslangi¢

yaklasimi secilerek, (1.3.28) denklem sisteminin c¢oziimleri;

vo(x,t): x*,

v (1) =07,
t2

vz(x,t): Exz,
13

v3(x,l)=§x2,

! 2

v4(x,t)= Zx ,

v (nr)="ox2,
n!

(1.3.29)

bulunur. p — 1 iken (1.3.26) denkleminin ¢6ziimii, ayn1 zamanda denklemin tam

2 3 n

¢oziimii olan, u(x,r)= xz(l +1+ o + 3 +ot t—' + J = x’e' elde edilir.
13! n!
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Goriildiigii gibi, metot etkin, kullanim1 kolay, giivenilir bir metottur. Metodun
baslica avantaji analitik yaklasim vermesi, cogu durumda hizli yakinsak seri formunda
tam ¢oziime gotiirmesidir. Fakat homotopi pertiirbasyon metodu ile bulunan ¢oziimiin,
baz1 problemlerde, biitiin ¢oziim bolgesi i¢in yakinsak olmadigimi gosteren 6rnekler de
mevcuttur. Boyle bir ornek, [43] numarali kaynakta ayrintili bir sekilde incelenmistir.
Ayrica, homotopi pertirbasyon metodu ile elde edilen smirli sayidaki terim
kullanilarak, bulunan kismi ¢dziim serisinin hangi kapali fonksiyona yakinsadigini veya
yakinsak bir seri olusturup olusturmadigini gormek de kolay degildir.

Secilen biitiin orneklerdeki tam c¢oziimler bilindiginden, homotopi pertiirbasyon
metodu ile bulunan seri ¢oziimlerin, tam coziimlere yakinsadigini gostermek kolay
olmustur. Fakat tam ¢6ziimii bilinmeyen problemlerde, elde edilen ¢oziim serisinin, tam
¢Oziime yakinsamasinm veren bir teori homotopi pertiirbasyon metodunda yoktur. Belki
yakinsama, homotopi yolunun dogru segilebilmesi ile miimkiindiir, bu, ancak deneme
ve yanilma ile kismen saglanabilir. Homotopi pertiirbasyon metodunun analizini tam
olarak yapabilmek icin benzer bir metot olan homotopi analiz metodu incelenip bu iki

metot arasindaki farkliliklar sonug boliimiinde tartismaya agilmistir.
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ILBOLUM

2. HOMOTOPi ANALiZ METODUNUN FOKKER-PLANCK DENKLEMINE
UYGULANMASI

2.1. Homotopi Analiz Metodu

Kuvvetli nonlineerlige sahip nonlineer problemlerin analitik ¢oziimlerini elde
etmek genelde zordur.Yar analitik yontemlerde, ¢6ziim serilerinin yakinsaklik bolgesi
cogu zaman fiziksel parametrelere baghdir. Bu yar analitik yaklagimlar, nonlineerlik
kuvvetli oldugunda, cogu zaman basarisiz sonuglar verir. Pertiirbasyon yaklagimlari ise
sadece zayif nonlineerlie sahip problemler icin gecerlidir. Bu tip problemlerin
¢cOziimleri i¢in daha Onceki tekniklerden farkli olarak, ¢oziim serilerinin yakinsaklik
bolgesini ve hizim1 kontrol etme imkami saglayan “Homotopi Analiz Metodu (HAM)”
Liao tarafindan verilmistir. Bu metot aym1 zamanda, Adomian ayristim metodu,
Lyapunov kiigiik yapay parametre metodu, 0 -a¢ilim metodu gibi 6nceden verilmis non-
pertiirbatif metotlarin genel halidir [19]. Yani, Onceki metotlarin genellestirilmis veya
birlestirilmis bir teorisi olarak diisiintilebilir.

Homotopi analiz metodu, farkli tipteki nonlineer denklemlerin seri c¢oziimlerini elde
etmek icin kullamilan genel bir yar1 analitik yaklasimdir. Bu metot cebirsel
denklemlerin, adi diferansiyel denklemlerin, integro-diferansiyel denklemlerin vb.
¢Oziimlerini bulmak icin kullanilir. Pertiirbasyon metotlarinin aksine, homotopi analiz
metodu, kiiciik /biiyiik fiziksel parametrelerden bagimsizdir ve metodun uygulanmasi
icin problemin kiiciik /bliylik fiziksel parametre igerip icermedigi Onemli degildir.
Biitiin pertiirbasyon metotlarindan ve klasik non-pertiirbatif metotlardan farkli olarak,
homotopi analiz metodu, ¢6ziim serilerinin yakinsaklik bolgesini kontrol etme imkani
saglar. Homotopi analiz metodu metodu, homotopi pertiirbasyon metoduna benzer
bicimde, topolojinin temel kavramlarindan biri olan homotopiyi kullanir. Bu metotta
da ele almman denklemin baslangi¢c yaklasimindan tam ¢o6ziime gotiiren siirekli bir
doniisiim olusturulur. Bu tip bir siirekli doniisiimii olusturmak icin bir yardimc1 lineer

operator secilir. Bulunan ¢6ziim serisinin yakinsakligin1 garantilemek icin bir yardimci
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parametre kullanilir. Bu metot, baslangi¢ yaklasimi ve yardimci lineer operatorlerin
seciminde serbestlik saglar. Homotopi analiz metodu yardimiyla zor bir nonlineer
problem, daha basit sonsuz sayida lineer alt probleme doniistiiriiliir.

Ornegin homotopi pertiirbasyon metodunu anlatirken incelenen nonlineer cebirsel

denklem g6z Oniine alinsin.

f(x)=0.

X,, x’in bir baslangi¢ yaklasimi ve ge [0,1] homotopi parametresi (topolojide gdbmme
parametresi olarak adlandirilir.) olmak iizere;

H[x:q]= (1= q)[f (x) = £ (x,)]+ of (x).

homotopisi kurulsun. g =0 ve g =1 iken

H[x0]= f(x)- f(x,) ve H[x1]=f(x),

elde edilir. g parametresi 0’dan 1’e degistikce, H [x;q] homotopisi siirekli olarak
flx)-f (xo)’dan f(x)’e degisir. Boyle bir siirekli degisim, topolojide deformasyon
olarak adlandirlir. H [x;q] =0 almnarak

(1=a)lf ()= £ (o ]+ af (x) =0,

cebirsel denklemlerin bir ailesi bulunur. Bu cebirsel denklemler ailesinin bir ¢6ziimii,

homotopi parametresi ¢ ’ya baghdir. Bu yiizden, denklemlerin ailesi

(1-q)fle(q)]- £ (x,)]+afe(q)]= 0. (2.1.1)

biciminde tekrar yazilabilir. ¢ =0 iken
floa)l-rx)=0: q=0,

bulunur. Bu denklemin ¢6ziimii;

¢|q:0 = ¢(0) =x, dir.

g =1 iken

flolgl=0; q=1.

denklemi baslangicta alman cebirsel denklem f(x)=0 ile tam olarak aynidir. Buradan
g, =ol)=x

elde edilir. Yani homotopi parametresi ¢, 0’dan 1’e degistikce, @(g) nun degeri,

baslangi¢ yaklasimi x,’dan f (x)=0 denkleminin ¢oziimii olan x’e degisir (veya
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deforme olur). (2.1.1) tipindeki denklemlerin ailesine sifirinci-derece deformasyon
denklemi denir. Bu da homotopi pertiirbasyon metodundaki homotopiye denktir.
Homotopi pertiirbasyon metodu, bu noktadan itibaren farkliliklar gosterir. Burada,

¢(q), homotopi parametresi ¢ nun bir fonksiyonu oldugundan, pertiirbasyon serisi

yerine Taylor serisine acilarak ifade edilir. Boylece ¢(0)= x, olmak iizere

olq)=x,+ > x.q" (2.1.2)
k=1
bulunur. (2.1.2) serisinde x,,
1 9"
X=o 59) =D, (¢) (2.1.3)
Pag |,
bicimindedir.

(2.1.2) serisine homotopi-serisi, D, (¢)’ ye ise k .mertebeden homotopi-tiirevi denir.

Homotopi-serisi (2.1.2), g =1’de yakinsak ise ¢(1)=x esitligi kullanilarak homotopi-

serisi ¢Oziimii
+o0

X=xy+ Y x, (2.1.4)
k=1

elde edilir.

Taylor serisinde katsayilar tek bicimde verildiginden, (2.1.2) homotopi serisinin x,
katsayilar1 da tektir. Bu ylizden x, ’lardan olusan denklem de tektir ve sifirinci-derece

deformasyon denklemi (2.1.1)’den dogrudan elde edilebilir. Sifirinci-derece
deformasyon denkleminin her iki tarafimin, (2.1.3) ile tamimlanan 1.mertebeden

homotopi-tiirevi alinarak

(1-q)fle(a)]- £ (x, )]+ aflo(a)l = flp(g)]- (1-4)f (x,)=0

99) )+ p(x,)=0
q

1.derece deformasyon denklemi
xf (%) + f(x)=0

elde edilir.
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Bulunan bu denklemin ¢6ziimii:

R f(xo) )
b )

(2.1.1) denkleminin her iki tarafinin 2. mertebeden homotopi-tiirevi alinarak

(1= q)fle(a)]- £ (x, )]+ aflo(a)l = fo(g)]- (1-4)f(x,)=0
[m)

dq

dir.

1d°¢lq)
2 dg’

6@,

J flelg)], =0

q=0 q=0

2.derece deformasyon denklemi
e 1 ”
x, f (x(,)+5x12f (xo): 0

elde edilir.
Bu denklemin ¢oziimii:
=_x12f”(x0) __ fz(xo)f”(xo)
’ 2£(x) 2L (x,)

bulunur. Bu yolla k =1,2,3,.... dereceden x, ’lar sirayla elde edilir. Olusturulan biitiin

bu yiiksek derece deformasyon denklemleri lineer ve ¢o6ziilmesi kolay denklemlerdir.
Birinci-derece homotopi-serisi yaklagima;
f (xo)
f ,(xo)

ve ikinci-derece homotopi-serisi yaklagimi homotopi pertiirbasyon metodundaki gibi

f(xo) fz(xo)f”(xo)

X=X, +x +x,=x,— - (2.1.6)

f,(xo) 2[f,(xo )]3

olarak bulunur. (2.1.5)’in Newton iterasyon formiililyle ayni oldugu, (2.1.6)’nin da

X=Xy +XxX =X, — (2.1.5)

2.derece Newton iterasyon formiilii olarak diisiiniilebilecegi goriiliir.

Yukaridaki yaklagim, hicbir fiziksel parametreye bagli degildir. Bir nonlineer
problemin kiigiik/biiylik fiziksel parametre igerip icermedigi fark etmeksizin her zaman
sifir-derece deformasyon denklemi olusturmak igin ge [0,1] homotopi-parametresi
verilebilir. (2.1.2)’deki homotopi serisi her zaman ¢ =1’ de yakinsak olmayabilir. Bu
yiizden, buna kars1 gelen (2.1.4) homotopi ¢6ziim serisi de 1raksak olabilir. Ornegin 1.
derece Newton iterasyon formiilii, cogu zaman 1raksak sonuglar verir. Bunun nedeni ise

yukaridaki yaklagimin g =1’de yakinsak oldugu varsayimina dayanmasidir. Fakat bu



75

yaklagim, genelde kuvvetli nonlineerlige sahip nonlineer problemler i¢in saglanmaz.
Homotopi analiz metodunda, bu kisitlamay1 ortadan kaldirmak icin Liao [19], bir
sifirinci-derece deformasyon denklemini olustururken, bir yardime1 # # 0 parametresi
vermistir:

(1-g)rlo(@)]- £ (x,)]= anflolq)]. 2.1.7)
h #0 oldugundan (2.1.7) denklemi, g =1’ de x = ¢(1)’i saglayan f(x)=0 denklemine
kars1 gelir:

nflolg)l=0: g=1

olur. Yiiksek-derece deformasyon denklemi hari¢ diger formiiller, (2.1.2) ve (2.1.4) ile
aymdir. 1.derece deformasyon denklemi:

%, f )= 1f (x,) =0

olur. Bu denklemin ¢oziimii:

(2.1.7) denkleminin her iki tarafinin 2. mertebeden homotopi-tiirevi alinarak 2.derece

deformasyon denklemi:
d ’ 1 ”
xf g )= (L4 ), £y )+ o f (3, ) = 0

bulunur. Bu denklemin ¢6ziimii:

e ) L2 L O) ) f () RS )f (x)
) S ) T ) A

elde edilir. Buradan birinci-derece homotopi-serisi yaklagimai:

xzx0+xl=x0+hf,(x0) (2.1.8)
f (xo)
ve 2.derece homotopi-serisi yaklasimi:
2 ”
X=Xy +x +x, =x, +h(A+2) flx) i’ S )17 (,) (2.1.9)

(%) 2 eI
elde edilir.
(2.1.5), (2.1.6) denklemleri, (2.1.8) ve (2.1.9) denklemlerinin, sirasiyla 7% =-1 oldugu
durumdaki 6zel halleridirler. (2.1.5) denkleminde, 7 yardimci parametresinin, niimerik

hesaplamalarda sikca kullanilan bir iterasyon c¢arpani oldugu diisiiniilebilir. Uygun
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secilen bir iterasyon c¢arpani, iterasyonun yakinsak olmasinm saglar. Bunun gibi, (2.1.2)
homotopi-serisinin yakinsakligi da % yardimci parametresinin degerine baglidir. #
yardimc1 parametresinin uygun bir degeri segilerek, homotopi-seri ¢6ziimiiniin
yakinsakligi garanti edilebilir. Bu yiizden #, yakinsaklik-kontrol parametresi olarak
adlandirilir.

h  yakinsaklik parametresi kullanmilmadiginda, (2.1.2) homotopi-serisinin yakinsak
oldugu varsayilmak zorundadir. # yakinsaklik parametresinin kullanimiyla boyle bir
varsayima gerek yoktur. Yakinsak homotopi-seri ¢oziimii elde etmek i¢cin her zaman
uygun bir 7 degeri secilebilir. Homotopi-tiirevi ve deformasyon denklemi ile ilgili bazi

teorem ve yardimci teoremler verilmistir [31].

2.1.1. Homotopi-tiirevinin 6zellikleri

Homotopi-tiirevi, daha yiiksek derece deformasyon denklemini tiiretmek icin kullanilir.
Bu alt boliimde, bu tiirevin tam olarak tanimiyla birlikte bazi 6zellikleri verilmistir.

2.1.1.1. Tamm ¢, g homotopi-parametresinin bir fonksiyonu olsun. m > 0 bir tamsay1

olmak iizere;

me»=ifgj¥) (2.1.10)

q=0
D, (#)' ye ¢ nin m.mertebeden homotopi-tiirevi denir.

2.1.1.2. Tamm N [u] =03 bir nonlineer denklem, ¢ ; Maclaurin serisi
o= u.q"* (2.1.11)
k=0

olan, ge [0,1] homotopi-parametresinin bir fonksiyonu olsun.
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Mfg.q]=0. qe[0.]
denklemler ailesine N [u] =0’ 1n sifirmci derece deformasyon denklemi denir. Eger

g =1 ise bu denklem

u=¢|q:1 =D u, (2.1.12)
k=0

olmak lizere baslangicta alinan N [u] =0 denklemine denktir. ¢ =0 ’da ise denklemin
¢Oziimii agiktir. (2.1.11) serisine homotopi serisi ve (2.1.12) serisine N[u]=0’1n
homotopi seri ¢oziimii denir. u, ’larin olusturdugu denklemlere k.derece deformasyon

denklemleri denir.

2.1.1.1. Teorem f ve g homotopi parametresi ¢~ dan bagimsiz fonksiyonlar olsunlar.

¢:zuiqi’ '//:zvjqj
: =
homotopi serileri icin
Dm(f¢+ gW): fDm(¢)+ gDm(W)’dir'
Kamt: f ve g fonksiyonlarn g’ dan bagimsiz ve (2.1.10) ile tammlanan D, lineer

operator oldugundan

D, (f¢+sw)=D,(f¢)+D,(sw)=/D,(¢)+¢D, W)

saglanir.

2.1.1.2.Teorem ¢=> u,q', Y= v,q’ homotopi serileri icin m>0, n20, 20

i=0 j=0
ve 0 <k <m tamsayilar olmak iizere
(a) Dm (¢) = um
(b) Dm (qk¢) = Dmfk (¢)

n n

<QQMW=ZQWWMW#ZQWWMW
@ D,v')=3 0,66 ),..l6')= 30,6, o)

saglanir.
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Kamt:

(a) Taylor teoremine gore, ¢’nin Maclaurin serisinin tek bicimde tanimlanan u,,

katsayilar
L, = 10"0(q)
" m! dg"

q=0

ile verilir. (2.1.10) ile verilen D, (¢)= L'aall(nq) tammmundan D, (¢)= u,, bulunur.
m! dq

q=0

+oo +oo oo
) ¢'p=4q" Zuiqi = Zuiq”k = Zum_kq'" saglanir. (a) yardimiyla
i=0 i=0

m=k

Dm (qk¢) = um—k = Dm—k (¢) bulunur-

(c) carpimin tiirevleri i¢in Leibnitz kuralina gore

(o) _$m D90y & ml _dyay

oq" il(m—i)og' og"" Sillm—i) dg' og™
(2.1.10) tanimu ile

19" =19 1o =
D, (¢l//) = %a{%ﬁ’:ﬂ) . = ;(;a—j . J{mﬁ _OJ = ;D,- (¢)Dm—i (W)

saglanir. Benzer bicimde
D, (¢pw)=>.D,(y)D,_,(¢) saglan.
i=0

(d) ®=¢" ve ¥ =y’ yazilsin. (c)’ye gore
D,l¢"v')=D,(@%)=¥ (@)D, (¥)=3 D"}, (')

i=0

saglanir. Benzer bicimde
Dm (¢”'Iyl ): Z Di (')y] )Dm—i (¢" ) saglanlr'
i=0
2.1.1.3. Teorem L, g homotopi-parametresinden bagimsiz lineer bir operator olsun.

o= iu ,q" homotopi serisi igin D, (Lg)= L[Dm (¢)] saglanir.

k=0
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Kamt: L, g’ dan bagimsiz oldugundan

saglanir. Yukandaki esitligin her iki tarafimin m .mertebeden homotopi-tiirevi alinip

2.1.1.2. Teoremin (a) sikki kullanilarak D (L¢):L(um) elde edilir. Ayrica yine

2.1.1.2. Teoremin (a) sikkina gore L[Dm (¢)] = L(um)’dir. Buradan D, (Lg)= L[Dm (¢)]

saglanir.

2.1.1.4.Teorem ¢ = Zu .q" homotopi serisi igin m >1 tamsay1 olmak iizere asagidaki

k=0
formiiller saglanir;
D, (e ¢ ) =e",
m—1 k
D.)=5[1-5 o), . o).
k=0 m
Kamt: (2.1.10) tammina gore D, (e¢ ): e"" saglanir.
def  , 00, . o N
" =e % dur. Carpimin tiirevi i¢in Leibnitz kuralina gore
q q

m—1

iame(p _i am—l e¢a_¢ _lm—l 1 ake¢ am—k¢
m! g™  m!dq dg) m=k!(m—1-k) 9g* og"™*

_’”Z‘i(m—k)’_lake“’ 1 9"y
& m |k gt || (m—k)Nogm* |

Yukaridaki esitlikte (2.1.10) tanimi kullanilarak

m—1

D,(e?)= Z(l - %)Dk (e?)D, . (¢) elde edilir.

k=0

oo
2.1.1.5. Teorem ¢ = Zu .q" homotopi serisi icin m > 1 tamsay1 olmak iizere
k=0

D, (sin gz)) = sin(uo ) D, (cos ¢) = cos(u0 )

m—1

D, sing)=Y (1 - gj D, (cos D, , (0),

k=0

m—1

D.eoso) =31~ b, finoID, , 0),

k=0

bagintilari saglanir.
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Kamt: (2.1.10) tamimina gore;

D, (sing) = sin(uo ), D, (cosg)= cos(u0 ) saglanr.

i =+/—1 yazilirsa Euler formiilii ve 2.1.1.1. Teorem kullanilarak m =1 tamsayisi i¢in

D, (sing)= Dm(em f"w j ~Lp (¢*)-D, ()] (2.1.13)
2i 2i
D, (cosg)= Dm(ew ;e_m ] - % [D,(*)+D, () ; 2.1.14)

saglanir.

2.1.1.4. Teorem ve 2.1.1.1. Teorem kullanilarak

D,(e*)=3[1-% o, )o, . o)

= lkzé (1 - %)Dk ), . (0)

bulunur. Benzer bicimde
Dl )5 1-5 o (e, .0
p m
elde edilir.
Yukandaki iki esitlik (2.1.13) ve (2.1.14) denklemlerinde yerine konarak 2.1.1.1.
Teorem ve Euler formiilii kullanilarak

D, no)=251-X )0, (0o, )+ 2, ()

k=0

3 e e
k=0 m 2
=5 [1-% ). (010, feos0)

bulunur. Benzer bicimde
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bulunur.

2.1.1.6.Teorem Eger homotopi serileri ¢=> u,q', w=>v,q’, bir ge[0,a)
i=0

j=0
bolgesinde ¢ = esitligini saglarlarsa her m >0 tamsayist ve bir a >0 reel sayist
igin u,, =v, ve D, (¢)=D,(y) dir.

Kamt: ¢ =y oldugundan

saglanir. Yukaridaki esitlik her ¢ e [0,a) noktasi i¢in saglanir< u, =v,, m=0.

2.1.1.2. Teoremin.(a) sikkina gore D, (¢)= D, (w) dir.

2.1.2. Deformasyon denklemleri

2.1.1. alt boliimiinde verilen homotopi-tiirevinin 6zellikleri, farkli tipte sifirmei-

derece deformasyon denklemleri i¢in yiiksek derece deformasyon denklemleri elde

edilirken kullanilir.

2.1.2.1. Yardimc1 Teorem g e [0,1] bir homotopi-parametresi, u, ; X uzay, ¢t zaman

degiskeninin bir fonksiyonu olmak iizere ; ¢ = Zum (¥,1)g™ bir homotopi serisini, L;

m=0

X ve t’ye gore bir yardimct lineer operatoriinii, u, ; bir baslangi¢ ¢6ziimiinii gostersin.
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0, m<1
X = (2.1.15)
1, m>1.

olmak iizere, (2.1.10) ile tamimlanan D,, operatorii i¢in

D, {1-g)Llp~u, = Llu, (%.1)- 7,u,., (%.1)]
saglanir.

Kamt: L, g’dan bagimsiz bir lineer operator oldugundan
(1-q)Llp~u,]=Llp - a9 +usq—u,]
saglanir. 2.1.1.1., 2.1.1.2., 2.1.1.3. Teoremler kullanilarak
D, {1-q)Llp-u, =D, {Llp - g9 +u,q—u,

=L{D, [0 - a9 +uq-u, |

=L[D,(¢)-D,(¢9)+u,D,(q)]

=Llu, ~u,, +u,D,(q)]

elde edilir. Bu ifade, m=1 iken L[u,|ye, m>1 iken Llu, —u, |e esittir. g, ’in
(2.1.15) tanimu kullanilarak
D, {1-q)Llp - uolt=Llu, - 7,u,..].

bulunur.

2.1.2.1.Teorem ge [0,1] bir homotopi-parametresi olmak iizere, ¢zZum (%,1)q"

m=0
homotopi serisi icin L bir yardimci lineer operatorii, N bir nonlineer operatorii,

u, (X,) bir baslangi¢ ¢éziimiinii, 7, ¢ dan bagimsiz yakinsaklik-kontrol parametresini
ve H(%,t), ¢ ’dan bagimsiz bir yardimci fonksiyonu gostersin.

(1-g)L[p —u,]= gnH(%,1)N[g] (2.1.16)
ile tanmimlanan sifirinci-derece deformasyon denklemine karst1 gelen m.derece

deformasyon denklemi (m>1), D

m

_, operatorii, (2.1.10), y, fonksiyonu (2.1.15) ile
tanimlanmak iizere;
Llu, (%,1)- z,u,,,(%.1)]= nH(%,1)D,,_,(N[¢]) (2.1.17)

ile verilir.
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Kanit: 2.1.1.6. Teorem kullanilarak

D, {(1-q)Llp—u,lt= D, (gnH (%.1)N[y)) (2.1.18)
elde edilir. Yardimci teorem 2.1°e gore

D, {1-g)Llp—u = Llu, - 7,u,.,] (2.1.19)
bulunur.2.1.1.1. Teorem ve 2.1.1.2. Teoreme goére

D, (¢hH (%,1)N[g]) = hH (%.1)D,, (N[g]) (2.2.20)

bulunur. (2.1.19) ve (2.1.20)’yi (2.1.18)’de yerine koyarak m.derece deformasyon

denklemine ulasilir:
L[um (X’t) Zm m— l(x’t)]: hH(X’t)Dm—l (N[¢])'

2.1.2.2.Teorem g€ [0,1] bir homotopi-parametresi, ¢, bir sabit olmak iizere;

+oo

o= Zum X.t)q", w= Za'k qg" homotopi serilerini, L bir yardimci1 lineer operatorii,
m=0 k=1

N bir nonlineer operatéri, uo(fc,t) bir baslangi¢ ¢oziimiinii, H(¥,7), ¢’dan bagimsiz

bir yardimei fonksiyonu gostersin.
(1-q)Llp—u,|=H (fc,t)(z a, qij[;/ﬁ] (2.1.21)
k=1

ile tanimlanan sifirinci-derece deformasyon denklemine karst gelen m.derece

deformasyon denklemi (m=>1), D, operatorii (2.1.10), 7, fonksiyonu (2.1.15) ile

tanimlanmak iizere;

Lty (5.1) = 2,1, (5:)]= H (.03, D, (V9] (2.1.22)
olur.

Kamt: 2.1.1.6. Teorem kullanilarak

D, {(1-g)Llp-u,]}=D, (H (%, 1)y N[g)) (2.1.23)
bulunur. 2.1.1.1. Yardimc1 teoremine gore

D, {1-g)Llp—u = Llu, - 2,u,,.] (2.1.24)

saglanir. 2.1.1.1.Teorem ve 2.1.1.2. Teorem kullanilarak

D, (H(z.1)y Nlp) = xrzo 1D, . (N[ = H(%.0)> D, , (N[g]).

k=0

a, = 0 oldugundan,
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D, (H(%,t)y N[g]) = erak D,_, (N[g) (2.1.25)

bulunur. (2.1.24) ve (2.1.25), (2.1.23)’de yerine konursa kanit biter.
Sifirinci-derece deformasyon denklemi (2.1.16), @, =% ve k>1 i¢in ¢, =0 oldugu
durumda (2.1.21) sifirinci-derece deformasyon denkleminin bir 6zel halidir.

2.1.2.3. Teorem ¢ge [0,1] bir homotopi-parametresi, /3, (%,1), sifira esit veya en az bir

k icin B, (X,£)=0 olan sifirdan farkli bir fonksiyon olmak iizere; ¢ = Zum (%,1)q™,

m=0

400
V= z B, (%,1)¢4" homotopi serileri, L bir yardimci lineer operatdr, N bir nonlineer
k=1

operator, u, (¥,1) bir baslangi¢ ¢oziimii olsunlar.

(1—gq)L[p—u,] (Z,kat jN[gz)] (2.1.26)

ile tanmimlanan sifirinci-derece deformasyon denklemine karst gelen  m.derece

deformasyon denklemi (m >1), D, operatorii (2.1.10), y, fonksiyonu (2.1.15) ile

tanimlanmak iizere;

L[um (2’ t) - zmum—l (2’ t)] :Z lBk (2’ t)Dm—k (N[¢]) ’ (2- 1 27)
k=1

ile verilir.

Kamnit: 2.1.1.6. Teorem kullanilarak

D,{(1-q)Llp—u,]=D, (v Nlp) (2.1.28)
bulunur. 2.1.1.1.Yardimc1 teoremine gore
D, {1-q)Llp—u,lt=Llu, - 7,u,.] (2.1.29)

saglanir. 2.1.1.1. Teorem ve 2.1.1.2. Teorem kullanilarak

D, (v N[g)) = ZD D, (N[g]) = Zﬁer D, (N[g)),

bulunur. f3,(¥,¢)=0 oldugundan

D, (wN[g)=> B.(%.1)D,_ (N[g]). (2.1.30)

k=0
elde edilir. (2.1.29) ve (2.1.30) denklemleri, (2.1.28) denkleminde yerine konularak

istenen elde edilir.
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Sifirinci-derece deformasyon denklemi (2.1.21), k >1 icin B, (%,r)=a, H(%,¢) oldugu
durumda, (2.1.26) sifirinci-derece deformasyon denkleminin bir 6zel halidir.

2.1.2.4. Teorem g€ [0,1] bir homotopi-parametresi, f, (¥,1) sifira esit veya en az bir

k icin B, (%,1)=0 olan sifirdan farkli bir fonksiyon olmak iizere; ¢ = Zum (%,1)q™,

m=0

400
V= z B, (%,1)¢" homotopi serileri, L bir yardimci lineer operatr, N bir nonlineer
k=1

operator, uo(fc,t) bir baslangi¢c ¢coziimii olsunlar. A[gz),fc,t,q] , ¢,Xx,t ve g’nun, ¢ =0
ve g =1 iken A[¢,fc,t,q] = 0’1 saglayan bir fonksiyonu olsun.

Sifirinci-derece deformasyon denklemi,
(1-q)Llp-u,] (Zﬁk X.t)q jN[¢]+A[¢,Tc,t,q], (2.1.31)

ile tammmlanir. Buna kars1 gelen m.derece deformasyon denklemi (m >1), D, operatorii

(2.1.10), g,, fonksiyonu (2.1.15) ile tammlanmak iizere;

Llu, (%,0)= 2,0, (0] =) B.(3.0)D, (Nlg)+ D, (Alp. %.1.4]) (2.1.32)
k=1

ile verilir.

Kanit: 2.1.1.6. Teorem ve 2.1.1.1. Teorem kullanilarak

D, {(t-q)Ll¢~u,]1= D, (w Nlg) + D, (Al¢.%.1.4)) (2.1.33)
2.1.1.1.Yardimci teoreme gore
D, {1-q)Llp~u,}=Llu, - 7,u,.] (2.1.34)

saglanir. 2.1.1.1.Teorem ve 2.1.1.2. Teorem kullanilarak

D, (v N[g)) = ZD D, (N[g]) = Zﬁer D,_,(N[g))

bulunur. f3,(¥,¢)=0 oldugundan

D, (wN[g)=> B.(%.1)D,_ (N[g]). (2.1.35)

k=0

olur. (2.1.34) ve (2.1.35), (2.1.33)’de yerine konarak kanit biter. A
Sifirinci-derece deformasyon denklemi (2.1.26), A[¢,fc,t,q]= 0 oldugu durumda,

(2.1.31) sifirinci-derece deformasyon denkleminin bir 6zel halidir.
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2.1.2.5. Teorem ge [0,1] bir homotopi-parametresi olmak iizere; ¢ = Zum(?c,t)q"’

m=0
homotopi-serisi, L bir yardimci lineer operatér, N bir nonlineer operatér, uo(fc,t) bir
baslangi¢ ¢oziimii olsunlar. ¥(¥,7)# 0 bir fonksiyon olmak iizere; B[¢,fc,t,q] , @,X,t
ve ¢ ’nun,

g =0 iken B[¢,%,1,q]=0,

g =1 iken Blg.%.1.q]=y(%.0)N[g]

denklemlerini saglayan bir fonksiyonu olsun.

(1-g)Ll¢—u,]= Blg, %.t.q] (2.1.36)
ile tanimlanan sifirinci-derece deformasyon denklemine karst gelen m.derece
deformasyon denklemi (m=1), D, operatorii (2.1.10), y, fonksiyonu (2.1.15) ile
tanimlanmak iizere;

Llu, (z.1)- 2,u,,(%.1)]=D, (B¢.%.1.]) (2.1.37)
ile verilir.

Kamit: 2.1.1.6.Teorem kullanilarak

D, {(1-q)Llp—u,]=D, (Blg.%.1.)). (2.1.38)
elde edilir. 2.1.1.1.Yardimc1 teoreme gore
D, {(1-g)Llp~u = Llu,, - x,u,.] (2.1.39)

saglanir. (2.1.38) ve (2.1.39)’dan kanit biter. A

Sifirinci-derece deformasyon denklemi (2.1.16), (2.1.21), (2.1.26) ve (2.1.31),
sifirinci-derece deformasyon denklemi (2.1.36)’nin 6zel halleridirler. Cogu zaman
homotopi seri ¢Oziimiinii elde etmek icin (2.1.16) sifirinci-derece deformasyon
denklemi kullanilir. Eger yardimci lineer operatér L, yardimci fonksiyon H (?c,t), ve
yakinsaklik parametresi # uygun olarak secilirse istenen ¢6ziime ulasilir. Bir nonlineer
N [u]: 0 denkleminin yiiksek derece deformasyon denklemlerini elde etmek icin

D, (N(g)) terimleri hesaplanmalidir. (2.1.16) sifirinci-derece deformasyon denklemi,

L=

—— olmak iizere;
hH (%,1)

(1-g)Llp—u,]= gNg] (2.1.40)
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denklemiyle tekrar yazilirsa L bir yardimci lineer operator gibi diisiiniilebilir. Bu
durumda, yardimci lineer operatdriin sec¢imi igin; ilk once bir temel lineer operator
secilir, sonra yardimci fonksiyon belirlenir ve son olarak yakinsaklik-kontrol
parametresi /i, homotopi-seri ¢oziimii yakinsak olacak bicimde belirlenir. Sifirinci-
derece deformasyon denklemleri (2.1.21), (2.1.26), (2.1.31) ve (2.1.36), % yakinsaklik-
kontrol parametresi kavramini genellestirerek elde edilirler.

a=1{a,a,,a,,..}

vektorii tammmlansin. (2.1.21) denklemindeki & vektorii, (2.1.16) denklemindeki 7
yakinsaklik-kontrol parametresinin bir genellestirmesidir. Benzer sekilde, (2.1.26) ve

(2.1.31) denklemlerindeki
IB: {,Bl(55,1‘),32(f,l‘),Bz(f,Z‘),.,..}

vektorii (2.1.21) denkleminde yakinsaklik kontrol vektorii & ‘nin bir genellestirmesidir.
a ve B vektorlerinin uygun se¢imiyle homotopi-seri ¢6ziimiiniin yakinsakligi garanti

edilebilir. Liao (2.1.16) sifirinci-derece deformasyon denklemi i¢in 7 -egrilerini ¢izerek
homotopi serisinin yakinsaklik bolgesini uygun bir # degeri ile belirlemeyi onermistir.
(2.1.16), (2.1.21), (2.1.26), (2.1.31) ve (2.1.36) gibi farkli tipte sifirinc1 derece
deformasyon denklemleri, homotopi analiz metodunun uygulanmasinda esneklik
saglarlar. Bunun yaninda, her tipte sifirinci derece deformasyon denklemi icin yardimci
lineer operatdr L’yi secme serbestligi vardir. Hatta L ’nin mertebesi, orjinal nonlineer
denkleminkinden farkli olabilir [58]. Ikinci mertebeden bir nonlineer kismi diferansiyel
denklem, dordiincii veya altinci mertebeden sonsuz sayida lineer kismi diferansiyel
denklem ile yer degistirebilir ve bir nonlineer kismi diferansiyel denklem, sonsuz sayida
lineer adi diferansiyel denkleme doniistiiriilebilir. Degisken katsayili bir nonlineer
diferansiyel denklem, sabit katsayili, sonsuz sayida lineer diferansiyel denkleme
doniistiiriilebilir. Bu tip serbestlik ve esneklik, verilen bir nonlineer problemin, istenen
¢Oziimiinii daha kolay yoldan bulma imkani saglar.

Eger bir nonlineer denklemin en az bir ¢6ziimii varsa yakinsak homotopi-seri
¢oziimii elde etmek icin sifirinci-derece deformasyon denklemi her zaman
olusturulabilir.

Bu c¢alismada, homotopi pertiirbasyon metodu ile karsilastirmayi yapabilmek icin,

homotopi analiz metodu ile ¢6ziim bulurken olusturulan (2.1.16) tipindeki sifirinci-
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derece deformasyon denklemine gore homotopi analiz metodunun genel nonlineer

problemler icin sistematik bir tanim1 verilmistir.

2.1.3. Sifirinci-derece deformasyon denklemi

Genel bi¢imde, N bir nonlineer operator, ¥ uzay, ¢ zaman degiskenleri, u(X,7) bu

degiskenlere bagl bir fonksiyon olmak iizere

Nlu(x,7)]=0 (2.1.41)

nonlineer (lineer) denklemi g6z 6niine alinsin.

u, (%,1), u(?c,t) tam ¢Oziimiiniin bir baglangic yaklasimi, # # 0 bir yakinsaklik kontrol

parametresi, H(¥,#)#0 bir yardimci fonksiyon ve L asagidaki 6zelligi saglayan bir

yardimei lineer operator

f(%,7)=0 iken L[f(x,7)]=0 (2.1.42)

olsunlar. g € [0,1] homotopi (gomme) parametresi kullanilarak

H[p(%,1;q)u, (%.0), H(E, 1), q] = (1= g KLIp(%. 1 ) - u, (3. 0)[} - gnH (3, 0)N[9 (5, 13 9)]
(2.1.43)

homotopisi kurulabilir. Yakinsaklik kontrol parametresi % ve yardimci fonksiyon

H(%,7), homotopi analiz metodunda 6nemli rol oynarlar. Metot, uo(fc,t) baslangic

yaklagimini, L yardimci lineer operatoriinii, yakinsaklik kontrol parametresi 7#’yi ve

H(¥,r) yardimci fonksiyonunu se¢me serbestligi tanir. (2.1.43) homotopisi 0’a

esitlenerek

H[9(%.:q}u, (1) H(%.1).g] =0,

sifirinci-derece deformasyon denklemi

(1-gNLlp(%.1:9) — uy (3.0l = gnH (z.0)N[p(%.1: )], (2.1.44)

elde edilir.
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Denklemin ¢6ziimii ¢(5€,t;q), sadece uo(?c,t), L, H(%,t) ve %’ye bagh degil, aym
zamanda g€ [0,1]’ya de baghdir. ¢=0 iken (2.1.44) sifirinci-derece deformasyon
denklemi,

L[p(%,1:0)—u, (%,1)] =0, (2.1.45)
denklemine doniisiir. (2.1.42) 6zelligi kullanilarak

B(%,1,0) = uy (%,1). (2.1.46)
bulunur. g=1 iken %##0 ve H(¥1)#0 oldugundan (2.1.44) sifirinci-derece

deformasyon denklemi ,

N[p(x,51)]=0, (2.1.47)
denklemine kars1 gelir. Bu denklem ilk basta alinan (2.1.41) denkleminin aynisidir.
Buradan

#(%,1:1) = u(%,1) (2.1.48)

denklemi saglanir. (2.1.46) ve (2.1.48) denklemlerine gore, homotopi-parametresi ¢,
0’dan 1’e artarken ¢(%,1;q), uo(?c,t) baslangi¢c yaklasimindan, (2.1.41) denkleminin

tam ¢ziimii olan u(x,7)’ye siirekli olarak degisir. (veya deforme olur) Bu tip siirekli

degisime, homotopide deformasyon denir. (2.1.44) denklemine sifirinci-derece

deformasyon denklemi denmesinin nedeni budur. m. derece deformasyon
denklemlerinin tiirevleri

u([)m](;é,t) — a ¢('x’t’q) (2.149)

dq" |

q=0

ile tammlamr. Taylor teoremi ile @(¥,7;¢), ¢’nun kuvvet serisine acilabilir:

[m]
#(%,1;:q) = p(%,1,0)+ Z%q"ﬂ (2.1.50)
m=1 .

Buradan

[m] m = .
um(?c,t)— (%, f) 19 ¢(x,t,q)|

m! m! aq"

=D, (¢) (2.1.51)
bulunur. (2.1.46) denklemi kullamlarak (2.1.50) ¢(%,#;¢) nun kuvvet serisi

d(x.t:9)=u, (%,1)+ Zumxt (2.1.52)

m=1

elde edilir.
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L yardimci lineer operatoril, uo(?c,t) baslangi¢ c¢oziimii, % #0 yakinsaklik-kontrol
parametresi ve H (¥,7), yardimer fonksiyonu, asagidaki dzellikleri saglayacak bicimde
secilir:
1. Her g€ [O,l] icin @(%,7:q), (2.1.44) sifirmci-derece deformasyon denkleminin
¢cOziimiidiir.
[m]

2. m=123,..... icin deformasyon tiirevi u, ()?,t) mevcuttur.

3. ¢(7c,t; ¢)’nun kuvvet serisi (2.1.52) ¢ =1"de yakinsaktir.

(2.1.48) ve (2.1.52) denklemlerinden, ¢6ziim serisi

u(Ft) =y (71)+ 3w, (7.1) (2.1.53)

m=1

bulunur. Bu ifade, tam ¢ziim u(X,7) ve baslangic yaklasim uo(fc,t) arasinda, yiiksek

derece deformasyon denklemleri ile belirlenen u,, (%,7) terimleri yardimiyla bir iliski

kurar.

2.1.4. Yiiksek-derece deformasyon denklemi

u, = {uo(fc,t),ul()?,t),uz()?,t),...,u” (%,7)} vektorii tamimlansin. (2.1.51) tammina gore,
u, (¥,7) nin denklemi, sifirmci-derece deformasyon denklemi (2.1.44)’den tiiretilebilir.

X,, fonksiyonu (2.1.15) ile tammlanmak iizere;

Llu,, (%.t)- z,u,_ (%.0)]=nH (%,0)R,, (i, . X:1) (2.1.54)
m—1 = 4.
R, (i, . 5.0)= N[ﬁff’t’qm (2.1.55)
(m—1) dq -

m.derece deformasyon denklemi elde edilir. (2.1.10) tanimindan,
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R,(d, . %.1)=D,.(N[g]) (2.1.56)
denklemi bulunur. (2.1.56) denklemi, (2.1.54) denkleminde yerine konularak
Llu, (%,t)- x,u,_ (%,t)|=1H(%,1)D,_, (N[g]) (2.1.57)

denklemi bulunur. (2.1.52) denklemi, (2.1.55) denkleminde yerine konularak

~ ~ 1 am—l +oo ~ .,
Rm (Mrrl—l’x’l‘)= (m_l)!{aqm—l N|:Zun (x’t)q :|}

n=0

(2.1.58)

q=0

bulunur. Bu da (2.1.10) tanimina gore
Rm (ﬁm—l 4 55’ t) = Dm—l (N|:Zm: Mn (2’ t):|j = Dm—l (N[M]) (2' 1 59)
n=0

denklemini verir.

(2.1.57) yiiksek derece lineer deformasyon denklemi birbiri ardinca c¢oziilerek

ul()?,t),uz(i,t),....elde edilir. u(¥,7)’nin m.yaklasimz;
u (¥,1)= iuk(x,t) (2.1.60)
k=0

ile verilir.

2.1.5. Yakinsaklik teoremi

Bir serinin yakinsakligi énemlidir. Homotopi analiz metodu ile verilen (2.1.53) ¢oziim
serisinin, yakinsak oldugu siirece, ele alinan nonlineer problemin ¢oziimii oldugu

kanitlanabilir.

2.1.5.1.Teorem u(?c,t):uo(fc,t)+ ium (¥,1) serisi yakinsak ise (2.1.41) denkleminin

m=1

bir ¢coziimiidiir. [33]
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Kamt:
Eger seri yakinsak ise
400
s = Zum
m=0
yazilabilir.
Ayrica seri yakinsak oldugundan

limu, =0

n—oo

saglanir. (2.1.54) denklemi kullanilarak

hH(.}, t)zco: Rm [ﬁm—l (';C.’t)] = hmZn: L[um (55’ t) - Zmum—l (';C.’ t)]

m=1 m=1

:L{nmi[um(x,f)—z,,,um_l(sc,r)]}
n—oo =1

:Lllimun(?c,t)J

=0
n#0, H(%1)#0 oldugundan
Z.Q Rm [ﬁm—l (56.,1‘)] =0.
m=1

bulunur. u(%,7), (2.1.41) denkleminin bir ¢6ziimiidiir.
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2.2. Fokker-Planck Denkleminin Co6ziimii icin Homotopi Analiz Metodu

N nonlineer bir operatdr, X uzay, ¢t zaman degiskenlerini gostermek iizere
Nlu(x,1)]=0, (2.2.1)
nonlineer denklemi g6z Oniine alinsin.

Liao, klasik homotopi kavramini kullanarak sifirinci-derece deformasyon denklemini
olusturmustur. g€ [O,l] homotopi-parametresi, % yakinsaklik-kontrol parametresi, L
yardimer bir lineer operatér, H(X,7) yardimci bir fonksiyon, uo(fc,t), u(%,¢) nin
baslangic yaklasimu olmak iizere ¢(¥,r;q) ¢oziim serisi icin sifirinci-derece

deformasyon denklemi

(1-g)Llp(x.1:q)—u, (%.1)] = gnH (%.1)N[p(%.1:)] (2.2.2)
ile verilir. Homotopi analiz metodunda % ve L ’nin se¢iminde bir kisitlama yoktur.
#(%,10) = uy (%,1) ve @(%,551)=u(%,1) , (2.2.3)

esitlikleri saglanir. ¢, 0’danl’e degistikge, ¢(7c,t;q) ¢Oziimil, uo(fc,t) baslangi¢
yaklasimidan denklemin ¢oziimii olan u(¥,7)’ye degisir. ¢(X,7;¢), ¢ ya gore Taylor
serisine agilarak

u, (%,1)= %% =D, (p) (2.2.4)

q=0

olmak iizere;

¢(fc,t;q)=u0()?,t)+ Zum (X,1)g™ , (2.2.5)

m=1

bulunur.

Eger (2.2.5) kuvvet serisi ¢ =1’de yakinsak olacak bicimde uygun yardimci bir lineer

operator ve yardimci bir fonksiyon segilirek

P(%.651) =y (%,0)+ D u,, (%,1) = u(x,1) (2.2.6)
m=1

bulunur.
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Liao tarafindan kamitlandig1 gibi, (2.2.6) verilen nonlineer denklemin ¢oziimii olur.
h=-1ve H(%¢)=1 secilirse (2.2.2) denklemi,

(1-q)Llp(%.1:q) — us (%.0)]+ gN[9(%.1:9)] = 0 (2.2.7)
homotopi pertiirbasyon metodunda kullanilan forma doniisiir.

u, :{uo()?,t),ul(Fc,t),uz()?,t),...,ull()?,t)} vektorii tanimlanarak (2.2.4) esitligine gore,

u, (¥,1) nin denklemi, (2.2.2) sifirinci-derece deformasyon denkleminden tiiretilebilir.

0, m<l, | )
X = { ile tammlanan y, fonksiyonu da kullanilarak ;
1, m>1.
L[um (5‘:’ t) - Zmum—l (5‘:’ t)] = hH (5‘:’ t)Rm (ﬁm—l > 5C., t) (228)
bulunur.
L 1 9"'N|g(x,1;
R, (i, %,1)= [’ifff ) D, ,(N[¢) (2.2.9)
(m—1) dq -
kullanilarak
Llu, (%.)= 7,0, (%:1)] = 1H (%,0) D, (N[u] (2.2.10)

m.derece deformasyon denklemi elde edilir.
Yiiksek derece lineer deformasyon denklemleri birbiri ardinca c¢o6ziilerek bulunan

¢cOziimlerden olusturulan homotopi serisi g =1’de yakinsak olarak alindigindan verilen

problemin ¢6ziimii olan
u(® )= u, (%) (2.2.11)
k=0

elde edilir.
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2.2.1. Fokker-Planck denkleminin homotopi analiz metodu ile ¢o6ziimii icin

ornekler

Yukarida 6zetlenen homotopi analiz metodunun etkinligini gostermek igin bazi
ornekler verilecektir. Homotopi analiz metodunun ne kadar dogru sonuclar verdigini
gostermek icin tam coziimleri bilinen Fokker-Planck denklemleri se¢ilmistir. 1.3. alt
bolimde verilen Biazar tarafindan homotopi pertiirbasyon metodu ile coziilen

denklemler, bu alt boliimde homotopi analiz metodu kullanilarak ¢oziilecektir.

1.3.1.0rnek icin
(1.3.3) baslangic kosulu :

f(x)=x, xeIR. (2.2.12)
(1.3.2) denkleminde

Alx)=-1, (2.2.13)
ve

B(x)=1. (2.2.14)

olmak iizere denklemin tam ¢oziimii u(x,7)=x+¢ bicimindedir.
uy(x,)=x (2.2.15)
baslangi¢ yaklasimu olarak segilsin. Yardimeir fonksiyon H(x,7)=1, ¢, bir integral

sabiti olmak iizere; L[cl]z 0 esitligini saglayan

o\ x,t;
L(g(x,1:q)) = y, (2.2.16)
yardimeci lineer operator L olsun. Bir N operatorii
20l x, t; d 2%0(x,t;
Mol i)} = 22550 2 (L o) - 00 50) 217)
ot ox ox

ile tanimlansin.
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(2.2.2) denkleminden, sifirinci-derece deformasyon denklemi :

_ \08(x.q) | 09(x.q) 09(x.tiq) 9’glx.tig) | _
-0~ qh[ or ox o |0

(2.2.18)

bi¢ciminde bulunur. Buradan (2.2.8) m.derece deformasyon denklemi kullanilarak

Llu, (x,t)= y,u, (x.0)| =R, (ii, ,,x;1) (2.2.19)
elde edilir.
(2.2.8), (2.2.9) denklemleri kullanilarak

m>1  icin u,(x0)=0 (2.2.20)

baslangi¢ kosullar1 goz Oniine alinarak

=-1 (2.2.21)
olarak bulunur. 7, fonksiyonunun tanimi kullanilarak
L(u,)= 1R, (ii,) (2.2.22)
denklemi elde edilir. Bu denklem verilen baslangic kosuluna gore ¢oziilerek
u,(x,1)=—nt (2.2.23)
¢Oziimii bulunur.

Yine aym yontem uygulanarak

ou, Ju, 9°u
R )=L 2 25
)= o T
-7 (2.2.24)
ve
L(u, )= L(u,) = AR, (ii,) (2.2.25)
denklemi ¢oziilerek
u, (x,t) = =n(1+n), (2.2.26)
¢cOziimii elde edilir.
ou, du, Ju
Ri)=22_20 2%
()= e T
=-h(l+n) (2.2.27)
ve
L(uy)— L(u,) = 1R, (i, ) (2.2.28)

denklemi ¢oziilerek
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uy(x,)=-n(l+n)r, (2.2.29)

¢Oziimii bulunur.

R =5 % o

=—h(1+n) (2.2.30)
ve
L(u,)— L(u;) = 1R, (ii,) (2.2.31)

denkleminin ¢6ziimiinden

u,(x,1)=-n(1+n)s, (2.2.32)
¢Oziimii elde edilir.

Benzer bicimde denklemler olusturulup ¢6ziilmeye devam edilerek

(2.2.33)

¢Oziimleri bulunur. ¢ =1’de, homotopi analiz metodu ile elde edilen seri ¢6ziim

+oo

ulx,t)= Z”k (x,1)= u, (x,1)+ ul(x,t)Jr U, (x, 1)+ .+ u, (x,1)+.... (2.2.34)
k=0

oldugundan

u(x,t)=x—nt—n(+n)—w(l+n)r—n(+n) 1 +....—a(L+7) "t +..... (2.2.35)

¢Oziimii elde edilir.
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1.3.2.0rnek icin
(1.3.3) baslangic kosulu :

f(x)=sinh(x), xe IR, (2.2.36)
olmak iizere; (1.3.4) denkleminde A ve B katsayilari,

A(x,7) = e coth(x) cosh(x) + e’ sinh(x) — coth(x), (2.2.37)
B(x,7) = e’ cosh(x). (2.2.38)

olmak iizere denklemin tam ¢oziimii u(x,¢)= ¢’ sinh(x) bi¢imindedir.

uy(x,7) = sinh(x) (2.2.39)
baslangi¢ yaklasimi olarak segilsin.

H (x,t):l yardimci fonksiyon, ¢, bir integral sabiti olmak iizere; L[cl]z 0 esitligini

saglayan

L(p(x,t:q)) = W, (2.2.40)

yardimei lineer operator olsun. Bir N operatorii

- ; (e’ coth(x) cosh(x) + e’ sinh(x) — coth(x))
X

2 99etg)
Moo all =577 5 cosnco)

ox?

#x.t;q)

(2.2.41)
ile tanimlansin.

(2.2.11) denkleminden , sifirinci-derece deformasyon denklemi :

(1_q)3¢(;,t;q)_

t

- ai (¢" coth(x) cosh(x) + e’ sinh(x) — coth(x)) (2.2.42)
X

o Ig(x.tq) #x.r:q)| =0

ot 0’ (e’ cosh(x))
+ - 7
ox’

bi¢ciminde bulunur. Buradan (2.2.8) m.derece deformasyon denklemi kullanilarak
Llu,, (x,t)= g,u, . (x,0)] =R, (G, x;t) (2.2.43)

elde edilir.
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(2.2.8), (2.2.9) denklemleri kullanilarak
m>1  icin u, (x0)=0 (2.2.44)

baslangi¢ kosullar1 g6z oniine alinarak

a 2( t
R (i) =2t 4 9 (¢" coth(x) cosh(x) + ' sinh(x) — coth(x) e, — a(Lofh(x)) .
ot ox ox
=—sinhx (2.2.45)
bulunur. ¥, fonksiyonunun tanimi kullamlarak
L(u,) =R, (i,) (2.2.46)
denklemi elde edilir. Bu denklem verilen baslangic kosuluna gore ¢oziilerek
u,(x,1) = —hsinh(x)r , (2.2.47)
¢Oziimii bulunur. Yine ayn1 yontem uygulanarak
2 t
Ry (i) =2+ 2 (o' coth(x)cosh(x) + ¢’ sinh(x)— coth(x) by, — Mul
or  ox ox
=—#isinh(x)(1-1)
(2.2.48)
ve
L(u,)— L(u,) =R, (i,) (2.2.49)
denklemi ¢oziilerek
2.2
u,(x,1) = —h(1+h)sinh(x)r + 3 sinh(x) (2.2.50)
¢Oziimii elde edilir.
2( ¢t
Ry(i@,) =22 + 9 (o' coth(x) cosh(x) + ' sinh(x)— coth(x) i, — L"Sh(")) )
ot  ox ox
n’t’
= (1 + 71)sinh(x)t — i(1 + 71)sinh(x) + ¢ sinh(x) — o sinh(x)
(2.2.51)
ve
L(uy)— L(u,)= 1R, (i,) (2.2.52)

denkleminin ¢6ziimiinden
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. A *(1+n)> . ) .
u,(x,t) = —h(1+ h)sinh(x)r + —sinh(x) + Tsmh(x) — 12 (14 h)sinh(x)z
3.2 3.3
+ ‘ sinh(x) — h;‘ sinh(x)
(2.2.53)

¢Oziimii bulunur.

Benzer bicimde denklemler olusturulup ¢6ziilmeye devam edilerek

u, (x,t) = sinh(x),

u, (x,7)=—hsinh(x)t,

't
u, (x,1) = —h(1+ h)sinh(x)r + 3 sinh(x)
2.2 2 2
u,(x,t) = —h(1+ h)sinh(x)r + —sinh(x) + Msinh(x) — 12 (14 h)sinh(x)z
3.2 3.3
+ t‘ sinh(x) — h;‘ sinh(x)
1, . T2R%t—12R°1% +36R°t + 36ht —12h°t> — 72
u, (x,1)= — hsinh(x)t
24 —72h* = 24h° =24+ 11
(2.2.54)
¢Oziimleri bulunur. ¢ =1’de, homotopi analiz metodu ile elde edilen seri ¢6ziim
u(x,7)= Z”k (x,1)= u, (x,1)+ ul(x,t)Jr U, (X, 1)+ .+ u, (x,1)+.... (2.2.55)
k=0

oldugundan
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2,2

u(x,7)=sinh(x) — Aisinh(x)r — (1 + 7)sinh(x)¢ + h;‘

sinh(x)

2.2 2 2
— 11+ 7)sinh(x)t + hTt' sinh(x) + h(I;h)’

sinh(x)
(2.2.56)

3,2 3,3
— %1+ h)sinh(x)t + hzt' sinh(x) — h;'

T2h%t —12h°t% + 36h°t + 36k — 120°t* — T2k .
—T2h%* = 24RK% =24 + B’s?

sinh(x)
1. .
+— A sinh(x)#
24

¢Oziimii elde edilir.

1.3.3.0rnek icin

Siiriiklenme ve difiizyon katsayilart

Alx,7)=—(x+1), (2.2.57)
B(x,t)=x¢". (2.2.58)
ve tam ¢Oziimii u(x,2)=(x+1)¢' olan (1.3.5) backward Kolmogorov denkleminde
(1.3.3) denkleminde baslangic kosulu:

flx)=x+1, x€ IR. (2.2.59)
ile verilsin.

uy(x,1)=x+1 (2.2.60)
baslangi¢ yaklasimi secilsin.

H(x, t) =1 yardimci fonksiyon, c¢, bir integral sabiti olmak iizere; L[c1 ] = O esitligini
saglayan

L(p(x.t:q)) = w, (2.2.61)

yardimei1 lineer operator olsun.

Bir N operatorii

Noler:q)] = 22559 ()2 (4 1:))+ s L O14) 2262

ot ox ox>
ile tanimlansin.

(2.2.2) denkleminden, sifirinci-derece deformasyon denklemi :

(1_q>a¢‘x’“q)—qh{aﬂx”“’)—(x+1>i(¢<x,r;q»+x2efM’f") -0 @263
ot ot ox dx
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olarak bulunur. Buradan (2.2.8) m.derece deformasyon denklemi kullanilarak

Llu, (x.,t)= gy, u, (x.0)| =R, (ii, ,,x;1) (2.2.64)
elde edilir.
(2.2.8), (2.2.9) denklemleri kullanilarak

m>1  icin u, (x0)=0 (2.2.65)

baslangi¢ kosullar1 g6z Oniine alinarak

.\ 0 ) ,0°
R (ii,)= aito —(x+ 1)% +x’e WMZ‘)
=—(x+1) (2.2.66)

bulunur. ¥, fonksiyonunun tanimi kullamlarak

L(u,) =R, (i,) (2.2.67)
denklemi elde edilir. Bu denklem verilen baslangic kosuluna gore ¢oziilerek

u, (x,1)=—-h(x+1), (2.2.68)

¢Oziimii bulunur. Yine ayn1 yontem uygulanarak

2
Ry(i) = 24— (r+1)2 4 2 O

ot ox ox’
=—n(x+1)+n(x+1) (2.2.69)
ve
L(u,)— L(u,) =R, (i,) (2.2.70)
denklemi ¢oziilerek
2 2
uz(x,t)=—h(x+1)t—h2(x+1)t+w 2.2.71)
¢Oziimii elde edilir.
.\ ou ou . 0%u
RS(MZ):a—tz—(X'Fl)a—xz'sze sz
2 2
=—h(x+1)=m*(x+1)+ 287 (x + 1) + A(x +1) - w (2.2.72)
ve
L(uy)— L(u,) = 1R, (i,) (2.2.73)

denkleminin ¢6ziimiinden
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3
uy(x,1)==h(+R)x+ 1) =21+ A)x+ e+ 221+ 2 ) x + 17 =7 (x + 1)% (2.2.74)
bulunur.
Benzer bicimde denklemler olusturulup ¢6ziilmeye devam edilerek

uo(x,t): x+1,
ul(x,t):—h(x+1)t,

72 (x+1)2

uy (x,1) = =Ri(x+ e —h* (x+ 1) + >

3

uy(x,) = =h(l+a) o+ e =121+ )+ D + 22 (L+ 2 )(x + 1) —hS(x+1)%

u,(x,1)= 3h312x—3h3tx—h4tx+%hztzx—3h21x—htx—%h3t3x—%h313

+Eh4t2x—ht+§h2t2 —lh4t3x+ih4t4x—3h2t+3h3t2 —3h3t—lh4t3 ,
2 2 24 2
+ih“t4 +§h“t2 —n't
24 2

(2.2.75)
¢Oziimleri bulunur.
g =1’de, homotopi analiz metodu ile elde edilen seri ¢6ziim
ulx,t)= Z”k (x,1)= u, (x,1)+ u, (x,1)+ U, (x, 1)+ .+ u, (x,1)+.... (2.2.76)
k=0
oldugundan
> n*(x+ 1)
ule,t)=x+1=nx+ 1) —alx+ 1 —n*(x+1) + ————h( + 2)(x + 1)
3
2+ n)x+ 1)+ 21+ R)x+ 12 —h° (x + ) 1302 — 30— i
3! (2.2.77)

+Ehztzx—Shztx—htx—lh3t3x—lh3t3 +§h4t2x—ht+§h212 —lh4t3x
2 2 2 2 2
| 2 3.2 3 1.4 1 44,3 4, 4
+—ht"x=3ht+3h7t" -3ht——h't+—h't +—h"t" —h't+....
24 2 24

elde edilir.
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1.3.4.0rnek igin

(1.3.6) denklemi g6z 6niine alinsin.

A x,y)=1x, (2.2.78)
A, (x,y)=5y, (2.2.79)
B, (x.y)=x’, (2.2.80)
B,,(xy)=1, (2.2.81)
B, (x,y)=1, (2.2.82)

olmak tizere denklemin tam ¢6ziimii u(x, y,1) = xe' bicimindedir.

(1.3.7) baslangic kosulu:

flx,y)=x, x,yelR. (2.2.83)
olmak iizere

uy(x, y,1)=x (2.2.84)
baslangi¢ yaklagimu secilsin.

H(x,y,t)=1 yardimci fonksiyon, ¢, bir integral sabiti olmak iizere; L[cl] = O esitligini
saglayan

99(x,y.t;q)
ot ’

yardimei lineer operator olsun.

L(p(x, y.t:q)) = (2.2.85)

Bir N operatorii

N[g(x, y.1:9)]= W _

_9, 95 +ix2+ o +i+i *d(x, y.1:q)
ox  dy Y ox* oxdy 0dyox ayzy i

(2.2.86)

olarak tanimlansin.
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(2.2.2) denkleminden, sifirinci-derece deformasyon denklemi :

(l_q)aéfj(x’ay,l;CI)_
t

. 2 2 2 2
qh{aﬂx’y’f’q)_[_ix—isw—xz+ o, 9 2 2}¢(x,y,t;q)}=0

ot ox dy ox® oxdy dyox ay_2 Y
(2.2.87)
olarak bulunur. Buradan (2.2.8) m.derece deformasyon denklemi kullanilarak
Llu,, (x,y.t)= ,u, (x. y.t)|= R, (i, . x, y;t) (2.2.88)
elde edilir.
(2.2.8), (2.2.9) denklemleri kullanilarak
m>1 icin - u, (x,0)=0 (2.2.89)
baslangi¢ kosullar1 g6z oniine alinarak
2 2 2 2
Rl(ﬁ‘)):%}+ a%”a%sy_;xz x _aiay_aiax_aayz 4”0
=—Xx (2.2.90)
bulunur. ¥, fonksiyonunun tanimi kullanilarak
L(u,) =R, (i) (2.2.91)
denklemi elde edilir. Bu denklem verilen baslangic kosuluna gore ¢oziilerek
u, (x, y,t)=—hxt, (2.2.92)
¢Oziimii bulunur.
Yine aym yontem uygulanarak
2 2 2 2
Rz(ﬁl):%+ %x+§—y§y—i€—2x2 —ai—ay—ggﬁ—aay—zyz} .
= —hx + hxt (2.2.93)
ve
L(u, )= L(u,) = AR, (ii,) (2.2.94)
denklemi ¢oziilerek
w0, (x, y,1) = —h(l + 7)xt + i (2.2.95)

¢cOziimii elde edilir.
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% 3 P 92 92 92 92
R 7 :_2 —_— —5 -’
()= +[8xx+8y YTt T awy oy ayzy}uz

K% xt?

= (14 h)hx + 72xt +3(1 + 7 )hxt —

L(”a )_ L(uz ) =R, (ﬁz )

denklemi ¢oziilerek
R xt?
3!

uy(x, y,6) = (1+ i)t + 2(1+ A2 xe® + (L+ A )R xe —
¢Oziimii bulunur.

Benzer bicimde denklemler olusturulup ¢6zmeye devam edilerek
o (x, y.1) = x,

u, (x,y,t)=—xt,

2.2
uz(x,y,t) =—h(1+h)xr + L ;t ,

3.3
u3('x’y,t)=(1+h)hxt+2(1+h)h2x[2 +(1+h)h2xt—h ;f ’

u4(x,y,t) = 3h3t2x+3h3tx+h4tx+%h2t2x+3h2tx+ htx—%h3t3x+%h4t2x

—§h4t3x+Lh4t4x
24

¢Oziimleri bulunur.

g =1’de, homotopi analiz metodu ile elde edilen seri ¢6ziim

400
(e, y, 1) =D, (x, y.t) = uy (e, y, )+ u, (e, y,t) +uy (v, )+, (6, y,2) +
k=0

oldugundan

(2.2.96)

(2.2.97)

(2.2.98)

(2.2.99)

..(2.2.100)
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2.2

ulx, y,t)=x—nxt = h(l+ 1 )xt + f ;

(14 7)hxt + 201+ 7)R2xe? + (1+ 7)) xt

K xt?
3!

—§h4t3x+ih4t4x+...
6 24

+3h3t2x+3h3tx+h4tx+%h2t2x+3h2tx+ htx—§h3t3x+%h4t2x

(2.2.101)

¢Oziimii bulunur.

1.3.5.0rnek icin
(1.3.8) nonlineer Fokker-Planck denklemi denklemi g6z 6niine alinsin:

Alx,tu)=4% - (2.2.102)
x 3

B(x,t,u)=u. (2.2.103)
ve baslangic kosulu:

flx)=x*, xelR (2.2.104)
olmak iizere denklemin tam ¢oziimii u(x,7)= x’e’ bicimindedir.

uy(x,1)=x* (2.2.105)
baslangi¢ yaklasimi secilsin.

H (x,t):l yardimci fonksiyon, ¢, bir integral sabiti olmak iizere; L[cl]z 0 esitligini
saglayan

L(g(x,1:q)) = M, (2.2.106)

ot
yardimeci lineer operator olsun.

Bir N nonlineer operatorii

9p(x.t;q)

N[¢(x,r;q)]=—_{_i(4m x

__j + 9 o q)}»(x, £g)  (22.107)
ox

ot x 3) ox?

olarak tanimlansin.
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(2.2.11) denkleminden, sifirinci-derece deformasyon denklemi :

(l_q)8¢(x,t;q)_ qh{a(b(x’t;q)—{—1(4M—fj+i¢(x,t;q)}¢(x,t;q)}:O

ot ot ox X 3) ox®
(2.2.108)
olarak bulunur. Buradan (2.2.8) m.derece deformasyon denklemi kullanilarak
Llu,, (x.t)- x,u,_, (x.t)| = 7R, (@, x;t) (2.2.109)
elde edilir.
(2.2.8), (2.2.9) denklemleri kullanilarak
m>1  icin u, (x0)=0 (2.2.110)

baslangi¢ kosullar1 goz Oniine alinarak

2
Rl(ﬁo)— %+[i(4u—°—£j+a—uo}uo

ot |ox\ x 3) ox?

=—x’ (2.2.111)
bulunur. y, fonksiyonunun tanimi kullanilarak
L(u,)= 1R, (ii,) (2.2.112)
denklemi elde edilir. Bu denklem verilen baslangic kosuluna gore ¢oziilerek
u,(x,1)=-hx’t (2.2.113)

¢Oziimii bulunur. Yine ayn1 yontem uygulanarak

Rz(ﬁl)z %+%(8u—?—%j—2i—z(uoul)

=—hx’ +hx’t (2.2.114)
ve
L(u,)— L(u,) =R, (i,) (2.2.115)

denklemi ¢oziilerek

hixt?

u, (x, 1) = —h(l + A)x’r + (2.2.116)

¢Oziimii bulunur.
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- ou 0 (8u,u, xu 9’
R G M2 )
2.2.2
=71+ 7)x> + AL+ 7)x’t + h2x%t — f ;t
ve

L(”a )_ L(uz ) =R, (ﬁz )

denkleminin ¢6ziimiinden

7323
3!

uy(x,1) = =h(l+n)x’t = > (L+ h)x e+ 22 (14 7)x*e” —

elde edilir.

Benzer bicimde denklemler olusturulup ¢6ziilmeye devam edilerek

uo(x,t)=x2,

u, (x,t) =—hx’t,

2.2.2
uz(x,t)z—h(l+h)x2t+ h ;t ,
nx’t
uy(x,1) = =n(L+ )%t =02 (1 + 1) + R 1+ A)x%e* — 3

u,(x,1)=—hx’t =307 x’t + 3R 3 — 3R

—Eh3x2t3 —h“xzt—%h“xzt3 +Lh4x2t4 +§h

¢Oziimleri bulunur.
g =1’de, homotopi analiz metodu ile elde edilen seri ¢6ziim

+oo

Dy (xt)=ug (e, 1)+ (1) + 0, (1) + o e, (1) + .
k=0

u(x,7)

oldugundan

(2.2.117)

(2.2.118)

(2.2.119)

]

42,2
X't

(2.2.120)

(2.2.121)
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2.2.2

u(x,1)=x* —hx*t = h(l+h)x*t + —h(1+7)xt

3.2

X

—12(+n)x*t+ 121+ h)x* e —

—hxzt—3h2x2t+%h2x2t2 +30°x% % = 3K X%t
_1323_42_1423 L424 2422

A'xtT —h'x"t Axt+—h"xtT+=h"xt" +......

2 2 24 2

(2.2.122)

¢Oziimii bulunur.

Goriildiigii gibi homotopi analiz metodu, Fokker-Planck denkleminin ¢6ziimii igin
basariyla uygulanmistir. Fakat (2.2.35), (2.2.56), (2.2.77), (2.2.101) ve (2.2.122)
¢cOziimleri # parametresine bagli olduklarindan, bu seri ¢oziimlerinin kapali formda
yazilabilmeleri ancak seriler belirlenen bir aralikta yakinsak ise miimkiindiir. Dolayist
ile (2.2.35), (2.2.56), (2.2.77), (2.2.101) ve (2.2.122) ¢oziimlerinin yakinsakliklarinin
ayrica incelenmesi gerekir. Bu inceleme, birkag farkli yolla yapilabilir. Ornek olarak, 4.
dereceden yaklasik ¢oziimler, belirli 7 degerleri igin tablolarla incelenebilir. Farkli 7

degerleri i¢in olusturulan tablolar asagida verilmistir.
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h degeri 4.dereceden yaklasik ¢oziim u,,,

h=-2 U, =X

n=-17 | u,, =x+0.7599¢

n=-1.5 u,,, =x+0.9375t

h=-11 |u, =x+09999

hi=-1 u,, =x+t

h=-0.8 u,,, =x+0.9984

h=-05 [ u,, =x+09375

h=-04 U, =x+0.8704¢

h=-02 U, =x+0.5904¢

n=0 U =x

app

n=0.1 u,,, =x—0.4641

=02 |u, =x-107361

h=04 |u, =x-28419

1.Tablo 1.3.1.0rnekteki homotopi analiz metodu ile ¢oziilen farkli # degerlerine karst
gelen 4. dereceden yaklasik ¢6ziim
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hdegeri | 4.dereceden yaklasik ¢oziim u,,,
h=-3 = sinh(x)(1 - 15 + 40.5¢> — 22.5¢* +3.375*)
h=-22 1-1.0736¢ + 7.0664t> — 4.614133333¢°
Uy = sinh(x) A
+0.9760666667¢
h=-2 u,, = sinh(x)(1 + 41> — 2.66666667¢" +0.666666667* )
h=-1.7 1+0.7599¢ +1.54615¢> — 0.9007 166666t
Uy = sinh(x) A
+0.3480041667¢
h=-15 [u, = sinh(x)(1 — 0.9375¢ — 0.84375¢> + 0.28125¢> +0.2109375¢* )
h=-1.1 1+0.9999¢ +0.50215¢> +0.1552833333¢°
Uy = sinh(x) A
+0.06100416666¢
h=-1 = sinh(x)(1+17 +0.57> +0.166666667:* +0.04166666671* )
h=-05 . 1+ 0..9375¢ + 0.34375¢% +0.05208333332¢°
u__ =sinh(x)
+0.002604166666t*
h=-0.07 - 1+0..25194799¢ +0.013364015¢>
u,,, =sinh(x , A
+0.0002166616667¢* +0.000001000416667¢
h=0 u,,, = sinh(x)
=05 - 1—4.0625¢ +1.34375¢> —0.1145833333¢°
u = sinh(x)
+0.002604166666¢*
h=0.7 - 1—7.3521¢ +3.20215¢> — 0.3487166667¢
u = sinh(x)
+0.01000416667¢*
n=1 u,, =sinh(x)(1 157 +8.5:% —1.166666671 +0.0416666667:* )

2.Tablo 1.3.2.0rnekteki homotopi analiz metodu ile ¢oziilen farkli 2 degerlerine karst
gelen 4. dereceden yaklasik ¢oziim
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hdegeri | 4.dereceden yaklasik ¢6ziim u

app

h==2 | u, =+D(l+4-2.66666667 +0.666666667:")

h=-18 |y =(x+ 1) 140.59047 +2.1384¢> —1.3608¢° + 0.4374¢* )
h=-1.5 (x4 14+0.9375¢ +0.5273437538:> — 0.28125¢°
=X
+0.2109375¢*
h=-1.3 (x4 D 14+0.9919¢ + 0.56615¢* + 0.0366166666¢*
+0.1190041667t*
h=-1 =(x+ 1) 1+¢+0.5t> +0.166666667t" +0.0416666667t* )
h=-0.8 et 1+0.9984¢ +0.48641> +0.1365333333¢°
d)) = x
P +0.01706666666¢*
h=-04 et 1+0.8704¢ + 0.26241> + 0.2986666666¢°
d)) = x
7 +0.001066666667*
h=-0.03 ~ 14+0.11470719¢ + 0.00640386¢> + 0.0007739145¢°
Uy = (x+1) +3375%10°

h=0 u,, =x+1

h=06 | u, =(x+D(1-55536r+1.2168 +0.0216:° +0.0054*)

n=12 = (x+1)(1-22.4256¢ +14.3424¢> + 2.1888¢" +0.08641* )

upp

n=18 [ u, =(x+1)1-60.4656r +48.79441> —9.1368¢* +0.043741")

h=2 =(x+ 1)(1 80¢ +68t” —13.333333333¢° + 0.6666666666¢ * )

upp

3.Tablo 1.3.3.0rnekteki homotopi analiz metodu ile ¢oziilen farkli 7 degerlerine karst
gelen 4. dereceden yaklasik ¢6ziim
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hdegeri | 4.dereceden yaklasik ¢6ziim U,
n==2 | u, =x(1-533333333 +0.666666667:")
h=-1.7 = x(1+0.2601 — 0.47685¢> —2.047083333¢° +0.3480041667* )
h=-15 = x(1+0.5625 —0.281251> — 0.84375° +0.2109375* )
h=-12 =x(1+09216t—0 23041% +0.08641*)
h=-1 u,, = {1 +1+0.57 +0.1666666671* +0.0416666667* )
h=-0.65 14 0.77000625¢ + 0.584634375¢* +0.1258697917¢°
( + 0.007437760417t4J
h=0 =
h=0.7 1+3.5721¢ +4.03515¢ — 0.5430833333¢°
( + 0.01000416667t4j
h=03 |y, = x{1+0.4761¢ +0.50715¢> — 0.03375¢* +0.0003375¢* )
h=1 u,, = x(1+9r +10.5: —1.83333333¢> +0.0416666667¢* )
n=13 1+18.40417 +22.02915¢* — 4.577083333¢
( + 0.1190041667I4J
n=1.6 1+33.1776¢ +40.5504¢> —9.557333333¢
( + 0.2730666667I4J
h=19 = x(1+54.908¢ + 68.28315¢> —17.71908333¢* +0.5430041667¢*
h=2 = x(1+ 647 + 80r> —21.33333333¢° +0.6666666667:* )

4.Tablo 1.3.4.0Ornekteki homotopi analiz metodu ile ¢oziilen farkli / degerlerine kars:

gelen 4. dereceden yaklasik ¢oziim
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hdegeri | 4.dereceden yaklasik ¢oziim u,,,

h==2 | u, =x*(1+4> —2.6666666671 +0.6666666667:")

h=-1.7 = x*(1+0.7599¢ +1.54615¢> — 0.900716667¢° + 0.3480041667¢* )

h=-15 = x*(1+0.9375¢ +0.84375t> — 0.28125¢* +0.2109375¢* )

h=-13 = x2(1+0.99197 +0.56615¢> +0.036616667¢° +0.1190041667¢* )

h=-1.1 ,(1+0.99997 +0.50215¢% +0.1552833333¢°

+0.06100416667:*

h=-1 x2 1+t+0 5t +0.1666666667t +0.04166666667" )

h=-0.99 ,(1+0.999999997 +0.499998¢ +0.166567995¢
+0.04002483375¢*

h=-0.8 = x*(1+0.99847 + 0.4864¢> +0.1365333333¢° +0.01706666667*)

h=-0.09 ,(1+0.31425039¢ +0.021482415¢2 +0.000453195¢°

+0.00000273375¢*
n=0
h=0.45 ,(1-3.42050625¢ +1.033509375> —0.081253125¢°
+0.00170859375¢*

h=0.6 = x*(1—5.5536¢ +2.1384¢> — 0.2088¢* +0.0054¢* )

h=0.85 o[1-10.71350625¢ + 5. 407009375t —0.6704197917¢°
+0.021750260421*

h=0.95 o[ 1713459006250 +7. 3587593751 —0.9788364583°
+0.033937760421*

n=1 x*(14+0.99847 + 0.4864¢” +0.1365333333¢> +0.017066666671* )

5.Tablo 1.3.5.0rnekteki homotopi analiz metodu ile ¢oziilen farkli / degerlerine kars1

gelen 4. dereceden yaklasik ¢6ziim
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Tablolar incelendiginde ve n =4 i¢in elde edilen seri ¢oziimlerle tam ¢oziimlerin ilk 4
terimi karsilastirlldifinda, biitiin  6rnekler i¢in 7#=0 degerlerinde problemlerin
baslangi¢c yaklasimlarinin ve 7 =—1 degerlerinde ise bulunan yaklasik coziimlerle tam

coziimlerin ilk dort terimlerinin cakistigi goriilebilir. R, bolgesinden alinan 7 #—1

degerleri i¢in elde edilen tiim serilerin de bolge i¢indeki #=-1 oldugu durumda elde
edilen seriye yakinsadigi goriilmektedir. Fakat bu goézlem yakinsamanin analizini tam
olarak yapmaya yeterli olmayacaktir. Liao [19] kitabinda, ¢6ziim serisinin yakinsaklik
bolgesini belirlemek icin 7’yi bagimsiz degisken gibi diisiiniip 7%’ye bagh

fonksiyonun grafiklerinin cizilmesi gerektigini belirtmistir. Ornegin

7:ult(x’t) ‘7620, =0
¥, hi’nin bir fonksiyonudur. Buradan bir ¥ ~ % egrisi cizilebilir. 2.1.5.1.Teoreme gore
y’min farkli 7 degerleri icin verilen biitiin yakinsak seriler, alinan terim sayisina bagh

olarak tam c¢oziime yakinsar. Bu ylizden ¥ ~ 7 egrisinin grafiginde 7% -eksenine paralel
bir dogru parcas1 goriiliir. Bu dogru parcasina karsi gelen # degerlerinin olusturdugu
bolge, serinin yakinsak oldugu bolgedir. Bu bolgeye 7 ’nin gecerli bolgesi denir ve bu
bolge R, ile gosterilir. GOz Oniine alinan probleme gore, ¢oziim serisinden 7 ’ye bagh
bir fonksiyon elde etmek icin alinan tiirevin mertebesi ve tiirev alinan degisken farklilik
gosterir. Eger 7 yerine, % ’nin gegerli bolgesinden herhangi bir deger konursa buna
kars1 gelen ¢6ziim serisinin yakinsak oldugu kesindir. Daha once bulunan tiim yari
analitik tekniklerin aksine, homotopi analiz metodu, bir problemin yardimci 7
parametresi cinsinden ¢oziim ailesini verir. Aile icindeki her bir ¢oziimiin yakinsak
bolgesi, 7 yakinsaklik kontrol parametresi ile belirlenir. Bu sonuca gore, her bir tabloda
h’nin gecerli bolgesindeki farkli # degerleri igin verilen ¢oziimler birer ¢oziim ailesi
olusturacaktir. Verilen tablolarla Liao’nun tamimladigi 7 -egrileri karsilastirilmak
istenirse 7 -egrilerinin, Ornegin, 4. dereceden yaklasik coziimlerinin grafikleri
olusturularak incelenirse:

1.3.1.0rnekteki 4. dereceden yaklasik ¢oziim

Uy, =X~ i n(l+n)'t

n=0
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olarak bulunur ve u__(0,0)’1n 7 -egrisi ¢izilerek, egrinin 7 -eksenine paralel oldugu

app ¢ (

—2<h<04 aralifinda, bu ¢dziimiin yakinsak oldugu goriilebilir( 2.1.Sekil).

-1500

-2000

-5 -4 -2 0 2 4 B
h

2.1.Sekil. u/, (0,0)'1n 4. yaklasimdaki 7 -egrisi .

Ornegin, 7 ’nin gecerli bolgesinden, % =—0.5 degeri segilirse ¢oziim ailesinden biri

olan 4.dereceden yaklasik ¢oziim u,,, = x+0.9375¢ (2.2.Sekil) olarak hesaplanur.
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2.3.Sekil Tam ¢oziim

1.3.2.0rnekteki 4. dereceden yaklasik ¢oziim

4 1 . 24 —96hr —144h°%t + T2h%t* + 96K’ t* =96k’ t —16K°t — 12k
U, = 214" = —sinh(x) i A i
24 +36R%t" —24h "t + 1t

bulunur ve u 0,0)’nin hi-egrileri cizilerek, u,,, (0,0)’nin 7 -eksenine

0,0), u,

app xt ( PP xit (

—-3<hn<1 arahgnda, u,, (0,0)’nin ise —3<h<?2 araliginda paralel olduklar

goriiliir. 1ki egrinin de 7 -eksenine paralel oldugu —3<#A<1 aralig1, % nin gecerli
bolgesi olarak belirlenmis olur. Bu bolgede, elde edilen seri ¢dziimiin yakinsak oldugu

bulunur (2.4.Sekil).
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2.4.Sekil u;'pp (0,0) ve u” (0,0)’nin 4. yaklasimdaki 7 -egrileri, yuvarlak semboller:

app

u,, (0,0)’1n; diiz ¢izgi: u,, (0,0)’nin 4.dereceden yaklasim

Ornegin, % ’nin gecerli bolgesinden, 7 =-0.07 degeri secilirse ¢oziim ailesinden biri
olan 4.dereceden yaklasik ¢6ziim

) 14+0.251947997 +0.013364015¢>
U,,, (x,1) = sinh(x)

+0.0002166616667¢° + 0.0000100041667¢*
(2.5.Sekil) olarak hesaplanir.
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2.5.8ekil 7 =-0.07 icin 4.dereceden yaklasik ¢oziim

2.6.Sekil. Tam ¢oziim
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1.3.3.0rnekteki 4. dereceden yaklasik ¢oziim,

u,,=x+1+ 4Rt x — 4Rt — i+ 30°t x — 6h P tx — dhitx — %h3t3x - §h3t3

+§h4t2x—4ht+ 3h°t? —lh4t3x+ih4t4x—6h2t+4h3t2 —4h3t—%h4t3

L
24
bulunur ve u,, 0,0) , U (0,0)’nin 7 -egrileri cizilerek, U, (0,0)"nin 7 -eksenine

—3<h<2 araliginda , u, (0,0)’nin ise —2<#%#<2 araliginda paralel olduklar

aPp it
goriiliir. Iki egrinin de 7% -eksenine paralel oldugu —-2<#%<2 araligi, % nin gecerli
bolgesi olarak belirlenmis olur. Bu bolgede, elde edilen seri ¢oziimiin yakinsak oldugu

bulunur (2.7.Sekil).

40000
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20000

10000

10000

20000
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30000

2.7.Sekil u” (0,0) ve u” (0,0)’nin 4. yaklasimdaki 7 -egrileri, yuvarlak semboller:

app app

u;';p (0,0)’1n; diiz ¢izgi: u” (0,0)’nin 4.dereceden yaklagimi

app

Ornegin, 7% ’nin gecerli bolgesinden, 7 =—0.03 degeri secilirse ¢coziim ailesinden biri
olan 4.dereceden yaklasik ¢6ziim

u,,, (x,1) = (x+1)(1 +0.114707197 +0.006403867° +0.0007739145¢* +3.375.101* )

(2.8.Sekil) olarak hesaplanir.
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12

2.8.Sekil 7 =—0.03 icin 4.dereceden yaklasik ¢c6ziim

2.9.Sekil Tam ¢oziim
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1.3.4.0Ornekteki 4. dereceden yaklasik ¢oziim,

U, = X+ 4R+ AR x + 5RO x + 4h3tx—h3t3x+h4tx—%h4t3x+§h4t2x+Lh4t4x

bulunur ve u (0,0,0), u

app xt

(0,0,0)’nin 7 -egrileri ¢izilerek, u, (0,0,0)’nin % -

app xit PP xt

cksenine —3<7<3 arahgmnda, u,, (0,0,0)’nin ise —2<A<2 araliginda paralel

olduklar1 goriiliir. Iki egrinin de # -eksenine paralel oldugu -2 <# <2 aralik % nin
gecerli bolgesi olarak belirlenmis olur. Bu bolgede, elde edilen seri ¢oziimiin yakinsak

oldugu bulunur (2.10 Sekil).

40000

30000

20000

10000

:

2.10.Sekil «” (0,0,0) ve u” (0,0,0)’nin 4. yaklasimdaki 7 -egrileri, diiz cizgi:

app app

u” (0,0,0)’1n, yuvarlak semboller: u;';p (0,0,0)’1n 4.dereceden yaklasimi

app
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Ornegin, % ’nin gecerli bolgesinden, 7 =—0.65 degeri secilirse ¢oziim ailesinden biri
olan 4.dereceden yaklasik ¢oziim

u,,, =x+0.77000625xt + 0.584634375xt> +0.1258697917xt” +0.007437760417 xt*

(2.11.Sekil) olarak hesaplanir.

2.11.Sekil 7% =-0.65 icin 4.dereceden yaklasik ¢coziim

2.12.Sekil Tam ¢6ziim
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1.3.5.0rnekteki 4. dereceden yaklasik ¢oziim,

u,,, (x,1)= x? —4hx’t —6R° X7t + 307Xt + AR X — 4R Xt
3

2 1 1
SR Xt =R +—n Xt + SR
3 2 24 2

olarak bulunur ve u_ (0,0) , u, (0,0)nin #-egrileri ¢izilerek, u__ (0,0) nin 7-

app xx app xxt app xx

cksenine —oo <71 <oo aralifinda, u,, (0,0)’nin ise —2<#A<1 arahginda paralel

olduklar1 goriiliir. Iki egrinin de 7 -eksenine paralel oldugu —2 <% <1 araligi, % nin
gecerli bolgesi olarak belirlenmis olur. Bu bolgede, elde edilen seri ¢oziimiin yakinsak

oldugu bulunur (2.13.Sekil).

-5000

10000

15000

20000

25000

2.13.Sekil u, (0,0) ve u (0,0) nin 4. yaklasimdaki 7 -egrileri, diiz ¢izgi: u

app

” (0,0)'mn,

app

yuvarlak semboller: u” (0,0)’1n 4.yaklasimi

app

Ornegin, 7’ gecerli bolgesinden, 7 =-0.09 degeri segilirse ¢oziim ailesinden biri
olan 4.dereceden yaklasik ¢6ziim

u, =x"+0.31425039x°t +0.021482415x°t> +0.000453195x°t" +0.00000273375x°t"

app

(2.13.Sekil) olarak hesaplanur.
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2.14.Sekil 7 =—0.09 i¢in 4.dereceden yaklagik ¢coziim

2.15.Sekil Tam ¢6ziim
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Fakat Liao’nun yaklasimi da verilen tablolarda ©nerilen yaklasim gibi analitik bir
yaklagimdan ziyade gozlemler sonunda elde edilen sonuglardir. Simdi tarafimizdan
verilecek analitik yaklasimla en uygun hangi # degeri ile yakinsamanin saglanabilecegi
gosterilecektir. Liao’nun tanimladig1 7 ’ye bagli fonksiyonlarin optimum degerlerinden
birisi, istenen en uygun % degeri olacaktir. Bu da 7’ye bagl fonksiyonlarin birinci

mertebeden tiirevlerinin koklerinden biri olacaktir. Yukaridaki 6rneklere uygulanirsa:

1.3.1.0rnek igin:

u,, (00)=~n-n(l+n)-n(+n) -n(l+r)  -2<n<04
du, (0,0
%;—’h()z—4—12h—12h2 — 41> =—4(1+1) =0

elde edilir ve denklemin ¢oziimiinden 7% =—1 bulunur ve bu deger altinda ¢dziim serisi
en hizli sekilde tam ¢6ziime yakinsar.

1.3.2.0rnek igin:
0,0)=—h*—4r* —6n*> —4h  —-3<h<2

u“l’[’ xt (

=—4n° — 121> —12h—4=—-4(1+ 1K) =0

uupp Xth
denkleminin ¢6ziimiinden # =—1 elde edilir. % =-1 i¢in ¢6zlim serisi en hizli sekilde
tam ¢oziime yakinsar.

1.3.3.0rnek igin:
u,, (0.0)=3n" +8n° +6n° -3<n<2

du, (0.0
iy, (00) 125 + 241> +12h = 120(h> + 20 +1)=12h(1+ h)* =0

denkleminin ¢6ziimiinden # =0, i =—1 kokleri bulunur. 7 =—1 icin ¢dziim serisi en
hizl sekilde tam ¢oziime yakinsar.

1.3.4.0rnek icin:

u,(0,0,0)=4n* +4n° + 1* ~3<h<3

du ,(0,0,0)

yra— 8fi+12h% +4h° = 4n(2+h)1+h)=0 denkleminin ¢oziimiinden

h=-1, h=0, h =-2 kokleri elde edilir. # =—1 icin ¢6ziim serisi en hizli sekilde tam

¢Oziime yakinsar.
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1.3.5.0rnek icin:

0,0)=—8h—12h> —8h° — 21" —2<h<l

udl’l’ xxt (
du,,, (0.0)
dh

7 =—1 kokii elde edilir. 7 =—1 i¢in ¢Oziim serisi en hizli sekilde tam ¢dziime yakinsar.

= —8— 245 —24h* —8h* =—8(1+ %)’ =0 denkleminin ¢6ziimiinden

Homotopi analiz metodu uygulanirken baslangi¢ yaklagimini, yardimci lineer operatorii,
yardimci1 fonksiyonu ve % yakinsaklik kontrol parametresini se¢me serbestligi vardir.
2.1.5.1.Teoreme gore homotopi c¢oziim serisi, yakinsak olmasi sartiyla, verilen
problemin ¢oziimlerinden biridir. Coziim serisinin yakinsak olmasini saglamak icin
yardimci lineer operator, yardimci fonksiyon ve # yakinsaklik kontrol parametresi
uygun se¢ilmelidir. Fakat metodun dezavantajlarindan biri, bu uygun degerlerin se¢imi

icin kesin teoremlerin heniiz verilmemis olmasidir.
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IIL. BOLUM

3. HOMOTOPi PERTURBASYON METODU iLE HOMOTOPi ANALIZ
METODUNUN KARSILASTIRILMASI

Bu boliimde, Fokker- Planck denklemi i¢in homotopi pertiirbasyon metodu ve homotopi

analiz metodu ile elde edilen ¢oziimlerin analizleri yapilmistir.

1.3.1.0rnekte homotopi pertiirbasyon metodu ile bulunan c¢o6ziimde, dordiincii
dereceden yaklasik ¢6ziim

v (x,t)=x+t (3.1.1)

app
tam ¢ozlimle cakisir.

Fakat bu c¢oOziim, konuya hakim olmayanlar igin yaniltic1 olabilir. Homotopi
pertiirbasyon c¢oziim serisinin ikinci terimden sonraki terimlerinin hepsi sifira esit
oldugundan, ilk iki terim, tam ¢oziime karsi gelmektedir. Bu, 6zel bir durumdur ve
genel analiz yapmak icin yeterli degildir.

Homotopi analiz metodu ile bulunan doérdiincii dereceden yaklasik ¢oziim ise

u, = x—ih(l+h)”t (3.1.2)

app
n=0

dir. Bu ¢oziim serisinin yakinsak oldugu bolgeyi belirlemek i¢in analiz yapilirsa, % 'nin
gecerli bolgesi olarak adlandirilan yakinsaklik araligl, —2<72<0.4, elde edilir. ve
7’nin gecerli bolgesinden, % =-0.5 degeri secildiginde 4.dereceden yaklagik ¢oziim
u,, =x+0.9375t olarak bulunur. Bu ¢6ziim bulunan arahktaki 7 secimi igin

yakinsak ¢oziimdiir. Bu iki metotla da bulunan 4. dereceden yaklasik c¢oziimler,
grafiklerle kargilagtirilirsa homotopi pertiirbasyon metodu ile bulunan ¢6ziimiin tam
¢coziimle cakistigr goriilmiistiir. Burada homotopi pertiirbasyon metodu ile bulunan
¢Oziim daha iyi bir yaklasim veriyormus gibi goriinse de homotopi analiz metodunda

¢Oziimiin yakinsakligi, # yakinsaklik kontrol parametresinin se¢imine baglhidir. % ’nin
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gecerli bolgesinden 7 =—1 degeri se¢ilirse ¢oziim tam ¢oziime yakinsar ve 4.dereceden
yaklagik ¢oziim, homotopi pertiirbasyon metodunda bulunan yaklasik ¢6ziimle ayni
olur. Yani bu 6rnek i¢in her iki metotla bulunan seri ¢6ziimler tam ¢dziime yakinsarlar.

Yaklagik ¢6ziimlerin ve tam ¢6ziimiin grafikleri 3.1.a.,b.,c.Sekillerde verilmistir.

3.1.a. Sekil HAM ile bulunan # =—0.5 i¢in 4.dereceden yaklasik ¢6ziim

3.1.b. Sekil HPM ile bulunan 4.dereceden yaklasik ¢c6ziim
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3.1.c. Sekil Tam ¢6ziim

1.3.2.0rnekte ise homotopi pertiirbasyon metodu ile bulunan ¢oziimde 4.dereceden

yaklagik ¢oziim

Vo (61 = isinh(x)(% +24¢+12¢% +48° +1*) (3.1.3)

iken homotopi analiz metodu ile bulunan 4.dereceden yaklasik ¢coziim

4
U,, = Zun = Lsinh(x)

24 —96ht —1441%t + T20°t* +96h°t> —96h°t —161° —12h*
n=0 24

+36R%t* —24K*t + h*t?

(3.1.4)
olur.
Bu ¢6ziim i¢in % ’nin gecerli bolgesi, —3<#% <1 olarak belirlenmistir. Bu bolgeden

alman 7 =—0.07 degeri i¢in ¢6ziim yakinsak olup 4.dereceden yaklasik ¢oziim

1+0.25194799¢ +0.013364015¢*
+0.0002166616667t> +0.0000100041667t*

U, (x,1) = sinh(x)(
olarak hesaplanmustir.

Yine 4. dereceden yaklasik ¢oziimler iki metot icin de karsilagtirilirsa homotopi
pertiirbasyon metodu daha iyi sonu¢ veriyormus gibi goziikiir. Fakat 7 ’nin gegerli

bolgesinden alinan % =—1 degeri i¢in iki ¢6ziimiin cakistigi, ayn1 zamanda 4.dereceden
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yaklasik ¢coziimlerinin de ¢akistig1 goriiliir. Bu durumda ¢6ziimiin yakinsakligini kontrol
eden ve yakinsak olmasimi garantileyen homotopi analiz metodu daha avantajlidir.
Homotopi pertiirbasyon metodu, bu metodun # =—1 degeri i¢in 6zel halidir denebilir.
Yine her iki metotla da bulunan c¢oziimler tam c¢oziime yakinsar. Her iki metotla da

bulunan yaklasik ¢éziimler ve tam ¢oziim grafiklerle 3.2.a.,b.,c.Sekillerde gosterilmistir.

3.2.a. Sekil HAM ile bulunan # =—0.07 i¢in 4.dereceden yaklasik ¢oziim

3.2.b. Sekil HPM ile bulunan 4.dereceden yaklasik ¢oziim
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3.2.c. Sekil Tam ¢oziim

1.3.3.0rnekte homotopi pertiirbasyon metodu ile ¢oziilen drnekte 4.dereceden yaklasik
¢Ozim

Vo (X1) = x+1+tx+t+lt2x+lt2 +lt3x+lt3 +it4x+Lt4 (3.1.5)
2 2 6 6 24 24

olarak bulunmustur.

Homotopi analiz metodu ile bulunan 4.dereceden yaklasik ¢oziim

u =x+1+ 4h3t2x—4h31x—h4tx+3h2t2x—6h2tx—4htx—%h3t3x—§h313

app
+ gh“tzx— Aht +3h°t* —lh4t3x+ Lh“t“x— 6h’t+ 4R’ —4h’t —lh“f (3.1.6)
2 2 24 2
e 3 o
24 2
olur.
Bu ¢6ziim igin 7 ’nin gecerli bolgesi —2 <# <2 olarak belirlenmistir. Bu bolgeden
alman % =—0.03 degeri i¢in ¢6ziim yakinsak olup 4.dereceden yaklasik ¢oziim

,,, (x,1) = (x+ 1)1 +0.11470719 +0.006403861> +0.0007739145:* +3.375.10*1* )

bulunmustur.
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h’nin gecerli bolgesinden alinan # =—1 degeri i¢in iki ¢oziimiin ¢akistigl, ayn
zamanda 4.dereceden yaklasik ¢oziimlerinin de ¢akistign goriiliir. Yine her iki metotla
da bulunan coziimler tam c¢o6ziime yakinsar. Her iki metotla da bulunan yaklasik
¢cOziimler ve tam coziim grafiklerle 3.3.a.,b.,c.Sekillerde gosterilmistir. Bir Onceki
ornekte oldugu gibi 4.derece yaklagim i¢in homotopi analiz metodundaki 7 -yakinsaklik
kontrol parametresi ile ¢oziimiin tam c¢oziime yakinsama hizi kontrol edilebilir.
Homotopi pertiirbasyon metodu ise homotopi analiz metodunun # =—1 degeri secilerek

bulunan 6zel bir halidir.

3.3.a. Sekil HAM ile bulunan # =—0.03 i¢in 4.dereceden yaklagik ¢6ziim

3.3.b. Sekil HPM ile bulunan 4.dereceden yaklasik ¢oziim
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3.3.c. Sekil Tam c¢oziim

1.3.4.0Ornekte homotopi pertiirbasyon metodu ile ¢oziilen 6rnekte 4.dereceden yaklasik
¢Ozim

vupp(xl,xz,t):xl(l+t+%t2+ét3+%t4j (3.1.7)

iken homotopi analiz metodu ile bulunan yaklasik ¢oziim

U, =X+AR°tx +4n° P x +50° x + AR — 1 x + 1t ix
5 (3.1.8)

—gh4t3x+§h4t2x+ih4t4x

bulunmustur.

Bu ¢6ziim igin 7 ’nin gecerli bolgesi —2 <# <2 olarak belirlenmistir. Bu bolgeden
alman 7 =—0.65 degeri icin ¢6ziim yakinsak olup 4.dereceden yaklasik ¢oziim
u, =x+0.77000625xt +0.584634375xt> +0.1258697917xt> +0.007437760417 xt*

app

elde edilmistir.

h’nin gecerli bolgesinden alman % =-1 degeri i¢in iki seri ¢Oziimiin cakistigi,
homotopi analiz metodunda 4.dereceden yaklagik ¢Oziimiin ise

1 1 1
uapp(x,y,t):x(1+t+5t2+gt3+gt4j (3.1.9)
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oldugu goriiliir. Yine her iki metotla da bulunan ¢éziimler tam ¢6ziime yakinsar. Her iki
metotla da bulunan yaklasik ¢oziimler ve tam ¢oziim grafiklerle 3.4.a.,b.,c. Sekillerde
gosterilmistir. Homotopi pertiirbasyon metodunda, seri ¢oziim tam ¢oziime yakinsar.
Homotopi analiz metodunda da seri ¢oziimde 7 =-1 degeri alinirsa ¢oziimiin tam

¢Oziime yakinsadigr goriiliir.

3.4.b. Sekil HPM ile bulunan 4.dereceden yaklasik ¢6ziim
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3.4.c. Sekil Tam ¢6ziim

1.3.5.0rnekte homotopi pertiirbasyon metodu ile ¢oziilen 6rnekte 4.dereceden yaklasik

¢Ozim

Vo (X,1) = X7 4127 +%t2x2 +ét3x2 +it4x2 (3.1.10)

ve homotopi analiz metodu ile bulunan 4.dereceden yaklasik ¢6ziim

u,,, (x,1)= xP —4hx’t —6R° X7t + 307Xt + AR X — 4R Xt
1

(3.1.11)
—%h3x2t3 —h4x2t—%h4x2t3 +ﬂh4x2t4 +%h4x2t2

bulunmustur.

Bu ¢oziim i¢in 7 ’nin gecgerli bolgesi, —2 <% <1 olarak belirlenmistir. Bu bolgeden
alman 7 =—-0.09 degeri icin ¢6ziim yakinsak olup 4.dereceden yaklasik ¢oziim

u,, = x* +0.31425039x°¢ +0.021482415x°¢* +0.000453195x*¢” +0.00000273375xt*
elde edilmistir.

h’nin gecerli bolgesinden alinan % =-1 degeri i¢in iki seri ¢Oziimiin cakistigi,

homotopi analiz metodunda 4.dereceden yaklagik ¢oziimiin ise
1 1 1
u, (xt)=x>+o +=’x> +—'x> +—1t'x’ 3.1.12
an (1) 2 6 24 ( )
oldugu goriiliir. Her iki metotla bulunan yaklasik coziimler ve tam ¢oziim grafiklerle

3.5.a.,b.,c. Sekillerde gosterilmistir. Her iki metotla da bulunan seri ¢oziimler tam

¢Oziime yakinsarlar.
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3.5.a. Sekil HAM ile bulunan 7 = —0.09 i¢in 4.dereceden yaklasik ¢6ziim

3.5.b. Sekil HPM ile bulunan 4.dereceden yaklasik ¢oziim

3.5.c.Sekil Tam ¢6ziim
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SONUCLAR

Bu calismada, homotopi pertiirbasyon ve homotopi analiz metotlartyla elde edilen
coziimlerin 6zel analizleri, bir nceki boliimde detayli bir sekilde verilmistir. Onceki

boliimlerdeki ¢aligmalardan ¢ikarilan genel sonuglar asagidaki gibidir.

¢ Homotopi analiz metodu genellestirilmis Taylor serisine dayanan ve sonsuz seri
¢cOziimlerini arastiran bir metottur.

¢ Homotopi analiz metodunda, (7 'nin gecerli bolgesi ) R, yardimiyla yani metotta
h yakinsaklik kontrol parametresi verilerek metodun yakinsaklik bolgesinin
genigletilmesi saglanmistir.

¢ Homotopi pertiirbasyon metodu, homotopi analiz metodundaki Taylor serisi
yerine pertiirbasyon serisi kullanilarak sonsuz seri ¢oziimlerini arastiran bir
metottur.

e Her iki metot da birka¢ terim hesaplanarak analitik ¢6ziime hizli yakinsayan
metotlardir.

¢ Homotopi analiz metodunda # yakinsaklik kontrol parametresinin uygun
secilebilmesi durumunda yakinsama hizlandirilabilir ve analitik ¢6ziime hizl
yakinsar.

¢ Homotopi pertiirbasyon metodunda ise yakinsama, baslangi¢ yaklasiminin
yeterince iyi secilmesine baghdir. Ayrica yakinsama homotopi yoluna da
baghdir.

* Homotopi analiz metodunda ise baslangi¢ yaklasimi ne segilirse secilsin analitik
¢Oziime ulasilamasa bile yakinsak seri ¢oziim bulmak miimkiindiir.

¢ Homotopi analiz metodunda # yakinsaklik kontrol parametresinin -1 ve
H(x,r) yardimci fonksiyonunun 1’e esit olmasi durumunda ¢oziim serisi,
homotopi pertiirbasyon metodunda elde edilen ¢oziim serisi ile cakisir. Bazi
aragtirmacilar homotopi pertiirbasyon metodunun homotopi analiz metodunun
bir 6zel hali oldugunu iddia etmektedirler.

¢ Bu iki metodun karmasikligi incelendiginde, homotopi analiz metodunda ¢6ziim
serisinin olusturulmas1 yardimci lineer operatoriin, yardimeci1 fonksiyonun,

baslangi¢ yaklasimimin ve 7 yakinsaklik kontrol parametresinin se¢cimine bagl
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iken homotopi pertiirbasyon metodunda ¢6ziim serisinin bulunmasi igin
baslangi¢ yaklagimi ve uygun homotopinin kurulmasi yeterlidir. Bu da homotopi
pertiirbasyon metodunun homotopi analiz metoduna goére uygulanmasinin daha

kolay oldugunu gosterir.

Sonug olarak denilebilir ki her iki metodun da problemlere bagli olarak iyi ve
zayif yonleri mevcuttur. Metotlarin dezavantajlarinin ortadan kaldirilmasi icin
literatiirde yeterli problem ¢oziimii olmadigindan genel bir teori olusturmak bu

asamada miimkiin degildir.



141

KAYNAKLAR

[1] He J.H, 2006, Non-Perturbative Methods for Strongly nonlinear Problems,
dissertation, de -verlag im Internet GmbH, Berlin.

[2] He J.H., 2006, Some asymptotic methods for strongly nonlinear equations, Int. J.
Modern Phys. B 20(10) 1141-1199.

[3] He J.H., 2006, New interpretation of homotopy perturbation method, International
Journal of Modern Physics B 20, 2561-2568.

[4] He J.H., 2000, A coupling method of homotopy technique and perturbation
technique for nonlinear problems, Int. J. Nonlinear Mech. 35, 37-43.

[5] He J.H., 1999, Homotopy perturbation technique, Comp. Meth. Appl. Mech. Eng.,
178, 257-262.

[6] He J.H., 2005, Application of homotopy perturbation method to nonlinear wave
equations, Chaos, Solitons and Fractals 26, 695-700.

[7] He J.H., 2005, Homotopy perturbation method for bifurcation of nonlinear
problems, Int. J. Nonlinear Sci. Numer. Simul. 6, 207-208.

[8] Ozis T., Agirseven D., 2008, He’s homotopy perturbation method for solving heat-
like and wave-like equations with variable coefficients, Phys. Lett. A, 372, 5944-5950.

[9] Abbasbandy S., 2006, Numerical solutions of the integral equations: Homotopy
perturbation method and Adomian’s decomposition method, Applied Mathematics and
Computation, 173, 493-500.

[10] Abbasbandy, S., 2006, Application of He’s homotopy perturbation method for
Laplace transform, Chaos Solitons & Fractals, 30, 1206-1212.

[11] Siddiqui A.M., Ahmed M., Ghori Q.K., 2007, Thin film flow of non-newtonian
fluids on a moving belt, Chaos Solitons & Fractals, 33, 1006-1016.

[12] Ghori QK, Ahmed M, Siddiqui AM, 2007, Application of homotopy perturbation
method to squeezing flow of a Newtonian fluid, International Journal of Nonlinear
Sciences and Numerical Simulation, 8 (2): 179-184.

[13] Tari H, Ganji DD, Rostamian M, 2007, Approximate solutions of K (2,2), KdV and
modified KdV equations by variational iteration method, homotopy perturbation
method and homotopy analysis method, International Journal of Nonlinear Sciences and
Numerical Simulation, 8 (2): 203-210.



142

[14] Ghorbani A, Saberi-Nadjafi J, 2007, He's homotopy perturbation method for
calculating Adomian polynomials, International Journal of Nonlinear Sciences and
Numerical Simulation, 8 (2): 229-232.

[15] Ariel PD, Hayat T, Asghar S, 2006, Homotopy perturbation method and
axisymmetric flow over a stretching sheet, International Journal of Nonlinear Sciences
and Numerical Simulation, 7 (4): 399-406.

[16] Ganji DD, Sadighi A, 2006, Application of He's homotopy-perturbation method to
nonlinear coupled systems of reaction-diffusion equations, International Journal of
Nonlinear Sciences and Numerical Simulation 7 (4): 411-418.

[17] Rafei M, Ganji DD, 2006, Explicit solutions of Helmholtz equation and fifth-order
KdV equation using homotopy perturbation method, International Journal of Nonlinear
Sciences and Numerical Simulation 7 (3): 321-328.

[18] Siddiqui AM, Mahmood R, Ghori QK, 2006, Thin film flow of a third grade fluid
on a moving belt by He's homotopy perturbation method, International Journal of
Nonlinear Sciences and Numerical Simulation 7 (1): 7-14.

[19] Liao S.J., 2003, Beyond perturbation: Introduction to the homotopy analysis
method, Boca Raton:Chapman&Hall/CRC Press.

[20] Liao S.J., 1992, A second-order approximate analytical solution of a simple
pendulum by the process analysis method, ASME J. Appl. Mech., 59, 970-975.

[21] Liao S.J., 1995, An approximate solution technique not depending on small
parameters: a special example, Int. J. Non-Linear Mech., 30 (3), 371-380.

[22] Liao S.J., 1997, A kind of approximate solution technique which does not depend
upon small parameters—II: an application in fluid mechanics, Int. J. Non-Linear Mech.
32(5), 815-822.

[23] Liao S.J., 1998, Homotopy analysis method: a new analytic method for nonlinear
problems, Appl. Math. Mech. (English-Ed.) 19 (10), 957-962.

[24] Liao S.J., 1998, Homotopy analysis method: a new analytical method for nonlinear
problems without small parameters, in: The 3rd International Conference on Nonlinear
Mechanics, Shanghai, 829-833.

[25] Liao S.J., 1999, An explicit totally analytic approximate solution for Blasius
viscous flow problem, Int. J. Non-Linear Mech., 34, 759-778.

[26] Liao S.J., Chwang AT, 1996, General boundary element method for nonlinear
problems, Int.J Numer Meth Fluids, 23, 467-83.



143

[27] Liao S.J., 1997, General boundary element method for nonlinear heat transfer
problems governed by hyperbolic heat conduction equation, Comput.Mech., 20(5), 397-
406.

[28] Liao S.J., 1999, On the general boundary element method and its further
generalization, Int J. Numer Meth Fluids , 31, 627-55.

[29] Liao S.J., 1999, A uniformly valid analytic solution of two dimensional viscous
flow over a semiinfinite flat plate, J. Fluid Mech. 385, 101-128.

[30] Liao S.J., 2001, A non-iterative numerical approach for 2-D viscous flow problems
governed by the Falkner—Skan equation, Int. J. Numer. Methods Fluids 35 (5), 495-518.

[31] Liao S.J., 2009, “Notes on the homotopy analysis method: Some definitions and
theorems”, Commun Nonlinear Sci Numer Simulat, 14, 983-997.

[32] Song H, Tao L., 2007, Homotopy analysis of 1D unsteady, nonlinear groundwater
flow through porous media. J Coastal Res ., 50, 292-295.

[33] Molabahrami A, Khani F., 2009, The homotopy analysis method to solve the
Burgers—Huxley equation. Nonlinear Anal B: Real World Appl, 10,2,589-600.

[34] Bataineh AS, Noorani MSM, Hashim 1., 2007, Solutions of time-dependent
Emden-Fowler type equations by homotopy analysis method. Phys Lett A, 371:72-82.

[35] Wang Z, Zou L, Zhang H., 2007, Applying homotopy analysis method for solving
differential-difference equation. Phys Lett A , 369, 77-84.

[36] Mustafa Inc., 2007, On exact solution of Laplace equation with Dirichlet and
Neumann boundary conditions by the homotopy analysis method. Phys Lett A, 365,
412-15.

[37] Abbasbandy S., 2006, “The application of the homotopy analysis method to
nonlinear equations arising in heat transfer”, Physics Letters A, 360, 109-113.

[38] Abbasbandy S., 2007, “The application of homotopy analysis method to solve a
generalized Hirota-Satsuma coupled KdV equation”, Physics Letters A, 361, 478-483.

[39] He J.H., 2004, Comparison of homotopy perturbation method and homotopy
analysis method, Applied Mathematics and Computation, 156(2), 527-539.

[40] Liao S.J., 2005, Comparison between the homotopy analysis method and homotopy
perturbation method, Appl. Math. Comput., 169, 1186—1194.

[41] Sajid M., Hayat T., 2008, Comparison of HAM and HPM methods in nonlinear
heat conduction and convection equations, Nonlinear Analysis: Real World
Applications, 9, 2296-2301.



144

[42] Sajid M., Hayat T., 2009, Comparison of HAM and HPM solutions in heat
radiation equations, Int. Communications in Heat and Mass Transfer, 36, 59-62.

[43] Liang S., Jeffrey D.J., 2009, Comparison of homotopy analysis method and
homotopy perturbation method through an evolution equation, Commun. Nonliner. Sci.
Numer. Simulat., doi:10.1016/j.cnsns.2009.02.016.

[44] Biazar J., Hosseini K., Gholamin P., 2008, Homotopy Perturbation Method Fokker-
Planck Equation, International Mathematical Forum, 3-19, 945-954.

[45] Gray B., 1975, Homotopy Theory: An Introduction to Algebraic Topology
Academic Pr, ISSN: 0122960505.

[46] Cropper A., William H., 2004, Great Physicists: The Life and Times of Leading
Physicists from Galileo to Hawking, Oxford University Press, p.34, ISBN 978-0-19-
517324-6.

[47] He,J.H., Newton-like iteration method for solving algebraic equations, 1998,
Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simulat., 3 (2), 106-109.

[48] Javidi M., 2007, Iterative methods to nonlinear equations, Applied Mathematics
and Computation, 193, 360-365.

[49] Holliday JR, Rundle JB, Tiampo KF, et al, 2006, Modification of the pattern
informatics method for forecasting large earthquake events using complex eigenfactors
Tectonophysics, 413 ,1-2, 87-91.

[50] Akhmetov AA, 2003, Long current loops as regular solutions of the equation for
coupling currents in a flat two-layer superconducting cable Cryogenics, 43, 3-5, 317-
322.

[51] Manolis GD, Rangelov TV, 2006, Non-homogeneous elastic waves in soils: Notes
on the vector decomposition technique, Soil Dynamics and Earthquake Engineering, 26,
952-959.

[52] Nochetto RH, Pyo JH, 2005, Error estimates for semi-discrete gauge methods for
the Navier-Stokes equations Mathematics of Computation 74, 521-542.

[53] Wazwaz AM, Gorguis A, 2004, Exact solutions for heat-like and wave-like
equations with variable coefficients, Applied Mathematics and Computation, 149,1, 15-
29.

[54] Momani S, 2005, Analytical approximate solution for fractional heat-like and
wave-like equations with variable coefficients using the decomposition method Applied
Mathematics and Computation, 165, 2, 459-472

[55] Shou D.H, He J.H., 2008, Beyond Adomian method: The variational iteration
method for solving heat-like and wave-like equations with variable coefficients, Phys.
Lett. A 372 (3), 233-237.



145

[56] Risken H., 1989, The Fokker-Planck Equation: Method of Solution and
Applications, Springer Verlag, Berlin, Heidelberg.

[57] Frank T.D., 2004, Stochastic feedback, nonlinear families of Markov processes and
nonlinear Fokker-Planck equations, Physica A 331, 391-408.

[58] Liao S.J., Tan Y., 2007, A general Approach to obtain series solutions of nonlinear
differential equations, Studies in Applied Mathematics, 119, 297-354.

[59] Biazar J., Ghazvini H., 2009, Convergence of the homotopy perturbation method
for partial differential equations, Nonlinear Analysis: Real World Applications, 10(5),
2633-2640.



146

OZGECMIS

KiSISEL BiLGILER

Adi Soyadi : Deniz AGIRSEVEN

Uyrugu: T.C.

Dogum Tarihi ve Yeri: 29 Mart 1979, Edirne
Medeni Hali: Bekar

email: denizagirseven @trakya.edu.tr

EGIiTiM DURUMU

ilkokul: Edirne Kurtulus Ilkokulu, 1989.

Ortaokul: Edirne Anadolu Lisesi, 1993.

Lise: Edirne Anadolu Lisesi, 1996.

Lisans: Trakya Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii, 2000.
Yiiksek Lisans: Trakya Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, 2003.

Yabanc Dil: 1ngilizce, Almanca.

iS TECRUBESI

Yil Cahstign Kurum Gorevi
2000 - Trakya Un. Fen-Ed. Fak. Matematik Boliimii ~ Arastirma Gorevlisi



	öz+abs+ön+iç.pdf
	tez sınav sonrası.pdf

