I. BOLUM

1.1 GIiRiS

Reel ve kompleks wuzaylarda kuadratik formlar1 invaryant birakan
GESO( p,q), U( p,q) temsil gruplarimin homojen uzaylarda Laplace-Beltrami

operatdrlerinin ¢oziimleri ve bu homojen uzaylarla ilgili temsillerin harmonik
analizi iizerine c¢esitli c¢alismalar yapilmistir. [1,10,11,12,13] Laplace-Beltrami
operatoriiniin ¢oziimleri homojen uzaylarda hareket eden serbest parcaciklarin
diizlem dalgalaridir. Jeodezik yol ile parcacigin serbest hareketinin kirilmis
simetrisi , bir boyutlu n pargacikli kuantum integrallenebilir sistemlerini verir.
Laplace-Beltrami  operatoriinlin =~ radyal kismu ile kuantum sisteminin H
Hamiltoniyeni arasindaki iliski, homojen uzaylarda invaryant hacmin radyal kismi
ile tanimlanan basit bir donilisim ile verilir ve ¢oziimleri, diizlem dalgalarin
acilara gore ortalama degeri ile belirlenir. Kompakt duragan alt gruplu homojen
uzaylar olmasi halinde bu ortalama deger , =zonal kiiresel fonksiyonlar olarak
adlandirilirlar. [1,3,14] Simetrik uzaylar ve kiiresel fonksiyonlarin teorisi Gelfand,
Harish-Chandra, Berezin, Kampelevich, Gindikin ve Kostant tarafindan
gelistirilmistir. [5,11]

Bir boyutlu kuantum integrallenebilir sistemlerin hareket integralleri, dalga
fonksiyonlar1 ve diger oOzellikleri ile ilgili bir ¢ok sonu¢ elde edilmistir.
M.A.Olshanetsky ve A.M.Perelemov’mn “Quantum Integrable Systems Related to

Lie Algebra” adli calismast bu konuda elde edilen sonuclarin genel yorumunu



vermektedir. [1,2] Bu yoruma gore bir boyutlu kuantum integrallenebilir sistemler
G grubunun bir simetri uzayinda serbest parcacik hareketinin simetrisinin
bozulmasi sonucu ortaya c¢ikmaktadir. [1,2] Serbest hareketler simetrik yiizeylerde

tanimlanan diizlem dalgalarla ifade edilirler. Ranki p =1 olan simetrik uzayda

diizlem dalgalarin grup temsillerine dayanan ifadesi I.S. Shapiro, .M. Gelfand
tarafindan verilmistir. [4,5,6,15] Ayrica ranki birden bliyiik
SO( p,q)/SO( p)x SO(q) simetrik uzaylar {izerindeki diizlem dalgalarin grup
teorisi ile baglantili ifadesi iizerine cesitli calismalar yapilmistir. [7,8]
M.A.Olshanetsky ve A.M.Perelemov’un ¢alismalarinda kompakt duragan alt
gruplu simetrik uzaylarla ilintili kuantum integrallenebilir sistemler incelenmistir.
[2,9] Bu ylizeylerde tiim geodezik egriler kompakt kapanmiglara sahip
olduklarindan ortaya c¢ikan kuantum sistemler, sag¢ilma kuantum durumlar olarak
yalmz siirekli spektrumlara sahiptirler. Incelenen simetrik uzaylar icin geodezik
egriler hem kompakt hem de kompakt degildir. Bu nedenle bu ylizeylerle baglh
kuantum sistemler sacilma ve bagli durumlara uygun gelen hem siirekli hem de

kesikli spektrumlara sahiptirler.

Agiklayict  bir  ornek  olarak  IR", n-boyutlu  6klid  uzayinda,
xelR", pe IR*" olmak iizere e diizlem dalgalarinin olusumunun grup teorisi

ile ifadesini goz oniine alalm. IR"’de parcacigin serbest hareketi e? diizlem

dalgalar1 ile tanimlanir. Bu dalgalar, plank sabiti ve parcacigin kiitlesi bir olarak



n
almirsa 6zdegerleri p2 = Z pl-2 ve p=i—, i=1,...,n olmak fizere
i=1

n
A= —Z( Di )2 Laplace operatoriiniin 6z fonksiyonlaridir.
i=1

n, n-boyutlu birim vektorii olmak {izere p =+ p277 momentumun tiim

yonleri boyunca, diizlem dalgalarin ortalama degerinin ifadesi,
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seklinde verilir.Burada J n_2(\/ p2 Vx? ) Bessel fonksiyonu, t8/~(1)7 ( g( Vx? ,0)]
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ise kiiresel koordinatlarda

1-n 1-n 2
popin Dy d 1 i(sinei}r rtdn (1.1.2)
dr dr sin0do d0 ) sin’ 0 dgp?

seklinde yazilan Laplace operardtiiriiniin, radyal kismi olan

Ar:rl_"ir”_li, r=1/x? (1.1.3)
dr dr

nin 6z fonksiyonlaridir ve
Arfa/;?(g(\/xz ,0)j=—p2to;gz(g(\/x2 ,OD (1.1.4)

denklemini saglarlar.

g(xk)eE(n), keSO(n), xeIR" olmak iizere Wigner teorisi ile ifadesi
verilen ta/-o? ( g( \/xz ,0 )) fonksiyonlar1 E” 6klid grubunun temsillerinin zonal

kiiresel fonksiyonlaridir.



Diger taraftan dx =r""'drdy invaryant hacim elemani ifadesinden goriildiigii

n—1
gibi f(r)=r 2 w(r) donisimii ile 6zdeger denkleminden
d*y(r n—3)(n-1)/4
wg )irp2 (€ n=D)/4y ()0 (LL5)
dr r
Schrédinger denklemi elde edilir. Burada potansiyel,
V()= (1/4)(”—23)(”—1) (1.1.6)
r
ve enerji
E=p?>0 (1.1.7)
dir. Ozdeger denkleminin ¢oziimii
n-2
n 212
W(F)ZF(EJ\/;(Z} T (pr) (1.1.8)

2

seklinde bulunur. Bu ¢6ziimiin | r |—>oo icin asimptotik degeri

o 2 e

dir. Diger taraftan S-matrisinin

w(r)=A(r)e? +B(r)e™" (1.1.10)

S=Ze 2 (1.1.11)

olarak bulunur.



Euclide uzayinda g6z oniline alinan bu ornekte Riemann simetrik uzaylar ele
alinmaktadir. Simetrik uzayda diizlem dalgalarin ifadesi SO( p,q) grup temsiller
teorisine  dayanilarak verilmistir. Simetrik uzaym hacim elemanin ifadesi
kullanilarak  Laplace  operatoriiniin =~ radyal kismi  Schrodinger  denklemine
dontistiirtiliir. Bu ise bir boyutlu kuantum sistemlerine karsilik gelir. [1]

Bu konu ile ilgili diger bir c¢alisma i¢in SO( 3,2) grubunun

X, ZX12 +X§ +X§ —Xf —xg =1, x=(x,xp,x3,%4,x5 )€ X, hiperboloidi iizerinde

diizlem dalgalarinin olusumunun grup teorisi ile ifadesini goz Oniine alalim ve

0zdeger denklemini verelim. Bunun i¢in y =(0,€) olmak iizere;

2,.2,.2 2 2
Yoy +yy+y3-vi =i =0, y=(.r2. 030455 )€Y
konisi  lizerinde &  degerli ve homojenlik derecesi o olan  sonsuz

diferansiyellenebilir homojen CD( V, ;() fonksiyonlarinin, D, uzayinda SO( 3,2)

grubunun

(D(ay):|a|asignga¢>(y;;(), (e=0]1) (1.1.12)

seklindeki maximal dejenere temsillerini goz Oniine alalim.

y:dp’p(laﬂ)a 77:(’7]577257737774)7 [77777]:7712—’_77%_7732_772 :_17 77€X—

olmak tlizere y; =1 dizlemi ile Y  konisinin arakesiti iizerinde

f ( p ): <I)( Vix )| y=1 sonsuz diferansiyellenebilir fonksiyonlar uzayinda

T,(g)0(v;z)=®(yg;x) ge50(32) (1.1.13)



temsili gergeklestirilebilir. ' = yg denkleminden goriilebilecegi gibi %g:( pg)l,

pg = ( pe )/ ( pe )1 olmak tizere (1.1.13) denkleminden

T,(2)f(p)=|(pg )| sien(pg), f(pg), g 50(32)  (11.14)
bagintis1 bulunur. ( pe )l ifadesi x:(l,0,0,0,0), X, hiperboloidi iizerinde sabit

o

bir nokta olmak iizere ( peg )1 =[x,pg] yazilir. Bu durumda x=xg, seklinde

tanimlanmak iizere , g = g;l den ( pg;1 )1 :[x, p] bagintis1 elde edilir. 4-boyutlu
X, hiperboloidi iizerinde skaler fonksiyonlarn a¢ilimi icin tam taban
fonksiyonlar1

t“(hg)=t*(g ), he H,H=S50(2,2), gS0(3.2) (1.1.15)
kosullarmi  saglayan ~ SO(3,2)  grubunun temsillerinin ((x )(g) matris

elemanlaridir. 1, D, temsil uzaymin H, invaryant dual vektorii olsun. Bu

o

durumda 77=(0,0,0,1), n=ng, u¢ boyutlu X_ hiperboloidinin bir vektori, dn

bir invaryant eleman ; D ) _ Tlzerinde taban fonksiyonlar1 olmak {izere

e
=17, ”(gx J. 0@ ()]

= [|[x.p 177 sign®[x. p)D“)g, Jin (1110
X

ifadesi elde edilir. Boylece 4-boyutlu X, hiperboloidi iizerinde taban
fonksiyonlarini hesaplamada 3-boyutlu X -hiperboloidi lizerinde D, (g,]) taban

fonksiyonlarina  ihtiya¢  oldugu  goriilir. Bu nedenle karistk  tabanda



acd heH,keK olmak iizere g=hak parcalanish SO(3,2) grubunun T Py (g)
temsilinin matris elemanlarmi hesaplamak uygundur. Bunun i¢in de Y konisinin
r? = ylz +y§ +y32 = yf + y52 =1 kompakt arakesiti {izerinde go(s )= CI)( iy )|r:1
fonksiyonlar uzayinda (1.1.13) esitligindeki temsilin realizasyonunu goz Oniine
alalim.Bu ise kisaca s = (5(3),5(2)), 5(3) eS?, 5(2) eS! seS8?xS' olmak iizere
y=rs,r>0 demektir. Bu durumda qo(— s )= (—1 )8 (p(s ) icin

T,(g)e(s)=(r,/rV olsg ). z=(0.¢) (L.1.17)
bagintis1 elde edilir.

X = (coshan(3), sinhan(2)), 77(3) es? ,77(2) es!

[x,s]: cosha[n(3) , 5(3)]—sinha[77(2) , 5(2)]

oldugundan

o 3
= | sign®do(s , | x, - x,s|, dn= T ds (1.1.18)
o)-[ ] sants). Lep)= sl an=[( 1)

bagintilar1  kullanmilarak  ve  (1.1.16)  denklemindeki § 2xS!  lizerindeki

D(J)

0;m

(53)eim‘p taban fonksiyonlar1 yerine X_ hiperboloidi {izerindeki Dl'( gn)

taban fonksiyonlar1 alinarak

f(()ff;)J;M;m(gx )= [|[x.s]7 sign] x.s ]Dé{)(§(3))eim¢’d§3d¢ (1.1.19)
§*xS'
bulunur.
l(()Z ) 7 M.m(gx) matris elemanlar1 bikiiresel koordinat sisteminde verilen

4-boyutlu X, hiperboloidi iizerinde skaler fonksiyonlarin agilimi igin taban



fonksiyonlaridir ve A,, , X, iizerinde Laplace-Beltrami operatorii olmak iizere

ALB Z‘(()ji);j;M;m(gx): O-(O- + 3 )t(gi);j;M;m(gx) (1120)
denklemini saglarlar. Bu nedenle

[x,5]7 E|[x,s]|_3_asigng[x,s]

diizlem dalgalar1 i¢in
Alxs] =o(c+3)[xs] (1.1.21)
denklemi bulunur.

X, TUzerindeki skaler fonksiyonlarin acilim formiilii, esas seriler iizerindeki
integrallerden olusur ve SO(3,2) de-Sitter grubunun temsillerinin discreat seriler

tizerinde bir toplamina esittir.
Bu c¢alismada simetrik ylizey olarak bikiiresel ve parabolik koordinat

sistemlerinde ~ verilmis X, =[x,x|=xf +x3 +x; —x7 —xZ =1 hiperboloidi

tizerinde serbest hareketle bagli bir boyutlu kuantum sistemler goéz Oniine
alimmistir. Ayrica grup temsiller ile ilgili bazi genel bilgiler verildi. Parabolik ve

bikiiresel koordinatlarda serbest parcacigin hareketleri incelendi.

X, = [X,X ] = x12 + x% + X% - Xf - X52, =1 de-Sitter uzayinda skaler fonksiyonlar

icin a¢ilim formiili verildi ve diizlem dalgalar tanimlandi. Diizlem dalgalar igin
tamlik sartlar1 kullanilarak diizlem dalgalar1 boyunca X, tizerinde bir serbest

parcacigin hareketinin Green fonksiyonlari i¢in tam fonksiyonlar bulunarak , ikinci

cesit Legendre fonksiyonlar ile ifade edilen agik temsiller elde edilmistir.



Daha sonra, Schrodinger denklemi, 6zel fonksiyonlar ve Green fonksiyonlari

ile ilgili bilgiler verilmistir.

1.2 GRUP TEMSILLERI

Grup temsili  kavrami  {istel fonksiyon  kavraminin  kapsamli  bir
genellestirmesidir. e™ istel fonksiyonu f ’(0)=a baslangi¢ kosulunu saglayan
flx+y)=r(x)f(y) 1.2.1)

fonksiyonel denkleminin siirekli ¢6ziimii olarak tanimlanabilir. Bu denklemin

herhangi bir G grubuna genellestirilmesi G {izerinde

flgig,)=1(g)f(g,) (1.2.2)

kosulunu saglayan skaler fonksiyon g6z Oniline alinarak yapilabilir. Degismesiz

gruplar icin fonksiyonlar (1.1.2) esitliginden dolay1

f(g1g,)=r(g)f(g,)=r(g:)f (&)= f(g:8))

bagintisin1 gerceklestirmeleri gerektiginden bu tiir fonksiyonlar az sayidadir. Bu
ylizden (1.2.2) denklemini saglayan skaler fonksiyonlar G grubunda bir keyfi
F ( g) fonksiyonuna genigletilmesi i¢in yetersizdir. (1.2.2) Denkleminin tam
olarak genellestirmek icin skaler fonksiyonlar yerine degerleri matris veya lineer
doniistim olan fonksiyonlara doniismelidir. Kisaca g, ve g, verilen G grubunun
elemanlar1 ve T (g ), bu grupta herhangi bir L lineer uzayinin lineer doniisiimler

kiimesinde deger alan bir fonksiyon olmak iizere

T(g.2,)=T(g)7(g,)



fonksiyonel denkleminin ¢oziimlerine G grubunun temsilleri denir. Burada

limg,=g limiti lm7T ( g, ) =T ( g ) olan T ( g ) operatoriine ihtiyag vardir.

n—»0 n—»0

Acikca temsillerin stirekliligi T’ (g) operatorlerinin tanimina baglidir. Buradan tiim

T ( g) operatorlerinin L uzayinda stirekli olmasma ihtiya¢ vardir. Yani limx, =x

n—>0

limiti lim 7 ( g )xn =T ( g )x olmasii gerektirir. Eger singiiler olmayan temsiller

n—>o0
gdz Online almir ve G grubunun temsilleri ile bu grup izerinde
T ( g gz):T ( g )T ( gz) fonksiyonel denklemini gercekleyen ve L lineer uzayinin
singliler olmayan siirekli lineer dontigiimlerinin grubunda degerler alan T ( g)
siirekli fonksiyonlar1 g6z Oniine alinirsa e, G grubunun birim elemanm1 ve E de L
de birim operatorler olmak iizere T(g_l)zT_l(g) ve T(e)=E oldugu
gosterilir. T( glgz): T( gl)T( gz) ve T(g_l)z T_l(g) esitlikleri T(g )’nin L ’nin
singliler olmayan siirekli lineer doniigiimler grubu icine G ’nin bir homomorfik
eslemesi oldugunu gosterir. Eger bu G ’nin her g elemani i¢in T ( g)=E ise
T ( g) temsiline asikar temsil, G ’nin e birim elemani i¢in T (e):E ise T ( g)
temsiline tam temsil denir. L lineer uzayina T ( g) temsilinin uzay1 denir. Eger
uzay sonlu boyutlu ise T (g) temsiline de sonlu boyutlu denir. Sonsuz boyutlu

durumda Hilbert uzaylarindaki operatorler ile temsiller géz Oniine alinir.

G grubunun bir 7(g) temsili;

T(g1g2)=T(21)7(g5) (1.23)
fonksiyonel bagintisin1 gergekleyen bu grup iizerinde bir operatdr fonksiyonu

olarak tanimlanir. T ( g) temsil uzayimnin sonlu boyutlu oldugu durum goéz Oniine



alinarak {e, ,e,,...,e, | tabani secilsin. T(g ) operatérii e ; elemanmi T (g)e i’ye

doniistiiriir. 7 ( g ) e; taban elemanlarmna ayrilarak

J
T(g)e; =2 tye, (1.2.4)

elde edilir. Soyle ki T (g) temsillerinin hem bir operatorii ile
(1(g))=(t;(g)). 1<i,j<n (1.2.5)

matrisini veya grup iizerinde n® niimerik fonksiyonlar olan ti].(g )’lerin toplami1
olusturulur. 7( g ) nin siirekliliginden tij( g )’nin siirekliligi anlasilir.

Operatorlerin carpimi bunlara denk olan matrislerin carpimi anlamina geldigi
icin (1.2.3) fonksiyonel bagmtisindan tij(g) fonksiyonlart i¢in

n
tij(g)zztik(gl)Tlg’(g2)> 1<i,j<n (1.2.6)
k=1

2 2

n” esitlik sistemi elde edilir. Buyolla geG, det(tl.j(g ));é 0 i¢in tl_.j(g ) n

stirekli niimerik fonksiyonlarinin ailesi ile G grubunun n-boyutlu temsilleri
tanimlanabilir. Bu sistem (1.2.4) denklemini gergekler.
Eger A singiiler olmayan bir operatér ve L uzayindan kendisi {izerine olan

doniisiim f, = Ae, ise bu durumda {f, } tabanindaki T(g) matris temsili

1

T4 )(7(2))(4) (12.7)
formuna sahiptir. Burada (A4), {e, | tabanindaki 4 operatoriiniin matrisini

gosterir. Yani

/i = Yage (1.2.8)



dir.

T ( g) temsilinin matrisi (t,]( g )) ise belli bir T(g ) temsilinin matrisi de
m olur. Eger T ( g) temsilinin uzayr Oklidiyen ise i¢indeki tabanda
ortonormal olmalidir. Yani

(e;.e; )=6; (1.2.9)
dir. Bu durumda matris elemanlar
tl-j(g):(T(g)ej,el-) (1.2.10)

ile hesaplanabilir.

T ( g) sonsuz boyutlu temsili géz Oniine alinsin ve bu uzayda i=12,...,n

olmak iizere {e, | ortonormal tabani segilsin. Bu tabanda

T(g)e; =Zz,.j(g)e,. (1.2.11)

esitligi elde edilir. (1.2.11)’nin her iki yam e, ile skaler olarak carpilirsa

t;(g)=(T(g)ej.e ), 1<i,j<m (12.12)
bulunur.

Operatorlerin ¢arpimi matrislerin genel ¢arpimi kuralina gore yapilir. Yani

ti(g)=tal(g)(g2) (1.2.13)
k=1

dir.

T(g) L; uzaymda G grubunun bir temsili ve 4, A7 tersi siirekli olan

L;’den L; uzayimna bir lineer doniistim olsun. Bu durumda

O(g)=A4T1(g)4a™ (1.2.14)



esitligi L, uzayinda G ’nin bir temsilini belirtir. Bu ifadeden

0(g1)0(g2)=0(g122)

elde edilir. Bu yolla verilen bir T (g) temsilinden hareketle ayn1 grubun yeni

temsilleri olusturulabilir ve bunlar T (g)ye denk olarak kabul edilebilirler. Eger
O(g)=4T1(g)4™

olacak sekilde L; den L, igine bir A lineer operatdri varsa L; uzayinda G

grubunun 7 ( g) temsili L, uzayindaki G grubunun Q( g) temsiline denktir denir.

Temsillerin denkligi kavrami yansiyan, simetrik ve geciskendir. Ayrica her bir

temsil kendisine denktir. Eger T ( g), Q( g)’ye denk ise Q( g) de T ( g)’ye
denktir ve eger T(g), Q(g)’ye denk, Q(g) de R(g)’ye denk ise bu durumda
T ( g) temsili R(g)’ye denktir. Bu, temsiller {izerinde bir denklik bagntisidir.

Bundan dolayr G grubunun tiim temsilleri kiimesi temsillerin denklik sinifina
ayrilabilir.

Eger T ( g) ve Q( g) temsilleri denk ise uygun bir taban sec¢imi ile bu
temsiller 6zdes matrislerle verilirler. Yani T (g) temsillerinin L; uzayinda bir
{ek} tabani secilirse, Q(g)’nin L, uzayinda {Aek} tabani secilmelidir. Buradan

O(g)d e, =AT(g)e
elde edilir. Bu nedenle eger

T(g) e szjk(g)ej
ise

O(g)de, =4 ty(g)e; = tp(g)de;



dir. Boylece {e, } tabaninda T(g) temsili ile {de, } tabaminda O(g)

temsilinin ayni matrise sahip oldugu goriliir.
T ( g) L uzayinda G grubunun temsili ve L', L uzaymin adjoint uzayimi

gostersin.

T(g)f(x)=sr(e™)x), rer, xet (12.15)

ifadesi G grubunun bir temsilini belirler. Aslinda

T’(gl )T’(g2 )f(x)=T'(g1g2)f(x)

ve bu nedenle

T'(g )T (g, )=T"(g122)

dir. T'(g) temsiline 7(g ) temsilinin adjointi denir.

T(g )nin temsil uzaymda {e,} tabani secilsin ve f;(e;)=5, olan lineer
fonksiyonel f, ile gdsterilsin. { fl} lineer fonksiyonellerin L' wuzaymnda bir
taban olusturur ve {e;} tabanina biortogonal denir.

Eger {e; tabanindaki 7(g) temsilinin matrisi (ty( g))’ye esit ise

biortogonal tabandaki adjoint temsilin matrisi (t jl-( g_l ))formuna sahiptir. Aslinda

ey e e bl e b,
:ztik(g_l)ff( ) _th( 1) ;tﬂ( )f, (ec)

i

dir ve
g)fj :thi(gfl)fi

dir.



L uzayinda (x, y) dejenere olmayan skaler ¢arpimi verilsin. Her hangi iki x
ve y vektorll igin
(4x,y)=(x4"y)
esitligi elde ediliyorsa, 4" operatdriine bu skaler ¢arpmma goére A nmm Hermitik-
Adjointi denir. Eger T (g) L uzaymmda G grubunun bir temsili ise 7 *( g_l) de

bu grubun bir temsilidir ve

(g ) (g3 )= ez Jr(er )| =7 (g5 )=7"](2122) "]

dir. T *( g_l) temsiline 7 ( g) nin Hermitik-Adjointi denir ve T ( g) ile gosterilir.

Diger taraftan

sz(g):ti'(gil)

dir. G grubunun L uzayindaki T ( g) temsiline, eger L nin x,y vektorii ve
G nin her g elemani i¢in
(7(g)xT(g)y)=(x»)

esitligine sahipse (x,y) skaler carpimina gore iiniterdir denir. Bu durumda

(g)1(g)=E ve T°(g)=T"(g)=7(g™")
yazilir. Bundan dolayr T ( g) temsili Hermitik-Adjoint temsili ile uyusuyorsa
tiniterdir denir. Hermitik-Adjoint temsillerin matris formlart ortonormal bir
tabanda g6z Oniine alinirsa, {initer temsillerin matrisleri ortonormal bir tabanda

Uniterdir. denir. Yani

(1,(2))" =(5,(2)) (1.2.16)

dir. Bundan dolay1 bir matris igin



Siti(g)ty(g)=ti(g)ts(g)=54 (1.2.17)

J J
elde edilir. Eger T(g) temsili iiniter ve {e,} ortonotmal bir taban ise 7(g) de

tiniterdir.
Her geG i¢in xe L, iken T ( g )x c L, oluyorsa T ( g) temsil uzayr L; alt
uzayina invaryanttir denir. Bagka bir deyisle bu, T’ (g) temsillerinin her operatorii

L; alt uzaymin vektorlerini aynmi alt uzayin vektorlerine doniistliriicr demektir. Sifir

uzayl ve L uzayr olmak tlizere her T (g) temsili i¢in en az iki invaryant alt
uzay vardir. Bu invaryant alt uzaylara trivial denir. Eger bir T ( g) temsili
sadece trivial alt uzaylara sahipse T ( g) temsiline indirgenemez denir. Trivial

olamayan invaryant alt uzayli bir temsil indirgenebilirdir. G  grubunun

indirgenebilir her T ( g) temsili ile bu grubun iki yeni temsili eslenebilir.
Bunlarin ilki 7T ( g) temsilinin operatdrleri sadece L; alt uzayinda gz Oniine

almarak elde edilir. Bu temsile T (g) temsilinin L; invaryant alt uzayima

kisitlamast denir. Ikinci temsil % bolim uzayinda olusturulur. Eger T (g)
1

temsili indirgenebilir ise uygun secilmis bir tabanda bu temsillerin matrisi

(Tl(g) A(g)J (1.2.18)

formunda ifade edilir.



II. BOLUM

SO(2,3) GRUBU ILE BAGLANTILI KUANTUM SiSTEMLER
2.1 PARABOLIK KOORDINAT SISTEMi

SO(2,3) grubunun simetrik ylizeyinde parabolik koordinat sistemini

alalim.Bunlara karsililk alman kuantum sistemlerini ve grup temsillerini

inceleyerek sistemin ¢o6ziimiinii arastiralim.

R;, Pseudo Euclidean uzayinda Parabolik Koordinatlar 0 <r <o,

—0<f<©0, —0<¢,q,,q; <O Ve

=9\ -9 —q; 2.1.1)
olmak tlzere
t 1!

x, =r| cosh———e2g?

r
X, =rq,e?

t
Xy =rq,e’

r
x, =rq;e’

X =71 sinhLJrleé 2
5 D) q

seklinde wverilir. (gab):()'ca,)'cb) metrik matrisi a,b=1,2,3,4,5 olmak iizere

(g.,) = diag(1,-r/4, e, —r?e',~re') (2.1.2)
dir.

(g)" =(e")

Je =[detlg,,)]” = e (2.13)



(gab): [ Cof(gab)]t

(2.1.4)
g
kullanilarak
(¢ )=diag( 1, - 42, 1/r?e' . ~1/re", ~1/r?¢') (2.1.5)
olarak bulunur.
I { Je g a—ﬂ a,b=12345 2.1.6)
\/E ox* ox

Laplace operatoriinden yararlanarak Parabolik Koordinatlarda Laplace-Beltrami

operatoriinii yazalim. (2.1.6) dan

_ El 2 2 2
ppo L2800 1]-40 o0 4{6?_8?_8?} L)
r*or or r o2 ot ot e'|oq 0Oq, Oq,
ifadesini elde ederiz. (2.1.7) Ifadesi
~40( Jow) 1]|0°® D 0D
A gP=9 ——le?— +—[ 5 2} (2.1.8)
S ot ot ) e'|oq  0Oq, 0q;
e
olmak {iizere
3t
10| -5 0D 1
AD=——|e2 — |+—A; gD 2.19
4 ot ot | Tz 0s (2.1.9)

olarak yazilir. Bu yazilista A® operatoriiniin ilk terimi Laplace operatdriiniin

radyal kismini, A,,® terimi de [x,x ]:1 yiizeyi iizerinde tanimlanmis olan

Laplace Beltrami opretoriinii olusturur.

(2.1.8) Formunda buldugumuz A,, Laplace-Beltrami operatoriiniin 6zdeger
problemini inceleyelim.
®( 1,q1,q2.q5 )= T(1 )e™® e 'Hs4: (2.1.10)
olmak iizere

Apg :(D( taQ1=Q2a%):_G(O—+3)®( ta%aqza%) (2.1.11)



denklemini g6z Oniine alalim. (2.1.11) Denkleminde CD( t,ql,qz,%) Un (2.1.10)

yazilis1 kullanilarak

- X 2 2 2 . . .
_;t‘-geZ g+it|: a - - a > = a 2:| T( t )e’ﬂl‘he’ﬂz%elﬂz‘h 2 1 12
Yo ot e|og dq; Oq; (2.1.12)

e
= O'(O-+3)T( t )eiﬂlqlei‘uzqzei/uSqS

ifadesi elde edilir.
M=y =y = (2.1.13)

oldugu goz oOniine almirsa (2.1.12) denklemi

2 2
d Tz(t) L6470 2 Ty = o(o+3)T(0) (2.1.14)
dt d ¢

seklini alir. (2.1.14) Denkleminde

4

-3t
T(t)=e * w(t) (2.1.15)
dontigiimii yapilirsa
3
) | 2 (“2)
LA e w(t)=0 (2.1.16)

dt? 4¢' 4

seklindeki Schrodinger denklemi bulunur. Schrédinger denkleminin potansiyeli

2
v(t)y=—4 2.1.17)
4¢'
Enerjisi
-+
o+
E=__ 2) (2.1.18)
y 1.

olarak bulunur. (2.1.16) Schrodinger denkleminde

s=¢? (2.1.19)

donilistimii yapalim. Bu durumda

2 d’y(2) +Zdl//(2) +{,u222 _(O__i_%j }//(z) =0 (2.1.20)

dz? dz



seklindeki Bessel denklemine ulasiriz. (2.1.20) Denklemini x*> ’nin durumlarma

gore irdeleyelim.

1° <0 halinde (2.1.20) denklemini

Z'=uz (2.1.21)
doniisimii ile
d’y(z) | dy(2) 3Y’
z* i 22+ o+ w(z)=0 (2.1.22)

Modified Bessel denklemini buluruz. Bu tip Modified Bessel denkleminin genel
¢oziimli ¢, ve c, keyfi sabitler olmak iizere

w(z)=cJ, (iz)+ Y, (iz) (2.1.23)
bagintis1 ile verilir. Bu ¢6ziim Modified Bessel denklemi i¢in uygun ¢6ziim
degildir. Uygun ¢6ziimii elde etmek i¢in / ve K c¢oziimlerini kullanalim. (2.1.22)
Denklemlerinin ¢oziimleri

I, (x)=i"J, (ix) (2.1.24)
< 3 .
bagintis1 kullanilarak ¢ z=x, o+ 5 =V i¢in

I (pz)vel ,(uz) (2.1.25)

o+ o+
2 2

olarak bulunur. Bu c¢oziimler

T

—— [, (0)-1,(0)] (2.1.26)
2sinvr

K, (x)=

bagintisindan yararlanilarak

T

o o) Z (2.1.27)

K[G+3j s 2 sin(a + 5 2

seklinde K-Mcdonald fonksiyonu ile ifade edilir.
Boylece (2.1.22) Modified Bessel denkleminin ¢oziimiinii

t//(u z)= cch+3 (,u z) (2.1.28)

seklindeki ifade etmis oluruz.



Boylece (2.1.14) denkleminin ¢oziimii

t

0=—%+ip, z=e 2, \/E=p (2.1.29)

olmak {izere

il i
T(t)=4e 41@{ ue 2] (2.1.30)

3 . .
bulunur. Bu ¢6ziim 0:—E+ip nin siirekli degerlerine karst gelen ¢oziimdiir ve

(2.1.17) 1ile verilen V(¢f) potansiyeli pozitif isaretlidir. Dolayisi ile potansiyel
kuyusu yoktur, siirekli zemin vardir. Cozliim ifadesindeki ¢, normalizasyon

katsayisint  bulalim. Bunun i¢in 6nce (2.1.30) seklinde bulunan ¢6ziimiin

asimptodlarin1 arastiralim. z=e ? degeri t—>—w igin z—>ow ve f—>© icin
z—> 0 olur. Diger taraftan
(x/2)" x’
I (x)y=——= F| v+1—— 2.1.31
» (%) Mo+’ 1[ 4j ( )

2

bagintisinda £, [ v+1- XT] terimi

2
limOFl[ v+1,—"7J =1 (2.1.32)
dir. (2.1.31) denklemleri ve (2.1.32) limit 6zelliginden
ot ip _—ipt/2
Iue? _ w2 e (2.1.33)
I(1+ip)
z—0

t
oldugundan (2.1.26) kullanilarak K,,| e 2 |igin

Kip(y e_t/z): ﬁ[lﬂp (,u e )—Il-p (y e )] (2.1.34)

¢Oziimii bulunur. o ’nin siirekli degerleri i¢in



[7(0) T de=5( p-p)

ortogonallik kosulunu goz Oniine alarak

0

—00

den (2.1.33) ve (2.1.34) bagmtilari1 kullanarak

jclKip( H e_t/z)

51K_,-p( pe? )dt =5(p-p')

4sinh? 7

—00

[(1-ip)

r(1+ip)

o5 [(mz)fp(ef/z)” (mz)fp(e“)”}

r(1+ip')

r(t-ip")

[(,,/ N ) () ] dt=5(p- )

ifadesi elde edilir. Bu ifade de

0

1
27

—00

- Iei(/?—ﬂ')ada =5(p-p')

© (ﬂ/z)—i(p+p’) (ez/z )"(P“‘P’)
R e T (e

dt =0,

T(1+ip) T(1-ip)=—L~

oldugundan ¢; i¢in

|C1|2

degeri bulunur.

p sinh pr

72_2

sinh g7

(2.1.34) bagintisi, (2.1.33) ve

sini prr =i sinh pz

esitligi kullanilarak
Kip (/1 e ):

olur. Asimptot ise

T

P

(p=p)

p)ole )

2i sinh prr

r(1-ip)

[(1+ip)

(2.1.35)

(2.1.36)

(2.1.37)

(2.1.38)

(2.1.39)

(2.1.40)

(2.1.41)

(2.1.42)

(2.1.43)



) (2.1.44)
2i sinh pz T(1+ip)

olmak tzere

K (ue)=—"— [Z )T A (e i”] 2.1.45
HIZ(,ue ) 2i sinh pr (e ) " (e ) ( )
dir.
S-matrisi
A 2ip 1—‘(1 — ip)
S===- 2 — 2.1.46
1 (/U/ ) F(l N ip) ( )

olarak elde edilir.

1> >0 olmast hali :

z° dzdl/;gz) +z dl/;iz) + {Uzz2 —(O'Jr%j }//(Z) =0

denkleminde z'= u z donisimii yapilirsa denklemi

2 dzdl/;gz) _I_Zdl/;iz) _{22 _[G+%j ]l//(Z) -0 (2.1.47)

bir Bessel diferansiyel denklemine doniigiir. z=0 noktast bu denklemin bir
diizgiin tekil noktasidir ve denklem Frobenius yontemi ile ¢oziiliir. Denklem
w(z)=Da, 2 (2.1.48)
r=0
seklinde bir seri ¢oziim kabul eder.

dy(z) d’y(z)
dZ ’ dZZ

l//( z ), degerleri (2.1.47) denkleminde yazilir ve
diizenlenirse

2
nz—(6+%j =0 , ag #0 (2.1.49)

indis denklemi ve a, =a;=...=a,,, =0 olmak lizere



- ar—2

a, = r>2 (2.1.50)

(n+r) —[a+3j
2
rekiirans bagintis1 bulunur.

(2.1.49) Indis denkleminin kokleri,

n= i(a + Ej dir.
2

nz(ﬁij (2.1.51)

2

igin

aq (2.1.52)

dir. (2.1.52) Bagmtisinda
1

5
o+=
2 2 F(U-I—Sj
2

seklinde secilirse (2.1.47) denkleminin (a+%j basamaktan birinci ¢esit Bessel

ag =

fonksiyonu olarak adlandirilan

00 2r+o-+§ ( 2r+( 0'+Ej
J s()=Y 1)y —= 5] ’ (2.1.53)
7 r=0 r!F£r+G+§jK2

seklindeki ¢6ziimii bulunur.

(2.1.47) Denkleminin ikinci ¢oziimii ise indis denkleminin 7 =—[0'+%j

degerine karsilik gelen ¢oziimiidiir ve bu ¢oziim,

(2.1.54)



olarak bulunur. (2.1.47) Denkleminin ¢6ziimii ¢, ve c¢5 keyfi sabitler olmak

luzere

w(z)=cyd (wz)+cyY 5(uz) (2.1.55)

olarak bulunur.

“ w(z )|2 dz <o oldugundan J 3 (uz) c¢oziimii gecerli olan ¢oziimdiir.
2

Y 3(,uz) ¢Oziimii ise z=0 da regiiler degildir.

o+=
2

Boylece (2.1.47) Bessel denkleminin o =/ kesikli degerleri i¢in ¢oziimii

w(w)=cz@+s(w)=ci(—l)r ﬂ[ ( 2)5)@%{%} (2.1.56)
2 r=0 AL r+o+=
2

olarak bulunur ve (2.1.14) denklemi i¢in z =2 oldugundan

3 L
T(t)= cz(e_t )ZJ pe 2 (2.1.57)

£+E
2

dir. Bulunan bu ¢6ziim kesikli degerlerine uygun gelen c¢oziimdiir. (2.1.57)
potansiyeli negatif isaretlidir ve potansiyel kuyusu vardir.

(2.1.57) Coziimiindeki ¢, normalizasyon katsayisint bulalim. Bessel

fonksiyonlarinin ortogonallik kosulu v > -1 olmak iizere

0 ! ! 0 "z

J‘J2m1+v+l(z )*,]2m+v+l(z )dz' _ 1 n (2.1.58)
z - ,m = ml

0 4my +2v +2

bagintisi ile verilir.

, m=my, 2my =/ alinirsa

N | =

Bu bagintida v =

(2.1.59)

olur.



_[ | (1) |2dx =1 ifadesinde; parabolik koordinatlardaki invaryant hacim

elemaninin

1 ;
dx =— ( )Zdtdql dq,dq, (2.1.60)

\/gz

oldugu g6z Oniine alinarak

[l 7( |dx_—jT () e'far =1 (2.1.61)
veya

e IJ (ﬂet )f“;(ﬂe"/z)fﬁl (2.1.62)
ifadesi elde edilir. Burada z'= ,ue_t/ 2 olmak iizere

e |2_I th(z' )JM;(Z’ W =1 (2.1.63)

bulunur. (2.1.59) ile (2.1.63) esitlikleri karsilagtirilirsa ¢, normalizasyon katsayisi
i¢in
ey [P =2043 (2.1.64)

bulunur.

2.2S0(2,3) GRUBUNDA PARABOLIK KOORDINATLAR

X=[xx]= xt+x3 — x32 —x7 - x52 Hiperboloidi tizerinde parabolik
koordinatlar;
—w<t<om, —0O<A<o —oo<b<oo 0<0<2r (2.2.1)

i¢in b2 <0 olmast halinde



b, =bsinh
b, =b cosh a sin 6 (2.2.2)

by =b cosh o cos 6

ve b? =—bf +b3 +b; bikiiresel koordinatlar olmak iizere,

x| = COSh£+l€I/2b2
2 2

x2 = et/zbl
x; =e%b, (2.2.3)
X4 = et/2b3

X5 = sinh - —let/zb2
2 2

ile verilir.

X hiperboloidi iizerindeki A, , operatorii

T(g)F(x):F(xg), xeX, geSO(p,q) (2.2.4)

temsilinin Casimir operatoriidiir. Bu nedenle SO( p-q ) grubunun temsili igin
i a(es)=[[xn |7 exp( inb)dh (2.2.5)

ile verilir ve burada [ x,k |° fonksiyonlarna bu hiperboloid iizerindeki diizlem

dalgalar denir. Matris elemanlar1

A, tg‘”;{ﬂ}( g. ):O'( G+p+q—2) té‘m{ﬂ}( g, ) (2.2.6)

denklemini saglar. Boylece

Aleh ) =c(oc+prg-2)[x.h ] (2.2.7)



dir. Bundan dolay1 [x,h ]G diizlem dalgalar1 hiperboloid tizerideki A, , operatori

icin 0zdeger probleminin realizasyonunu verir.

SO( 2,3) da parabolik koordinatlarda diizlem dalgay:r ifade edelim. Bunun

icin (2.2.3) koordinatlarin1 ¢ — o i¢in yazalim;

g2] L 12 g2 2 11,0 2238
e{zz 317233322 ()

seklide ifade edelim.
b2 = —b{2 + béz +b§2 , —w<bh' <o (2.2.9)

olmak iizere, (2.2.8) ifadesinin parantez igini
h:{ %(Hb'z)bl’,bé,bg,%(l—b’z)} (2.2.10)
ile gosterelim.
[x.h ], =|[xh]|"Sign[ x,h ], =0, (2.2.11)

seklinde ifade edildiginden [x,h] icin (2.2.3) ve (2.2.10) koordinatlarindan,

(2.2.9) denklemi kullanilarak
! 1 t/23.2 /2 /2 /2 4 1 /272
[x,h ]: ch—+—e""b”,e""b,e""b,,e" b,,sh———e""b
2 2 2 2

B(l+b’2lbl’2,b;2,b3’2,%(l—b’2)}

[ x,h ]:%e_t/z+%e’/2[b'2—2bb'+b2] (2.2.12)
veya

[ x,h ]:%et/z[e_t +(b—b’)2] (2.2.13)



bulunur. Burada,

2=(0.,0), wu=(u, ups)

2 2. 2, 2
M™=—pp +py 3, (2.2.14)

Hh=—pihy + pyhy + p3hy
ve g=hg, ,heH olmak iizere
dh=db’ (2.2.15)
dir. (2.2.15) ifadesini
b{ =b' sinh «
by =b' cosh a sin @ (2.2.16)
by =b' cosh a cos 0
olmak {iizere

db' =b'* cosh a db' da dO (2.2.17)

seklinde yazalim.

(2.2.13) Bagintis1 (2.2.5) de yerine yazilirsa SO( 2,3 ) grubunun parabolik

koordinat sistemindeki

l(i;{,,}( g )= I

E

L (2.2.18)

(—%ef/zj [e" +(b’—b)2]

seklindeki ifadesini elde ederiz. (2.2.18) de b'—b=5b" donisimii yapilirsa

dh=db' den

t({i;{ﬂ}( g, )= ei“b( %et/zjaﬂ [e_t +b"2] ‘Gei“b”db" (2.2.19)
E

olur. (2.2.19) da,



7(t)= Geﬂj ﬂ [e—f +b”2] ‘Geiﬂ Y db"
E
seklinde tammlanirsa (2.2.19) denklemi
i (8 )=e""T(1)
seklinde yazilir.
H= ( #4,0,0 )
segersek
b" = ( b{,b3,b3)
den
pb"=| || bf|sinh &

ptq—2

veya u b"=pu b"sinh a olur. o=- 2+ip dan

3.
0:—5+zp ve z%=—

eizr
- 2z

olur. (2.2.25) de

olmak {lizere

0w o 21
j J j f [22 +b"2]"e"ﬂ b'sinhapn2 oosh o dO do db”
00— 0

x =sinh «

doniistimii yapilirsa

z +b"2 e* v p"? ab"dx \d O
o571 }
0

veya

(2.2.20)

(2.2.21)

(2.2.22)

(2.2.23)

(2.2.24)

(2.2.25)

(2.2.26)



i
e

T(t)= 27{ o ] oﬂ [ 22 +b"2] ‘Gboz db"
0

olur. Diger taraftan,
s .
Ie’”bxdxzé'( ub")
—00

oldugu goz oOniline almnirsa (2.2.27) ifadesi

i

T(t)zZ;{e JG oﬂ [ 22 +b”2”0b”2 S( ub")db"
0

2z

seklinde yazilir.

Oﬂ [ 221572 "5 S(ubt)db" =0
0

)
J‘ez,ubxdx

—00

Oldugundan (2.2.20) ile tanimlanan 7(¢) ¢éziimii igin

T(t)=0
bulunur.
b? >0 oldugunda bikiiresel koordinatlar
b, =¢&' b cosh a
by, =b sinh o sin 6
by =b sinh a cos 6

Ve

b* = bl —b3 —b}

dir. (2.2.13) Igin yapilan islemler tekrarlanirsa diizlem dalga igin

[xn ]=—%et/2[e_t +(b’—b)2]

(2.2.27)

(2.2.28)

(2.2.29)

(2.2.30)

(2.2.31)

(2.2.32)

(2.2.33)

(2.2.34)



ifadesi elde edilir. Diger taraftan (2.2.15) ifadesi
b{ =&" b’ cosh a
by =b' sinh « sin 0
by =b' sinh « cos 0
olmak tiizere,
db' =b'*sinh & db’ da dO
seklinde yazilir. (2.2.22) ve (2.2.23) ’e benzer sekilde

cosh a

"
bl

pb' =

(2.2.35)

(2.2.36)

(2.2.37)

yazilir. (2.2.36) ve (2.2.37) den (2.2.25) ¢oziimiindeki benzer islemler yapilirsa

1 o 0021 o
T(t):( ] ”H[zhb"z]\ eleH VO a2 sinh o 4O dor db”

22) %00

bulunur. @’ya gore integral alinirsa (2.2.38) ifadesini

T(t)=2ﬂ(-21 j” [ +b”2H0b”2 db" [ &4 inh @ de
z
0

0

seklini alir. (2.2.39) Ifadesindeki

o0
Ie’g”b cosh @ sinh ada

0
integralinde
cosh ¢ = x

dontistimii yapilirsa

o0 o0
J‘ezsyb cosha sinh ada = J'ezs,ub X dx

0 1

bulunur. (2.2.42) nin ikinci yaninda bulunan integral hesaplanirsa

(2.2.38)

(2.2.39)

(2.2.40)

(2.2.41)

(2.2.42)



[o0)

1

"

[eH e = — ¥ (2.2.43)
1 ie'ub
bulunur. (2.2.43) Kullanilirsa
O 0
T(t)="2" (Lj [l [ 22 472 ]‘Ueig’ﬂb"b"db" (2.2.44)
isu\2z 5

ifadesi elde edilir. (2.2.44) ifadesi &' ==1 igin

2 ( 1 7% " O by g T " O i g
T(t):w(zz] {l 245 2]\ ' dp —l 245 2]\ e '} db} (2.2.45)
veya
T(r)= E(LJGT\ [=2 0] 7 e (2.2.46)
iu\2z 0 o
seklini alir.
ipb"  —iub"
% = isin ub" (2.2.47)
Oldugundan (2.2.46) integrali
(1 7% 2 w2 |11 2 " "
7(r)="%| — ﬂ [22+p H b"sin(ub"\db (2.2.48)
u\2z 0
olur. Diger taraftan
2 .
J1/2 (Z) =, —SIinz (2249)
nz

den

sin ub" = /”‘;b Jyj2 (ub") (2.2.50)

degeri (2.2.48) de yerine yazilirsa



oS ]l

elde edilir.

o0 v+l v-n .1
J-Jv(bx)x = a b Kv—n(ab)
0 [xz +a2]q 2"T(n+1)

formila kullanilirsa

icin (2.2.51) ifadesi

232
() A LA LSSy Sy

T (o) e

seklini alir.

J——E+i z=e¢ 2
PR

Oldugu dikkate alinirsa (2.2.53) ifadesi

—31/4 _t
r(s)- b2 ‘ Kl.p[,,,ez}
)

olur.

(0 V2 1y

(2.2.51)

(2.2.52)

(2.2.53)

(2.2.54)

(2.2.55)



1. BOLUM

SO(3,2) GRUBU ILE BAGLANTILI KUANTUM SiSTEMLER

3.1 BIKURESEL KOORDINAT SISTEMIi

SO(3,2) Grubunun simetrik yilizeyinde Bikiiresel koordinat sistemleri igin
kuantum sistemlerini inceleyelim.
R;, Pseudo-Euclidean uzayda Bikiiresel koordinatlar
x, =r cosh a cos 0
x, =r cosh & sin 6 cos ¢
x; =r cosh a sin @ sin ¢ (3.1.1)
x, =r sinh o sin
x; =r sinh a cos ¥
O<r<w, O0<a<owx, 0<o,y<2r, 0<6 < seklinde ifade edilir. Bu
koordinatlarda metrik matris ise ylizeye teget vektorlerin skaler c¢arpimi ile
tanimlanir ve
(gs)=1%, 5,1, ab=123..5 (3.1.2)

bagintisindan

(gab): diag( 1, -2, 7% cosh? @, r* cosh? « sin @, — 2 sinh? « ) (3.1.3)

olarak bulunur. Bu matrisin tersi (g, )" =(g”b) ise



(g)l/2 = (det(gab))l/2 =r* cosh « sinh « sin (3.1.4)

olmak {lizere

t
a. CO a.
(g")=—( f 8) (3.1.5)
g
bagintisindan

1 1 1 1
)= diag| 1, ——, , , — 3.1.6
(g ) & r* r*cosh’ @ r’cosh” asin @ r’sinh’® « (3-1.6)

bulunur. Bikiiresel koordinatlarda Laplace operatorii ise @ = (D( a, 0,0, v )

olmak {izere

A= O (@ gabai’] ab=1,.5 3.1.7)
X

den

2
AD 1 0 552+L _ aiq)+(2tanha+cotha)a£
oa’ oa

(3.1.8)
1|0 op 1 '® 1 90
——+cotd—+ -
cosh? a| 06 90 sin? g 0p® sinh’a oy’
olarak bulunur. (3.1.8) Seklinde ifadesi bulunan Laplace operatoriinii
1 0 ,00 1
AD =—— —A, ;D (3.1.9)

-—7r'—+
rPor  or 1’
seklinde yazarsak (3.1.9)’un ilk terimi Laplace operatoriiniin radyal pargasmi A, ,

de yiizey lizerinde tanimlanmisg Laplace Beltrami operatoriinii olusturur ve

+(2tanh a + coth « )i

62
o] |
oa’ da (3.1.10)

1 0’ 0 1 0 1 0’
+ 5 ~+cot 0—+—; oo 5
cosh” a| 060 060 sin” 6 op sinh” a | Oy




seklinde yazilir.
(3.1.10) Ifadesi ile verilen A,, Laplace Beltrami operatdriiniin 6zdeger
problemini inceleyelim. SO(3,2) icin
A, ,0(a.0,0,y)=-0c(c+3)0(a.0,0,v) (3.1.11)
denklemini yazalim.
®(a,0,0,p )=T(a ) SO ) e™e™ (3.1.12)

Seklinde yazilirsa (3.1.11) denklemi (3.1.10) ile birlikte

2 2 2
- a—2+(2tanha+cotha )i + ! 5 a—2+cot9i+ 12 a—z
da oa | cosh” |06 00 sin“ 6 op (3.1.13)

I i
sinhzozal//2

}T(a ) S(@ )eim?)einw — —O'(O'+3 ) T((Z ) S(H )eim(peiny/

seklini alir.

(3.1.13) Denklemi diizenlenirse

b

cosh?

+{— {&(S)Jr@tanhowrcotha )dT(a) :|+ n” T(a )}S(G ) (3.1.14)
da da

=—o(c+3)T(a)S©)

d*s() as@) m?
——2t+cotd——=————S(0 T
do? df  sin? @ )| 1)

olur. Buradan
2 2
d S(9)+Cot0 ds) m

46’ o g 0)=—vlv+1)50) (3.1.15)

d°T(a dT (a viv+1 n?
#+(2tanha+cotha) ( )+( b )— ]T(O‘) (3.1.16)

da da cosh’a  sinh?«a
= 0'(0' +3 )T (a )
seklinde iki diferansiyel denklem elde edilir. (3.1.16) Denkleminde v =0 ve

n =0 alimirsa denklem



6izT(a)+(2tanhoz+coth05 )dT(a ) =o(c+1)T(a) (3.1.17)
da da

seklini alir. (3.1.17) Denklemi

T(a)=(cosha )" (sinher )yl ) (3.1.18)
déniigimii ile
1
d;‘/;(f‘)+ Si;h‘ja—(m%jz wla)=0 (3.1.19)

Schrodinger denklemine doniistiiriiliir.

(3.1.19) Denkleminin potansiyeli

Va)=—Y : (3.1.20)
sinh” &
Enerji ise
E:—(O'-‘r%j (3.1.21)

dir. Siirekli degerler icin
3 . 2
o= 5 +ip, E=p°>0

dir.
Diger taraftan O<a <o olmak iizere 0 ve oo degerleri (3.1.17)
denkleminin singiiler noktalaridir. Bu denklemde
T(a)=cosh” a W(a) (3.1.22)

doniistimii yapilirsa denklem



de(a)+[
da*
+[/1(/1+1)tanh2a+2/1—0(0+3)]W(a):O

2(A+1)tanh + coth ]dVZ—(O‘)
a

sekline doniigiir. (3.1.23) Denkleminde
z =tanh’a

doniisiimii yapilarak

sinh? o = , cosh? @ = ! , d—W=2\/;(1—z)d—W,
-z -z da dz

d*w Y 4 ) dw

— =4z(1-z) = +[2(l—z) —4z(1-z2) —

degerleri denklemde yerine yazilirsa

2
42(1—22 )‘;VZV+[2(1—Z)(2—2+2/12) aw
zZ zZ

+[24+AA+1)z-0c(c+3)]W =0

e e iy Gl T

seklindeki denkleme ulasilir. (3.1.26) Denklemi

z(l—z)dz(p(z)+[c—(a+b+1)z]d¢d—(z)—ab(p(2):0

olan bir hipergeometrik denklem oldugu goriiliir.

(3.1.23)

(3.1.24)

(3.1.25)

(3.1.26)

(3.1.27)

(3.1.28)

(3.1.26) Denkleminin z =0 civarindaki regiiler ¢oziimli, ¢ =1 oldugundan

w,=F(a,b1,z)

(3.1.29)



veya

l%:F(—%y_Z_RLthaj (3.1.30)

- -o-1
WZ:zlczFl(—%, 2 ,—c+z;zj

seklindeki ikinci ¢oziimii ¢ =1 degeri icin benzer sekli alir.
Boylece (3.1.22) i¢in

T(a)zclcoshGaF( —%,%_l,l, tanhzaj (3.1.31)

bulunur. Diger taraftan

—11/2
va(z)zzy(zz_l)ﬂ/ ZVHH 1
r(l-p)
(3.1.32)
N7 [ IVE Y VR PN S B
A
Pj‘(z)’nin acilimlart (3.1.32) formiiliinde 4 =0 alinirsa formiil
I v v 1
P(z)=z"F ———, -—, 1, 1-— 3.1.33
.(2) (2 >3 j (3.1.33)
seklini alir.
(3.1.31) de o=v—1 alirsak ifadesi
T(a)=c cosh" o F l—K,—K,l;tanhza (3.1.34)
2 2 2
veya
T(a)=c;cosh™ a cosh” & F(%—%,—%,l;tanhzaj (3.1.35)

seklinde yazariz. Bu ifadede

z=cosha (3.1.36)



dontlistimii yapilir ve sonug (3.1.33) ile karsilastirilarak
s 1 voov 1
P(z)=zF E__’_E’Ll__ (3.1.37)

oldugu goriiliir. Bu deger (3.1.35) de yerine yazilirsa
T(a)zcl(cosha)_IPV(cosha) (3.1.38)

elde edilir. o =v -1 oldugundan

v:—%ﬂ'p (3.1.39)

igin
T(a)=c(cosha ) ' P, (cosha )=ci(coshar ) Py, (coshar ) (3.1.40)
bulunur.
(3.1.31) Cozlimiinde c¢; normalizasyon katsayist hesaplanirsa, o ’nin siirekli

degerlerindeki ortogonallik kosulu

[| 7@ dx=5(s"-5) (3.1.41)
olarak verilir.
4y = I(c)(c—a-b) ve A= F(c)r(a+b—c) (3.1.42)

[(a)r(s)
olmak iizere Hipergeometrik fonksiyonlarin analitik devamlilik bagintisi

F(a,b,c;z):AZF(a,b,a+b—c+1;l—z) (3.1.43)
+ Ay (1-2) " F(c—a,c—b,c—a—b+1;1-2) |arg(1—z)| <r
dir.
(3.1.28) Denklemindeki a,b,c degerleri (3.1.43)’de yerine yazilirsa analitik

devamlilik bagintisi



2 2 2 2

1 o+2 o+3 5 1
t Ay ——— |F I e
cosh” & 2 2 2 cosh” a

seklini alir. (3.1.44) Ifadesindeki A4; ve A, katsayilari

o=-3/2+ip , 0<p<w
i¢cin
4 - I(ip)
r ip+7/2 r ip+3/2
2 2
A2= F(_lp)

r(—1’,0+7/2JF(—1',0+3/2)
2 2

dir ve Asimptotik degeri (3.1.31) ve (3.1.44) bagintilarindan

T(a)=01cosh"a{Alp(_O"O'—l;—o-—l; 12J
cosh” «

2 2 2
o+3/2
+A2[ 12 ] F(a+2,a+3;6+5; 12 ]
cosh” & 2 2 2 cosh” «

olarak bulunur. (3.1.47) Ifadesinin a — o igin limiti almirsa

lim tanha = +1

o—>0

lim F _g’—a—l;_a_l; ! =1

a—o© 2 2 2 COShZOK
oc+2 o0+3 o+5 1

lim F , ; ; =1

a—0 ( 2 2 2 coshza]

lim cosha =

o—>0

lim e% =

a—>0

1

2 cosh’a J (3.1.44)

(3.1.45)

(3.1.46)

(3.1.47)



e 2P (3.1.48)

I

. 1
hm( 5 j
a—o\ cosh” a

oldugu goriiliir. Bu degerler (3.1.47) ifadesinde yerine yazilirsa 7T(o) c¢oziimiiniin

asimptotik degeri

T(Ol) :Cl(e—a)3/2[Ale[pg +Aze—ipa] (3149)
olarak bulunur.

Bikiiresel koordinatlarda hacim elemant;
\/de = 1*4(coshoc)2 (sinh o )da (3.1.50)

seklindedir. ¢; normalizasyon katsayis1 (3.1.41) den

J’T(oz)Toz)(coshoz)2 sinhada =5(p' — p) (3.1.51)

seklinde yazilir.

o0

i je"(f"—/’)da —5(p'—p) (3.1.52)

—00

esitliginden o fonksiyonu kullanilarak c; sabiti

2 1
o =——— (3.1.53)
274, (p)
olarak bulunur.
(i
AP =—7 +7/2(p)i +3/2 (.1.54)
7S
2 2

oldugundan S-matrisi



)1

(ip)

[zp+1/2 r 1p+3/2j

(ip)

(lp+l/2jr(lp+3/2j

4
§=2L -
4

’1

olarak elde edilir.

Diger taraftan (3.1.15) denkleminde
z=cos6

doniigiimii yapilirsa denklem

2 2
ﬁ:_sngﬁ d’s :—cos@£+sin26?ﬁ
do Az’ 462 dz dz?

den

d?s ds m?
(1 4 )CIIZ—Z—ZZZ+|:V(V+1) 1_22:|S:0

Birlesik Legendre diferansiyel denklemine doniisiir. (3.1.57) Denklemi
/2
s(z)z(zz—J" W(z)

ds = mz( 2 —l)m/z_lW + (22 —l)m/2 aw

dz dz
27225 (Z —lyn/za;ZWererZ( lynuldW

+[m+2m(m - 2)z ](z -1 > 1W

dontigiimii ile denklemine ulasir. Bu denklemde

(3.1.55)

(3.1.56)

(3.1.57)

(3.1.58)

(3.1.59)



aw _ 1dw

dz  2dz
d’w _1d*w
dz> 4 d?
doniisimii ile
2
z'(1—z')d W+(m+1)(1—2z’)d—W+(v—m)(v+m+l)W:O
dzz dZ’
veya
2
Zf(l_z')“;VZV+[(m+1)_z(m+1)zf]‘ZV,_(V_m)(v+m+1)w:o (3.1.60)
yA zZ

seklinde yazilir. (3.1.60) Denklemi

x(l—x)y"+[c—(a+b+1)x1y'—aby=O (3.1.61)
hipergeometrik denklemi ile karsilastirilirsa

c=m+1l, a=m-v, b=v+m+1
olmak iizere ayni oldugu goriiliir.

(3.1.61) Denkleminin bagimsiz ¢oziimleri

Wy = Fyy(a,b,c;x)

Wy =x"Fy(a+1-c,b+1-¢,2—c;x) (3.1.62)
oldugundan (3.1.60) denkleminin bagimsiz ¢oziimleri

Wy =F(m-v,m+v+l,m+1,z)

Wy=z"F(-v,v+1l1-m,z') (3.1.63)
seklindedir. Buradan da (3.1.60) kullanilarak (3.1.59) denkleminin ¢o6ziimleri

olarak



/4 :F(m—v,m+v+1,m+1,17_j

1-z\" -z
W, = Fl—v,v+11-m, (3.1.64)
2

bulunur.

(3.1.58) den (3.1.57) denklemi igin

12(1-z\" -
S(Z):(ZQ_J" (lzzj F(—v,v+1,1—m;122j

s(z) = (_ 2)’" F(l - m) F(l(z—zn;)gn— 1)'" F(— v,v+11—m, 1 ;zj

veya

m/2
(Z+1) F(—v,v+1,1—m;l_zj
)m/2 2

=(=2)"T(1-m)
s(z) = (=2)"1( mll‘(l—m)(z—l

ifadesi yazilir ve

1 z+1 mi2 1-z
P (z)= — Fl-v,v+11-m; 3.1.65
- F(l—m)(z—lj ( 2) (3169

bagintis1 gdz Oniine alinirsa
s(0) = (=2)"T(1—m)P" (cosH) (3.1.66)

¢Oziimii bulunur.



3.2S0(3,2) GRUBUNDA BIiKURESEL KOORDINATLAR

R;, Pseudo-Euclidean uzayda Bikiiresel koordinatlar
O<r<ow, O0<a<ow, 0<o,wy<2r, 0<f<r
olmak {izere

7 cosh a cos 6@

=
Il

X, =r cosh a sin @ cos ¢

x; =r cosh o sin @ sin ¢ (3.2.1)
x, =r sinh o sin
x; =r sinh a cos ¥

bagintilar1 ile verilir.
X= (xl,xz,x3,x4,x5 ) ’den o —> o0 igin
s :( cos @', sin ' cos @', sin @'sin @', sin ' cos y' ) (3.2.2)
den

2, 2,2 22
[ 5.5 ]:[51 T8 S8y =85, =S5 ]

0 (3.2.3)
dir. (3.2.1) ve (3.2.2) den diizlem dalga i¢in

[ x,s |=cosha [ cos@cos@’ +sin@sin'( cospcos @’ +sinpsing' )]

_ . _ 3.2.4)
—sinh [ siny siny’ + cosy cosy”’ |
ifadesi bulunur. (3.2.4) ifadesinde =0, =0 almirsa
[ x,s ]=( cosharcos@ —sinhacosy") (3.2.5)

bulunur.

Parabolik koordinatlara benzer sekilde



t(i;Ok(a): I “x,s | ds (3.2.6)

srt st
dan
m2r 2w
té(H;Ok (a )=J I H coshacos@' —sinhacosy’ |7 sind' do' dy' do’ (3.2.7)
000
veya
2r| &
t({,;Ok ()= 2;1J‘ ” cosha cos@' —sinh ax cosy’ |0 sin@' d@' |dy' (3.2.8)
oL o
seklinde yazilir.
Bu ifadenin
“ cosha cos@' —sinh a cosy’ |‘7 sinf’ do' (3.2.9)
0
integralinde
x =cosf’ (3.2.10)

dontistiirmesi yapilirsa integral
1
ﬂxcosha—sinhacosy/’ |adx (3.2.11)
-1

seklini alir. (3.2.11) ifadesi

1

“x—tanhacosy/’ |U( cosha )7 dx (3.2.12)

-1

seklinde ifade edilerek (3.2.8) integralinde yerine yazilirsa

2 1
t({[;ok(a)zbzf (cosha )° “ x—tanhacosy' | dx |dy’ (3.2.13)
0 -1

bulunur. (3.2.13) Esitligi



0
t(i;ok(a)=47r(cosha )0{ “ x —tanh @ cosy’ |adxdl//’

O — N

LN

7l
+II| x —tanh & cosy’
00

dedty'}

(3.2.14)

seklinde iki integralin toplami olarak ifade edilir. (3.2.14) Toplaminin ikinci

integralini
71 7/2 1
f ﬂ x—tanhacosy’ | dxdy' = j ﬂ x—tanhacosy’ | dxdy’
0 0 0 0

T 1
+I ﬂ x—tanha cosy’ |7 dxdy’

/2 0

seklinde yazalim. Bu integralin ikinci parcasinda

4 !

y =rn-y
donsiimii yapilirsa

1 /21
_H x—tanhacosy' |” dxdy' = I _H x —tanh ax cosy’ |dedt//’
0 00

(=R e L |

721
+ I J.| X + tanh @ cosy’ |dedl//'
00

veya
71 7/2 tanha cosy
J-J.\ x —tanha cosy’ \dedz//' = I I( tanha cosy' — x )° dxdy'
00 0 0
7/2 1 7/2 1
+ I I(x—tanhacosy/' )7 dxdy’ + J J‘\ x +tanhacosy’ | dxdy’
0 tanhacosy 0 0

esitligi elde edilir.
(3.2.14) Integralinin birinci parcasi olan

7 0
J- “ x —tanha cosy’ | dxdy’
0 -1

(3.2.15)

(3.2.16)

(3.2.17)

(3.2.18)

(3.2.19)



integralinde x =-x" donistiirmesi yapilirsa integral
7 1
j “ X+ tanh a cosy’ |0dxdt//’ (3.2.20)
00

sekline doniisiir. (3.2.20) Integralini (3.2.18)’e benzer sekilde

71 /2 1
f“ x + tanh a cosy/’ |6dxdt//' = I I( x+tanhacos1//')0dxdt//'
00 00 (3.2.21)

T 1
+ I “ x +tanh  cosy’ |6dxdl//'

/2 0
veya
71 7/21
U| X+ tanh a cosy’ |0dxdl//' = I I( x+tanhacosy’ ) dxdy’
00 00 (3.2.22)
7/2 tanha cosy /2 1
+ I j( tanh cosy’— x )” dxdy’ + j I( x—tanha cosy’ ) dxdy’
0 0 0 tanhacosy
seklinde yazilir.
(3.2.22) ve (3.2.18) integralleri (3.2.14)’de yerine yazilirsa
7/2 1
té{H;OA (a)=87(cosha )G{ j _[( x + tanh ez cosy’ ) dxdy’
00 (3.2.23)
7/2 tanh & cosy 7/2 1
+ I j( tanha cosy'— x )” dxdy’ + I f(x—tanhacosy/ )7 dxdy’
0 0 0 tanhacosy

ifadesi elde edilir. (3.2.23) Gdsterimini olusturan integralleri heasaplayalim.

1
I (x + tanh excos ') dx (3.2.24)
0

integralinde
y=x+tanhacosy’ (3.2.25)

dontigiimii yapilirsa



( x+tanhacosy’ )" dx = 11[( 1+ tanhercosy’ )°*! —( tanha cosy’ )G“] (3.2.26)
o+

S —_— —

olur. Diger integraller ise

tanha cosy’

I( tanhercosy’—x )7 dx = L( tanh  cosy' )° ! (3.2.27)
0 o+1
ve
1 1
I(x —tanhacosy’ ) dv = ——(1—tanhacosy’ )C’Jrl (3.2.28)
tanha cosy’ o+l

dir. (3.2.26), (3.2.27) ve (3.2.28) integrallerinin degerleri (3.2.23)’de yerine

yazilirsa

7/
té‘”;ok(a)=87r( cosha ) U{%j (1+ tanh ez cosy” ) dy’

(3.2.29)
/2
+ I(l— tanh  cosy/’ )‘Hldt//'}
0
veya
P _ 87( cosha )_1
0,0, (@) o+l
s s (3.2.30)
. I( cosha +sinha cosy’ )” ™ dy'+ I( cosha —sinhacosy' ) dy’ ]
0 0
bulunur.
(3.2.30) ifadesini olusturan integralleri hesaplamak igin
/2 \/; 1
cosh B +sinh Bcosx )" sin™* xdx =——sinh" F( ——v ]PV cosh
J (cosh f-+sinh fcos x ) wdv=rsih (BT 3 Boh ) g

(Rev < lj
2



formiiliinii v=0 igin

7/2
I( cosh 8 +sinh Bcosx ) dx = 7P, ( cosh ) (3.2.32)
0

seklinde yazar ve (3.2.30) un ilk integraline uygularsak

/2
: o+l r_
+ 2.
ﬁj( cosha +sinhacosy’ )°" dy' = 7P, ( cosha ) (3.2.33)
0

ifadesini buluruz. (3.2.30) un ikinci integralinde « =—«a' doniistiirmesi yapilirsa

/2
I( cosha —sinhacosy’ )‘7+1 dy' = 7P, ( cosha ) (3.2.34)
0

bulunur. (3.2.38) ve (3.2.34) degerleri (3.2.30)’da yerine yazildiginda

94 2
, (a )= 0'-7:1

0.-0 (cosha )_1P0+1(cosha ) (3.2.35)

elde edilir.



IV. BOLUM

DUZLEM DALGALAR, SO(3,2) GRUBU VE GREEN
FONKSIYONLARI

x=(x],Xy,%3,%4,X5) € X, SO(3,2) grubunun bir elemani olmak iizere
[x,x]=1 hiperboloidi iizerinde diizlem dalgalarmi ifade edelim.

Bunun igin;
Y: ylz +y% +y32 —y% —y52 =0, (¥1,Y2,Y3,Y4,V5) €Y konisi lizerinde ¢ degerli
ve  homojenlik derecesi o  olan sonsuz diferansiyellenebilir (D(y, ;()

fonksiyonlariin olusturdugu D, uzaymda SO(3,2) grubunun

O(a,y) =|a |asign£ad>(y, 7)., x=(0,8), =0, 4.1
seklindeki maximal dejenere temsillerini goz Oniine alalim.
y=dp, p,n), [m.n]=ni+n}-ni-ni=-1, neX_  olmak izere y =1
diizlemi ile Y konisinin arakesiti iizerinde f(p)=®(y; ;()| y=l  sonsuz
diferansiyellenebilir fonksiyonlar uzayinda
T, (e)®(y; 1) =P(yg:x) g <€S50(.2) (4.2)

temsili gergeklestirilebilir. )" =yg denkleminden goriilecegi gibi %grz(pg)l,

% =(pg)/(pg); olmak flizere (4.2) denkleminden

T,(2)f(p)=|(pe)|" sign®(pg), f(pg) . geSO(3.2) (4.3)



bagintisi  yazilr.  Burada (pg,) ifadesi  x=(1,0,0,0)e X, olmak iizere

o

(pg) = [)Oc, pg] seklinde yazlabilir,. Bu durumda g,, x=xg, secklinde
tanimlanmak tlizere g = g;1 icin (pgj)l = [x, p] bagintis1 elde edilir.
4-boyutlu X, hiperboloidi iizerinde skaler fonksiyonlarmn acilimi igin taban
fonksiyonlari,
t*(hg)=t*(g), he H,H=S50(22), geS0(3,2) (4.4)
kosullarin1  saglayan SO( 3,2 ) grubunun temsillerinin ##(g) seklindeki matris

elemanlaridir. 1, D, temsil uzaymin H invaryant dual vektori olsun. Bu

durumda 7=(0,0,0,l), #n=ng, 3-boyutlu X_ hiperboloidinin bir vektéri, dn
bir invaryant eleman, D(Z,)( g,) X_ lzerinde taban fonksiyonlar olmak tzere

1, (80 =T, (e )1 D7 )]}

x [|[x,p ][ sign[x, p D% (g,)dn (43)

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin hesabinda karisik tabanda ae 4, he H, kekK

olmak tizere g=hak parcalamgh SO( 3,2 ) ‘nin 7,(g) temsilinin matris

elemanlarin hesaplamak uygundur. Bunun icin Y konisinin
2 .2 2 2 _ .2 2 _ RS : _ .

r- =y +y5+y3y =yi+y; =1 kompakt arakesiti {izerinde ¢(s)= q)(y,;()| el

fonksiyonlar uzayinda (4.2) denklemindeki temsilin realizasyonunu g6z Oniine

alalim.



Yani s=(§3,§2), §3 eS?, 52 eS!, ses?xs! olmak lizere
y=rs, r>0’dir. Bu durumda ¢(-s)=(-1)°¢(s) olmak iizere

Tz(g)co(S)Z(%g) (P(S ) r=(o.¢) (4.6)

bagintist elde edilir.

x = (coshan® sinhan®), n® es?, n?es'

[x,s]= coshaln(3),§(3)J— sinhal_n(z),g(z)J olmak {izere

3

f(p) :[W] sign®de(s), [x,p]=§[x,s], dU{ﬁ] ds (4.7)

g . . . 2 1 . . . i i
bagintis1 kullanilarak ve (4.5) ifadesindeki S“xS° {lizerindeki Dé,’%(f )em‘/’

taban fonksiyonlar1 yerine X_  hiperboloidi {izerindeki D* (g,) taban

fonksiyonlar1 alinarak

to, a0 (2) = |5 signl s I (67 k2 (4.8)
S*xS"

bulunur. Buradaki ¢, ..., (g,) matris elemanlari, bikiiresel koordinat sistemi ile
verilen 4-boyutlu X, hiperboloidi {iizerindeki skaler fonksiyonlarin agilimi igin

taban fonksiyonlaridir ve A;p, X, itzerinde verilmis Laplace-Beltrami operatori

olmak {lizere

ALBtéZ?/;M;m (gx) = O-(O- + 3)l‘(;(H;j;M;m (gx) (49)



denklemini saglarlar. Bu nedenle [x,s]g :|[x,s]|_3_asign6[x,s] diizlem dalgalari

i¢cin

ALB[X’S]Z =J(O‘+3)[X,S]:

(4.10)

denklemini buluruz. (4.9) Denkleminde g,’yi g, = a(a )k( o, v, ), a(a) €A,

k( Q,y/,go)e K seklinde bir ayristirmadan sonra

t({[ Jovtom (&) =10, .mm (@ )D(();JX,[ (6,p;0 )e™? ifadesinden yararlanarak
2 2
1
d—+(2tanha+cotha)i+J(J+ )__m t(()a.’g?M. (a)
do’® da  cosh’a  sinh?q | 00"

= O-(O- +3 )tO,,;J;M;m (a )
denklemini elde ederiz. (4.11) Denkleminde

(0.0)
tO J

Mim (a)= cosh ™! asinh ™2 al//(a )
dontistimiinii yaparak potansiyeli

_4Amt -1 J(J+])

4sinh?a  cosh? a

V(a)

enerjisi

olan,
Hyla)= Ey(a)

Schrodinger denklemini elde ederiz.

4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

Simdi [x,s ]g diizlem dalgalarin tamlik sartini ve ortogonalligini tanimlamak

igin



(0 () =170 (@)= [|[xs][7ds (4.16)

S*xS!
veya
T 2r X
t(()‘j;’gk)(a ) :I “ cosha cos @ — sinh & cos @ |_ “sinwdfdo (4.17)
0 0

zonal kiiresel fonksiyonunu g6z Oniline alalim. (4.17) integrali hesaplanirsa

4 2
@.0) ¢,y — 2z -1
ty o (g)= cosh™ aP, (cosha) (4.18)
O304 [1/4—(0‘+3/2)2j ot

elde edilir.

Inceledigimiz kuantum sistemi, SO(3,2) grubunun indirgenemez fiiniter

temsilleri ile bagl esas serilerle tanimlanan, o = —§+ip , 0< p<oo igin

042 )
ola)= —7[2 31nh1/2aP_1/2+l~p(cosha) (4.19)
1/4+p
sagilma ifadelerine ve discrete serileri ile tanimlanan o=/, /¢ =-10,1,... igin,
. . 1 1/2
y(a)= 5 |sinh™“a Py (cosha ) (4.20)
1/4-(0+3/2)

sinir  ifadelerine sahiptir. Diger taraftan (4.17) dan Harish-Chandra
c-fonksiyonlarinin

T 27
c(a)=j J.|coshacosa)—sinh05<:056?|_3_(7 sinwd@ dw (4.21)
0 0

formilii ile tanimlandig1r anlasilir. Bu integral [1] hesaplanmis ve

(O_):rl/2F(—G—3/2)F[(—O'—2)/2] “422)

(—o/2)(-c/2)[(-0-1)/2]



olarak bulunmustur.

Sonu¢ olarak Plancherel 6l¢iimii esas seriler igin

-1

[clo)e(-3-0)] T ulp)= (1/4 + pz)ptanhir (4.23)
discrete seriler igin
Re[c(o)c(-3- )] 1_1 = u(t)=(e+1)(¢+3/2)(t+2) (4.24)

ifadeleri ile tanimlanir.[1,20]

dx=6([x,x]-1)% X, iizerinde invaryant bir eleman olmak tizere

(F.F, )= [F(x)F,(x) dx (4.25)

skaler carpimi ile 6zdeslesen indirgenebilir {initer temsili

I(g)F(z)=F(xg), xeX, (4.26)

dir. F(x) fonksiyonunun X, {izerindeki [x,s ]g dalga fonksiyonlarina bagh

olarak acilimi1 (4.1) gosteriminin indirgenemez bilesenlerine bozunmasina neden

olur.
F,(x)= (%)[ F(x)tF(—x) ] fonksiyonlart (4.1)’deki gosteriminin invaryant

alt uzaylarmi tanimladiklarindan F,(x) ve F (x) fonksiyonlarinin agilimlarim

ayr1 ayr ele alabiliriz.

F, (x) igcin;

a(s,p)= IF+(x)| [ x,s ]|_3/2+ipdx

Ve



b(s, )= IF+(x)| [x,s ]| dx
X,
olmak tizere

F.(x)=] [a(s.p)| [ x.s ][ dsu(p)dp
0 §2xs' (4.27)

+ a0y [b(s,0) [xs ]| ds

elde edilir.

Grup bagintilarinin sonucu olarak diizlem dalgalar1 i¢in toplam teoremi :

t(()f;)oﬂ (gxl g;zl ): t(()f;)J,u,m( Ex, )t.(lf(u),m;of, ( g;zl)
5 D () (4.28)
= J%m t(()jz],ﬂ,m( Ex ) t(()j;?/,u,m( g5 )
seklindedir.

S*xS' kiiresi {izerindeki baz fonksiyonlarimin tamhgmi kullanarak X,

Hiperboloidi iizerinde diizlem dalgalar icin toplam teoremi

[ Txs 117 s ] [ds = [|[ g, il ]

§2xS! §2xS!

0,6

ds (4.29)

seklinde ifade edilir. Burada x, ve x, noktalar1 arasindaki uzakligin reel ve
sanal kisimlar1 sirasi ile

cosh kr:| [xl,x2]|21 ve cosh kr=| [xl,x2]|£1
dir.

. . 1 . . .
Hamiltonyeni H = —2—A .5 olan kuantum sistemlerinin Green Fonksiyonlar
m

(—LALB—EJ G( X;, X, )=5( xl—xz) (4.30)
2m



denklemini saglar. (4.27) den yaralanarak X, iizerindeki diizlem dalgalar igin

[ [T 1777 Loas 1777 ds w(p Y
0 s 4.31)

+ ,u ” X,,S | | X,,S ]|7Hds 2(272')45()(1 —xz)
= §2xS!

seklinde ifade edilen tamlik kosulundan Green fonksiyonu igin integral gosterimi

kullanarak

[xl 8 ]73/2+ip [x2 8 ]73/27ip -

d .
dg L0440 )2m]-E (4.32)

ey | bl

(=,... §7%s [ (5 +3 )/2m ]

bulunur.

[xg_1 ,S ]: (rg /r) [x,%] ve ds = (rg /r )3 d@ bagintilar1 kullanilarak
G(xlg,ng):G(xl,xz), xl,x2 (|[x1,x2]|) (4.33)

seklinde bir invaryanthk sartimin varligi  goriiliir. (4.29) Toplam teoremi

kullamlarak x=xg =xg, g;zl olmak {izere,

=3/2+ip
] | ds

1 7 X,,S
G(x,3,)= o )! Jdp: S2[51[9/4+p )om |- E

[x.s]
+;_1”( 0] i3 )m-E™

S2xS!
bulunur.

Diger taraftan SO(3,2) grubunu T, (g) temsilinin birimsellik kosulu ile

;(@.0)

0.0 () “zonal” kiiresel fonksiyonunun ifadesi
H>%Yk

a >0 hali i¢in

670 (@)= 1670 (@) (4.34)



simetri Ozelligi ile tanimlanir ve temsilin denklik kosuluna goére yani p — —p ’na

gore bir simetri Ozelligine sahip zonal kiiresel fonksiyon igin
179 (a) = ;Rm” (cosha), o= 3 +ip (4.35)
e 1/4+p° g 2

ifadesi bulunur. (4.35) formiiliinii kullanarak Pﬁl(cosha) birinci ¢esit degisik

Legendre fonksiyonu olmak {izere

[(5/a+ 0 )2m |- w®

(¢+3/2)P,,,(cosher)
le €+3€);2m] }

G(xl’xz) COSha {jptal’lﬂ'pP 1/2+lp(cosha)

(4.36)

elde edilir. (4.36) denkleminin ikinci pargasindaki sonsuz seriyi hesaplayabilmek

icin C kontiirii; sinz/ , (¢=-1,0,1,... fonksiyonunun sifirlar1 ile g¢akigsan bir

kontiir olmak tzere

(0+3/2)
f;..[—f(f+3 )2m]-E Pm(COSha)

J~ (o+ 3/2 )cos 7o
sinzo{{-o(o+3)/2m]- E}

C
o0

P,(cosha o (4.37)

~.

p tan zp

Ll (9/4+ p* ) 2m |~ (

P “1/2+ip ( cosha )dp

Sommerfeld-Watson integral doniistimii kullanilir.
Sonugta |[x1,x2]|21 ve
E >0 sacgilma durumlar igin

v =\(2mE)-9/4,



E <0 baglh durumlarn igin

V' =y(-2mE)-(9/4),
olmak tizere

o tanh
I%Bl/zw ( cosh y )da =0, ( cosh y ) , Rea>0 (4.38)
0

formiili kullanilarak
G(x;,xy,E )= 2””{in—1/2| [xlax2]| +0uy| [xlax2]| } (4.39)

elde edilir. Boylece Green fonksiyonlari i¢in ikinci ¢esit Legendre fonksiyonlar

tirtinden acgik bir ifade elde edilmis olur.



V. BOLUM /EKLER

5.1 SCHRODINGER DENKLEMIi

Kiitlesi m olan bir cismin x-ekseni boyunca F(x,¢) kuvvetinin etkisi ile

hareketi, bir boyutta belirli bir kuvvet altinda bir parcacigin hareketidir. Klasik
, 1 . ..
mekanikte bu olay V: hiz, p=mV momemtum, T :Esz kinetikte enerji, x(¢)

pargacigin pozisyonunu gostermek iizere Newton’un ikinci yasasinin uygulanmasi
ve baslangi¢ kosular ile belirlenebilir.

Kuantum mekanigi bu olaya parcacigin 1//( x,t) dalga fonksiyonunu arayarak

yaklasir. Bu da Schrodinger denkleminin ¢o6ziimii ile verilir. Bir boyutlu X

uzayinda momentumu p, kiitlesi m olan bir pargacik serbest yani bir potansiyel

2
icinde degilse baska bir degisle V=0 ise toplam enerjisi E :5; olup sadece
m

kinetik enerjiden ibarettir. Bu parcacigr de Broglie bagintilarina gore temsil eden
dalga paketinin enerji ve momemtumu

E=ho, p=hk (5.1.1)

seklinde wverilir. Burada #/ plak sabiti v frekansi, A dalga boyu, @ acisal

frekans, k dalga paketi sayis1 ve fi= 2i , =2nv. k= 27” dir.
T

Fotonlar bazi olaylarda dalga bazi olaylarda da parcacik gibi davranir. Ancak
bir olay sirasinda iki karakteri ayni anda gosteremez. Bu dalga-parcacik ikilemi

olarak bilinir. Fotonun bu dalga parcacik karakteri (5.1.1) denklemleri ile ifade



edilir. (5.1.1) Bagntilann ve klasik dalganin o6zellikleri Schrédinger dalga
denkleminin olusturulmasinda kullanilir. Bu denklem madde dalgalarina uygun
dalga denklemidir. Serbest parcaciklara eslik eden madde dalgalar1 i¢in dalga

denklemi

2 2
ihM=—h—M (5.1.2)
ot 2m  Ox

seklinde verilir ve Schrodinger serbest parcacik denklemi olarak bilinir.
Olaya operator kavrami agisindan bakildiginda enerji ve momentum

operatorleri

E—)ihﬁ
Ot

2 2 2
P, B0 (5.1.3)
2m 2m Ox2

0
— —ih—
P : ox

2

ile tanimlanirsa, Schrodinger denklemi £ =2P; bagmtisinin  kuantal ifadesinden
m

baska bir sey olmadigir goriiliir. Bu sekilde elde edilen denklem serbest pargacik
icin dogru sonuglar verir. Sabit bir V' potansiyeli i¢inde hareket eden bir pargacik

ele alinirsa bu parcacigin toplam enerjisi

2

E=£ 4y (5.1.4)

2m

olur. E=hw, p=hk de Boglie boyutlar1 kullanilirsa

% (5.1.5)

yazilir. (5.1.5) den (5.1.2) ye benzer sekilde daha genel



L op(xt) n* 0%w(x,t)
pt o D 2 P Ly 5.1.6
ih— e w(x.t) (5.1.6)

denklemi bulunur. Bu denklem iki ydnden genellestirilebilir. U¢ boyutlu uzayda
momentum vektori 13:( DesPys pz)’ye karsilik gelen bir lgz(kx,ky,kz) dalga

sayis1 vektorii tamimlanirsa dalga paketi ifadesi

V/(F,t):(Z#jgé(%)e"(’;?‘”’)d% (5.1.7)

olur. Burada k-7 =k x+k, y+k, z dir. Bu durumda

2 2 2
PP Hps

E= V 5.1.8
. (5.1.8)
olacagindan
L0y ' (ow ow v .
h—=—-— + + +Vylr,t 5.1.9
ot 2m( ox* oyt oz’ l//( ) ( )

bulunur. Bu denklemin V( F,t) gibi hem ¢ zamanina hem de 7 konumuna bagl
bir potansiyel i¢in de gecerli oldugunu varsayarak Schrodinger dalga denklemini

elde etmis oluruz. Bodylece bir sistemin l//( F,t) dalga fonksiyonunun zaman

icindeki gelismesi

2 2 2 2
p QY IO OV OV () w(7at) (5.1.10)
ot 2m\ ox? ay2 oz

seklindeki Schrédinger denklemini ile belirlenir. Burada Laplace operatorii,

o>  o° 0o’

Vie——t "+
PRCIP YR

(5.1.11)

toplam enerji £ 'nin diferansiyel sekli



hZ
H:—2—V2+V (5.1.12)
m

olmak tizere Schrodinger denklemi

. Oy
ih—=H 5.1.13
az v ( )

olarak yazilir.

Dalga denkleminin ¢6ziimii olan l//( ?,t) fonksiyonu incelenen bir sistem
hakkinda tiim bilgiyi icermektedir. Yani, fiziksel sistemin belli bir ¢ anindaki
durumu 1//( ?,t) dalga fonksiyonu ile belirlenir. Sistemin l//( F,t) dalga
fonksiyonunun zaman igindeki gelisimi Schrodinger denklemi ile verilir.

Schrédinger denklemindeki V( F,t) potansiyeli bir ¢ok fiziksel sistemde ¢
zamanindan bagimsizdir. Bdyle durumlarda Schrodinger denklemi degiskenlere
ayirma yontemi ile ¢oziilebilir. Bunun i¢in

(7.0 )=f(1)g(7) (5.1.14)

seklinde bir ¢oziim aranir. Bu deger

2
ihé—W:—h—Vzl//(?,t)JrV(F)t//(F,t) (5.1.15)
ot 2m

denkleminde yerine yazilirsa

Jldf 1| h . (5
175_¢(?) 2mv ¢(7 )+ V(7 )p(7) (5.1.16)

denklemi bulunur. (5.1.16) ya saglanmasi i¢in ayirma sabiti £ ile gosterilirse

i _E (5.1.17)
dt



! e )+ V(7 (7)) | = Ed(7F
rOIETN o7 )+V(Fp(F) |=Eg(F) (5.1.18)

2m

elde edilir. £ ile gosterilen sabit fiziksel sistemin toplam enerjisi olarak alinabilir.
(5.1.17) Denkleminin ¢oziimii
fe)=e™" (5.1.19)

seklinde bulunur. (5.1.18) Denklemi ise

— V27 )+V(F)p(F )= Eg(F) (5.1.20)

seklinde yazilir. (5.1.20) Denkleminin ¢dziimii i¢in V(F ) potansiyelinin bilinmesi
gerekir. (5.1.20) Denklemine zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi denir.

Eger #(7) bulunursa tam ¢oziim

w(7,t)=e™"¢(7) (5.1.21)
olur. V' potansiyelinin degisik bigimleri i¢in Schrodinger denklemi c¢oziiliir. E
sabiti enerji boyutuna sahip bir sabittir ve kompleks degerler alamaz. Ciinkii
E=FE +iE, seklinde almirsa (5.1.21) tam ¢6ziimiindeki iistel ifade

oiEt/h :efi(E,JriE,- e/ _

e IR GBI (5.1.22)
seklini alir ve ¢— too degerlerinden birinde sonsuza gider ki bu da dalga
fonksiyonu olarak kabul edilmez.

Schrédinger denkleminin ¢dzlimleri olan dalga fonksiyonlarinin bir parcacigi
temsil etmesi i¢in saglamak zorunda olduklar1 bazi kosullar vardir.

Dalga fonksiyonunun olasilik yorumuna gore pargacigin konumu bir yerden

digerine siireksiz degismez, ayn1 anda iki olasiligi olamaz ve bir yerde sonlu

olasilikla bulunabilir. Matematiksel olarak w(7,7) fonksiyonu siirekli, tek degerli



ve 1raksak olmayan bir fonksiyon olmalidir. Kisaca y/(?,t) dalga fonksiyonu
konum ve zamanin siirekli ve tek degerli bir fonksiyonu olmalidir. Bu durum
par¢acigin her hangi bir nokta etrafinda bulunma olasiliginin belirlenmesini

garantiler. Eger |t//(17 ,t)|2 cok degerli olsaydi veya siireksizlikler igerseydi bu

olasilik birden fazla deger alabilirdi.

Normu sonlu olan yani
[ lw(7.0)|* av = soniu <o (5.1.23)

olan fonksiyonlar dalga fonksiyonu olarak kabul edilir. Bu kosul saglanmazsa
dalga fonksiyonu normalize edilemez.
l//l(F,t) ve t//z(?,t) gibi iki dalga fonksiyonunun farkli iki durumu temsil
edebilmesi igin
ey (7ot )+ eay, (Fot )% 0
olmalidir. Yani bunlar lineer bagimsiz olmalidir.

|l//(?,t)|2 dalga fonksiyonunun istatistiksel yorumu, pargacigin ¢ aninda 7

noktasinda bulunma olasiligin1 verir. Buna gore parcacik uzay bolgesinde varsa
herhangi bir anda belirli bir yerde olmalidir. Yani parcacigin (—oo,oo) araliginda

bulunma olasiligi 1 dir. Yani dalga fonksiyonu normlannmis oldugundan uzaydaki

tim noktalardaki olasiliklar1 toplami

[ [w(7.0)ar =1 (5.1.24)
)

dir.



w(7,t) Schrodinger denkleminin bir ¢oziimii ise cy(7,t)’de bir ¢oziimdiir.
Burada ¢ (5.1.24) denklemini saglayacak sekilde belirlenir. Bu belirleme islemine
dalga fonksiyonunun bire normlandirilmasi denir. Schrodinger denkleminin bazi
cOziimleri icin integral sonsuz olur. Bu durumda (5.1.24) bagintisim1 saglayan
belirsiz  katsayr bulunamaz. Aym1 durum denklemin agikar ¢6ziimii olan
l//( F,t)=0 icin de gegerlidir. Normalize olmayan c¢o6ziimler pargacik
belirtmediginden ¢6ziim olarak kabul edilemez. Dolayisi ile Schrodinger
denkleminin ¢Ozlimleri karesi integrallenebilir ise anlami vardir. (5.1.24)

Normlandirma bagimtisin1 saglayan l//( F,t) dalga fonksiyonu uzaymn belirli bir bir

bolgesinde bulunur. Bdylece fonksiyonun temsil ettigi pargacikta uzayin belli bir
bolgesinde bulunmus olur. Bu sekilde uzaym siirli bir bélgesinde sistem veya
parcacik kendini gosteriyorsa bu duruma bagli haller denir. Bagli haller de dalga
fonksiyonlar1 sonlu olmalidir. Bu durumda E <0 olur. Bir parcacik veya sistem
uzaymn her yaninda kendini gosteriyorsa bagli olmayan haldedir denir. Bu
durumda dalga fonksiyonu sonsuzda sonludur. Yani (5.1.24) integrali sonsuza
gider. Bu halde normalizasyon kosulu saglanmaz ve parcacik sinirli bir uzay
bolgesinde tutulamaz, her yerde bulunma olasiligina sahip olur. Bagli olmayan
hallerde dalga fonksiyonu artan bir fonksiyon olur ve bu durumda £ >0 olur.
Spektral teori analizin ana dallarindan biridir ve operatorler, genel ozellikleri
ve aralarindaki bagmtilarla ilgilenir. Operatorler genelde lineer denklem
sistemlerinin, diferansiyel denklemlerin ve integral denklemlerin  ¢6ziim
problemleri ile ilgilidir. Aslinda bir 4 operatoriiniin spektral teorisi sonlu boyutlu

uzayda matrislerin 6zdeger teorisidir. Ozdeger ve 6zvektorler



Ay(7)=Ew(7) (5.1.25)
denklemi ile tanimlanir. (5.1.25) Denklemi l//( F,t);éO ¢Oziimiine sahipse A’ya A4
operatoriiniin ~ 6zdegerleri l//(i7 )’ye de A  Ozdegerine karsihik gelen A

operatdriiniin  6zvektorleri, 4 06zdegerlerinin olusturdugu kiimeye A4 operatdriiniin
spektrumu denir. Eger kiimenin elemanlar1 kesikli ise kesikli spektrum, siirekli ise
stirekli spektrum denir. Bazi durumlarda hem kesikli hem de stirekli spektrumu
bulunabilir. Eger bazi1 bolgelerde A siirekli bir sekilde degisirse ve bdlgenin
disinda deger almazsa band spektrumu vardir denir. Hermitik operatoriin
O0zdegerleri reel ve farkli 6zdegerlere karsi gelen farkli 6zfonksiyonlar birbirine
diktir. Fiziksel biyiiklikler hermitik operatorlerle temsil edilmelidirler. Eger
operatoriin bir 6zdegerine birden fazla O6zfonksiyon karsi gelirse dejenerelik vardir
denir.

Kisaca Schrodinger denklemine bir 6zdeger denklemi gozii ile bakilabilir. Bu
durumda A  Hamiltonyen operatériiniin £ 0zdegerinde  karsilik  gelen

ozfonksiyonlar (7 ) olur.

5.2 GAMA FONKSIYONU

(1 1
X)=—y+ — s x>0 5.2.1
w(x)=-r ,;(nﬂ XHJ (5:2.1)
Ve
21
7 = lim Z(——lnn j: 0,577215... (5.2.2)
n—)ook:1 k

olmak {lizere



baslangi¢c kosullu diferansiyel denklemin ¢6ziimii olarak veya

k=1n=1

i ! 1 1| && k(x+n)_(k+1)
lnF(x)—(x—zjlnx—x+zln27r+5[zzm:|

seri gosterimi ile yada
F(z):fe_ttz_ldt Rez >0
0

integrali ile gosterilen fonksiyona Gamma fonksiyonu denir.

Bu fonksiyonun bazi 6nemli 6zellikleri

r(1)=1

1
F[5j=\/;

3 1 1
f(3)-37 -4
I(-n)=w, n=0-1,-2,
F(n+1)=12..(n—1)n—n‘
F(z+1):z!:7r(z)
F(z+l):ZF(z):z!:z(z—l)!

r(2z)=(2z ) "22%120(2)r(z+1/2)

n—1 k
[(nz)=(27 )UZ(l_n ) prz-1/2 HF[ z+ —j

k=0 n

(5.2.3)

(5.2.4)

(5.2.5)

(5.2.6)

(5.2.7)

(5.2.8)

(5.2.9)

(5.2.10)
(5.2.11)
(5.2.12)

(5.2.13)

(5.2.14)

(5.2.15)



F(Z):,}E?Oz(z+1)...(2+”)

1 % w{[ Zj —z/n}
=ze 1+— |e , zZ|< oo
e L 2

, z#0,—-1,-2,...

(ZJ: 2! I(z+1)
w) wlz=w) T(w+1)I(z-—w+1)
F(1+iy)=iyT(iy)

V4
ysinh 7y

(i )r(=iv)=|r(=i)]" =

F(1+iy )N(1=iy ) =|T(1+iy )| =2

sinh 7y
/2
J.coszx_1 0 sin> 1 0do = w
0 2F(x+y)

ifadeleri ile verilir.

(5.2.16)

(5.2.17)

(5.2.18)

(5.2.19)

(5.2.20)

(5.2.21)

(5.2.22)

(5.2.23)

(5.2.24)

(5.2.25)

(5.2.26)



5.3 BESSEL FONKSIYONLARI

2
241, (202 )u=0 (5.3.1)
dzz dz

diferansiyel denklemine Bessel Denklemi ve bu denklemin c¢oziimlerine Bessel

fonksiyonlar1 denir. (5.3.1) Denkleminin ¢oziimleri

JV(Z)—i(—l)"L (5.3.2)

=0 n!F(v+n+1)

J_V(z)zi(—l)” (Zj _ (5.3.3)

=0 n!F(—v+n+1)
seklinde gosterilir ve v ’lincii mertebeden birinci tiir Bessel fonksiyonu olarak
adlandirilir.
(5.3.2) ve (5.3.3)’lin lineer birlesimleri

(z)= Jv(Z)CO§V”_J‘V(Z) v #tam say1 (5.3.4)
sinvr

I (z)=e"J,(2)

H(2)=J,(2)+iY,(z)= - (5.3.5)
ISIVT

HO(2)=,(2)-i7,(z)= "I, (2)=7,(2) (5.3.6)
I1SIvme

seklinde alinirsa; Y, (z)’ye v ’iincii basamaktan ikinci tirden Bessel fonksiyonu,

H&l)(z) ve H l(,z)(z)’ye de iclincii tiirden Bessel fonksiyonlar1 yada Henkel

fonksiyonlar1 denir. Bu fonksiyonlar arasinda



Jv(z)zl[Hﬁl)(z)+H$2)(z)] (5.3.7)

Y,(z)== H‘(,l)(z)—Hl(,Z)(z)] (5.3.8)

(5.3.9)

Diferansiyel denklemine degistirilmis veya modified Bessel denklemi denir. (5.3.9)

Denkleminin lineer bagimsiz c¢oziimleri v tamsayr olmamak {izere Jv(iz),
J_,(iz) seklinde bulunur. Bu ¢oziimler genellikle 7,(z) ve I_,(z) ile

gosterilir ve modified Bessel fonksiyonlar1 olarak adlandirilir.

1,(z)-1,(z)

K,(z)=2222 , v20,+1,%2, . |argz|<z  (53.10)
2 sin vz
K (z)=K,(z) (5.3.11)

seklinde tanimlanan fonksiyon da Modified Bessel denkleminin bir ¢oziimiidiir ve
ticlincii tiirden modified Bessel fonksiyonu olarak bilinir.
J,(z) ve I,(z) cozimleri

v 2
Jv(z)zé(zj OFl(v—kl;—%] (5.3.12)

F(v+1) 2
14
Jv(z):;)(gj e_izlﬂ(v+%;2v+l;2izj (5.3.13)

[V(Z)Ie_.ZJV ze_‘7 :i (2/2)2"+V

ST 5.3.14
Znl(n+v+1) ( )



Rekiirans Bagutilar, Tiirev Formiilleri Ve Bazi Bagintilar

) oA

1 2\ 1
—| e " F| v+=:,2v+] 2z
(v+1)2 2

seklinde Hipergeometrik fonksiyonlar yardimi ile de ifade edilirler.

2
v+1;Z—J
4

Lr(2)-1a(2)=221,(2)

[v—l(z)+1v+l(z):2]\l/(z)

KV_I(Z)—KV+1(Z)=—2KKV(Z)

Kv(6)

r| —

me 2 H\Q)

z

w
Ce?

(5.3.15)

(5.3.16)

(5.3.17)

(5.3.18)

(5.3.19)

(5.3.20)

(5.3.21)

(5.3.22)

(5.3.23)

(5.3.24)

(5.3.25)

(5.3.26)



(5.3.27)

(5.3.28)

(5.3.29)

(5.3.30)

(5.3.31)

(5.3.32)

(5.3.33)

(5.3.34)

(5.4.35)



bu integral gosterimleri

xl

(5.3.36)

(5.3.37)

(5.3.38)

(5.3.39)

(5.3.40)

(5.3.41)

(5.3.42)

(5.3.43)

(5.3.44)



xl

(5.3.45)

(5.3.46)

(5.4.47)

(5.4.48)

(5.3.49)

z’nin kiiciik ve biiyiikk degerlerinde Bessel fonksiyonunun aldigi degerler [ ]

i¢in

[ Tigin

(5.3.50)

(5.3.51)

(5.3.52)

(5.3.53)

(5.3.54)



= (5.3.55)
g (5.3.56)
seklinde ifade edilir.
5.4 HIPERGEOMETRIK DENKLEM
(5.4.1)

seklinde ikinci mertebeden lineer homojen bir diferansiyel denklemin bir tanesi
[] kabul edilmek {izere en c¢ok ii¢ tekil noktast1 varsa ve bu tekil noktalar

diizgiin tekil nokta ise yani (5.4.1) denkleminin diizgiin tekil noktalar |:| ise

denklem; a, b, ¢ z’den bagimsiz sabitler olmak iizere

[x] (5.4.2)

sekline indirgenebilir ve denkleme de Hipergeometrik denklem denir.

olmak {iizere ] ve eger ise

(5.4.3)

(5.4.2) denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Eger | | ise




(5.4.4)

de (5.4.2) denkleminin bir ¢oziimidiir.

] fonksiyonu @, b, c¢ parametreli z degiskenli seri olarak

adlandirilir.

Eger |:| olmak dizere [ ] veya | | ve eger
| olmak iizere [ ise

]
(5.4.5)

yazilir.
(5.4.4) ve (5.4.5) ile verilen ifadeler (5.4.1) denkleminin ¢o6ziimleri olduklarindan

bunlar, -a veya -b negatif olmayan birer tamsayr olduklarinda polinoma

|igin [ Jveya [ |

indirgenebilirler. Yani |

3

ve [ ]ise (5.4.4) ile verilen ¢oziimler polinoma doniisiirler.

Eger a ve b |:| den farkli iseler o zaman (5.4.3) serisi veya

[ ] olmasi halinde (5.4.4) serisi icin mutlak yakinsaktir.

Ayrica (5.4.3) serisinin

| | ise icin mutlak yakinsak

| | ise A |:| icin sartli yakinsak




ve raksak

oldugu; Rabe testinin uygulamasi ile de icin

[x]
(5.4.6)

oldugu gortiliir.

Hipergeometrik Fonksiyonlar Arasinda Bazi Elemanter Bagintilar

(5.4.3)’den

dir.

|, fonksiyonlarina I:I

ile “bitisik” fonksiyonlar denir.[ ] ile bu fonksiyona bitisik herhangi iki

>

fonksiyon arasinda, katsayilari z’nin fonksiyonlari olan bir lineer iliski vardir. Bu

iligkiler;

| | (5.4.7)

| (5.4.8)

| | (5.4.9)

| | (5.4.10)

| | (5.4.11)

| | (5.4.12)




| | (5.4.13)

| (5.4.14)

| | (5.4.15)

| | (5.4.16)

| | (5.4.17)

| | (5.4.18)

(5.4.19)

| | (5.4.20)

| | (5421)

seklinde verilir.

Eger |:| tamsayilar ise | fonksiyonu; katsayilart a,

b, ¢, z’nin rasyonel fonksiyonlart olan I:I ve bunun bir bitisik

fonksiyonunun lineer kombinasyonuna (5.4.7) ile (5.4.21) arasinda verilen

bagintilarin ard arda uygulanmasi ile elde edilebilir.

x] (5.4.22)

denklemine birlesik Hipergeometrik veya Konfliient Hipergeometrik denklem denir

ve bu denklemin c¢oziimlerine Birlesik Hipergeometrik fonksiyonlar denir ve

|:| seklinde gosterilir.

| (5.4.23)

(5.4.24)




(5.4.25)

(5.4.26)

ifadeleri (5.4.22) denkleminin ¢oziimleridirler.
[ ] bir tamsay1 iken a’da bir tamsayr ise [ | yada [ ] icin
coziimlerden biri polinoma indirgenir.

(5.4.3) Denkleminin parametreye bagli bazi ¢oziimleri

%]

(5.4.27)
%]

(5.4.28)
%]

(5.4.29)
%]

(5.4.30)
%]

(5.4.31)




seklinde wverilir.

Bu fonksiyonlar1 arasinda:

xl

seklinde lineer bagintilar yazilabilir.

(5.4.32)

(5.4.33)

(5.4.34)

(5.4.35)

(5.4.36)

(5.4.37)

(5.4.38)

I:I Hipergeometrik Fonksiyonu Icin Bazi Analitik Devam Bagintilart

=] =]

=] =]

olmak tlzere



Ve

dir.

Hipergeometrik Fonksiyonlar Arasinda Bazi Tiirev Bagintilar

(5.4.39)

(5.4.40)

(5.4.41)

(5.4.42)

(5.4.43)

(5.4.44)

(5.4.45)

(5.4.46)

(5.4.47)

(5.4.48)



] (5.4.49)

=] (5.4.50)

[=] (5.4.51)

seklinde verilir.

Hipergeometrik Fonksiyonlar Arasinda Bazi Integral Temsilleri

x]

(5.4.52)
x]

(5.4.53)
x]

(5.4.54)
x]

(5.4.55)
[=] (5.4.56)




x] (5.4.57)

~ (5.4.58)
- (5.4.59)
ile verilir
Birlesik Hipergeometrik Fonksiyonun Integral Temsili
B
(5.4.60)

dir.

Hipergeometrik Fonksiyonlarla Diger Fonksiyonlar Arasindaki Bazi Bagintilar

(5.4.61)




dir.

(5.4.62)

(5.4.63)

(5.4.64)

(5.4.65)

(5.4.66)

(5.4.67)

(5.4.68)

(5.4.69)



5.5 LEGENDRE FONKSIYONLARI

|:| seklindeki Laplace denklemi kiiresel koordinatlarda yazilir ve

| (5.5.1)
degisken ayrigimi yapilirsa
(5.5.2)
- (5.5.3)
[ (5.5.4)

seklinde 1ii¢c bagimsiz denklem elde edilir. (5.5.2), (5.5.3) ve (5.54)

denklemlerindeki l:l ve |:| biiylikliikleri  degiskenlere  ayrisim

parametreleridir. (5.5.2) ve (5.5.3) denkleminin ¢oziimleri sirasiyla

(5.5.5)

Ve

= (5.5.6)

seklindedir.
(5.5.3) Denkleminin ¢6zimii i¢in;

[ ] (5.5.7)

doniistimii yapilirsa denklem

e (5.5.8)

veya



xl

seklini alir. (5.5.8) Denkleminin ¢dziimleri i¢in x ’in tanim bdlgesi I:I

araligidir. (5.5.8) Denkleminin ¢6ziimleri ile gosterilir.
[ (5.5.9)
denir ve
]
(5.5.10)
degerleri (5.5.8) denkleminde yerine yazilirsa
(5.5.11)
denklemi elde edilir. (5.5.8) Denklemi [ | i¢in yazilirsa,
e (5.5.12)
veya
= (5.5.13)
seklini alir. Bunun m kere tiirevi alinirsa
]
(5.5.14)

dnklem: elde edilir. (5.5.9) ifadesi gdz Oniine alinarak ve (5.5.11) denklemleri

karsilastirilirsa



= (5.5.15)

oldugu gorilir. Bu durumda (5.5.13) denkleminin ¢oziimi (5.5.15) bagintisi

yardimiyla elde edilmis olur.

fonksiyonlarinda Legendre fonksiyonlari fonksiyonlarina da

Asosye Legendre fonksiyonlari adi verilir.
(5.5.13) Legendre diferensiyel denkleminin polinomsal bir ¢oziimiini elde

etmek icin;

E (5.5.16)

ifadesi (5.5.13) de yerine yazilirsa

[=] (5.5.17)

elde edilir. (5.5.17) Denklemindeki terimler diizenlenirse

]
(5.5.18)

bulunur.
b

(5.5.18) Ifadesinin saglanmasi icin x ’in kuvvetlerine karsiik gelen

katsayilarin sifir olmas1 gerekir. Buradan,

[ Jicin & (5.5.19)

oldugu gortiliir.



n ’nin tamsayr olmamasi durumunda fakat I:I secilirse, x ’in

sadece ¢ift kuvvetlerini ve eger fakat |:| secilirse de x ’in sadece tek

kuvvetlerini igeren seri seklinde lineer bagimsiz ¢oziim elde edilir. Bu iki ayr
¢Ozlimiin lineer bir kombinasyonu (5.5.13) Legendre denkleminin genel ¢Ozlimiini

olusturur.

Eger n bir tamsay1 degilse biitiin katsayilarini hem tek; hem de gift

seri i¢in belirlemek miimkiindiir. Ancak bu durumda bu seriler x ’in [ ] degerleri
icin 1raksaktir. Bu noktalarda yakinsak ¢oziimlerin olmasi i¢in »’nin bir tamsayi

olmas1 gerekir. n bir tamsay1r olmak {izere, e8er |:| gibi bir ¢ift say1 ise

(5.5.20)

ve eger I:I gibi bir tek say1 ise

(5.5.21)

dir. Dolayistyla Legendre denkleminin ¢dzlimiinii teskil eden seriler sonlu terimli

olacaklarndan [ | de de sonlu kalirlar.
Eger I:I yada |:| katsayisi, ¢oziimiin | | noktasinda 1 degerini alacak

sekilde secilmisse (5.5.13) denkleminin ¢oéziimlerine Legendre polinomlar1 denir.

Bunlar

(5.5.22)




seklindedir. Genel olarak n-inci mertebeden Legendre polinomu, » ’nin ¢ift yada

tek olmasina gore l:I yada |:| olmak Tizere
]

(5.5.23)

bagmtistyla belirlenir. (5.5.23) Ifadesi

xl

&l (5.5.24)

sekline de indirgenebilir. Bu ifade RODRIGUES formiilii olarak adlandirilir.

(5.5.13) Denklemi I:I olmak {lizere

[x] (5.5.25)

seklinde bir STURM-LIOUVILLE denklemi oldugundan bu denklemin cesitli

O0zdegerlerine kars1 gelen 6zfonksiyonlar1 arasinda

- (5.5.26)




seklinde diklik bagintilar1 vardir. Buradaki normlastirma sabitini tespit etmek igin

RODRIGUES formiliinden

= (5.5.27)

yazilabilir. (5.5.27) ifadesinin »n kere kismi integrasyon yontemi ile integrali

alinirsa

B

(5.5.28)
bulunur.
Eger [ ] ise;

~ (5.5.29)
olacagndan , eger [ | ise yine kismi integrasyonla

= (5.5.30)
bulunur. Kisaca

= (5.5.31)
dir. Asosye Legendre polinomlar1 i¢in diklik bagintilari

~ (5.5.32)

dir. Buna gore I:I araliginda bir I:I fonksiyonunu;



xl

(5.5.33)

seklinde tam serilere agmak mimkiindiir. I:I,I:I katsayilar

xl

formiilleriyle belirlenir.

(5.5.34)

m ’nin tamsayr olmasi halinde (5.5.13) diferensiyel denklemine karsi gelen

indis denklemi tekil noktalar1 civarinda

seklindedir. Dolayisiyla seriye

acma yoluyla, denklemin iki bagimsiz ¢6ziimiinden ancak biri belirlenebilir. Diger

bagimsiz ¢oziimi elde edebilmek icin (5.5.13) denklemi yardimiyla (5.5.23)

ifadesinden ile gosterilen bu bagimsiz ¢oziimiin

]

=l (5.5.35)
oldugu goriiliir ve genellikle

- (5.5.36)

seklinde gosterilir.

xl

| |’inci dereceden bir polinomu gostermek iizere |:|

(5.5.37)



seklinde de yazilabilir. Fakat cok degerli bir fonksiyon oldugundan bunu

tek degerli kilmak i¢in komleks diizlem -1’den +1’e kadar kesilir ve de

reel |:| icin reel olarak tanimlanir.

Bger [ Jise

[x] (5.5.38)

dir. Buradan ’in (5.5.37) denkleminden yaralanarak

[x] (5.5.39)

seklinde aritmetik ortalama olarak tanimlanabilecegi goriiliir.

n’inci dereceden bir polinom olsun. Dik poinomlar arasinda;

ve |:| sabitler olmak tizere

(5.5.40)

seklinde rekiirans bagintis1 vardir. Legendre polinomlart dik polinomlardir ve bu
polinomlar ve bu polinomlarin tiirevleri arasinda da rekiirans bagintilar1 vardir.

Bunlardan bazilari;

&l (5.5.41)
=] (5.5.42)
(5.5.43)
(5.5.44)
(5.5.45)




(5.5.46)
(5.5.47)
(5.5.48)
=] (5.5.49)
B (5.5.50)
(5.5.51)
] (5.5.52)
]
(5.5.53)
seklinde verilir.
gibi dik polinomlarin doguran fonksiyonlari,
E (5.5.54)

’nin ¢ cinsinden kuvvet serisine

seklinde gosterilir. Burada "ler |

aciliminin katsayilaridir. Buna gore Legendre polinomlarinin doguran fonksiyonu

E (5.5.55)

seklindedir.

|:|’yi belirlemek i¢in 6nce CAUCHY integral teoremine gore



(5.5.56)

yazilr ve C; z=x noktasim iceren bir kontiir olmak iizere RODRIGUES

formiiliinii kullanarak ’in
]
(5.5.57)
seklindeki integral gdsterimi bulunur.
Eger, (5.5.57) ifadesi (5.5.56) denkleminde yerine yazilirsa
]
(5.5.58)

elde edilir. (5.5.45) ifadesinin sagindaki toplam bir geometrik seridir. Buna gore

[x]
(5.5.59)
veya
[x]
olur. Burada
E (5.5.60)

basit kutuplardir ve bu kutuplardan yi igeren C: c¢evresi

tizerinden integral alinirsa



&l (5.5.61)
bulunur. |:| alinirsa (5.5.48) seklinde bulunan doguran fonksiyon
= (5.5.62)

seklinde de yazilir.

Legendre Fonksiyonunun Bazi Ozel Yazilislart Ve Aralarindaki Bagintilar

=] (5.5.63)

(5.5.64)

(5.5.65)
E (5.5.66)
[x] (5.5.67)
[=] (5.5.68)

|

[x] (5.5.69)
E (5.5.70)




(5.5.71)

(5.5.72)

(5.5.73)

(5.5.74)

(5.5.75)

(5.5.76)

(5.5.77)

(5.5.78)

(5.5.79)

(5.5.80)

(5.5.81)

(5.5.82)



(5.5.83)

(5.5.84)

(5.5.85)

(5.5.86)

(5.5.87)

(5.5.88)

(5.5.89)

(5.5.90)

(5.5.91)

(5.5.92)

(5.5.93)



(5.5.94)

Legendre Fonksiyonlarmin Bazi  Gésterimleri Ve Diger Ozel Fonksiyonlar

Arasindaki Iliskiler

=] (5.5.95)
[x] (5.5.96)
E (5.5.97)
=] (5.5.98)

<]
(5.5.99)

<]
(5.5.100)

<]
(5.5.101)




(5.5.102)

(5.5.103)

(5.5.104)

(5.5.105)

(5.5.106)

(5.5.107)

(5.5.108)

(5.5.109)



Legendre Fonksiyonlarinin Bazi Integral Gosterimleri

(5.5.110)

(5.5.111)

(5.5.112)

(5.5.113)

(5.5.114)

(5.5.115)

(5.5.116)

(5.5.117)

(5.5.118)

(5.5.119)



(5.5.120)

(5.5.121)

(5.5.122)

(5.5.123)

(5.5.124)

(5.5.125)

(5.5.126)



(5.5.127)

(5.5.128)

(5.5.129)

(5.5.130)

(5.5.131)

(5.5.132)

(5.5.133)

(5.5.134)



(5.5.135)

(5.5.136)

(5.5.137)

(5.5.138)

(5.5.139)

(5.5.140)

(5.5.141)

(5.5.142)



Diger  taraftan;, [ | i¢in ‘nin asimptotik  ifadesi

| | icin

E (5.5.143)
ve benzer sekilde [ | i¢in ‘nin asimptotik  ifadesi
| | igin

= (5.5.144)
dir.

Ayrica ve nin ['daki davraniglar
(5.5.145)
dir.
Toplam Teoremleri
B

(5.5.146)




(5.5.147)
[=]
(5.5.148)
[=]
(5.5.149)
dir.

5.6 BELLI SONSUZ SERILERIN TOPLAMLARININ HESAPLANMASI

|:|; reel eksen iizerinde | | basit kutuplari harig

| | olmak iizere [ | noktasinda rezidiileri I:I olan herhangi bir

analitik fonksiyon I:I de sonlu sayida kutuplar hari¢ analitik bir fonksiyon

olsun. Ayrica ;| dizisinde bazi N noktalarindan sonra higbiri

|:|’nin kutuplarindan ge¢meyen, pozitif yonlendirilmis kapali kontiirler

olsun. Ustelik noktalarini icerdigi halde

| noktalarini1 igermesin.




Eger s; |:|’nin kutup noktalarinda I:I’nin rezidiilerinin toplamini

belirtiyorsa

belirtilen toplam olmak iizere

I

'nin[___| da kutba sahip oldugu & degerleri harig

xl

(5.6.1)

dir. Eger l:I yeterince biiylik #n’ler ille D tizerindeki z’ler i¢in diizgiin sinirh

ise ve [ ] iken I:I tizerinde I:I ise

xl

(5.6.2)

dir. Kisaca s |:|’nin kutuplarinda |:|’nin rezidiilerinin toplami ise

dir.

Bu ifadeyi daha elemanter bir bi¢imde yazmak istersek I:I bir

xl

(5.6.3)

xl

xl

xl

xl

yolu boyunca verilmig bir fonksiyon |:| ve M, N’den bagimsiz sabitler olmak

luzere

xl

ise ve s’de I:I’nin kutuplarinda

rezidilerinin toplami ise

xl

’nin

(5.6.4)



dir.

(5.6.5)

denkleminin ikinci parcasindaki sonsuz serisinin degerini hesaplamak i¢in C

kontiiriint; | fonksiyonuun sifirlar1 ile g¢akisan bir kontiir olmak

tizere Sommerfeld-Watson integral dontigiimii kullanilarak

(x| (5.6.6)
veya I:I ifadesi yerine yazilirsa
=] (5.6.7)
olur. Buradan<
[ (5.6.8)
[ (5.6.9)
oldugundan
[=] (5.6.10)

bulunur.



5.7 GREEN FONKSIiYONU

Green fonksiyonlar1 diferansiyel denklem ¢oziimiinde kullanilan bir tekniktir.

Bir boyutlu uzayda

&l (5.7.1)

denklemini g6z Oniine alalim. I:I alinirsa denklem homojen bir denkleme

doniisiir. Homojen denklemin ¢oéziimii I:I ile gosterilirse

&l (5.7.2)

saglanir. (5.7.1) Denkleminde |:| yerine I:I Dirac Delta fonksiyonu

almirsa ve denklemin bu haldeki ¢oziimiinde |:| ile gosterilirse

&l (5.7.3)

yazilir. |:| diferansiyel denklem icin bir parametre olmak tizere, bu delta
fonksiyonlu ¢oziime diferansiyel denklemin Green fonksiyonu denir.
Eger bir diferansiyel denklemin homojen ¢oziimii |:| ve Green fonksiyonu

|:| biliniyorsa denklemin tam ¢ozlimii

= (5.7.4)

olur. Gergekten (5.7.4) ¢oziimii (5.7.1) diferansiyel denkleminde yerine yazilirsa

xl




(5.7.5)

olur. (5.7.5) in birinci yanindaki ilk terim homojen denklem oldugundan sifirdir.

Ikinci terim ise

= (5.7.6)
dir. Koseli parantez icindeki ifade (5.7.3) ile ayn1 oldugundan bu ifade
= (5.7.7)

seklinde yazilir. Delta Dirac fonksiyonunun tanimi gz Oniine alinirsa yukaridaki
esitligin birinci tarafi I:I’e esittir.

O halde (5.7.1) denkleminin ¢6ziimii Green fonksiyonunun bulunmasina
baghdir. Bu fonksiyon bulunursa denklemdeki I:I terimi degisse bile ayni
Green fonksiyonu kullanilarak denklemin ¢oziimii yapilabilir.

(5.7.1) Denklemi i¢in Green fonksiyonu

- (5.7.8)

dir.

Homojen denklemin genel ¢oziimii

(5.7.9)

seklinde bulunur. Gelen dalga [ ] yoniinde ilerliyorsa, [ ['li ¢ziim alinir.
Bu sonuclar gbéz Oniine alinarak (5.7.1) denkleminin (5.7.4) seklinde ifade

edilen tam c¢oziimii



= (5.7.10)
seklinde ifade edilir.

= (5.7.11)
tic boyutlu Schrodinger denklemi

[=] (5.7.12)

seklinde yazilisin. (5.7.12) Denklemi Green fonksiyonuna uygulanirsa £

parametresi ve l:l fonksiyonu

[x] (5.7.13)

seklini alir. Buradan ii¢ boyutlu durumda homojen ¢oziim [ | yoniinde ilerleyen

bir diizlem dalga

(5.7.14)

ve Green fonksiyonu

- (5.7.15)

seklinde bulunur. Bu Green fonksiyonu [ | noktasindan yayilan kiiresel bir dalga

bicimindedir. Ancak hem merkeze dogru kiiciilen ve hem de

merkezden digar1 yayilan kiiresel dalga c¢oziimleri igermektedir.




Sacilmada disa dogru yayilan kiiresel dalga olustugu i¢in + isaretli ¢6zliim alinirsa

tam ¢Ozim

(5.7.16)

[=] (5.7.17)

olur.

Bu ifadeden aramilan [] ¢6ziimiinin (5.7.16)’in sag tarafindaki integralin

icinde oldugu goriliir. Bu sagilimin integral denklemidir.

Boylece Schrodinger diferansiyel denklemi bir integral denklemine doniigmiis
oldu. Integral bir denklem smir kosullarmi kendi icinde tasir, ve denklemi
integrasyon yoluyla ¢6zmek uygun bir yoldur. Yaklasik bir ¢Oziimii sag tarafta
kullanarak sol taraftaki ¢oziim hesaplanir. Daha sonra bu ¢6ziim sag tarafta

kullanilir. Bu sekilde devam edilerek denklemin ¢6ziimii elde edilir.
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