
  

I. BÖLÜM 

   

1.1 GİRİŞ  

 

Reel  ve  kompleks  uzaylarda  kuadratik  formları  invaryant  bırakan  

( )qpSOG ,≡ ,  ( )qpU ,   temsil  gruplarının  homojen  uzaylarda  Laplace-Beltrami  

operatörlerinin  çözümleri  ve  bu  homojen  uzaylarla  ilgili temsillerin harmonik 

analizi üzerine çeşitli  çalışmalar  yapılmıştır. [1,10,11,12,13]  Laplace-Beltrami  

operatörünün  çözümleri  homojen  uzaylarda  hareket  eden  serbest  parçacıkların  

düzlem  dalgalarıdır.  Jeodezik  yol  ile  parçacığın  serbest  hareketinin  kırılmış  

simetrisi , bir  boyutlu  n  parçacıklı  kuantum  integrallenebilir  sistemlerini  verir. 

Laplace-Beltrami  operatörünün  radyal  kısmı  ile  kuantum  sisteminin  H  

Hamiltoniyeni  arasındaki  ilişki,  homojen  uzaylarda  invaryant  hacmin  radyal  kısmı  

ile  tanımlanan  basit  bir  dönüşüm  ile  verilir  ve çözümleri,  düzlem  dalgaların  

açılara  göre  ortalama  değeri  ile  belirlenir.  Kompakt  durağan  alt gruplu  homojen  

uzaylar  olması  halinde  bu  ortalama  değer ,   zonal  küresel  fonksiyonlar  olarak  

adlandırılırlar.  [1,3,14]  Simetrik  uzaylar  ve  küresel  fonksiyonların  teorisi  Gelfand,  

Harish-Chandra,  Berezin,  Kampelevich,  Gindikin  ve  Kostant  tarafından  

geliştirilmiştir.  [5,11] 

Bir  boyutlu  kuantum  integrallenebilir  sistemlerin  hareket  integralleri,  dalga  

fonksiyonları  ve  diğer  özellikleri  ile  ilgili  bir  çok  sonuç  elde edilmiştir.   

M.A.Olshanetsky  ve  A.M.Perelemov’ın  “Quantum  İntegrable  Systems  Related  to  

Lie  Algebra”  adlı  çalışması  bu  konuda  elde  edilen  sonuçların  genel  yorumunu  



  

vermektedir.  [1,2]  Bu  yoruma  göre  bir  boyutlu  kuantum  integrallenebilir  sistemler  

G  grubunun  bir  simetri  uzayında  serbest  parçacık  hareketinin  simetrisinin  

bozulması  sonucu  ortaya  çıkmaktadır.  [1,2]  Serbest  hareketler  simetrik  yüzeylerde  

tanımlanan  düzlem  dalgalarla  ifade  edilirler.  Rankı  1=p   olan  simetrik  uzayda  

düzlem  dalgaların  grup  temsillerine  dayanan  ifadesi  I.S.  Shapiro,  I.M.  Gelfand  

tarafından  verilmiştir.  [4,5,6,15]  Ayrıca  rankı  birden  büyük  

( ) ( ) ( )qSOpSOqpSO ×,   simetrik  uzaylar  üzerindeki  düzlem  dalgaların  grup  

teorisi  ile  bağlantılı  ifadesi  üzerine  çeşitli  çalışmalar  yapılmıştır.  [7,8] 

        M.A.Olshanetsky  ve  A.M.Perelemov’un  çalışmalarında  kompakt  durağan  alt  

gruplu  simetrik  uzaylarla  ilintili  kuantum  integrallenebilir  sistemler  incelenmiştir.  

[2,9]  Bu  yüzeylerde  tüm  geodezik  eğriler  kompakt  kapanışlara  sahip  

olduklarından  ortaya  çıkan  kuantum  sistemler,  saçılma  kuantum  durumları  olarak  

yalnız  sürekli  spektrumlara  sahiptirler.  İncelenen  simetrik  uzaylar  için  geodezik  

eğriler  hem  kompakt  hem  de  kompakt  değildir.  Bu  nedenle  bu  yüzeylerle  bağlı  

kuantum  sistemler  saçılma  ve  bağlı  durumlara  uygun  gelen  hem   sürekli  hem  de  

kesikli  spektrumlara  sahiptirler.   

        Açıklayıcı  bir  örnek  olarak  nIR ,  n-boyutlu  öklid  uzayında,  

nn IRpIRx ∗∈∈ ,   olmak  üzere  ipxe   düzlem  dalgalarının  oluşumunun  grup  teorisi  

ile  ifadesini  göz  önüne  alalım. nIR ’de  parçacığın  serbest  hareketi  ipxe   düzlem  

dalgaları  ile  tanımlanır.  Bu  dalgalar,   plank  sabiti  ve  parçacığın  kütlesi  bir  olarak  
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        η ,  n-boyutlu  birim  vektörü  olmak  üzere  η2pp =   momentumun  tüm  

yönleri  boyunca,  düzlem  dalgaların  ortalama  değerinin  ifadesi, 

[ ]


























Γ==






 







−

−−

∫ 22

2
2

2
2

22

,

2
0;0 22

0,
222

xpJ
xp

dexgt n

n

xpip ηη
ηη

     (1.1.1) 

şeklinde  verilir.Burada  
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şeklinde  yazılan  Laplace  operarötürünün,  radyal  kısmı  olan 

211 , xr
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dr nn

r ==∆ −−                                                        (1.1.3) 

nın  öz  fonksiyonlarıdır  ve 
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denklemini  sağlarlar. 

        ( ) ( ) ( ) nIRxnSOknEkxg ∈∈∈ ,,,   olmak üzere  Wigner  teorisi  ile  ifadesi  

verilen    
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xgt p   fonksiyonları  nE   öklid  grubunun  temsillerinin  zonal  

küresel  fonksiyonlarıdır. 



  

        Diğer  taraftan  ηdrdrdx n 1−=   invaryant  hacim  elemanı  ifadesinden  görüldüğü  

gibi  ( ) ( )rrrf
n
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Schrödinger  denklemi elde  edilir.   Burada  potansiyel,   
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dır.  Özdeğer  denkleminin  çözümü 
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şeklinde  bulunur. Bu  çözümün  ∞→r   için  asimptotik  değeri 
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dir.  Diğer  taraftan  S-matrisinin   
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den  elde  edilen  ifadesi 
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olarak  bulunur. 



  

        Euclide  uzayında  göz  önüne  alınan  bu  örnekte  Riemann  simetrik  uzayları  ele  

alınmaktadır.  Simetrik  uzayda  düzlem  dalgaların  ifadesi  ( )qpSO ,   grup  temsiller  

teorisine  dayanılarak  verilmiştir.  Simetrik  uzayın  hacim  elemanın  ifadesi  

kullanılarak  Laplace  operatörünün  radyal  kısmı  Schrödinger  denklemine    

dönüştürülür.  Bu  ise  bir  boyutlu  kuantum  sistemlerine  karşılık  gelir. [1] 

        Bu  konu  ile  ilgili  diğer  bir  çalışma  için  ( )2,3SO   grubunun  
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1 =−−++Χ+ xxxxx ,  ( ) +Χ∈= 54321 ,,,, xxxxxx   hiperboloidi  üzerinde  

düzlem  dalgalarının  oluşumunun  grup  teorisi  ile  ifadesini  göz  önüne  alalım  ve  

özdeğer  denklemini  verelim.  Bunun  için  ( )εσχ ,=   olmak  üzere; 
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1 =−−++ yyyyyY ,  ( ) Yyyyyyy ∈= 54321 ,,,,  

konisi  üzerinde  ε   değerli  ve  homojenlik  derecesi σ  olan  sonsuz  

diferansiyellenebilir  homojen  ( )χ,yΦ   fonksiyonlarının,    χD   uzayında  ( )2,3SO   

grubunun 

( ) ( ) ( )1,0,; =Φ=Φ εχεσ yasignaay                                      (1.1.12) 

şeklindeki  maximal  dejenere  temsillerini  göz  önüne  alalım. 

( ) ( ) [ ] −Χ∈−=−−+=== ηηηηηηηηηηηηη ,1,,,,,,,1, 2
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14321pdpy  

olmak  üzere  11 =y   düzlemi  ile  Y   konisinin  arakesiti  üzerinde  

( ) ( ) 11
; =Φ= yypf χ   sonsuz  diferansiyellenebilir  fonksiyonlar  uzayında 

( ) ( ) ( ) ( )2,3;; SOgygygT ∈Φ=Φ χχχ                                     (1.1.13) 



  

temsili  gerçekleştirilebilir.  ygy =′   denkleminden  görülebileceği  gibi  ( ) ,1pg
d
dg

=   

( ) ( )1pgpgpg =  olmak  üzere  (1.1.13)  denkleminden 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,3,11 SOgpgfpgsignpgpfgT ∈= εσ
χ           (1.1.14) 

bağıntısı  bulunur.  ( )1pg   ifadesi  ( ) +Χ= ,0,0,0,0,1x   hiperboloidi  üzerinde  sabit  

bir  nokta  olmak  üzere  ( ) ],[1 pgxpg
o

=    yazılır.  Bu  durumda  xgxx
o

=   şeklinde  

tanımlanmak  üzere , 1−≡ xgg   den  ( ) [ ]pxpg x ,1
1 =−   bağıntısı  elde  edilir.  4-boyutlu  

+Χ   hiperboloidi  üzerinde  skaler  fonksiyonların  açılımı  için  tam  taban  

fonksiyonları 

( ) ( ) ( ) ( )2,3,2,2,, SOgSOHHhgthgt ∈≡∈= χχ               (1.1.15) 

koşullarını  sağlayan  ( )2,3SO   grubunun  temsillerinin  ( )( )gt χ   matris  

elemanlarıdır.  1, χD   temsil  uzayının  H,  invaryant  dual  vektörü  olsun.  Bu  

durumda  ( )1,0,0,0=
o

η ,  ηηη g
o

=   üç  boyutlu  −Χ   hiperboloidinin  bir  vektörü,  ηd  

bir invaryant eleman ; ( ) ( ) −Χ,η
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ifadesi  elde  edilir.  Böylece  4-boyutlu  +Χ   hiperboloidi  üzerinde  taban  

fonksiyonlarını  hesaplamada  3-boyutlu  Χ -hiperboloidi  üzerinde  ( )ηχ gD   taban  

fonksiyonlarına  ihtiyaç  olduğu  görülür.  Bu  nedenle  karışık  tabanda  



  

KkHhAa ∈∈∈ ,,   olmak  üzere  hakg =   parçalanışlı  ( )2,3SO  grubunun  ( )gTχ   

temsilinin  matris  elemanlarını  hesaplamak  uygundur.  Bunun  için  de  Y  konisinin  
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2 =+=++= yyyyyr   kompakt  arakesiti  üzerinde  ( ) ( ) 1; =Φ= rys χϕ   

fonksiyonlar  uzayında  (1.1.13)  eşitliğindeki  temsilin  realizasyonunu  göz  önüne  

alalım.Bu  ise  kısaca ( ) ( )( ) ( ) ( ) 12122323 ,,, SSsSSs ×∈∈∈= ξξξξ   olmak  üzere  

0, >= rrsy  demektir.   Bu  durumda  ( ) ( ) ( )ss ϕϕ ε1−=−   için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )εσχϕϕ σ
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bağıntısı  elde  edilir. 
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bağıntıları  kullanılarak  ve  (1.1.16)  denklemindeki  12 SS ×   üzerindeki  
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bulunur. 

        ( ) ( )xmMJ gt
H

χ
;;;0    matris   elemanları  biküresel   koordinat   sisteminde   verilen   

4-boyutlu   +Χ  hiperboloidi   üzerinde   skaler   fonksiyonların  açılımı  için  taban   



  

fonksiyonlarıdır  ve  BL∆  , +Χ   üzerinde  Laplace-Beltrami  operatörü  olmak  üzere 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xmMjxmMjBL gtgt
HH

χχ σσ ;;;0;;;0 3+=∆                                (1.1.20) 

denklemini  sağlarlar.  Bu  nedenle 

[ ] [ ] [ ]sxsignsxsx ,,, 3 εσσ
ε

−−≡  

düzlem  dalgaları  için 

[ ] ( )[ ]σεσ
ε σσ sxsxBL ,3, +=∆                                                      (1.1.21) 

denklemi  bulunur. 

        +Χ   üzerindeki  skaler  fonksiyonların  açılım  formülü,  esas  seriler  üzerindeki  

integrallerden  oluşur  ve  ( )2,3SO   de-Sitter  grubunun  temsillerinin  discreat  seriler  

üzerinde  bir  toplamına  eşittir. 

        Bu  çalışmada  simetrik  yüzey  olarak  biküresel  ve  parabolik  koordinat  

sistemlerinde  verilmiş  [ ] 1, 2
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1 =−−++==+ xxxxxxxX   hiperboloidi  

üzerinde  serbest  hareketle  bağlı  bir  boyutlu  kuantum  sistemler  göz  önüne  

alınmıştır. Ayrıca  grup  temsiller  ile  ilgili  bazı  genel  bilgiler  verildi.  Parabolik  ve  

biküresel  koordinatlarda  serbest  parçacığın  hareketleri  incelendi. 
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1 =−−++==Χ+ xxxxxxx   de-Sitter  uzayında  skaler  fonksiyonlar  

için  açılım  formülü  verildi  ve  düzlem  dalgalar tanımlandı. Düzlem  dalgalar  için  

tamlık  şartları  kullanılarak  düzlem  dalgaları  boyunca  +Χ   üzerinde  bir  serbest  

parçacığın  hareketinin  Green  fonksiyonları  için  tam  fonksiyonlar  bulunarak ,  ikinci    

çeşit  Legendre  fonksiyonları  ile  ifade  edilen   açık  temsiller  elde  edilmiştir. 



  

        Daha  sonra,  Schrödinger  denklemi,  özel  fonksiyonlar  ve  Green  fonksiyonları  

ile  ilgili  bilgiler  verilmiştir. 

 

1.2 GRUP  TEMSİLLERİ 

 

        Grup  temsili  kavramı  üstel  fonksiyon  kavramının  kapsamlı  bir  

genelleştirmesidir.  axe   üstel  fonksiyonu  ( ) af =′ 0   başlangıç  koşulunu  sağlayan 

( ) ( ) ( )yfxfyxf =+                                                                     (1.2.1) 

fonksiyonel  denkleminin  sürekli  çözümü  olarak  tanımlanabilir.  Bu  denklemin  

herhangi  bir  G  grubuna  genelleştirilmesi  G  üzerinde 

( ) ( ) ( )2121 gfgfggf =                                                                    (1.2.2) 

koşulunu  sağlayan  skaler  fonksiyon  göz  önüne  alınarak  yapılabilir.  Değişmesiz  

gruplar  için  fonksiyonlar  (1.1.2)  eşitliğinden  dolayı 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )12122121 ggfgfgfgfgfggf ===  

bağıntısını  gerçekleştirmeleri  gerektiğinden  bu  tür  fonksiyonlar  az  sayıdadır.  Bu  

yüzden  (1.2.2)  denklemini  sağlayan  skaler  fonksiyonlar  G  grubunda  bir  keyfi  

( )gF   fonksiyonuna  genişletilmesi  için  yetersizdir.  (1.2.2)  Denkleminin  tam  

olarak  genelleştirmek  için  skaler  fonksiyonlar  yerine  değerleri  matris  veya  lineer  

dönüşüm  olan  fonksiyonlara  dönüşmelidir.  Kısaca  1g   ve  2g   verilen  G  grubunun  

elemanları  ve  ( )gT ,  bu  grupta  herhangi  bir  L  lineer  uzayının  lineer  dönüşümler  

kümesinde  değer  alan  bir  fonksiyon  olmak  üzere 

( ) ( ) ( )2121 gTgTggT =  



  

fonksiyonel  denkleminin  çözümlerine  G  grubunun  temsilleri  denir.  Burada  

ggnn
=

∞→
lim   limiti  ( ) ( )gTgT nn

=
∞→

lim   olan  ( )gT   operatörüne  ihtiyaç  vardır.  

Açıkça  temsillerin  sürekliliği  ( )gT   operatörlerinin  tanımına  bağlıdır.  Buradan  tüm  

( )gT   operatörlerinin  L  uzayında  sürekli  olmasına  ihtiyaç  vardır.  Yani  xxnn
=

∞→
lim   

limiti  ( ) ( )xgTxgT nn
=

∞→
lim   olmasını  gerektirir.  Eğer  singüler  olmayan  temsiller  

göz  önüne  alınır  ve  G  grubunun  temsilleri  ile  bu  grup  üzerinde  

( ) ( ) ( )2121 gTgTggT =   fonksiyonel  denklemini  gerçekleyen  ve  L  lineer  uzayının  

singüler  olmayan  sürekli  lineer  dönüşümlerinin  grubunda  değerler  alan  ( )gT   

sürekli  fonksiyonları  göz  önüne  alınırsa  e ,  G  grubunun  birim  elemanı  ve  E  de  L  

de  birim  operatörler  olmak  üzere  ( ) ( )gTgT 11 −− =   ve  ( ) EeT =   olduğu  

gösterilir. ( ) ( ) ( )2121 gTgTggT =   ve  ( ) ( )gTgT 11 −− =   eşitlikleri  ( )gT ’nin  L ’nin  

singüler  olmayan  sürekli  lineer  dönüşümler  grubu  içine  G ’nin  bir  homomorfik  

eşlemesi  olduğunu  gösterir.  Eğer  bu  G ’nin  her  g  elemanı  için  ( ) EgT =   ise  

( )gT   temsiline  aşikar  temsil,  G ’nin  e  birim  elemanı  için  ( ) EeT =   ise  ( )gT   

temsiline  tam  temsil  denir.  L  lineer  uzayına  ( )gT   temsilinin  uzayı  denir.  Eğer  

uzay  sonlu  boyutlu  ise  ( )gT   temsiline  de  sonlu  boyutlu  denir.  Sonsuz  boyutlu  

durumda  Hilbert  uzaylarındaki  operatörler  ile  temsiller  göz  önüne  alınır. 

        G  grubunun  bir  ( )gT   temsili ;  

( ) ( ) ( )2121 gTgTggT =                                                                    (1.2.3) 

fonksiyonel  bağıntısını  gerçekleyen  bu  grup  üzerinde  bir  operatör  fonksiyonu  

olarak  tanımlanır.  ( )gT   temsil  uzayının  sonlu  boyutlu  olduğu  durum  göz  önüne  



  

alınarak  { }neee ,,, 21 K   tabanı  seçilsin. ( )gT   operatörü  je   elemanını  ( ) jegT ’ye  

dönüştürür. ( ) jegT   taban  elemanlarına  ayrılarak 

( ) ∑
=

=
n

i
jijj etegT

1
                                                                            (1.2.4) 

elde  edilir.  Şöyle  ki  ( )gT   temsillerinin  hem  bir  operatörü  ile 

( )( ) ( )( ) njigtgT ij ≤≤≡ ,1,                                                    (1.2.5) 

matrisini  veya  grup  üzerinde  2n   nümerik  fonksiyonlar  olan  ( )gtij ’lerin  toplamı  

oluşturulur. ( )gT ’nin  sürekliliğinden  ( )gtij ’nin  sürekliliği  anlaşılır. 

        Operatörlerin  çarpımı  bunlara  denk  olan  matrislerin  çarpımı  anlamına  geldiği  

için  (1.2.3)  fonksiyonel  bağıntısından  ( )gtij   fonksiyonları  için 

( ) ( ) ( ) njigTgtgt
n

k
kjikij ≤≤= ∑

=
,1,

1
21                                         (1.2.6) 

2n   eşitlik  sistemi  elde  edilir.  Bu yolla  ( )( ) 0det, ≠∈ gtGg ij   için  ( )gtij   2n   

sürekli  nümerik  fonksiyonlarının  ailesi  ile  G  grubunun  n-boyutlu  temsilleri  

tanımlanabilir.  Bu  sistem  (1.2.4)  denklemini  gerçekler. 

        Eğer  A  singüler  olmayan  bir  operatör  ve  L  uzayından  kendisi  üzerine  olan  

dönüşüm  ii Aef =   ise  bu  durumda  { }if   tabanındaki  ( )gT   matris  temsili 

T(g)= ( ) ( )( )( )AgTA 1−                                                                    (1.2.7) 

formuna  sahiptir.  Burada  ( ) { }keA ,   tabanındaki  A  operatörünün  matrisini  

gösterir.  Yani 

∑
=

=
n

i
iijj eaf

1
                                                                                     (1.2.8) 



  

dir. 

        ( )gT   temsilinin  matrisi  ( )( )gtij   ise  belli  bir  ( )gT   temsilinin  matrisi  de  

( )( )gtij   olur.  Eğer  ( )gT   temsilinin  uzayı  öklidiyen  ise  içindeki  tabanda  

ortonormal  olmalıdır.  Yani 

( ) ijji ee δ=,                                                                                      (1.2.9) 

dır.  Bu  durumda  matris  elemanları 

( ) ( )( )ijij eegTgt ,=                                                                     (1.2.10) 

ile  hesaplanabilir. 

        ( )gT   sonsuz  boyutlu  temsili  göz  önüne  alınsın  ve  bu  uzayda  ni ,,2,1 K=   

olmak  üzere  { }ie   ortonormal  tabanı  seçilsin.  Bu  tabanda 

( ) ( )∑
∞

=
=

1i
iijj egtegT                                                                     (1.2.11) 

eşitliği  elde  edilir.  (1.2.11)’nin  her  iki  yanı  ie   ile  skaler  olarak  çarpılırsa 

( ) ( )( ) ∞<≤= jieegTgt ijij ,1,,                                            (1.2.12) 

bulunur. 

        Operatörlerin  çarpımı  matrislerin  genel  çarpımı  kuralına  göre  yapılır.  Yani 

( ) ( ) ( )∑
∞

=
=

1
21

k
kjikij gtgtgt                                                             (1.2.13) 

dür. 

        ( )gT   L1  uzayında  G  grubunun  bir  temsili  ve  A,  A-1  tersi  sürekli  olan  

L1’den  L2  uzayına  bir  lineer  dönüşüm  olsun.  Bu  durumda 

( ) ( ) 1−= AgTAgQ                                                                        (1.2.14) 



  

eşitliği L2  uzayında  G  ’nin  bir  temsilini  belirtir.  Bu  ifadeden 

( ) ( ) ( )2121 ggQgQgQ =  

elde  edilir.  Bu  yolla  verilen  bir  ( )gT   temsilinden  hareketle  aynı  grubun  yeni  

temsilleri  oluşturulabilir  ve  bunlar  ( )gT  ye denk  olarak  kabul  edilebilirler.  Eğer 

( ) ( ) 1−= AgTAgQ  

olacak  şekilde  L1  den  L2  içine  bir  A  lineer  operatörü  varsa  L1  uzayında  G  

grubunun  ( )gT   temsili  L2  uzayındaki  G  grubunun  ( )gQ   temsiline  denktir  denir.  

Temsillerin  denkliği  kavramı  yansıyan,  simetrik  ve  geçişkendir.  Ayrıca  her  bir  

temsil  kendisine  denktir.  Eğer  ( )gT ,  ( )gQ ’ye  denk  ise  ( )gQ   de  ( )gT ’ye  

denktir  ve  eğer  ( )gT ,  ( )gQ ’ye  denk, ( )gQ   de  ( )gR ’ye  denk  ise  bu  durumda  

( )gT   temsili  ( )gR ’ye  denktir.  Bu,  temsiller  üzerinde  bir  denklik  bağıntısıdır.  

Bundan  dolayı  G  grubunun  tüm  temsilleri  kümesi  temsillerin  denklik  sınıfına  

ayrılabilir. 

        Eğer  ( )gT   ve  ( )gQ   temsilleri  denk  ise  uygun  bir  taban  seçimi  ile  bu  

temsiller  özdeş  matrislerle  verilirler.  Yani  ( )gT   temsillerinin  L1  uzayında  bir  

{ }ke   tabanı  seçilirse, ( )gQ ’nin  L2  uzayında  { }kAe   tabanı  seçilmelidir.  Buradan 

( ) ( ) kk egTAeAgQ =  

elde  edilir.  Bu  nedenle  eğer 

( ) ( )∑= jjkk egtegT  

ise 

( ) ( ) ( )∑∑ == jjkjjkk eAgtegtAeAgQ  



  

dir.  Böylece  { }ke   tabanında  ( )gT   temsili  ile  { }kAe   tabanında  ( )gQ   

temsilinin  aynı  matrise  sahip  olduğu  görülür. 

        ( )gT   L  uzayında  G  grubunun  temsili  ve  L′ ,  L  uzayının  adjoint  uzayını  

göstersin. 

( ) ( ) ( )( ) LxLfxgTfxfgT ∈′∈=′ − ,,1                                    (1.2.15) 

ifadesi  G  grubunun  bir  temsilini  belirler.  Aslında 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfggTxfgTgT 2121 ′=′′  

ve  bu  nedenle 

( ) ( ) ( )2121 ggTgTgT ′=′′  

dir.  ( )gT ′   temsiline  ( )gT   temsilinin  adjointi  denir. 

        ( )gT ’nin  temsil  uzayında  { }ie   tabanı  seçilsin  ve  ( ) kiik ef δ=   olan  lineer  

fonksiyonel  kf   ile  gösterilsin.  { }if   lineer  fonksiyonellerin  L′   uzayında  bir  

taban  oluşturur  ve  { }ie   tabanına  biortogonal  denir. 

        Eğer  { }ie   tabanındaki  ( )gT   temsilinin  matrisi  ( )( )gtij ’ye  eşit  ise  

biortogonal  tabandaki  adjoint  temsilin  matrisi  ( )( )1−gt ji formuna  sahiptir.  Aslında 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑

∑
−−−

−−

===











==′

i
kijijk

i
ijik

i
iikjkjkj

efgtgtefgt

egtfegTfefgT

111

11

 

dır  ve 

( ) ( )∑ −=′
i

ijij fgtfgT 1  

dir. 



  

        L  uzayında  ( )yx,   dejenere  olmayan  skaler  çarpımı  verilsin.  Her  hangi  iki  x  

ve  y  vektörü  için 

( ) ( )yAxyAx ∗= ,,  

eşitliği  elde  ediliyorsa,  ∗A   operatörüne  bu  skaler  çarpıma  göre  A nın  Hermitik-

Adjointi  denir.  Eğer  ( )gT   L  uzayında  G  grubunun  bir  temsili  ise  ( )1−∗ gT   de  

bu  grubun  bir  temsilidir  ve 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]1
21

1
1

1
2

1
1

1
2

1
2

1
1

−∗−−∗∗−−−∗−∗ === ggTggTgTgTgTgT  

dir. ( )1−∗ gT   temsiline  ( )gT  nin  Hermitik-Adjointi  denir  ve  ( )gT~   ile  gösterilir.  

Diğer  taraftan 

( ) ( )1~ −= gtgt ijij  

dir.  G  grubunun  L  uzayındaki  ( )gT   temsiline,  eğer  L nin  x,y  vektörü  ve   

G  nin  her  g  elemanı  için  

( ) ( )( ) ( )yxygTxgT ,, =  

eşitliğine  sahipse  ( )yx,   skaler  çarpımına  göre  üniterdir  denir.  Bu  durumda 

( ) ( ) EgTgT =∗   ve  ( ) ( ) ( )11 −−∗ == gTgTgT  

yazılır.  Bundan  dolayı  ( )gT   temsili  Hermitik-Adjoint  temsili  ile  uyuşuyorsa  

üniterdir  denir.  Hermitik-Adjoint  temsillerin  matris  formları  ortonormal  bir  

tabanda  göz  önüne  alınırsa,  üniter  temsillerin  matrisleri  ortonormal  bir  tabanda  

üniterdir.  denir.  Yani 

( )( ) ( )( )gtgt ijij =−1                                                                      (1.2.16) 

dir.  Bundan  dolayı  bir  matris  için 



  

( ) ( ) ( ) ( ) ik
j

jkji
j

kjij gtgtgtgt δ== ∑∑                                     (1.2.17) 

elde  edilir.  Eğer  ( )gT   temsili  üniter  ve  { }ke   ortonotmal  bir  taban  ise  ( )gT   de  

üniterdir. 

        Her  Gg ∈   için  1Lx∈   iken  ( ) 1LxgT ⊂   oluyorsa  ( )gT   temsil  uzayı  L1  alt  

uzayına  invaryanttır  denir.  Başka  bir  deyişle  bu, ( )gT   temsillerinin  her  operatörü 

L1  alt  uzayının  vektörlerini  aynı  alt  uzayın  vektörlerine  dönüştürür  demektir.  Sıfır  

uzayı  ve  L  uzayı  olmak  üzere  her  ( )gT   temsili  için  en  az  iki  invaryant  alt  

uzay  vardır.  Bu  invaryant  alt  uzaylara  trivial  denir.  Eğer  bir  ( )gT   temsili  

sadece  trivial  alt  uzaylara  sahipse  ( )gT   temsiline  indirgenemez  denir.  Trivial  

olamayan  invaryant  alt  uzaylı  bir  temsil  indirgenebilirdir.  G  grubunun  

indirgenebilir  her  ( )gT   temsili  ile  bu  grubun  iki  yeni  temsili  eşlenebilir.  

Bunların  ilki  ( )gT   temsilinin  operatörleri  sadece  L1  alt  uzayında  göz  önüne  

alınarak  elde  edilir.  Bu  temsile  ( )gT   temsilinin  L1  invaryant  alt  uzayına  

kısıtlaması  denir.  İkinci  temsil  
1L

L   bölüm  uzayında  oluşturulur.  Eğer  ( )gT   

temsili  indirgenebilir  ise  uygun  seçilmiş  bir  tabanda  bu  temsillerin  matrisi 

( ) ( )
( )






gT
gAgT

2

1

0
                                                                            (1.2.18) 

formunda  ifade  edilir. 

 

 

 



  

II. BÖLÜM 

 

SO(2,3)  GRUBU  İLE  BAĞLANTILI  KUANTUM  SİSTEMLER 
 

2.1 PARABOLİK  KOORDİNAT  SİSTEMİ 

 

)3,2(SO   grubunun  simetrik  yüzeyinde  parabolik  koordinat  sistemini  

alalım.Bunlara  karşılık  alınan  kuantum  sistemlerini  ve  grup  temsillerini  

inceleyerek  sistemin  çözümünü  araştıralım. 
5

3,2R   Pseudo  Euclidean  uzayında  Parabolik  Koordinatlar  ∞<< r0 ,  

∞<<∞− t ,  ∞<<∞− 321 ,, qqq   ve 

2
3

2
2

2
1

2 qqqq −−=                                                                               (2.1.1) 

olmak  üzere 









−= 22

1 2
1

2
cosh qetrx

t

 

2
12

t

erqx =  

2
23

t

erqx =  

2
34

t

erqx =  









+= 22

5 2
1

2
sinh qetrx

t

 

şeklinde  verilir.  ( ) ( )baab xxg && ,=   metrik  matrisi  5,4,3,2,1, =ba   olmak  üzere 

( ) ( )ttt
ab erererrdiagg 2222 ,,,4,1 −−−=                                      (2.1.2) 

dir. 

( ) ( )ab
ab gg =−1  

( )[ ] t

ab ergg 2
34

21

2
det ==                                                              (2.1.3) 



  

( ) ( )[ ]
g
gCof

g
t

abab =                                                                         (2.1.4) 

kullanılarak 

( ) ( )tttab erererrdiagg 2222 1,1,1,4,1 −−−=                            (2.1.5) 

olarak  bulunur. 
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∂

=∆Φ b
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a x
gg

xg
1          5,4,3,2,1, =ba                        (2.1.6) 

Laplace  operatöründen  yararlanarak  Parabolik  Koordinatlarda  Laplace-Beltrami  

operatörünü  yazalım.  (2.1.6) dan 
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           (2.1.7) 

ifadesini  elde  ederiz.  (2.1.7)  İfadesi 
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tBL                              (2.1.8) 

olmak  üzere 

Φ∆+













∂
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∂
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=∆Φ LB

t

rt
e

tr 2
2
3

4
11                                                   (2.1.9) 

olarak  yazılır.  Bu  yazılışta  ∆Φ   operatörünün  ilk  terimi  Laplace  operatörünün  

radyal  kısmını,  Φ∆ BL   terimi  de  [ ] 1, =xx   yüzeyi  üzerinde  tanımlanmış  olan  

Laplace  Beltrami  opretörünü  oluşturur. 

        (2.1.8)  Formunda  bulduğumuz  BL∆   Laplace-Beltrami  operatörünün  özdeğer  

problemini  inceleyelim. 

( ) ( ) 332211
321 ,,, qiqiqi eeetTqqqt µµµ=Φ                                       (2.1.10) 

olmak  üzere 

( ) ( ) ( )321321 ,,,3,,, qqqtqqqtBL Φ+−=Φ=∆ σσ                         (2.1.11) 



  

denklemini  göz  önüne  alalım.  (2.1.11)  Denkleminde ( )321 ,,, qqqtΦ   ’ün  (2.1.10)  

yazılışı  kullanılarak 

( )

( ) ( ) 332211

332211

3

14
2
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2
2

2

2
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2
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e
µµµ

µµµ

σσ +=





















∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

∂
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          (2.1.12) 

ifadesi  elde  edilir. 
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3
2
2

2
1 µµµµ =−−                                                                          (2.1.13) 

olduğu  göz  önüne  alınırsa  (2.1.12)  denklemi 

( ) )(3)()(6)(4
2

2

2
tTtT

edt
tdT

dt
tTd

t +=++ σσµ                                  (2.1.14) 

şeklini  alır.  (2.1.14)  Denkleminde 

)()( 4
3

tetT
t

ψ
−

=                                                                                (2.1.15) 

dönüşümü  yapılırsa 

( ) 0
4

2
3

4
)( 2

2

2
=
























 +

−+ t
edt

td
t ψ

σ
µψ                                                 (2.1.16) 

şeklindeki  Schrödinger  denklemi  bulunur.  Schrödinger  denkleminin  potansiyeli 

te
tV

4
)(

2µ−
=                                                                                     (2.1.17) 

        Enerjisi 

4
2
3 2







 +

−=
σ

E                                                                               (2.1.18) 

olarak  bulunur.  (2.1.16)  Schrödinger  denkleminde 

2
t

ez
−

=                                                                                             (2.1.19) 

dönüşümü  yapalım.  Bu  durumda 

0)(
2
3)()( 2

22
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2
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 +−++ zz

dz
zdz

dz
zdz ψσµψψ                      (2.1.20) 



  

şeklindeki  Bessel  denklemine  ulaşırız.  (2.1.20)  Denklemini  2µ   ’nin  durumlarına  

göre  irdeleyelim. 

        02 <µ   halinde  (2.1.20)  denklemini 

zz µ=′                                                                                           (2.1.21) 

dönüşümü  ile 

0)(
2
3)()( 2

2
2

2
2 =


















 ++−+ zz

dz
zdz

dz
zdz ψσψψ                           (2.1.22) 

Modified  Bessel  denklemini  buluruz.  Bu  tip  Modified  Bessel  denkleminin  genel  

çözümü  1c   ve  2c   keyfi  sabitler  olmak  üzere 

)()()( 11 izYcizJcz ννψ ′+=                                                               (2.1.23) 

bağıntısı  ile  verilir.  Bu  çözüm  Modified  Bessel  denklemi  için  uygun  çözüm  

değildir.  Uygun  çözümü  elde  etmek  için  I  ve  K  çözümlerini  kullanalım.  (2.1.22)  

Denklemlerinin  çözümleri 

)()( ixJixI ν
ν

ν
−=                                                                             (2.1.24) 

bağıntısı  kullanılarak  xz =µ ,  νσ =+
2
3   için 

( )zI µ
σ

2
3

+
  ve  ( )zI µ

σ
2
3

+
                                                          (2.1.25) 

olarak  bulunur.  Bu  çözümler 

[ ])()(
sin2

)( xIxIxK ννν νπ
π

−= −                                                   (2.1.26) 

bağıntısından  yararlanılarak 
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          (2.1.27) 

şeklinde  K-Mcdonald  fonksiyonu  ile  ifade  edilir. 

        Böylece  (2.1.22)  Modified  Bessel  denkleminin  çözümünü 

( ) ( )zKcz µµψ
σ

2
31

+
=                                                                    (2.1.28) 

şeklindeki  ifade  etmiş  oluruz. 



  

        Böylece  (2.1.14)  denkleminin  çözümü 

ρσ i+−=
2
3 ,   2

t

ez
−

= ,   ρ=E                                                  (2.1.29) 

olmak  üzere 

( ) 
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t

eKetT µρ                                                              (2.1.30) 

bulunur.  Bu  çözüm  ρσ i+−=
2
3   nın  sürekli  değerlerine  karşı  gelen  çözümdür  ve  

(2.1.17)  ile  verilen  )(tV   potansiyeli  pozitif  işaretlidir.  Dolayısı  ile  potansiyel  

kuyusu  yoktur,  sürekli  zemin  vardır.  Çözüm  ifadesindeki  1c   normalizasyon  

katsayısını  bulalım.  Bunun  için  önce  (2.1.30)  şeklinde  bulunan  çözümün  

asimptodlarını  araştıralım.  2
t

ez
−

=   değeri  −∞→t   için  ∞→z   ve  ∞→t   için  

0→z   olur.  Diğer  taraftan 
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bağıntısında  
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dir.  (2.1.31)  denklemleri  ve  (2.1.32)  limit  özelliğinden 
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2                                                             (2.1.33) 

olduğundan  (2.1.26)  kullanılarak  
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πµ ρρρ                     (2.1.34) 

çözümü  bulunur.  σ  ’nın  sürekli  değerleri  için 



  

( ) ( ) ( )ρρδ ′−=∫
∞
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dttTtT                                                           (2.1.35) 

ortogonallik  koşulunu  göz  önüne  alarak 
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−
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1                        (2.1.36) 

den  (2.1.33)  ve  (2.1.34)  bağıntılarını  kullanarak 
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ifadesi  elde  edilir.  Bu  ifade  de 
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π
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( ) ( )( ) ( )
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ρρρρ
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                            (2.1.39) 

( ) ( )
π

πρ
ρρ

g
ii

sinh
11 =−Γ+Γ                                                          (2.1.40) 

olduğundan  1c   için 

2
2

1
sinh
π

ρπρ
=c                                                                            (2.1.41) 

değeri  bulunur. 

        (2.1.34)  bağıntısı,  (2.1.33)  ve 

ρπρπ sinhsin ii =                                                                        (2.1.42) 

eşitliği  kullanılarak 
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olur.  Asimptot  ise 
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µπ ρ
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+Γ
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=
1sinh2
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olmak  üzere 
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ρ ρπ
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ititt

t
i eAeA

i
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+=                    (2.1.45) 

dir. 

        S-matrisi 
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ρµ ρ

i
i

A
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12 2                                                         (2.1.46) 

olarak  elde  edilir. 

        02 >µ   olması  hali  : 
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2
3)()( 2
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2
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 +−++ zz

dz
zdz

dz
zdz ψσµψψ  

denkleminde  zz µ=′   dönüşümü  yapılırsa  denklemi 

0)(
2
3)()( 2

2
2

2
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 +−++ zz

dz
zdz

dz
zdz ψσψψ                           (2.1.47) 

bir  Bessel  diferansiyel  denklemine  dönüşür.  0=z   noktası  bu  denklemin  bir  

düzgün  tekil  noktasıdır  ve  denklem  Frobenius  yöntemi  ile  çözülür.  Denklem   

( ) ∑
∞

=

+=
0r

rn
r zazψ                                                                          (2.1.48) 

şeklinde  bir  seri  çözüm  kabul  eder. 

        ( ) ( ) ( )
2

2
,,

zd
zd

zd
zdz ψψ

ψ   değerleri  (2.1.47)  denkleminde  yazılır  ve  

düzenlenirse 

0,0
2
3

0

2
2 ≠=






 +− an σ                                              (2.1.49) 

indis  denklemi  ve  01231 ==== −raaa K   olmak  üzere 
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2
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= − r

rn

aa r
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σ
                                     (2.1.50) 

rekürans  bağıntısı  bulunur. 

        (2.1.49)  İndis  denkleminin  kökleri, 







 +±=

2
3σn   dir. 







 +=

2
3σn                                                                                     (2.1.51) 

için 
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2
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rr

a
r

r
r







 ++Γ







 +Γ

−=
σ

σ
                                                (2.1.52) 

dir.  (2.1.52)  Bağıntısında 







 +Γ

=
+

2
52

1

2
50

σ
σ

a  

şeklinde  seçilirse  (2.1.47)  denkleminin  





 +

2
3σ   basamaktan  birinci  çeşit  Bessel  

fonksiyonu  olarak  adlandırılan 

( ) ( )
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32
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r
r z

rr
zJ                      (2.1.53) 

şeklindeki  çözümü  bulunur. 

        (2.1.47)  Denkleminin  ikinci  çözümü  ise  indis  denkleminin  





 +−=

2
3σn   

değerine  karşılık  gelen  çözümüdür  ve  bu  çözüm, 

( ) ( )






 +−∞
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r
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zJ                 (2.1.54) 



  

olarak  bulunur.  (2.1.47)  Denkleminin  çözümü  2c   ve  2c′   keyfi  sabitler  olmak  

üzere 

( ) ( ) ( )zYczJcz µµψ
σσ

2
32

2
32

++
′+=                                               (2.1.55) 

olarak  bulunur. 

        ( ) ∞<∫ dzz 2ψ   olduğundan  ( )zJ µ
σ

2
3

+
  çözümü  geçerli  olan  çözümdür. 

( )zY µ
σ

2
3

+
  çözümü  ise  0=z   da  regüler  değildir. 

        Böylece  (2.1.47)  Bessel  denkleminin  l=σ   kesikli  değerleri  için  çözümü 

( ) ( ) ( )
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           (2.1.56) 

olarak  bulunur  ve  (2.1.14)  denklemi  için  2tez −=   olduğundan 

( ) ( ) 
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1

2
34
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2 eJectT t µ
l

                                                       (2.1.57) 

dir.  Bulunan  bu  çözüm  kesikli  değerlerine  uygun  gelen  çözümdür.  (2.1.57)  

potansiyeli  negatif  işaretlidir  ve  potansiyel  kuyusu  vardır. 

        (2.1.57)  Çözümündeki  2c   normalizasyon  katsayısını  bulalım.  Bessel  

fonksiyonlarının  ortogonallik  koşulu  1−>ν   olmak  üzere 

( ) ( )
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νν           (2.1.58) 

bağıntısı  ile  verilir. 

        Bu  bağıntıda  
2
1

=ν ,  1mm = ,  l=12m   alınırsa 

( ) ( )
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2
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2
3

+
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′′

∫
∞ ++

l

ll

zd
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zJzJ

                                                     (2.1.59) 

olur. 



  

        ( ) 12 =∫
∞

∞−

dxtT  ifadesinde;  parabolik  koordinatlardaki  invaryant  hacim  

elemanının 

( ) 3212
34

2
1 dqdqdqdter
g

dx t=                                                      (2.1.60) 

olduğu  göz  önüne  alınarak 

( ) ( ) ( )( ) 1
2
1 32 == ∫∫

∞
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dtetTtTdxtT t                                        (2.1.61) 

veya 
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+
dteJeJc tt µµ

ll
                                       (2.1.62) 

ifadesi  elde  edilir.  Burada  2tez −=′ µ   olmak  üzere 

( ) ( ) 1
2
3

2
3

2
2 =′′∫

∞

∞−
++

dtzJzJc
ll

                                                   (2.1.63) 

bulunur.  (2.1.59)  ile  (2.1.63)  eşitlikleri  karşılaştırılırsa  2c   normalizasyon  katsayısı  

için 

322
2 += lc                                                                                 (2.1.64) 

bulunur. 

 

2.2 SO( 2,3 )  GRUBUNDA  PARABOLİK  KOORDİNATLAR 

 

        [ ] 2
5

2
4

2
3

2
2

2
1, xxxxxxx −−−+==Χ   Hiperboloidi  üzerinde  parabolik  

koordinatlar; 

πθα 20,,, <≤∞<<∞−∞<<∞−∞<<∞− bt                   (2.2.1) 

için  02 <b   olması  halinde 

 



  

αsinh1 bb =  

θα sincosh2 bb =                                                                           (2.2.2) 

θα coscosh3 bb =  

ve  2
3

2
2

2
1

2 bbbb ++−=   biküresel  koordinatlar  olmak  üzere, 

22
1 2

1
2

cosh betx t+=  

1
2

2 bex t=  

2
2

3 bex t=                                                                                         (2.2.3) 

3
2

4 bex t=  

22
5 2

1
2

sinh betx t−=  

ile  verilir. 

        Χ   hiperboloidi  üzerindeki  BL∆   operatörü 

( ) ( ) ( ) ( )qpSOgxgxFxFgT ,,, ∈Χ∈=                   (2.2.4) 

temsilinin  Casimir  operatörüdür.  Bu  nedenle  ( )qpSO ,   grubunun  temsili  için 

{ }( ) [ ] ( )∫ ′= dhbihxgt x
H

µσχ
µ exp,;0                                                (2.2.5) 

ile  verilir  ve  burada  [ ]σhx,   fonksiyonlarına  bu  hiperboloid  üzerindeki  düzlem  

dalgalar  denir.  Matris  elemanları 

{ }( ) ( ) { }( )xxBL gtqpgt
HH

χ
µ

χ
µ σσ ;0;0 2−++=∆                        (2.2.6) 

denklemini  sağlar.  Böylece 

[ ] ( )[ ]σσ σσ hxqphxBL ,2, −++=∆                                          (2.2.7) 



  

dır.  Bundan  dolayı  [ ]σhx,   düzlem  dalgaları  hiperboloid  üzerideki  BL∆   operatörü  

için  özdeğer  probleminin  realizasyonunu  verir. 

        ( )3,2SO   da  parabolik  koordinatlarda  düzlem  dalgayı  ifade  edelim.  Bunun  

için  (2.2.3)  koordinatlarını  ∞→t   için  yazalım; 
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şeklide  ifade  edelim. 

∞<′<∞−′+′+′−=′ bbbbb ,2
3

2
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2
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2                                      (2.2.9) 

olmak  üzere,  (2.2.8)  ifadesinin  parantez  içini 

( ) ( )






 ′−′′′′+= 2

321
2 1

2
1,,,,1

2
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ile  gösterelim. 

[ ] [ ] [ ] 1,0,,,, , == εεσ
εσ hxSignhxhx                      (2.2.11) 

şeklinde  ifade  edildiğinden  [ ]hx,   için  (2.2.3)  ve  (2.2.10)  koordinatlarından,  

(2.2.9)  denklemi  kullanılarak 
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veya 
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2
1, bbeehx tt ′−+= −                                                       (2.2.13) 



  

bulunur.  Burada, 

( ) ( )321 ,,,0, µµµµσχ ==  

,2
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2
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2
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2 µµµµ ++−=                                                                    (2.2.14) 

332211 hhhh µµµµ ++−=  

ve   Hhhgg x ∈= ,   olmak  üzere 

bddh ′=                                                                                           (2.2.15) 

dir.  (2.2.15)  İfadesini 

αsinh1 bb ′=′  

θα sincosh2 bb ′=′                                                                        (2.2.16) 

θα coscosh3 bb ′=′  

olmak  üzere 

θαα ddbdbbd ′′=′ cosh2                                                           (2.2.17) 

şeklinde  yazalım. 

        (2.2.13)  Bağıntısı  (2.2.5)  de  yerine  yazılırsa  )3,2(SO   grubunun  parabolik  

koordinat  sistemindeki 

{ }( ) ( )[ ]∫ ′− −′+
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şeklindeki  ifadesini  elde  ederiz.  (2.2.18)  de  bbb ′′=−′   dönüşümü  yapılırsa  

bddh ′=   den 
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olur.  (2.2.19)  da, 
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şeklinde  tanımlanırsa  (2.2.19)  denklemi 
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H
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şeklinde  yazılır. 
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seçersek 
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den 
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olur.  (2.2.25)  de 
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dönüşümü  yapılırsa 
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olur.  Diğer  taraftan, 
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∞
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olduğu  göz  önüne  alınırsa  (2.2.27)  ifadesi 
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şeklinde  yazılır. 
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Olduğundan  (2.2.20)  ile  tanımlanan  ( )tT   çözümü  için 

0)( =tT                                                                                           (2.2.31) 

bulunur. 

        02 >b   olduğunda  biküresel  koordinatlar   

αε cosh1 bb ′=  

θα sinsinh2 bb =                                                                          (2.2.32) 
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dir.  (2.2.13)  İçin  yapılan  işlemler  tekrarlanırsa  düzlem  dalga  için 
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2
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ifadesi  elde  edilir.  Diğer  taraftan  (2.2.15)  ifadesi 

αε cosh1 bb ′′=′  

θα sinsinh2 bb ′=′                                                                         (2.2.35) 

θα cossinh3 bb ′=′  

olmak  üzere, 
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şeklini  alır.  (2.2.39)  İfadesindeki 

∫
∞

′′′

0

cosh sinh αααµε de bi                                                                  (2.2.40) 

integralinde 

x=αcosh                                                                                       (2.2.41) 

dönüşümü  yapılırsa 

∫∫
∞

′′′
∞

′′′ =
10

cosh sinh dxede xbibi µεαµε αα                                                (2.2.42) 

bulunur.  (2.2.42)  nin  ikinci  yanında  bulunan  integral  hesaplanırsa 
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olur.  Diğer  taraftan 
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den 
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değeri  (2.2.48) de  yerine  yazılırsa 



  

( ) [ ] ( ) ( )∫
∞

′′′′′′′′+





=

0
21

232

22
14 bdbJbbz
z

tT µπµ
µ
π σσ

                      (2.2.51) 

elde  edilir. 
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formülü  kullanılırsa 
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şeklini  alır. 
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Olduğu  dikkate  alınırsa  (2.2.53)  ifadesi 
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olur. 

 

 

 

 



  

III.  BÖLÜM 

 

SO(3,2)  GRUBU  İLE  BAĞLANTILI  KUANTUM  SİSTEMLER 

 

3.1 BİKÜRESEL  KOORDİNAT  SİSTEMİ 

 

        )2,3(SO Grubunun  simetrik  yüzeyinde  Biküresel  koordinat  sistemleri  için  

kuantum  sistemlerini  inceleyelim. 

        5
2,3R   Pseudo-Euclidean  uzayda  Biküresel  koordinatlar   

θα coscosh1 rx =  

ϕθα cossincosh2 rx =  

ϕθα sinsincosh3 rx =                                                                 (3.1.1) 

ψα sinsinh4 rx =  

ψα cossinh5 rx =  

πθπψϕα <≤≤≤∞<≤∞<< 0,2,0,0,0 r   şeklinde  ifade  edilir.  Bu  

koordinatlarda  metrik  matris  ise  yüzeye  teğet  vektörlerin  skaler  çarpımı  ile  

tanımlanır  ve   

( ) [ ] 5,...,3,2,1,, == baxxg baab &&                                                 (3.1.2) 

bağıntısından 

( ) ( )αθαα 2222222 sinh,sincosh,cosh,,1 rrrrdiaggab −−=         (3.1.3) 

olarak  bulunur.  Bu  matrisin  tersi   ( ) ( )ab
ab gg =−1   ise 



  

( ) ( )( ) θαα sinsinhcoshdet 42121 rgg ab ==                                 (3.1.4) 

olmak  üzere 

( ) ( )
g
gcof

g
t

abab =                                                                             (3.1.5) 

bağıntısından 

( ) 







−−=

αθαα 2222222 sinh
1,

sincosh
1,

cosh
1,1,1

rrrr
diagg ab       (3.1.6) 

bulunur.  Biküresel  koordinatlarda  Laplace  operatörü  ise  ( )ψϕθα ,,,Φ=Φ   

olmak  üzere 

5,...,1,1
=








∂
Φ∂

∂
∂

=∆Φ ba
x

gg
xg b

ab
a                                              (3.1.7) 

den 

( )



















∂

Φ∂
−

∂

Φ∂
+

∂
Φ∂

+
∂

Φ∂
+



















∂
Φ∂

++
∂

Φ∂
−+

∂
Φ∂

∂
∂

=∆Φ

2

2

22

2

22

2

2

2

2

2
5

5

sinh
1

sin
1cot

cosh
1

cothtanh211

ψαϕϕθ
θ

θα

α
αα

αrr
r

rr                            (3.1.8) 

olarak  bulunur.  (3.1.8)  Şeklinde  ifadesi  bulunan  Laplace  operatörünü 

Φ∆+
∂
Φ∂

∂
∂

=∆Φ BL
s

s rr
r

rr 2

11                                                          (3.1.9) 

şeklinde  yazarsak  (3.1.9)’un  ilk  terimi  Laplace  operatörünün  radyal  parçasını  BL∆   

de  yüzey  üzerinde  tanımlanmış  Laplace  Beltrami  operatörünü  oluşturur  ve 

( )









∂
∂

−







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+









∂
∂

++
∂
∂

−=∆

2

2

22

2

22

2

2

2

2

sinh
1

sin
1cot

cosh
1

cothtanh2

ψαϕθθ
θ

θα

α
αα

αBL

                   (3.1.10) 



  

şeklinde  yazılır. 

        (3.1.10)  İfadesi  ile  verilen  BL∆   Laplace  Beltrami  operatörünün  özdeğer  

problemini  inceleyelim.  ( )2,3SO   için 

( ) ( ) ( )ψϕθασσψϕθα ,,,3,,, Φ+−=Φ∆ BL                                             (3.1.11) 

denklemini  yazalım. 

( ) ( ) ( ) ψϕθαψϕθα inim eeST=Φ ,,,                                                (3.1.12) 

Şeklinde  yazılırsa  (3.1.11)  denklemi  (3.1.10)  ile  birlikte 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ψϕψϕ θασσθα
ψα

ϕθθ
θ

θα
αα

α

iniminim eeSTeeST 3
sinh

1

sin
1cot

cosh
1cothtanh2

2

2

2

2

2

22

2

22

2

+−=






∂

∂
−



















∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
+













∂
∂

++
∂

∂
−

          (3.1.13) 

şeklini  alır. 

        (3.1.13)  Denklemi  düzenlenirse 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )θασσ

θα
αα

ααα
α
α

αθ
θθ

θθ
θ
θ

ST

STn
d

dT
d
Td

TSm
d

dS
d
Sd

3

sinh
cothtanh2

sin
cot

cosh
1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

+−=













+











++−+












−+

             (3.1.14) 

olur.  Buradan 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )θννθ
θθ

θθ
θ
θ SSm

d
dS

d
Sd 1

sin
cot 2

2

2

2

+−=−+                                   (3.1.15) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )ασσ

α
αα

νν
α
ααα

α
α

T

Tn
d

dT
d
Td

3
sinhcosh

1cothtanh2 2

2

22

2

+=











−

+
+++                  (3.1.16) 

şeklinde  iki  diferansiyel  denklem  elde  edilir.  (3.1.16)  Denkleminde  0=ν   ve  

0=n   alınırsa  denklem 



  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ασσ
α
ααα

α
α T

d
dT

d
Td 1cothtanh22

2

+=++                               (3.1.17) 

şeklini  alır.  (3.1.17)  Denklemi 

( ) ( ) ( ) ( )αψααα 2121 sinhcosh −−=T                                            (3.1.18) 

dönüşümü  ile 

( ) ( ) 0
2
3

sinh
4
1

2

22

2

=

























 +−

−
+ αψσ

αα
αψ

d
d                                    (3.1.19) 

Schrödinger  denklemine  dönüştürülür. 

        (3.1.19)  Denkleminin  potansiyeli 

( )
α

α 2sinh
41

=V                                                                               (3.1.20) 

        Enerji  ise 







 +−=

2
3σE                                                                                 (3.1.21) 

dir.  Sürekli  değerler  için 

0,
2
3 2 >=+−= ρρσ Ei  

dir. 

        Diğer  taraftan  ∞<≤α0   olmak  üzere  0   ve  ∞   değerleri  (3.1.17)  

denkleminin  singüler  noktalarıdır.  Bu  denklemde 

( ) ( )ααα λ WT cosh=                                                                     (3.1.22) 

dönüşümü  yapılırsa  denklem 



  

( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )[ ] ( ) 032tanh1

cothtanh12

2

2

2

=+−+++

+++

ασσλαλλ

α
αααλ

α
α

W

d
dW

d
Wd

                      (3.1.23) 

şekline  dönüşür.  (3.1.23)  Denkleminde 

α2tanh=z                                                                                       (3.1.24) 

dönüşümü  yapılarak 

( )

( ) ( ) ( )[ ]
dz

dWzzz
dz

Wdzz
d

Wd
dz

dWzz
d
dW

zz
z

−−−+−=

−=
−

=
−

=

141214

,12,
1

1cosh,
1

sinh

2
2

2
2

2

2

22

α

α
αα

 

değerleri  denklemde  yerine  yazılırsa 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] 0312

221214 2

2
2

=+−+++

+−−+−

Wz
dz

dWzzz
dz

Wdzz

σσλλλ

λ
                           (3.1.25) 

veya  σλ =   için 

( ) 0
2

1
22

111 2

2
=














 −−







−−














 +−−+− W

dz
dWz

dz
Wdzz σσσ                   (3.1.26) 

şeklindeki  denkleme  ulaşılır.  (3.1.26)  Denklemi 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) 011 2

2

=−++−+− zab
dz

zdzbac
dz

zdzz ϕϕϕ           (3.1.27) 

denklemi  ile  karşılaştırılırsa  parametreleri   

1,
2

1,
2

=
−−

=





−= cba σσ                                                 (3.1.28) 

olan  bir  hipergeometrik  denklem  olduğu  görülür. 

        (3.1.26)  Denkleminin  0=z   civarındaki  regüler  çözümü,  1=c   olduğundan 

( )zbaFW ,1,,1 =                                                                          (3.1.29) 



  

veya 







 −−
−= ασσ 2

1 tanh,1,
2

1,
2

FW                                               (3.1.30) 







 +−

−−
−= − zzcFzW c ;,

2
1,

212
1

2
σσ  

şeklindeki  ikinci  çözümü  1=c   değeri  için  benzer  şekli  alır. 

        Böylece  (3.1.22)  için 

( ) 





 −−
−= ασσαα σ 2

1 tanh,1,
2

1,
2

cosh FcT                         (3.1.31) 

bulunur.  Diğer  taraftan 

( ) ( ) ( )







 −−−−−−×

−Γ
−= +−

2

22

11,1,
2
1

2
1,

2
1

2
1

2
1

1
112

z
F

zzzP

µµνµν

µ
µνµµµ

ν

                (3.1.32) 

( )zP µ
ν ’nin  açılımları  (3.1.32)  formülünde  0=µ   alınırsa  formül 

( ) 





 −−−= 2

11,1,
2

,
22

1
z

FzzP ννν
ν                                             (3.1.33) 

şeklini  alır. 

        (3.1.31)  de  1−=νσ   alırsak  ifadesi 

( ) 





 −−= − ανναα ν 21

1 tanh;1,
2

,
22

1cosh FcT                         (3.1.34) 

veya 

( ) 





 −−= − αννααα ν 21

1 tanh;1,
2

,
22

1coshcosh FcT            (3.1.35) 

şeklinde  yazarız.  Bu  ifadede 

αcosh=z                                                                                        (3.1.36) 



  

dönüşümü  yapılır  ve  sonuç  (3.1.33)  ile  karşılaştırılarak 

( ) 





 −−−= 2

11,1,
2

,
22

1
z

FzzP ννν
ν                                             (3.1.37) 

olduğu  görülür.  Bu  değer  (3.1.35)  de  yerine  yazılırsa 

( ) ( ) ( )ααα ν coshcosh 1
1 PcT −=                                                    (3.1.38) 

elde  edilir.  1−=νσ   olduğundan 

ρν i+−=
2
1                                                                                     (3.1.39) 

için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ααααα ρσ coshcoshcoshcosh 21
1

11
1

1 iPcPcT +−
−

+
− ==           (3.1.40) 

bulunur. 

        (3.1.31)  Çözümünde  1c   normalizasyon  katsayısı  hesaplanırsa,  σ ’nın  sürekli  

değerlerindeki  ortogonallik  koşulu 

( )ssdxT −′=∫
∞

∞−

δα 2)(                                                                 (3.1.41) 

olarak  verilir. 

( ) ( )
( ) ( )bcac

baccA
−Γ−Γ
−−ΓΓ

=1   ve  ( ) ( )
( ) ( )ba

cbacA
ΓΓ

−+ΓΓ
=2                           (3.1.42) 

olmak  üzere  Hipergeometrik  fonksiyonların  analitik  devamlılık  bağıntısı 

( ) π<−−+−−−−−+

−+−+=
−− )1arg()1;1,,(1

)1;1,,();,,(

2

1

zzbacbcacFzA

zcbabaFAzcbaF
bac

        (3.1.43) 

dır. 

        (3.1.28)  Denklemindeki  a,b,c  değerleri  (3.1.43)’de  yerine  yazılırsa  analitik  

devamlılık  bağıntısı 



  








 +
++








+








 −−
−−

−=





 −−
−

α
σσσ

α

α
σσσασσ

222

21
2

cosh
1;

2
5;

2
3,

2
2

cosh
1

cosh
1;

2
1;

2
1,

2
tanh;1;

2
1,

2

FA

FAF
        (3.1.44) 

şeklini  alır.  (3.1.44)  İfadesindeki  1A   ve  2A   katsayıları 

∞<<+−= ρρσ 0,2/3 i                                                         (3.1.45) 

için 

( )







 +

Γ





 +

Γ

Γ
=

2
2/3

2
2/71 ρρ

ρ
ii

iA                                                      (3.1.46) 

( )







 +−

Γ





 +−

Γ

−Γ
=

2
2/3

2
2/72 ρρ

ρ
ii

iA  

dir  ve  Asimptotik  değeri  (3.1.31)  ve  (3.1.44)  bağıntılarından 













 +
++








+












 −−−
−=

+

α
σσσ

α

α
σσσαα

σ

σ

2

2/3

22

211

cosh
1;

2
5;

2
3,

2
2

cosh
1

cosh
1;

2
1;

2
1,

2
cosh)(

FA

FAcT
                         (3.1.47) 

olarak  bulunur.  (3.1.47)  İfadesinin  ∞→α   için  limiti  alınırsa 

1tanhlim ±=
∞→

α
α

 

1
cosh

1;
2
1;

2
1,

2
lim 2 =







 −−
−−

−
∞→ α

σσσ
α

F  

1
cosh

1;
2

5;
2

3,
2

2lim 2 =






 +++
∞→ α

σσσ
α

F  

∞=
∞→

α
α

coshlim  

∞=
∞→

α
α

elim  



  

ρα
α α

ie 2
2cosh

1lim −

∞→
≅







                                                                 (3.1.48) 

olduğu  görülür.  Bu  değerler  (3.1.47)  ifadesinde  yerine  yazılırsa  )(αT   çözümünün  

asimptotik  değeri 

( ) [ ]ραρααα ii eAeAecT −− += 21
2/3

1)(                                              (3.1.49) 

olarak  bulunur. 

        Biküresel  koordinatlarda  hacim  elemanı; 

( ) ( ) ααα drdxg sinhcosh 24=                                                      (3.1.50) 

şeklindedir.  1c   normalizasyon  katsayısı  (3.1.41)  den 

( ) ( )ρρδααααα −′=∫
∞

∞−

dTT sinhcosh)()( 2                                   (3.1.51) 

şeklinde  yazılır. 

( ) ( )ρρδα
π

ρρ −′=∫
∞

∞−

−′ dei

2
1                                                           (3.1.52) 

eşitliğinden  δ   fonksiyonu  kullanılarak  1c   sabiti 

2
1

2
1

)(2

1

ρπA
c =                                                                           (3.1.53) 

olarak  bulunur. 

( )







 +

Γ





 +

Γ

Γ
=

2
2/3

2
2/7

)(1 ρρ
ρρ

ii
iA                                                 (3.1.54) 

olduğundan  S-matrisi 



  

( )

( )







 +

Γ





 +

Γ

Γ







 +

Γ





 +

Γ

Γ

==

2
2/3

2
2/1

2
2/3

2
2/1

1

1

ρρ
ρ

ρρ
ρ

ii
i

ii
i

A
AS                                               (3.1.55) 

olarak  elde  edilir. 

 

        Diğer  taraftan  (3.1.15)  denkleminde 

  θcos=z                                                                                          (3.1.56) 

dönüşümü  yapılırsa  denklem 

2

2
2

2

2
sincos,sin

dz
sd

dz
ds

d
sd

dz
ds

d
ds θθ

θ
θ

θ
+−=−=  

den 

( ) ( ) 0
1

121 2

2

2

2
2 =













−
−++−− s

z
m

dz
dsz

dz
sdz νν                              (3.1.57) 

Birleşik  Legendre  diferansiyel  denklemine  dönüşür.  (3.1.57)  Denklemi 

( ) )(1)(
2/2 zWzzs

m
−=                                                                    (3.1.58) 

( ) ( )
dz

dWzWzmz
dz
ds mm 2/212/2 11 −+−=

−
 

( ) ( )( )
( )[ ]( ) Wzzmmm

dz
dWzzm

dz
Wdz

dz
sd

m

mm

12/2

12/2
2

22/2
2

2

122

121

−

−

−−++

−++−=
 

dönüşümü  ile  denklemine  ulaşır.  Bu  denklemde 

2
1 zz −

=′                                                                                          (3.1.59) 



  

zd
dW

dz
dW

′
−=

2
1  

2

2

2

2

4
1

zd
Wd

dz
Wd

′
=  

dönüşümü  ile 

( ) ( )( ) ( )( ) 012111 2

2
=++−+

′
′−++′−′ Wmm

zd
dWzm

dz
Wdzz νν  

veya 

( ) ( ) ( )[ ] ( )( ) 011211 2

2
=++−−

′
′+−++′−′ Wmm

zd
dWzmm

dz
Wdzz νν           (3.1.60) 

şeklinde  yazılır.  (3.1.60)  Denklemi 

[ ] 0)1()1( =−′++−+′′− abyyxbacyxx                                        (3.1.61) 

hipergeometrik  denklemi  ile  karşılaştırılırsa   

1,,1 ++=−=+= mbmamc νν  

olmak  üzere  aynı  olduğu  görülür. 

        (3.1.61)  Denkleminin  bağımsız  çözümleri 

( )xcbaFW ;,,211 =  

( )xccbcaFxW c ;2,1,121
1

2 −−+−+= −                                        (3.1.62) 

olduğundan  (3.1.60)  denkleminin  bağımsız  çözümleri 

( )zmmmFW ′+++−= ,1,1,1 νν  

( )zmFzW m ′−+−= − ,1,1,2 νν                                                        (3.1.63) 

şeklindedir.  Buradan  da  (3.1.60)  kullanılarak  (3.1.59)  denkleminin  çözümleri  

olarak 



  







 −

+++−=
2

1,1,1,1 mmmFW νν  
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 −

=
−

2
1,1,1,

2
1

2
zmFzW

m
νν                                        (3.1.64) 

bulunur. 

        (3.1.58)  den  (3.1.57)  denklemi  için 

( ) 
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−+−





 −
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−

2
1;1,1,

2
11)(

2/2 zmFzzzs
mm

νν  

( ) ( ) ( )
( )( )







 −
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−
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2
1;1,1,

11
112)(

2/2 zmF
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zmzs m

m
m νν  

veya 

( ) ( ) ( )
( )( )
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−−Γ

+
−Γ−=

2
1;1,1,

11
112)( 2/

2/ zmF
zm

zmzs m

m
m νν  

ifadesi  yazılır  ve   

( ) 





 −

−+−







−
+

−Γ
=

2
1;1,1,

1
1

1
1)(

2/ zmF
z
z

m
zP

m
m ννν                    (3.1.65) 

bağıntısı  göz  önüne  alınırsa  

( ) ( ) )(cos12)( θθ ν
mm Pms −Γ−=                                                      (3.1.66) 

çözümü  bulunur. 

 

 

 

 

 



  

3.2 SO(3,2)  GRUBUNDA BİKÜRESEL  KOORDİNATLAR 

 

        5
2,3R   Pseudo-Euclidean  uzayda  Biküresel  koordinatlar   

πθπψϕα <≤≤≤∞<≤∞<< 0,2,0,0,0 r  

olmak  üzere 

θα coscosh1 rx =  

ϕθα cossincosh2 rx =  

ϕθα sinsincosh3 rx =                                                                             (3.2.1) 

ψα sinsinh4 rx =  

ψα cossinh5 rx =  

bağıntıları  ile  verilir.  

        ( )54321 ,,,, xxxxxx =   ’den   ∞→α   için 

( )ψψϕθϕθθ ′′′′′′′= cossin,sinsin,cossin,coss                  (3.2.2) 

den 

[ ] [ ] 0, 2
5

2
4

2
3

2
2

2
1 =−−++= sssssss                                                (3.2.3) 

dır.  (3.2.1)  ve  (3.2.2)  den  düzlem  dalga  için 

[ ] ( )[ ]
[ ]ψψψψα

ϕϕϕϕθθθθα
′+′−

′+′′+′=
coscossinsinsinh

sinsincoscossinsincoscoscosh, sx           (3.2.4) 

ifadesi  bulunur.  (3.2.4)  İfadesinde  0,0 == ψθ   alınırsa 

[ ] ( )ψαθα ′−′= cossinhcoscosh, sx                                            (3.2.5) 

bulunur. 

        Parabolik  koordinatlara  benzer  şekilde 



  

( ) [ ]∫ ∫
− −

=
1 1

,;0
p q

kH
S S

O dssxt αχ                                                             (3.2.6) 

dan 

( ) ∫ ∫ ∫ ′′′′′−′=
π π π

σχ θψϕθψαθαα
0

2

0

2

0
0;0 sincossinhcoscosh dddt

kH

                    (3.2.7) 

veya 

( ) ∫ ∫ ′











′′′−′=

π π
σχ ψθθψαθαπα

2

0 0
0;0 sincossinhcoscosh2 ddt

kH
            (3.2.8) 

şeklinde  yazılır. 

        Bu  ifadenin 

∫ ′′′−′
π

σ θθψαθα
0

sincossinhcoscosh d                                     (3.2.9) 

integralinde 

θ ′= cosx                                                                                         (3.2.10) 

dönüştürmesi  yapılırsa  integral 

∫
−

′−
1

1

cossinhcosh dxx σψαα                                                       (3.2.11) 

şeklini  alır.  (3.2.11)  İfadesi 

( )∫
−

′−
1

1

coshcostanh dxx σσ αψα                                                (3.2.12) 

şeklinde  ifade  edilerek  (3.2.8)  integralinde  yerine  yazılırsa 

( ) ( )∫ ∫ ′











′−=

−

π
σσχ ψψααπα

2

0

1

1
0;0 costanhcosh2 ddxxt

kH
                (3.2.13) 

bulunur.  (3.2.13)  Eşitliği 



  

( ) ( )






′′−+







′′−=

∫ ∫

∫ ∫
−

π
σ

π
σσχ

ψψα

ψψααπα

0

1

0

0

0

1
0;0

costanh

costanhcosh4

dxdx

dxdxt
kH

                (3.2.14) 

şeklinde  iki  integralin  toplamı  olarak  ifade  edilir.  (3.2.14)  Toplamının  ikinci  

integralini 

∫ ∫

∫ ∫∫ ∫

′′−+

′′−=′′−

π

π

σ

π
σ

π
σ

ψψα

ψψαψψα

2

1

0

2

0

1

00

1

0

costanh

costanhcostanh

dxdx

dxdxdxdx
          (3.2.15) 

şeklinde  yazalım.  Bu  integralin  ikinci  parçasında 

ψπψ ′−=′′                                                                                      (3.2.16) 

dönşümü  yapılırsa 

∫ ∫

∫ ∫∫ ∫

′′++

′′−=′′−

2

0

1

0

2

0

1

00

1

0

costanh

costanhcostanh

π
σ

π
σ

π
σ

ψψα

ψψαψψα

dxdx

dxdxdxdx
     (3.2.17) 

veya 

( )

( ) ∫ ∫∫ ∫

∫ ∫∫ ∫

′′++′′−+

′−′=′′−

2

0

1

0

2

0

1

costanh

2

0

costanh

00

1

0

costanhcostanh

costanhcostanh

π
σ

π

ψα

σ

π ψα
σ

π
σ

ψψαψψα

ψψαψψα

dxdxdxdx

dxdxdxdx
        (3.2.18) 

eşitliği  elde  edilir. 

        (3.2.14)  İntegralinin  birinci  parçası  olan 

∫ ∫
−

′′−
π

σ ψψα
0

0

1

costanh dxdx                                                      (3.2.19) 



  

integralinde  xx ′−=   dönüştürmesi  yapılırsa  integral 

∫ ∫ ′′+
π

σ ψψα
0

1

0

costanh dxdx                                                      (3.2.20) 

şekline  dönüşür.  (3.2.20)  İntegralini  (3.2.18)’e  benzer  şekilde 

( )

∫ ∫

∫ ∫∫ ∫

′′++

′′+=′′+

π

π

σ

π
σ

π
σ

ψψα

ψψαψψα

2

1

0

2

0

1

00

1

0

costanh

costanhcostanh

dxdx

dxdxdxdx
      (3.2.21) 

veya 

( )

( ) ( )∫ ∫∫ ∫

∫ ∫∫ ∫

′′−+′−′+

′′+=′′+

2

0

1

costanh

2

0

costanh

0

2

0

1

00

1

0

costanhcostanh

costanhcostanh

π

ψα

σ
π ψα

σ

π
σ

π
σ

ψψαψψα

ψψαψψα

dxdxdxdx

dxdxdxdx
   (3.2.22) 

şeklinde  yazılır. 

        (3.2.22)  ve  (3.2.18)  integralleri  (3.2.14)’de  yerine  yazılırsa 

( ) ( ) ( )

( ) ( )





′′−+′−′+







′′+=

∫ ∫∫ ∫

∫ ∫
2

0

1

costanh

2

0

costanh

0

2

0

1

0
0;0

costanhcostanh

costanhcosh8

π

ψα

σ
π ψα

σ

π
σσχ

ψψαψψα

ψψααπα

dxdxdxdx

dxdxt
kH

 (3.2.23) 

ifadesi  elde  edilir.  (3.2.23)  Gösterimini  oluşturan  integralleri  heasaplayalım. 

( ) dxx σψα ′+∫ costanh
1

0

                                                                (3.2.24) 

integralinde 

ψα ′+= costanhxy                                                                        (3.2.25) 

dönüşümü  yapılırsa 



  

( ) ( ) ( )[ ]11
1

0

costanhcostanh1
1

1costanh ++ ′−′+
+

=′+∫ σσσ ψαψα
σ

ψα dxx    (3.2.26) 

olur.  Diğer  integraller  ise 

( ) ( ) 1
costanh

0

costanh
1

1costanh +
′

′
+

=−′∫ σ
ψα

σ ψα
σ

ψα dxx                           (3.2.27) 

ve 

( ) ( ) 1
1

costanh

costanh1
1

1costanh +

′

′−
+

=′−∫ σ

ψα

σ ψα
σ

ψα dxx                      (3.2.28) 

dir.  (3.2.26),  (3.2.27)  ve  (3.2.28)  integrallerinin  değerleri  (3.2.23)’de  yerine  

yazılırsa 

( ) ( )

( )





′′−+







′′+
+

=

∫

∫

+

+

2

0

1

2

0

1
0;0

costanh1

costanh1
1

1cosh8)(

π
σ

π
σσχ

ψψα

ψψα
σ

απα

d

dt
KH

                   (3.2.29) 

veya 

( )

( ) ( )











′′−+′′+

+
=

∫∫ ++

−

2

0

1
2

0

1

1

0;0

cossinhcoshcossinhcosh.

1
cosh8)(

π
σ

π
σ

χ

ψψααψψαα

σ
απα

dd

t
KH

      (3.2.30) 

bulunur.   

        (3.2.30)  İfadesini  oluşturan  integralleri  hesaplamak  için 

( ) ( ) ( )







 <







 −Γ=+∫ −+

2
1Re

cosh
2
1sinh

2
sincossinhcosh

2

0

2

ν

βνβπββ ν
µ

ν
ν

π
ννµ Pdxxx

      (3.2.31) 

 



  

formülünü  0=ν   için 

( ) ( )βπββ ν

π
µ coshcossinhcosh

2

0

Pdxx =+∫                               (3.2.32) 

şeklinde  yazar  ve  (3.2.30) un  ilk  integraline  uygularsak 

( ) ( )απψψαα σ

π
σ coshcossinhcosh 1

2

0

1
+

+ =′′+∫ Pd                    (3.2.33) 

ifadesini  buluruz.  (3.2.30) un  ikinci  integralinde  αα ′−=   dönüştürmesi  yapılırsa 

( ) ( )απψψαα σ

π
σ coshcossinhcosh 1

2

0

1
+

+ =′′−∫ Pd                    (3.2.34) 

bulunur.  (3.2.38)  ve  (3.2.34)  değerleri  (3.2.30)’da  yerine  yazıldığında 

( ) ( ) ( )αα
σ
πα σ

χ coshcosh
1

2
1

1
24

0;0 +
−

+
= Pt

KH
                              (3.2.35) 

elde  edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

IV.  BÖLÜM 

 

DÜZLEM  DALGALAR,  SO(3,2)  GRUBU  VE  GREEN  

FONKSİYONLARI 
 

        +∈= Xxxxxxx ),,,,( 54321   SO(3,2)  grubunun  bir  elemanı  olmak  üzere  

[ ] 1, =xx   hiperboloidi  üzerinde  düzlem  dalgalarını  ifade  edelim. 

        Bunun  için; 

,0: 2
5

2
4

2
3

2
2

2
1 =−−++ yyyyyY Yyyyyy ∈),,,,( 54321   konisi  üzerinde  ε   değerli  

ve  homojenlik  derecesi  σ   olan  sonsuz  diferansiyellenebilir  ( )χ,yΦ   

fonksiyonlarının  oluşturduğu  χD   uzayında  SO(3,2)  grubunun   

1,0,),(),,(),( ==Φ=Φ εεσχχεσ yasignaya                                       (4.1) 

şeklindeki  maximal  dejenere  temsillerini  göz  önüne  alalım. 

        [ ] −Χ∈−=−−+== ηηηηηηηη ,1,),,1(, 2
4

2
3

2
2

2
1pdpy   olmak  üzere  11 =y   

düzlemi  ile  Y  konisinin  arakesiti  üzerinde  11
);()( =Φ= yypf χ   sonsuz  

diferansiyellenebilir  fonksiyonlar  uzayında 

)2,3();();()( SOgygygT ∈Φ=Φ χχχ                                                         (4.2) 

temsili  gerçekleştirilebilir.  ygy =′   denkleminden  görüleceği  gibi  1)( pg
d
dg

= ,   

1)/()( pgpgpg =   olmak  üzere  (4.2)  denkleminden 

)2,3(,)()()()()( 11 SOgpgfpgsignpgpfgT ∈= εσ
χ                               (4.3) 



  

bağıntısı  yazılır.  Burada ( )1pg   ifadesi  ( ) +Χ∈= 0,0,0,1x olmak  üzere 

],[)( 1 pgxpg
o

=   şeklinde  yazılabilir.  Bu  durumda  xg ,  xgxx
o

=   şeklinde  

tanımlanmak  üzere  1−≡ xgg   için  ( ) [ ]pxpg x ,1
1 =−   bağıntısı  elde edilir. 

        4-boyutlu  +Χ   hiperboloidi  üzerinde  skaler  fonksiyonların  açılımı  için  taban  

fonksiyonları, 

)2,3(,)2,2(,),()( SOgSOHHhgthgt ∈≡∈= χχ                                (4.4) 

koşullarını  sağlayan  SO( 3,2 )  grubunun  temsillerinin  )( gt χ   şeklindeki  matris  

elemanlarıdır.  1,  χD   temsil uzayının  H  invaryant  dual  vektörü  olsun.  Bu  

durumda  ηηηη g
oo

== ,)1,0,0,0(   3-boyutlu  −Χ   hiperboloidinin  bir  vektörü , ηd   

bir  invaryant  eleman,  )()(
η

χ gD ′   −Χ   üzerinde  taban  fonksiyonlar  olmak  üzere 

( ) ( )[ ]{ }
[ ] [ ]∫

−Χ

′−−

′−
−−′

×

=

η

η

η
χσ

χ
εσ

χ
χ

dgDpxsignpx

hDgTgt xxH

)(,,

,1)(
)(3

)(1
,3;0

                         (4.5) 

ifadesi  elde  edilir.  Bu  ifadenin  hesabında  karışık  tabanda  Aa∈ ,  Hh∈ ,  Kk ∈   

olmak  üzere  hakg =   parçalanışlı  SO( 3,2 ) ‘nin  )( gTχ   temsilinin  matris  

elemanlarını  hesaplamak  uygundur.  Bunun  için  Y  konisinin  

12
5

2
4

2
3

2
2

2
1

2 =+=++= yyyyyr   kompakt  arakesiti  üzerinde  1);()( =Φ= rys χφ   

fonksiyonlar  uzayında  (4.2)  denklemindeki  temsilin  realizasyonunu  göz  önüne  

alalım. 



  

        Yani  ( ) 12122323 ,,,, SSsSSs ×∈∈∈= ξξξξ   olmak  üzere  

0, >= rrsy ’dır.  Bu  durumda  ( ) ( ) ( )ss ϕϕ ε1−=−   olmak  üzere 

( ) ( )εσχϕϕ
σ

χ ,,)()( =







= sg

r
r

sgT g                                                         (4.6) 

bağıntısı  elde  edilir. 

 

        )sinh,(cosh )2()3( αηαη=x ,  2)3( S∈η ,  1)2( S∈η   , 

         [ ] [ ] [ ])2()2()3()3( ,sinh,cosh, ξηαξηα −=sx   olmak  üzere 

( )sdsign
d
rpf ϕε

σ











=)( ,  [ ] [ ] ds

d
rdsx

d
rpx

3

,,, 









== η                    (4.7) 

bağıntısı  kullanılarak  ve  (4.5)  ifadesindeki  12 SS ×   üzerindeki  ( ) ϕξ imj
m eD 3)(

,0   

taban  fonksiyonları  yerine  −Χ   hiperboloidi  üzerindeki  )( η
χ gD ′   taban  

fonksiyonları  alınarak 

[ ] [ ] ( )∫
×

−−=
12

3)(
;0

3
;;;0 ,,)(

SS

imj
MxmMj deDsxsignsxgt

H
ϕξ ϕσ                           (4.8) 

bulunur.  Buradaki  )(;;;0 xmMj gt
H

  matris  elemanları,  biküresel  koordinat  sistemi  ile  

verilen  4-boyutlu  +Χ   hiperboloidi  üzerindeki  skaler  fonksiyonların  açılımı  için  

taban  fonksiyonlarıdır  ve  LB∆ ,  +Χ   üzerinde  verilmiş  Laplace-Beltrami  operatörü  

olmak  üzere 

)()3()( ;;;0
)(

;;;0 xmMjxmMjBL gtgt
HH

χχ σσ +=∆                                                        (4.9) 



  

denklemini  sağlarlar.  Bu  nedenle  [ ] [ ] [ ]sxsignsxsx ,,, 3 σσ
ε

−−=   düzlem  dalgaları  

için 

[ ] ( )[ ]σεσ
ε σσ sxsxBL ,3, +=∆                                                                        (4.10) 

denklemini  buluruz.  (4.9)  Denkleminde  xg ’yi  ( ) ( )ϕψθα ,,kag x = , ( ) ,Aa ∈α  

( ) Kk ∈ϕψθ ,,   şeklinde  bir  ayrıştırmadan  sonra 

( ) ϕχ ψθα imj
MmMJxmMJ eDtgt

HH
0;,)()( )(

;0;;;0;;;0 =   ifadesinden  yararlanarak 

( ) ( )

( ) ( )ασσ

α
ααα

αα
α

σ

mMJ

mMJ

H

H

t

tmJJ
d
d

d
d

;;;0

)0,(
;;;02

2

22

2

3

)(
sinhcosh

1cothtanh2

+=











−

+
+++

          (4.11) 

denklemini  elde  ederiz.  (4.11)  Denkleminde 

( )αψααασ 2/11)0,(
;;;0 sinhcosh)( −−=mMJH

t                                                     (4.12) 

dönüşümünü  yaparak  potansiyeli 

( )
αα

α 22

2

cosh
)1(

sinh4
14 +
−

−
=

JJmV                                                                         (4.13) 

enerjisi 

2

2
3






 +−= σE                                                                                              (4.14) 

olan,   

( ) ( )αψαψ EH =                                                                                          (4.15) 

Schrödinger  denklemini  elde  ederiz. 

        Şimdi  [ ]σεsx,   düzlem  dalgaların  tamlık  şartını  ve  ortogonalliğini  tanımlamak  

için 



  

[ ]∫
×

−−==
12

3)0,(
0;0

)0,(
0;0 ,)()(

SS

dssxtgt
kHkH

σσσ α                                                    (4.16) 

veya 

∫ ∫
−−−=

π π
σσ ωθωθαωαα

0

2

0

3)0,(
0;0 sincossinhcoscosh)( ddt

kH
                    (4.17) 

zonal  küresel  fonksiyonunu  göz  önüne  alalım.  (4.17)  integrali  hesaplanırsa 

( )
( )αα

σ
π

σ
σ coshcosh

2/34/1
2)( 1

1
2

24
)0,(

0;0 +
−












+−

−
= Pgt

kH
                              (4.18) 

elde  edilir.  

         İncelediğimiz  kuantum  sistemi,  SO(3,2)  grubunun  indirgenemez  üniter  

temsilleri  ile  bağlı  esas  serilerle  tanımlanan,  ∞<<+−= ρρσ 0,
2
3 i   için 

( ) )cosh(sinh
4/1
2

2/1
2/1

2

24
αα

ρ
παϕ ρiP +−











+

−
=                                            (4.19) 

saçılma  ifadelerine  ve  discrete  serileri  ile  tanımlanan  Kll ,1,0,1, −==σ   için, 

( )
( )

)cosh(sinh
2/34/1

2
1

2/1
2

24
ααπαψ +











+−

−
= l

l
P                                     (4.20) 

sınır    ifadelerine   sahiptir.  Diğer   taraftan   (4.17)  dan  Harish-Chandra     

 c-fonksiyonlarının 

( ) ∫ ∫
−−−=

π π
σ ωθωθαωασ

0

2

0

3 sincossinhcoscosh ddc                            (4.21) 

formülü  ile  tanımlandığı  anlaşılır.  Bu  integral  [1]    hesaplanmış  ve 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ]2/12/2/

2/22/32/1
−−Γ−Γ−Γ

−−Γ−−Γ
=

σσσ
σσσc                                                  (4.22) 



  

olarak  bulunmuştur. 

        Sonuç  olarak  Plancherel  ölçümü  esas  seriler  için 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) πρρρµσσ
ρσ

tanh4/13 2
1

2/3
+==−−

−

+−= i
cc                            (4.23) 

discrete  seriler  için 

( ) ( )[ ] ( ) ( )( )( )22/313Re
1

+++==−−
−

=
llllµσσ

σ l
cc                              (4.24) 

ifadeleri  ile  tanımlanır.[1,20] 

        [ ]( ) xxxdx δδ 1, −=     +Χ   üzerinde  invaryant  bir  eleman  olmak  üzere 

( ) ∫
+Χ

= dxxFxFFF )()(, 2121                                                                         (4.25) 

skaler  çarpımı  ile  özdeşleşen  indirgenebilir  üniter  temsili 

+Χ∈= xgxFzFgT ),()()(                                                             (4.26) 

dir.  )( xF   fonksiyonunun  +Χ   üzerindeki  [ ]σεsx,   dalga  fonksiyonlarına  bağlı  

olarak  açılımı  (4.1)  gösteriminin  indirgenemez  bileşenlerine  bozunmasına  neden  

olur. 

        [ ])()(
2
1)( xFxFxF −±





=±   fonksiyonları  (4.1)’deki  gösteriminin  invaryant  

alt  uzaylarını  tanımladıklarından  )( xF+   ve  )( xF−   fonksiyonlarının  açılımlarını  

ayrı  ayrı  ele  alabiliriz. 

        )( xF+   için; 

[ ]∫
+Χ

+−
+= dxsxxFsa iρρ 23,)(),(  

ve 



  

[ ]∫
+Χ

+= dxsxxFsb l
l ,)(),(  

olmak  üzere 

[ ]

[ ]∫∑

∫ ∫

×

−−

−=

∞

×

+−
+

+

=

12

12

3

,1

0

23

,),()(

)(,),()(

SS

SS

i

dssxsb

ddssxsaxF

l

Kl

llµ

ρρµρ ρ

                                             (4.27) 

elde  edilir. 

        Grup  bağıntılarının  sonucu  olarak  düzlem  dalgaları  için  toplam  teoremi : 

( ) ( ) ( )

( ) ( )∑

∑

=

= −−

mJ
xmJxmJ

mJ
xmJxmJxx

gtgt

gtgtggt

HH

HHHH

,,

)(
,,;0

)(
,,;0

,,

1)(
0;,,

)(
,,;0

1)(
0;0

21

2121

µ

χ
µ

χ
µ

µ

χ
µ

χ
µ

χ

                                 (4.28) 

şeklindedir. 

        12 SS ×   küresi  üzerindeki  baz  fonksiyonlarının  tamlığını  kullanarak  +Χ   

Hiperboloidi  üzerinde  düzlem  dalgalar  için  toplam  teoremi 

[ ] [ ] [ ]∫∫
×

−

×

=
12

21
12

,10,
2

,
1 ,,,

SS
xx

SS

dssggxdssxsx
εσεσεσ                             (4.29) 

şeklinde  ifade  edilir.  Burada  1x   ve  2x   noktaları  arasındaki  uzaklığın  reel  ve  

sanal  kısımları  sırası  ile 

[ ] 1,cosh 21 ≥= xxkr   ve  [ ] 1,cosh 21 ≤= xxkr  

dir. 

        Hamiltonyeni  BLm
H ∆−=

2
1   olan  kuantum  sistemlerinin  Green  Fonksiyonları 

( ) ( )2121 ,
2
1 xxxxGE
m BL −=






 −∆− δ                                                     (4.30) 



  

denklemini  sağlar.  (4.27) den  yaralanarak  +Χ   üzerindeki  düzlem  dalgalar  için 

[ ] [ ] ( )

( ) [ ] [ ] ( ) ( )21
43

21
,1

0

23
2

23
1

2,,

,,

12

12

xxdssxsx

ddssxsx

SS

SS

ii

−=+ ∫∑

∫ ∫

×

−−

−=

∞

×

−−+−

δπµ

ρρµρρ

ll

Kl

l

                   (4.31) 

şeklinde  ifade  edilen  tamlık  koşulundan  Green  fonksiyonu  için  integral  gösterimi  

kullanarak 

( )
( )

( ) [ ] [ ]
( )[ ]

( ) [ ] [ ]
( )[ ]∫∑

∫∫

×

−−

=

×

−−+−∞

−+−
+

−+
⋅=

12

12

23
,,

249
,,

2
1,

3
21

,1

2

23
2

23
1

0
421

SS

SS

ii

ds
Em

sxsx

ds
Em

sxsx
dxxG

ll
l

ll

Kl

µ

ρ
ρρµ

π

ρρ

                       (4.32) 

bulunur. 

[ ] ( ) [ ]sgxrrsxg g ,,1 ⋅=−   ve  ( ) sgdrrds g
3=   bağıntıları  kullanılarak 

( ) ( ) ( ) [ ]( )21212121 ,,,,, xxGxxGxxGgxgxG ==                                (4.33) 

şeklinde  bir  invaryantlık şartının  varlığı  görülür.  (4.29)  Toplam  teoremi  

kullanılarak  1
21

−== xxx ggxgxx
oo

  olmak  üzere, 

( )
( )

( ) [ ]
( )[ ]

( ) [ ]
( )[ ]∫∑

∫∫

×−=

×

+−∞

−+−
+

−+
⋅=

12

12

23
,

249
,
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bulunur.   

        Diğer  taraftan  )2,3(SO   grubunu  ( )gTχ   temsilinin  birimsellik  koşulu  ile  

0>α   hali  için  ( )ασ )0,(
0;0 kH

t   “zonal”  küresel  fonksiyonunun  ifadesi   

( ) ( )αα σσ −= )0,(
0;0

)0,(
0;0 kHkH

tt                                                                                     (4.34) 



  

simetri  özelliği  ile  tanımlanır  ve  temsilin  denklik  koşuluna  göre  yani  ρρ −→ ’na  

göre  bir  simetri  özelliğine  sahip  zonal  küresel  fonksiyon  için 

( ) ( ) ρσα
ρ

α ρ
σ iPt ikH

+−=
+

= +− 2
3,cosh

4/1
1

2/12
)0,(

0;0                                      (4.35) 

 

ifadesi  bulunur.  (4.35)  formülünü  kullanarak  ( )ασ cosh1+P   birinci  çeşit  değişik  

Legendre  fonksiyonu  olmak  üzere 
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                              (4.36) 

elde  edilir.  (4.36)  denkleminin  ikinci  parçasındaki  sonsuz  seriyi  hesaplayabilmek  

için  C  kontürü;  Kll ,1,0,1,sin −=π   fonksiyonunun  sıfırları  ile  çakışan  bir  

kontür  olmak  üzere 
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Sommerfeld-Watson  integral  dönüşümü  kullanılır.  

        Sonuçta  [ ] 1, 21 ≥xx   ve   

         0>E   saçılma  durumları  için 

( ) 492 −= mEV , 

 



  

        0<E   bağlı  durumları  için 

( ) ( )492 −−=′ mEV , 

olmak  üzere 

( ) ( ) 0Re,coshcoshtanh
21

0
2122 >=

+ −

∞

+−∫ ayQdyP
a ai α

α
παα

α              (4.38) 

formülü  kullanılarak   

( ) [ ] [ ]{ }21212121 ,,2,, xxQxxQmExxG viiv ′− +=                        (4.39) 

elde  edilir.  Böylece  Green  fonksiyonları  için  ikinci  çeşit  Legendre  fonksiyonları 

türünden  açık  bir  ifade  elde  edilmiş  olur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

V.  BÖLÜM  / EKLER 

 

5.1  SCHRÖDİNGER  DENKLEMİ 

 

        Kütlesi  m  olan  bir  cismin  x-ekseni  boyunca  ( )txF ,   kuvvetinin  etkisi  ile  

hareketi,  bir  boyutta  belirli  bir  kuvvet  altında  bir  parçacığın  hareketidir.  Klasik  

mekanikte  bu  olay  V:  hız,  p=mV  momemtum,  2

2
1 mVT =   kinetikte  enerji,  ( )tx   

parçacığın  pozisyonunu  göstermek  üzere  Newton’un  ikinci  yasasının  uygulanması  

ve  başlangıç  koşuları  ile  belirlenebilir. 

        Kuantum  mekaniği  bu  olaya  parçacığın  ( )tx,ψ   dalga  fonksiyonunu  arayarak  

yaklaşır.  Bu  da  Schrödinger  denkleminin  çözümü  ile  verilir.  Bir  boyutlu  X  

uzayında  momentumu  p,  kütlesi  m  olan  bir  parçacık  serbest  yani  bir  potansiyel  

içinde  değilse  başka  bir  değişle  V=0  ise  toplam  enerjisi  
m

pE
2

2

=   olup  sadece  

kinetik  enerjiden  ibarettir.  Bu  parçacığı  de Broglie  bağıntılarına  göre  temsil  eden  

dalga  paketinin  enerji  ve  momemtumu 

hkpE == ,ωh                                                                              (5.1.1) 

şeklinde  verilir.  Burada  h  plak  sabiti  ν   frekansı,  λ   dalga  boyu,  ω   açısal  

frekans,  k  dalga  paketi  sayısı  ve  πνω
π

2,
2

==
h

h ,
λ
π2

=k  dır. 

        Fotonlar  bazı  olaylarda  dalga  bazı  olaylarda  da  parçacık  gibi  davranır.  Ancak  

bir  olay  sırasında  iki  karakteri  aynı  anda  gösteremez.  Bu  dalga-parçacık  ikilemi  

olarak  bilinir.  Fotonun  bu  dalga  parçacık  karakteri  (5.1.1)  denklemleri  ile  ifade  



  

edilir.  (5.1.1)  Bağıntıları  ve  klasik  dalganın  özellikleri  Schrödinger  dalga  

denkleminin  oluşturulmasında  kullanılır.  Bu  denklem  madde  dalgalarına  uygun  

dalga  denklemidir.  Serbest  parçacıklara  eşlik  eden  madde  dalgaları  için  dalga  

denklemi 

( ) ( )
2

22 ,
2

,
x

tx
mt

txi
∂

∂
−=

∂
∂ ψψ h

h                                                           (5.1.2) 

şeklinde  verilir  ve  Schrödinger  serbest  parçacık  denklemi  olarak  bilinir. 

        Olaya  operatör  kavramı  açısından  bakıldığında  enerji  ve  momentum  

operatörleri 

x
ip

xmm
p

t
iE

∂
∂

−→

∂

∂
−→

∂
∂

→

h

h

h

2

222

22
                                                                            (5.1.3) 

ile  tanımlanırsa,  Schrödinger  denklemi  
m

pE
2

2

=   bağıntısının  kuantal  ifadesinden  

başka  bir  şey  olmadığı  görülür.  Bu  şekilde  elde  edilen  denklem  serbest  parçacık  

için  doğru  sonuçlar  verir.  Sabit  bir  V  potansiyeli  içinde  hareket  eden  bir  parçacık  

ele  alınırsa  bu  parçacığın  toplam  enerjisi 

V
m

pE +=
2

2

                                                                                      (5.1.4) 

olur.  ωh=E ,  kp h=   de  Boglie  boyutları  kullanılırsa 

V
m
k

+=
2

22h
hω                                                                                  (5.1.5) 

yazılır.  (5.1.5) den  (5.1.2) ye  benzer  şekilde  daha  genel 



  

( ) ( ) ( )txV
x

tx
mt

txi ,,
2

,
2

22

ψψψ
+

∂
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−=
∂

∂ h
h                                         (5.1.6) 

denklemi  bulunur.  Bu  denklem  iki  yönden  genelleştirilebilir.  Üç  boyutlu  uzayda  

momentum  vektörü  ( )zyx pppp ,,=
r ’ye  karşılık  gelen  bir  ( )zyx kkkk ,,=

r
  dalga  

sayısı  vektörü  tanımlanırsa  dalga  paketi  ifadesi 

( )
( )

( ) ( )∫ −= kdektr trki 3
32

1, ωφ
π

ψ
rrrr                                              (5.1.7) 

olur.  Burada  zkykxkrk zyx ++=⋅
rr

 dir.  Bu  durumda 

V
m

ppp
E zyx +

++
=

2

222

                                                                      (5.1.8) 

olacağından 

( )trV
zyxmt

i ,
2 2

2

2

2

2

22 rh
h ψψψψψ

+
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∂
∂                               (5.1.9) 

bulunur.  Bu  denklemin  ( )trV ,r   gibi  hem  t  zamanına  hem  de  rr   konumuna  bağlı  

bir  potansiyel  için  de  geçerli  olduğunu  varsayarak  Schrödinger  dalga  denklemini  

elde  etmiş  oluruz.  Böylece  bir  sistemin  ( )tr ,rψ   dalga  fonksiyonunun  zaman  

içindeki  gelişmesi 

( ) ( )trtrV
zyxmt

i ,,
2 2

2

2

2

2

22 rrh
h ψψψψψ
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şeklindeki  Schrödinger  denklemini  ile  belirlenir.  Burada  Laplace  operatörü, 

2

2

2

2

2

2
2

zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇                                                                    (5.1.11) 

toplam  enerji  E ’nin  diferansiyel  şekli 



  

V
m

H +∇−= 2
2

2
h                                                                            (5.1.12) 

olmak  üzere  Schrödinger  denklemi 

ψψ H
t

i =
∂
∂

h                                                                                    (5.1.13) 

olarak  yazılır. 

        Dalga  denkleminin  çözümü  olan  ( )tr ,rψ   fonksiyonu  incelenen  bir  sistem  

hakkında  tüm  bilgiyi  içermektedir.  Yani,  fiziksel  sistemin  belli  bir  t  anındaki  

durumu  ( )tr ,rψ   dalga  fonksiyonu  ile  belirlenir.  Sistemin  ( )tr ,rψ   dalga  

fonksiyonunun  zaman  içindeki  gelişimi  Schrödinger  denklemi  ile  verilir. 

        Schrödinger  denklemindeki  ( )trV ,r   potansiyeli  bir  çok  fiziksel  sistemde  t  

zamanından  bağımsızdır.  Böyle  durumlarda  Schrödinger  denklemi  değişkenlere  

ayırma  yöntemi  ile  çözülebilir.  Bunun  için 

( ) ( ) ( )rtftr rr φψ =,                                                                        (5.1.14) 

şeklinde  bir  çözüm  aranır.  Bu  değer 

( ) ( ) ( )trrVtr
mt

i ,,
2

2
2 rrrh

h ψψψ
+∇−=

∂
∂                                         (5.1.15) 

denkleminde  yerine  yazılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )











+∇−= rrVr

mrdt
df

f
i rrrh

rh φφ
φ

2
2

2
11                              (5.1.16) 

denklemi  bulunur.  (5.1.16)  ya  sağlanması  için  ayırma  sabiti  E  ile  gösterilirse 

E
dt
dfi =h                                                                                         (5.1.17) 



  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )rErrVr
mr

rrrrh
r φφφ

φ
=












+∇− 2

2

2
1                               (5.1.18) 

elde  edilir.  E  ile  gösterilen  sabit  fiziksel  sistemin  toplam  enerjisi  olarak  alınabilir.  

(5.1.17)  Denkleminin  çözümü 

( ) h/iEtetf −=                                                                                   (5.1.19) 

şeklinde  bulunur.  (5.1.18)  Denklemi  ise 

( ) ( ) ( ) ( )rErrVr
m

rrrrh φφφ =+∇− 2
2

2
                                            (5.1.20) 

şeklinde  yazılır.  (5.1.20)  Denkleminin  çözümü  için  ( )rV r   potansiyelinin  bilinmesi  

gerekir.  (5.1.20)  Denklemine  zamandan  bağımsız  Schrödinger  denklemi  denir.  

Eğer  ( )rrφ   bulunursa  tam  çözüm 

( ) ( )retr iEt rr hφψ /, −=                                                                       (5.1.21) 

olur.  V  potansiyelinin  değişik  biçimleri  için  Schrödinger  denklemi  çözülür.  E  

sabiti  enerji  boyutuna  sahip  bir  sabittir  ve  kompleks  değerler  alamaz.  Çünkü  

ir iEEE +=   şeklinde  alınırsa  (5.1.21)  tam  çözümündeki  üstel  ifade 

( ) hhhh //// tEtiEtiEEiiEt irir eeee −+− ==                                                (5.1.22) 

şeklini  alır  ve  ±∞→t   değerlerinden  birinde  sonsuza  gider  ki  bu  da  dalga  

fonksiyonu  olarak  kabul  edilmez. 

        Schrödinger  denkleminin  çözümleri  olan  dalga  fonksiyonlarının  bir  parçacığı  

temsil  etmesi  için  sağlamak  zorunda  oldukları  bazı  koşullar  vardır. 

        Dalga  fonksiyonunun  olasılık  yorumuna  göre  parçacığın  konumu  bir  yerden  

diğerine  süreksiz  değişmez,  aynı  anda  iki  olasılığı  olamaz  ve  bir  yerde  sonlu  

olasılıkla  bulunabilir.  Matematiksel  olarak  ( )tr ,rψ   fonksiyonu  sürekli,  tek  değerli  



  

ve  ıraksak  olmayan  bir  fonksiyon  olmalıdır.  Kısaca  ( )tr ,rψ   dalga  fonksiyonu  

konum  ve  zamanın  sürekli  ve  tek  değerli  bir  fonksiyonu  olmalıdır. Bu  durum  

parçacığın  her  hangi  bir  nokta  etrafında  bulunma  olasılığının  belirlenmesini  

garantiler.  Eğer  ( ) 2, trrψ   çok  değerli  olsaydı  veya  süreksizlikler  içerseydi  bu  

olasılık  birden  fazla  değer  alabilirdi. 

        Normu  sonlu  olan  yani 

( )∫ ∞<= sonludVtr 2,rψ                                                           (5.1.23) 

olan  fonksiyonlar  dalga  fonksiyonu  olarak  kabul  edilir.  Bu  koşul  sağlanmazsa  

dalga  fonksiyonu  normalize  edilemez. 

        ( )tr ,1
rψ   ve  ( )tr ,2

rψ   gibi  iki  dalga  fonksiyonunun  farklı  iki  durumu  temsil  

edebilmesi  için 

( ) ( ) 0,, 2211 ≠+ trctrc rr ψψ  

olmalıdır.  Yani  bunlar  lineer  bağımsız  olmalıdır. 

        ( ) 2, trrψ   dalga  fonksiyonunun  istatistiksel  yorumu,  parçacığın  t  anında  rr   

noktasında  bulunma  olasılığını  verir.  Buna  göre  parçacık  uzay  bölgesinde  varsa  

herhangi  bir  anda  belirli  bir  yerde  olmalıdır.  Yani  parçacığın  ( )∞∞− ,   aralığında  

bulunma  olasılığı  1 dir.  Yani  dalga  fonksiyonu  normlannmış  olduğundan  uzaydaki  

tüm  noktalardaki  olasılıkları  toplamı 

( ) 1, 2 =∫
V

dVtrrψ                                                                         (5.1.24) 

dir. 



  

        ( )tr ,rψ   Schrödinger  denkleminin  bir  çözümü  ise  c ( )tr ,rψ ’de  bir  çözümdür.  

Burada  c  (5.1.24)  denklemini  sağlayacak  şekilde  belirlenir.  Bu  belirleme  işlemine  

dalga  fonksiyonunun  bire  normlandırılması  denir.  Schrödinger  denkleminin  bazı  

çözümleri  için  integral  sonsuz  olur.  Bu  durumda  (5.1.24)  bağıntısını  sağlayan  

belirsiz  katsayı  bulunamaz.  Aynı  durum  denklemin  aşikar  çözümü  olan  

( ) 0, =trrψ   için  de  geçerlidir.  Normalize  olmayan  çözümler  parçacık  

belirtmediğinden  çözüm  olarak  kabul  edilemez.  Dolayısı  ile  Schrödinger  

denkleminin  çözümleri  karesi  integrallenebilir  ise  anlamı  vardır.  (5.1.24)  

Normlandırma  bağıntısını  sağlayan  ( )tr ,rψ   dalga  fonksiyonu  uzayın  belirli  bir  bir  

bölgesinde  bulunur.  Böylece  fonksiyonun  temsil  ettiği  parçacıkta  uzayın  belli  bir  

bölgesinde  bulunmuş  olur.  Bu  şekilde  uzayın  sınırlı  bir  bölgesinde  sistem  veya  

parçacık  kendini  gösteriyorsa  bu  duruma  bağlı  haller  denir.  Bağlı  haller  de  dalga  

fonksiyonları  sonlu  olmalıdır.  Bu  durumda  0<E   olur.  Bir  parçacık  veya  sistem  

uzayın  her  yanında  kendini  gösteriyorsa  bağlı  olmayan  haldedir  denir.  Bu  

durumda  dalga  fonksiyonu  sonsuzda  sonludur.  Yani  (5.1.24)  integrali  sonsuza  

gider.  Bu  halde  normalizasyon  koşulu  sağlanmaz  ve  parçacık  sınırlı  bir  uzay  

bölgesinde  tutulamaz,  her  yerde  bulunma  olasılığına  sahip  olur.  Bağlı  olmayan  

hallerde  dalga  fonksiyonu  artan  bir  fonksiyon  olur  ve  bu  durumda  0>E   olur. 

        Spektral  teori  analizin  ana  dallarından  biridir  ve  operatörler,  genel  özellikleri  

ve  aralarındaki  bağıntılarla  ilgilenir.  Operatörler  genelde  lineer  denklem  

sistemlerinin,  diferansiyel  denklemlerin  ve  integral  denklemlerin  çözüm  

problemleri  ile  ilgilidir.  Aslında  bir  A  operatörünün  spektral  teorisi  sonlu  boyutlu  

uzayda  matrislerin  özdeğer  teorisidir.  Özdeğer  ve  özvektörler 



  

( ) ( )rErA rr ψψ =                                                                            (5.1.25) 

denklemi  ile  tanımlanır.  (5.1.25)  Denklemi  ( ) 0, ≠trrψ   çözümüne  sahipse  λ ’ya  A  

operatörünün  özdeğerleri  ( )rrψ ’ye  de  λ   özdeğerine  karşılık  gelen  A  

operatörünün  özvektörleri, λ   özdeğerlerinin  oluşturduğu  kümeye  A  operatörünün  

spektrumu  denir.  Eğer  kümenin  elemanları  kesikli  ise  kesikli  spektrum,  sürekli  ise  

sürekli  spektrum  denir.  Bazı  durumlarda  hem  kesikli  hem  de  sürekli  spektrumu  

bulunabilir.  Eğer  bazı  bölgelerde  λ   sürekli  bir  şekilde  değişirse  ve  bölgenin  

dışında  değer  almazsa  band  spektrumu  vardır  denir.  Hermitik  operatörün  

özdeğerleri  reel  ve  farklı  özdeğerlere  karşı  gelen  farklı  özfonksiyonlar  birbirine  

diktir.  Fiziksel  büyüklükler  hermitik  operatörlerle  temsil  edilmelidirler.  Eğer  

operatörün  bir  özdeğerine  birden  fazla  özfonksiyon  karşı  gelirse  dejenerelik  vardır  

denir. 

        Kısaca  Schrödinger  denklemine  bir  özdeğer  denklemi  gözü  ile  bakılabilir.  Bu  

durumda  H  Hamiltonyen  operatörünün  E  özdeğerinde  karşılık  gelen  

özfonksiyonlar  ( )rrψ   olur. 

 

5.2  GAMA  FONKSİYONU 
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ve 
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γ                                               (5.2.2) 

olmak  üzere 



  

( ) ( ) ( ) 0=ΓΨ−
Γ xx
dx

xd                                                                    (5.2.3) 

( ) 11 =Γ                                                                                             (5.2.4) 

başlangıç  koşullu  diferansiyel  denklemin  çözümü  olarak  veya 
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seri  gösterimi  ile  yada 

( ) 0Re
0

1 >=Γ ∫
∞

−− zdttez zt                                                   (5.2.6) 

integrali  ile  gösterilen  fonksiyona  Gamma  fonksiyonu  denir. 

        Bu  fonksiyonun  bazı  önemli  özellikleri 

( ) 11 =Γ                                                                                             (5.2.7) 
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Γ π                                                                           (5.2.9) 

( ) K,2,1,0, −−=∞=−Γ nn                                                       (5.2.10) 

( ) ( ) !.12.11 nnnn =−=+Γ K                                                         (5.2.11) 

( ) ( )zzz π==+Γ !1                                                                        (5.2.12) 
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ifadeleri  ile  verilir. 

 

 



  

5.3  BESSEL  FONKSİYONLARI 

 

( ) 022
2

2
2 =−++ uz

dz
duz

dz
udz ν                                                      (5.3.1) 

diferansiyel  denklemine  Bessel  Denklemi  ve  bu  denklemin  çözümlerine  Bessel  

fonksiyonları  denir.  (5.3.1)  Denkleminin  çözümleri 
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şeklinde  gösterilir  ve  ν ’üncü  mertebeden  birinci  tür  Bessel  fonksiyonu  olarak  

adlandırılır. 

(5.3.2)  ve  (5.3.3)’ün  lineer  birleşimleri 
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şeklinde  alınırsa;  ( )zYν ’ye ν ’üncü  basamaktan  ikinci  türden  Bessel  fonksiyonu, 

( )( )zH 1
ν   ve  ( )( )zH 2

ν ’ye  de  üçüncü  türden  Bessel  fonksiyonları  yada  Henkel  

fonksiyonları  denir.  Bu  fonksiyonlar  arasında 
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bağıntıları vardır. 
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Diferansiyel  denklemine  değiştirilmiş  veya  modified  Bessel  denklemi  denir.  (5.3.9)  

Denkleminin  lineer  bağımsız  çözümleri  ν   tamsayı  olmamak  üzere  ( )izJν ,  

( )izJ ν−   şeklinde  bulunur.  Bu  çözümler  genellikle  ( )zIν   ve  ( )zI ν−   ile  

gösterilir  ve  modified  Bessel  fonksiyonları  olarak  adlandırılır. 
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K       (5.3.10) 

( ) ( )zKzK νν =−                                                                            (5.3.11) 

şeklinde  tanımlanan  fonksiyon  da  Modified  Bessel  denkleminin  bir  çözümüdür  ve  

üçüncü  türden  modified  Bessel  fonksiyonu  olarak  bilinir. 

( )zJν   ve  ( )zIν   çözümleri 
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şeklinde  Hipergeometrik  fonksiyonlar  yardımı  ile  de  ifade  edilirler. 
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                                                (5.3.21) 

                                                           (5.3.22) 

                                 (5.3.23) 

                                                         (5.3.24) 

                                          (5.3.25) 

          (5.3.26) 



  

            (5.3.27) 

                                                                (5.3.28) 

                                (5.3.29) 

                                 (5.3.30) 

                                           (5.3.31) 

                                                   (5.3.32) 

                                          (5.3.33) 

                                                   (5.3.34) 

                                              (5.4.35) 



  

                                                            (5.3.36) 

                                                       (5.3.37) 

                                                    (5.3.38) 

                                                     (5.3.39) 

                                                                           (5.3.40) 

                                                              (5.3.41) 

bu  integral  gösterimleri 

                         (5.3.42) 

                                                       (5.3.43) 

                              (5.3.44) 



  

             (5.3.45) 

                                   (5.3.46) 

                (5.4.47) 

             (5.4.48) 

 

                                      (5.3.49) 

z’nin  küçük  ve  büyük  değerlerinde  Bessel  fonksiyonunun  aldığı  değerler    

için 

                                                      (5.3.50) 

                                                       (5.3.51) 

                                                                                        (5.3.52) 

                                                                                       (5.3.53) 

  için 

                                                                              (5.3.54) 



  

                                                                       (5.3.55) 

                               (5.3.56) 

şeklinde  ifade  edilir. 

 

5.4  HİPERGEOMETRİK  DENKLEM 

 

                                                                 (5.4.1) 

şeklinde  ikinci  mertebeden  lineer  homojen  bir  diferansiyel  denklemin  bir  tanesi  

  kabul  edilmek  üzere  en  çok  üç  tekil  noktası  varsa  ve  bu  tekil  noktalar  

düzgün  tekil  nokta  ise  yani  (5.4.1)  denkleminin  düzgün  tekil  noktaları    ise  

denklem;  a,  b,  c       z’den  bağımsız  sabitler  olmak  üzere 

                                (5.4.2) 

şekline  indirgenebilir  ve  denkleme  de  Hipergeometrik  denklem  denir. 

 

olmak  üzere    ve  eğer    ise 

                                               (5.4.3) 

(5.4.2)  denkleminin  bir  çözümüdür. 

Eğer    ise 



  

                                        (5.4.4) 

de  (5.4.2)  denkleminin  bir  çözümüdür. 

          fonksiyonu  a,  b,  c  parametreli  z  değişkenli  seri  olarak  

adlandırılır. 

        Eğer    olmak  üzere    veya    ve  eğer  

  olmak  üzere    ise 

                                              (5.4.5) 

yazılır. 

(5.4.4)  ve  (5.4.5)  ile  verilen  ifadeler  (5.4.1)  denkleminin  çözümleri  olduklarından  

bunlar,  -a  veya  -b  negatif  olmayan  birer  tamsayı  olduklarında  polinoma  

indirgenebilirler.  Yani   ,    için    veya    

ve    ise  (5.4.4)  ile  verilen  çözümler  polinoma  dönüşürler. 

        Eğer  a  ve  b ;    den  farklı  iseler  o  zaman  (5.4.3)  serisi  veya  

  olması  halinde  (5.4.4)  serisi    için  mutlak  yakınsaktır. 

        Ayrıca  (5.4.3)  serisinin 

          ise    için  mutlak  yakınsak 

          ise  ,    için  şartlı  yakınsak 



  

          ve    ıraksak 

olduğu;  Rabe  testinin  uygulaması  ile  de    için 

                        (5.4.6) 

olduğu  görülür. 

 

Hipergeometrik  Fonksiyonlar  Arasında  Bazı  Elemanter  Bağıntılar 

 

        (5.4.3)’den 

 

dir. 

        ,  ,    fonksiyonlarına    

ile  “bitişik”  fonksiyonlar  denir.   ile  bu  fonksiyona  bitişik  herhangi  iki  

fonksiyon  arasında,  katsayıları  z’nin  fonksiyonları  olan  bir  lineer  ilişki  vardır.  Bu  

ilişkiler; 

                 (5.4.7) 

                                                         (5.4.8) 

                               (5.4.9) 

                (5.4.10) 

                                          (5.4.11) 

                             (5.4.12) 



  

                         (5.4.13) 

                                            (5.4.14) 

             (5.4.15) 

               (5.4.16) 

                (5.4.17) 

                                          (5.4.18) 

                                                    

(5.4.19) 

                    (5.4.20) 

           (5.4.21)  

şeklinde  verilir. 

        Eğer    tamsayılar  ise    fonksiyonu;  katsayıları  a, 

b, c, z’nin  rasyonel  fonksiyonları  olan    ve  bunun bir  bitişik  

fonksiyonunun  lineer  kombinasyonuna  (5.4.7)  ile  (5.4.21)  arasında  verilen  

bağıntıların  ard  arda  uygulanması  ile  elde  edilebilir. 

                                                           (5.4.22) 

denklemine  birleşik  Hipergeometrik  veya  Konflüent  Hipergeometrik  denklem  denir  

ve  bu  denklemin  çözümlerine  Birleşik  Hipergeometrik  fonksiyonlar  denir  ve  

  şeklinde  gösterilir. 

                                                                               (5.4.23)  

                                                       (5.4.24) 



  

                                                                 (5.4.25) 

                                                        (5.4.26) 

ifadeleri  (5.4.22)  denkleminin  çözümleridirler. 

          bir  tamsayı  iken  a’da  bir  tamsayı  ise    yada    için  

çözümlerden  biri  polinoma  indirgenir. 

        (5.4.3)  Denkleminin  parametreye  bağlı  bazı  çözümleri 

                                             (5.4.27) 

                           (5.4.28) 

        (5.4.29) 

        (5.4.30) 

                   (5.4.31) 



  

                (5.4.32) 

şeklinde  verilir. 

        Bu    fonksiyonları  arasında: 

             (5.4.33) 

             (5.4.34) 

          (5.4.35) 

          (5.4.36) 

                                       (5.4.37) 

                  (5.4.38) 

şeklinde  lineer  bağıntılar  yazılabilir. 

 

  Hipergeometrik  Fonksiyonu  İçin  Bazı  Analitik  Devam  Bağıntıları 

 

,     

,           

olmak  üzere 



  

       (5.4.39) 

          (5.4.40) 

          (5.4.41) 

             (5.4.42)               

ve 

                                        (5.4.43) 

dir. 

 

Hipergeometrik  Fonksiyonlar  Arasında  Bazı  Türev  Bağıntıları 

 

                               (5.4.44) 

                                  (5.4.45) 

                             (5.4.46) 

       (5.4.47) 

          (5.4.48)        



  

          (5.4.49)  

       (5.4.50) 

     (5.4.51) 

şeklinde  verilir. 

 

 

Hipergeometrik  Fonksiyonlar  Arasında  Bazı  İntegral  Temsilleri 

 

          (5.4.52) 

               (5.4.53) 

            (5.4.54) 

             (5.4.55) 

                  (5.4.56) 



  

       (5.4.57) 

          (5.4.58) 

            (5.4.59) 

ile  verilir 

 

 
 

Birleşik  Hipergeometrik  Fonksiyonun  İntegral  Temsili 

 

                               (5.4.60) 

dir. 

Hipergeometrik  Fonksiyonlarla  Diğer  Fonksiyonlar  Arasındaki  Bazı  Bağıntılar 

 

              (5.4.61) 



  

          (5.4.62) 

          (5.4.63) 

              (5.4.64) 

          (5.4.65) 

          (5.4.66) 

       (5.4.67) 

      (5.4.68) 

                                               (5.4.69) 

dır. 

 



  

5.5  LEGENDRE  FONKSİYONLARI 

 

          şeklindeki  Laplace  denklemi  küresel  koordinatlarda  yazılır  ve 

                                                          (5.5.1) 

değişken  ayrışımı  yapılırsa 

                                                                       (5.5.2) 

    (5.5.3) 

                                                 (5.5.4) 

şeklinde  üç  bağımsız  denklem  elde  edilir.  (5.5.2),  (5.5.3)  ve  (5.5.4)  

denklemlerindeki    ve    büyüklükleri  değişkenlere  ayrışım  

parametreleridir.  (5.5.2)  ve (5.5.3)  denkleminin  çözümleri  sırasıyla 

                                                                   (5.5.5) 

ve 

                                                                           (5.5.6) 

şeklindedir. 

        (5.5.3)  Denkleminin  çözümü  için; 

                                                                                           (5.5.7) 

dönüşümü  yapılırsa  denklem 

                 (5.5.8) 

veya 



  

 

şeklini  alır.  (5.5.8)  Denkleminin  çözümleri  için  x ’in  tanım  bölgesi    

aralığıdır.  (5.5.8)  Denkleminin  çözümleri    ile  gösterilir. 

                                                                 (5.5.9) 

denir  ve 

         (5.5.10) 

değerleri  (5.5.8)  denkleminde  yerine  yazılırsa 

   (5.5.11) 

denklemi  elde  edilir.  (5.5.8)  Denklemi    için  yazılırsa, 

                                    (5.5.12) 

veya 

                     (5.5.13) 

şeklini  alır.  Bunun  m  kere  türevi  alınırsa 

     (5.5.14) 

dnklemı  elde  edilir.  (5.5.9) İfadesi  göz  önüne  alınarak  ve  (5.5.11)  denklemleri  

karşılaştırılırsa   



  

                                                     (5.5.15) 

olduğu  görülür.  Bu  durumda  (5.5.13)  denkleminin  çözümü  (5.5.15)  bağıntısı  

yardımıyla  elde  edilmiş  olur. 

          fonksiyonlarında  Legendre  fonksiyonları    fonksiyonlarına  da  

Asosye  Legendre  fonksiyonları  adı  verilir. 

        (5.5.13)  Legendre  diferensiyel  denkleminin  polinomsal  bir  çözümünü  elde  

etmek  için; 

                                                                            (5.5.16) 

ifadesi  (5.5.13) de  yerine  yazılırsa 

     (5.5.17) 

elde  edilir.  (5.5.17)  Denklemindeki  terimler  düzenlenirse 

                   (5.5.18) 

bulunur. 

        (5.5.18) İfadesinin  sağlanması  için  x ’in  kuvvetlerine  karşılık  gelen  

katsayıların  sıfır  olması  gerekir.  Buradan, 

  için                            (5.5.19) 

olduğu  görülür. 



  

        n ’nin  tamsayı  olmaması  durumunda    fakat    seçilirse,  x ’in  

sadece  çift  kuvvetlerini  ve  eğer    fakat    seçilirse  de  x ’in  sadece  tek  

kuvvetlerini  içeren  seri  şeklinde  lineer  bağımsız  çözüm  elde  edilir.  Bu  iki  ayrı  

çözümün  lineer  bir  kombinasyonu  (5.5.13)  Legendre  denkleminin  genel  çözümünü  

oluşturur. 

        Eğer  n  bir  tamsayı  değilse  bütün    katsayılarını  hem  tek;  hem  de  çift  

seri  için  belirlemek  mümkündür.  Ancak  bu  durumda  bu  seriler  x ’in    değerleri  

için  ıraksaktır.  Bu  noktalarda  yakınsak  çözümlerin  olması  için  n’nin  bir  tamsayı  

olması  gerekir.  n  bir  tamsayı  olmak  üzere,  eğer    gibi  bir  çift  sayı  ise 

                                                                   (5.5.20) 

ve  eğer    gibi  bir  tek  sayı  ise 

                                                                    (5.5.21) 

dır.  Dolayısıyla  Legendre  denkleminin  çözümünü  teşkil  eden  seriler  sonlu  terimli  

olacaklarından    de  de  sonlu  kalırlar. 

        Eğer    yada    katsayısı,  çözümün    noktasında  1  değerini  alacak  

şekilde  seçilmişse  (5.5.13)  denkleminin  çözümlerine  Legendre  polinomları  denir.  

Bunlar 

                                                                     (5.5.22) 



  

şeklindedir.  Genel  olarak  n-inci  mertebeden  Legendre  polinomu,  n ’nin  çift  yada  

tek  olmasına  göre    yada    olmak  üzere 

                                     (5.5.23) 

bağıntısıyla  belirlenir.  (5.5.23)  İfadesi 

 

 

 

 

                                (5.5.24) 

şekline  de  indirgenebilir.  Bu  ifade  RODRİGUES  formülü  olarak  adlandırılır. 

        (5.5.13)  Denklemi    olmak  üzere 

                      (5.5.25) 

şeklinde  bir  STURM-LİOUVİLLE  denklemi  olduğundan  bu  denklemin  çeşitli  

özdeğerlerine  karşı  gelen  özfonksiyonları  arasında 

                                                     (5.5.26) 



  

şeklinde  diklik  bağıntıları  vardır.  Buradaki  normlaştırma  sabitini  tespit  etmek  için  

RODRIGUES  formülünden 

      (5.5.27) 

yazılabilir.  (5.5.27)  ifadesinin  n  kere  kısmi  integrasyon  yöntemi  ile  integrali  

alınırsa 

               (5.5.28) 

bulunur. 

        Eğer    ise; 

                                                                   (5.5.29) 

olacağndan  ,  eğer    ise  yine  kısmi  integrasyonla 

           (5.5.30) 

bulunur.  Kısaca 

                                                       (5.5.31) 

dir.  Asosye  Legendre  polinomları  için  diklik  bağıntıları 

                                       (5.5.32) 

dır.  Buna  göre    aralığında  bir    fonksiyonunu; 



  

                                              (5.5.33) 

şeklinde  tam  serilere  açmak  mümkündür.  ,   katsayıları 

                                           (5.5.34) 

formülleriyle  belirlenir. 

        m ’ nin  tamsayı  olması  halinde  (5.5.13)  diferensiyel  denklemine  karşı  gelen  

indis  denklemi  tekil  noktaları  civarında    şeklindedir.  Dolayısıyla  seriye  

açma  yoluyla,  denklemin  iki  bağımsız  çözümünden  ancak  biri  belirlenebilir.  Diğer  

bağımsız  çözümü  elde  edebilmek  için  (5.5.13)  denklemi  yardımıyla  (5.5.23)  

ifadesinden    ile  gösterilen  bu  bağımsız  çözümün 

 

                                               (5.5.35) 

olduğu  görülür  ve  genellikle 

                                           (5.5.36) 

şeklinde  gösterilir. 

          ’inci  dereceden  bir  polinomu  göstermek  üzere     

                                            (5.5.37) 



  

şeklinde  de  yazılabilir.  Fakat    çok  değerli  bir  fonksiyon  olduğundan  bunu  

tek  değerli  kılmak  için  komleks  düzlem  -1’den  +1’e  kadar  kesilir  ve    de  

reel    için  reel  olarak  tanımlanır. 

        Eğer    ise 

                         (5.5.38) 

dir.  Buradan  ’in  (5.5.37)  denkleminden  yaralanarak 

                                          (5.5.39) 

şeklinde  aritmetik  ortalama  olarak  tanımlanabileceği  görülür.  

          n’inci  dereceden  bir  polinom  olsun.  Dik  poinomlar  arasında;    

ve    sabitler  olmak  üzere 

                              (5.5.40) 

şeklinde  rekürans  bağıntısı  vardır.  Legendre  polinomları  dik  polinomlardır  ve  bu  

polinomlar  ve  bu  polinomların  türevleri  arasında  da  rekürans  bağıntıları  vardır.  

Bunlardan  bazıları; 

                                         (5.5.41) 

                                     (5.5.42) 

                          (5.5.43) 

                                              (5.5.44) 

                                                          (5.5.45) 



  

                                                                    (5.5.46) 

                                                         (5.5.47) 

                                     (5.5.48) 

                 (5.5.49) 

               (5.5.50) 

                         (5.5.51) 

                                         (5.5.52) 

                              (5.5.53) 

şeklinde  verilir. 

          gibi  dik  polinomların  doğuran  fonksiyonları, 

                                                                     (5.5.54) 

şeklinde  gösterilir.  Burada  ’ler  ’nin  t  cinsinden  kuvvet  serisine  

açılımının  katsayılarıdır.  Buna  göre  Legendre  polinomlarının  doğuran  fonksiyonu 

                                                                      (5.5.55) 

şeklindedir. 

        ’yi  belirlemek  için  önce  CAUCHY  integral  teoremine  göre 



  

                                            (5.5.56) 

yazılır  ve  C;  z=x  noktasını  içeren  bir  kontür  olmak  üzere  RODRİGUES  

formülünü  kullanarak  ’in 

      (5.5.57) 

şeklindeki  integral  gösterimi  bulunur. 

        Eğer,  (5.5.57)  ifadesi  (5.5.56)  denkleminde  yerine  yazılırsa 

               (5.5.58) 

elde  edilir.  (5.5.45)  İfadesinin  sağındaki  toplam  bir  geometrik  seridir.  Buna  göre 

                                       (5.5.59) 

veya 

 

olur. Burada 

                                                                      (5.5.60) 

basit  kutuplardır  ve  bu  kutuplardan  ’yi  içeren  C:  çevresi  

üzerinden  integral  alınırsa 



  

                                           (5.5.61) 

bulunur.    alınırsa  (5.5.48)  şeklinde  bulunan  doğuran  fonksiyon 

                                              (5.5.62) 

şeklinde  de  yazılır. 

 

Legendre  Fonksiyonunun  Bazı  Özel  Yazılışları  Ve  Aralarındaki  Bağıntılar 

 

                                                                                     (5.5.63) 

                               (5.5.64) 

       (5.5.65) 

                    (5.5.66) 

                (5.5.67) 

                (5.5.68) 

      

                                                                   (5.5.69) 

   (5.5.70) 



  

           (5.5.71) 

                   (5.5.72) 

                   (5.5.73) 

                                                                            (5.5.74) 

       (5.5.75) 

            (5.5.76) 

              (5.5.77) 

  (5.5.78) 

       (5.5.79) 

                    (5.5.80) 

    (5.5.81) 

            (5.5.82) 



  

                       (5.5.83) 

                                    (5.5.84) 

                                   (5.5.85) 

                        (5.5.86) 

                          (5.5.87) 

                                    (5.5.88) 

                                  (5.5.89) 

             (5.5.90) 

             (5.5.91) 

          (5.5.92) 

          (5.5.93) 



  

                (5.5.94) 

 

Legendre  Fonksiyonlarının  Bazı  Gösterimleri  Ve  Diğer Özel  Fonksiyonlar  

Arasındaki  İlişkiler 

 

       (5.5.95) 

             (5.5.96) 

          (5.5.97) 

       (5.5.98) 

       (5.5.99) 

     (5.5.100) 

                                                      (5.5.101) 



  

                                        (5.5.102) 

                                (5.5.103) 

 (5.5.104) 

 

  (5.5.105) 

                           (5.5.106) 

                   (5.5.107)  

                                                      (5.5.108) 

                                                      (5.5.109) 



  

                                              (5.5.110) 

                                            (5.5.111) 

     (5.5.112) 

           (5.5.113) 

                                                                 (5.5.114) 

                (5.5.115) 

     (5.5.116) 

     (5.5.117) 

                                                                 (5.5.118) 

 

Legendre  Fonksiyonlarının Bazı  İntegral  Gösterimleri 

 

                (5.5.119) 



  

     (5.5.120) 

     (5.5.121) 

        (5.5.122) 

     (5.5.123) 

        (5.5.124) 

      (5.5.125) 

                        (5.5.126) 

 



  

     (5.5.127) 

                       (5.5.128) 

                                  (5.5.129) 

z 

     (5.5.130) 

           (5.5.131) 

  (5.5.132) 

                          (5.5.133) 

                                      (5.5.134) 



  

                (5.5.135) 

                                       (5.5.136) 

                        (5.5.137) 

                                         (5.5.138) 

                                 (5.5.139) 

                                                               (5.5.140) 

                (5.5.141) 

        (5.5.142) 

 

 



  

        Diğer  taraftan;    için  ’nın  asimptotik  ifadesi  

  için 

                                           (5.5.143) 

ve  benzer  şekilde    için  ’nın  asimptotik  ifadesi  

  için 

                               (5.5.144) 

dir. 

        Ayrıca    ve  ’nin  ’daki  davranışları 

 

 

                       (5.5.145) 

dir. 

 

 

Toplam  Teoremleri 

 

           (5.5.146) 



  

     

(5.5.147) 

     (5.5.148) 

     (5.5.149) 

dir. 

 

5.6 BELLİ  SONSUZ  SERİLERİN  TOPLAMLARININ  HESAPLANMASI 

 

        ;  reel  eksen  üzerinde    basit  kutupları  hariç  

  olmak  üzere    noktasında  rezidüleri    olan  herhangi  bir  

analitik  fonksiyon    de  sonlu  sayıda  kutuplar  hariç  analitik  bir  fonksiyon  

olsun.  Ayrıca   ;   dizisinde  bazı  N  noktalarından  sonra  hiçbiri  

’nin  kutuplarından  geçmeyen,  pozitif  yönlendirilmiş  kapalı  kontürler  

olsun.  Üstelik    noktalarını  içerdiği  halde  

  noktalarını  içermesin.   



  

        Eğer  s; ’nin  kutup  noktalarında  ’nin  rezidülerinin  toplamını  

belirtiyorsa  ’nin   da  kutba  sahip  olduğu  k  değerleri  hariç  

belirtilen  toplam  olmak  üzere   

                                      (5.6.1) 

dir.  Eğer    yeterince  büyük  n’ler  ille    üzerindeki  z’ler  için  düzgün  sınırlı  

ise  ve    iken    üzerinde    ise 

                                                              (5.6.2) 

dır.  Kısaca  s  ’nin  kutuplarında  ’nin  rezidülerinin  toplamı  ise 

                                                                               (5.6.3) 

dir. 

        Bu  ifadeyi  daha  elemanter  bir  biçimde  yazmak  istersek    bir   

, , ,   

yolu  boyunca  verilmiş  bir  fonksiyon    ve  M,  N ’den  bağımsız  sabitler  olmak  

üzere   

          ise  ve  s’de  ’nin  kutuplarında  ’nin  

rezidülerinin  toplamı  ise 

                                                                                   (5.6.4) 



  

dir. 

               (5.6.5) 

denkleminin  ikinci  parçasındaki  sonsuz  serisinin  değerini  hesaplamak  için  C  

kontürünü;    fonksiyonuun  sıfırları  ile  çakışan  bir  kontür  olmak  

üzere  Sommerfeld-Watson  integral  dönüşümü  kullanılarak 

            (5.6.6) 

veya    ifadesi  yerine  yazılırsa 

  (5.6.7) 

olur.  Buradan< 

                                         (5.6.8) 

                                               (5.6.9) 

olduğundan 

                 (5.6.10) 

bulunur. 

 

 

 



  

5.7  GREEN  FONKSİYONU 

 

        Green  fonksiyonları  diferansiyel  denklem  çözümünde  kullanılan  bir  tekniktir. 

        Bir  boyutlu  uzayda 

                                                               (5.7.1) 

denklemini  göz  önüne  alalım.    alınırsa  denklem  homojen  bir  denkleme  

dönüşür.  Homojen  denklemin  çözümü    ile  gösterilirse 

                                                                     (5.7.2) 

sağlanır.  (5.7.1)  Denkleminde    yerine    Dirac  Delta  fonksiyonu  

alınırsa  ve  denklemin  bu  haldeki  çözümünde    ile  gösterilirse 

                                                    (5.7.3) 

yazılır.    diferansiyel  denklem  için  bir  parametre  olmak  üzere,  bu  delta  

fonksiyonlu  çözüme  diferansiyel  denklemin  Green  fonksiyonu  denir. 

        Eğer  bir  diferansiyel  denklemin  homojen  çözümü    ve  Green  fonksiyonu  

  biliniyorsa  denklemin  tam  çözümü 

                                                (5.7.4) 

olur.  Gerçekten  (5.7.4)  çözümü  (5.7.1)  diferansiyel  denkleminde  yerine  yazılırsa 

 



  

        (5.7.5) 

olur.  (5.7.5) in  birinci  yanındaki  ilk  terim  homojen  denklem  olduğundan  sıfırdır.  

İkinci  terim  ise 

                                   (5.7.6) 

dir.  Köşeli  parantez  içindeki  ifade  (5.7.3)  ile  aynı  olduğundan  bu  ifade 

                                                           (5.7.7) 

şeklinde  yazılır.  Delta  Dirac  fonksiyonunun  tanımı  göz  önüne  alınırsa  yukarıdaki  

eşitliğin  birinci  tarafı  ’e  eşittir. 

        O  halde  (5.7.1)  denkleminin  çözümü  Green  fonksiyonunun  bulunmasına  

bağlıdır.  Bu  fonksiyon  bulunursa  denklemdeki    terimi  değişse  bile  aynı  

Green  fonksiyonu  kullanılarak  denklemin  çözümü  yapılabilir. 

        (5.7.1)  Denklemi  için  Green  fonksiyonu 

                                                                 (5.7.8) 

dır. 

         Homojen  denklemin  genel  çözümü 

                                                                                     (5.7.9) 

şeklinde  bulunur.  Gelen  dalga    yönünde  ilerliyorsa,  ’li  çözüm  alınır. 

        Bu  sonuçlar  göz  önüne  alınarak  (5.7.1)  denkleminin  (5.7.4)  şeklinde  ifade  

edilen  tam  çözümü 



  

                                        (5.7.10) 

şeklinde  ifade  edilir. 

                                              (5.7.11) 

üç  boyutlu  Schrödinger  denklemi 

                                             (5.7.12) 

şeklinde  yazılısın.  (5.7.12)  Denklemi  Green  fonksiyonuna  uygulanırsa  k  

parametresi  ve    fonksiyonu 

                                            (5.7.13) 

şeklini  alır.  Buradan  üç  boyutlu  durumda  homojen  çözüm    yönünde  ilerleyen  

bir  düzlem  dalga 

                                                                                     (5.7.14) 

ve  Green  fonksiyonu 

                                                                (5.7.15) 

 

şeklinde  bulunur.  Bu  Green  fonksiyonu    noktasından  yayılan  küresel  bir  dalga  

biçimindedir.  Ancak  hem  merkeze  doğru  küçülen    ve  hem  de  

merkezden  dışarı  yayılan    küresel  dalga  çözümleri  içermektedir.   

 



  

Saçılmada  dışa  doğru  yayılan  küresel  dalga  oluştuğu  için  +  işaretli  çözüm alınırsa 

tam  çözüm 

                                (5.7.16) 

                                                                         (5.7.17) 

olur. 

        Bu  ifadeden  aranılan    çözümünün  (5.7.16)’ün  sağ  tarafındaki  integralin  

içinde  olduğu  görülür.  Bu  saçılımın  integral  denklemidir. 

        Böylece  Schrödinger  diferansiyel  denklemi  bir  integral  denklemine  dönüşmüş  

oldu.  İntegral  bir  denklem  sınır  koşullarını  kendi  içinde  taşır,  ve  denklemi  

integrasyon  yoluyla  çözmek  uygun  bir  yoldur.  Yaklaşık  bir  çözümü sağ  tarafta  

kullanarak  sol  taraftaki çözüm  hesaplanır.  Daha  sonra  bu  çözüm  sağ  tarafta  

kullanılır.  Bu  şekilde  devam  edilerek  denklemin  çözümü  elde  edilir. 
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