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Yiksek Lisans Tezi
Z4 +uZ, HALKASI UZERINDE TANIMLI LINEER KODLAR HAKKINDA
T.U. Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali
OZET

Bu tez ¢alismasinda, oncelikle tez organizasyonu ile birlikte cebir ve kodlama ile
ilgili gerekli temel kavramlara yer verilmistir. Ardindan tezin 3. boliimiinde r = a + ub €
Z4 + uZ, olmak iizere Z4[ul/(u? —r) = R, = Zs + uZ,,u? = r tipindeki 16 halkanin
cebirsel Ozellikleri arastirilmistir. Bu halkalarin birimselleri bulunmus, idealleri ve
ozellikleri belirlenmistir. Ayrica bu halkalarin birbirleri ile olan izomorfluk durumlari

incelenmistir.

Tezin 4. boltimiinde, R, sonlu halkasi iizerinde tanimli lineer kodlarin 6zellikleri
incelenmistir. Ayrica yine ayni halka tizerinde tanimli uzunlugu tek olan (1 + 2u)-sabit
devirli kodlar ile devirli kodlar arasindaki iliski ifade edilerek, bunlarin Gray goriintiileri
verilmistir. Buna ek olarak, Ry, R; ve R3 halkalar1 tizerinde (1 + 2u) birimseli segilerek
elde edilmis benzer sonuglar verilmistir. Bu boliimde farkli halkalar {izerinde tanimli bazi
0zel kodlar yardimiyla sonlu cisimler lizerinde tanimli iyi kodlar edilmenin saglandigi

makaleler incelenmistir.

Tezin 5. bolimiinde, R, ve R, halkalar iizerinde tanimli devirli kodlarin DNA
ozelliklerine sahip olmasi icin gerekli ve yeterli kosullarin verildigi makaleler

incelenmistir.

6. boliimde, R; halkasi lizerinde yeni bir Gray doniisiimii tanimlanarak ve u
birimseli secilerek u-sabit devirli kodlar ve devirli kodlarin Gray goriintiileri elde

edilmistir.
Son boliimde, sonug ve tartigmalara yer verilmistir.
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Anahtar Kelimeler : Lineer Kodlar, Devirli Kodlar, Sabit Devirli Kodlar, Gray
Doniisiim, Devirli DNA kodlar ve DNA Doniisiim



Master of Science Thesis
ON THE LINEAR CODES OVER RING Z, + uZ,
Trakya University Institute of Natural Sciences

Department of Mathematics

ABSTRACT

In this thesis, firstly, the thesis organization is given, later basic concepts related to
algebra and coding are given. In that 3th section of the thesis, algebraic properties of 16
rings in type Z,[ul/(u? —r) = R, = Z, + uZ,, where u> =r,r =a +ub € Z, + uZ,
are investigated. The units and ideals of the rings are found the structures of the ideals are

determined. In addition, these rings are examined into isomorphic states with each other.

In the 4th section of the thesis, the properties of the linear codes defined on the
finite ring R,, are examined. In addition, the relationship between (1 + 2u)-constacyclic
codes and cyclic codes over the ring R, is expressed and their Gray images are given. In
addition, similar results are given by selecting (1 + 2u)-units on the rings Ry, R; and R5.

The articles that are obtained optimal codes over the ring Z, are examined.

In the 5th section of the thesis, necessary and sufficient conditions are given for the

cyclic codes defined on the R; and R,, rings to have DNA properties.

In the 6th section, by defining a new Gray map on the ring R; and selecting the unit

u, the Gray images of u-constacyclic codes and cyclic codes are obtained.
In the last section, results and discussions are given.

Year 12020

Number of Pages : 139

Keywords : Linear Codes, Cyclic Codes, Constacyclic Codes, Gray map,
Cyclic DNA Codes and DNA Map



ONSOZ

Yiiksek Lisans Tez damismanlhigimi istlenerek akademik hayata adim atmami
saglayan, Ogrencisi olmakla kendimi sansli hissettigim danigsmanim, ayni zamanda ¢ok
sevgili hocam Prof. Dr. Yasemin CENGELLENMIS’e {izerimdeki tiim emekleri i¢in ¢ok

tesekkiir ederim.

Dolayli olarak basarimda katkist olan beni yetistiren Trakya Universitesi

Matematik Boliimii programi hocalarina ¢ok tesekkiir ederim.

Egitim hayatim boyunca maddi ve manevi destegini esirgemeden yanimda olan
annem Simran YAVUZ, babam Emir YAVUZ ve ablam Damla YAVUZ’a sonsuz

tesekkiir ederim.

Calismamin sonunda tezimi tekrar tekrar okuyarak elestirileriyle yol gdsteren Dr.

Abdullah DERTLIye tesekkiir ederim.

Ayrica, tez ¢galismam boyunca beni motive etmis ve manevi olarak destek saglamis

olan Abdullah GERBAGA ’ya ¢ok tesekkiir ederim.

Bu c¢alisma, ¢ok sevdigim aileme ithaf olunur...

Buse YAVUZ

vi



ICINDEKILER

OZET ...ceeiiiiiiiiiiieeeteseeseessessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnces v
ABSTRACT ...ccuuuieeetnieeeeeuneeeeeenneeesssnnesesssnseesssnesessssneessssssanesssnnns v
(0] 0 7 28RN vi
ICINDEKILER......couittiitiieeierieiierternereeneerneeserseeseersseressennes vii
SEMBOLLER ve KISALTMALAR DIZINT .....ccccvvviviiiiiiininieeennnn. xi
SEKILLER DIZINT....uivuniiiiiiiiiiiiiiiieiiieieerieeeerieeeenerneenesnnens xiii
CIZELGELER DIZIN....ucvuuiiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeieerieeieeeieereennerneennns XV
1370) ML OLY 05 B € 1 21 1 TR 1
1.1. Tez OrganiZasyOnU. .......ouuieueeteite e ea e eaeeenaens 3
BOLUM 2 TEMEL KAVRAMLAR.......cccueitttieeerneeereeernneeeennneennns 4
2.1.  Cebir ile Ilgili Temel Kavramlar........................ccoeeeueiinnn 4
2.2.  Kodlama ile Ilgili Temel Kavramlar.................................. 15

BOLUM 3  Z,[u]l/(u? —7r) = R, = 74 + uZ,s,u> = r HALKALARININ

OZELLIKLERI VE SINIFLANDIRILMASI .....euueeieiiinnnnnnnneenen. 24
3.0, Za[ul/u?) HalKaSL. ... 24
3.2, Za[ul/(u? — 1) HalKaSl. ... 30
33, Za[ul/(u? — 2) HalKaSL. ..o 31
3.4, Zh[ul/(u? — 3)YHalKaSl. ... 32

vii



3.5, Zhul/u? —u) HalKast.....o.ooiuieiiiei i 34

3.6, Zuul/(u? —2u) HalKasl......oooeiniiieie e 36
3.7 Zhul/u? —3u) HalKast......oooeiniiieie e 37
3.8, Ziul/(u? —u—1)Halkast........coooininiiiiii i 39
3.9, Zuul/(u? —u—2)Halkast........cooooiiiiiii i 40
3.10. Zy[ul/(u? —u —3) Halkast.......o.oooininiiiiiiiieeieee 41
311, Zyul/(u? —2u— 1) Halkast........oooiniiiieiieieeieiee 43
312, Zuful/(u? —2u—2) HalKaSt........ooieiiiiei e 44
3.13. Zyul/(u? —2u—3)Halkast........oooouiniiiii i 45
314, Z,ul/(u? —3u—1)Halkast.........ooouiniiiiiiiiieieiee, 47
3.15. Zuul/(u? —3u—2)Halkast........ooovuiniiiiiiiiiee e 48
3.16. Z,[ul/(u? —3u—3)Halkast.........ooouiviiiiiiiiiieiie 50

3.17. r =a+ub € Z, + uZ, Olmak Uzere R, Halkalarinin

SINIlandIrIImasT. ..o oo 51

BOLUM4 R,,R;,Ry VE R; HALKALARI UZERINDE TANIMLI
(1 + 2u)-SABIT DEVIRLI VE DEVIRLI KODLARIN GRAY

GORUNTULERI......uuvtiiiiiiiiiiiiiiiiccccnnneccccee, 59
4.1. R, Halkas1 Uzerinde Tanimli Lineer Kodlar........................... 59

4.2. R, Halkasi Uzerinde Uzunlugu Tek Olan (1 + 2u)-Sabit Devirli
Kodlar ile Devirli Kodlar Arasidaki Iliski...............cocooooiiiiiiii, 66

4.3. R, Halkas1 Uzerinde Tanimli Gray Déniisiim, (1 + 2u)-Sabit
Devirli Kodlar ve Tek Uzunluklu Devirli Kodlarin Gray Gortintiileri...... 67

4.4. R, Halkas1 Uzerinde Uzunlugu Tek Olan (1 + 2u)-Sabit Devirli
Kodlar ile Devirli Kodlar Arasmdaki Iliski................coooviiiiiiiiinini.. 69

4.5. R, Halkas1 Uzerinde Tanimli Gray Déniisiim, (1 + 2u)-Sabit
Devirli Kodlar ve Tek Uzunluklu Devirli Kodlarin Gray Goriintiileri...... 70

viii



4.6. R, Halkas1 Uzerinde Uzunlugu Tek Olan (1 + 2u)-Sabit Devirli
Kodlar ile Devirli Kodlar Arasmdaki Iliski.............ccccoooviiiiiiiiiiin. 71

4.7. R, Halkasi Uzerinde Tanimli Gray Déniisiim, (1 + 2u)-Sabit
Devirli Kodlar ve Tek Uzunluklu Devirli Kodlarin Gray Goriintiileri...... 72

4.8.  R; Halkas1 Uzerinde Uzunlugu Tek Olan (1 + 2u)-Sabit Devirli
Kodlar ile Devirli Kodlar Arasmdaki Iliski.............ccocoooviiiiiiiininn.. 74

4.9.  R; Halkasi Uzerinde Tanimli Gray Déniisiim, (1 + 2u)-Sabit
Devirli Kodlar ve Tek Uzunluklu Devirli Kodlarin Gray Goriintiileri...... 75

BOLUM 5 R; VE R, HALKALARI UZERINDE TANIMLI DEVIRLI

DNA KODLAR....oitiiiiiiiiiiiiiiiiiiiietiiiiiaiieeiecesasnesncnn 78
5.1. R, Halkas1 Uzerinde Tanimli Devirli DNA Kodlar................... 80
5.1.1. R, Halkas1 Uzerinde Tanimli Devirli Kodlar.................. 80
5.1.2. R, Halkas1 Uzerinde Tanimli Devirli DNA Kodlar.......... 81
5.1.3. R, Halkas1 Uzerinde Tanimli Ters Siral1 Kodlar............. 83

5.1.4. R, Halkas1 Uzerinde Tanimli Ters Sirali Tamamlayan

Kodlar.......oo 92
5.2. R, Halkas1 Uzerinde Tanimli Devirli DNA Kodlar .................. 103
5.2.1. 7, Halkas1 Uzerinde Tanimli Devirli Kodlar.................. 103
5.2.2. R, Halkas1 Uzerinde Taniml1 Devirli DNA Kodlar. ......... 104
5.2.3. R, Halkas1 Uzerinde Taniml1 Ters Sirali Kodlar ... ......... 106

5.2.4. R, Halkas1 Uzerinde Tamiml1 Ters Sirali Tamamlayan

BOLUM 6 R; HALKASI UZERINDE TANIMLI u-SABIiT DEVIRLI
KODLAR iLE DEVIRLi KODLARIN GRAY GORUNTULERI............. 111

6.1. R, Halkas1 Uzerinde Uzunlugu Tek Olan u-Sabit Devirli Kodlar ile
Devirli Kodlar Arasindaki Tliski............ccoooeiiiiiiiiii, 111



6.2. R, Halkas1 Uzerinde Tanimli Gray Déniisiim, u-Sabit Devirli Kodlar
ve Tek Uzunluklu Devirli Kodlarin Gray Goriintiileri............... 115
BOLUM 7 SONUCLAR VE TARTISMA......ccccceetiiiriiirrnnnnnnnnnnennnnnns 120
7.1 SonuGlar. ... ..o 120

7.2, Gelecek CaliSma..........ooiiniiiiii i, 121
KAYNAKLAR....ctiiiiiiiiiiiiiiiiiteietnttttetsststssssssssssssssssssssnssssssssnsons 122
(077763 01611 | 1 TP 124



Wy, Wy,
Fqlx]
g (x)
|C]

CJ_

SEMBOLLER VE KISALTMALAR DIiZiNI

q elemanli sonlu cisim

n boyutlu F,-vektor uzay1

uzunlugu n, eleman sayist M ve minimum uzakligi d olan kodun temsili
uzunlugu n, boyutu k ve minimum uzakligi d olan lineer kodun temsili
x ile y arasindaki uzaklik

Sirasiyla Hamming ve Lee uzaklik fonksiyonlari

Sirastyla Hamming ve Lee agirlik fonksiyonlari

Katsayilar1 F,’da olan x degiskenli polinom halkasi

g(x) polinomunun reciprocal polinomu

C kodunun eleman sayis1

C kodunun duali

Gray doniisiim

Devirli 6teleme

Sabit devirli 6teleme

r =a+ ub € Z, + uZ, olan sonlu halka sinifi

Xi



CR(X) c= (CO' C1)

polinomu

CRC(X) c= (CO' C1)

tamamlayan polinomu

v, Cp_q1) kod sozciigine karsilik gelen c(x)’in ters sirali

v, Cp_q1) kod sozciigiine karsilik gelen c(x)’in ters sirali

xii



Sekil 1.1

Sekil 3.1

Sekil 3.2

Sekil 3.3

Sekil 3.4

Sekil 3.5

Sekil 3.6

Sekil 3.7

Sekil 3.8

Sekil 3.9

Sekil 3.10

Sekil 3.11

Sekil 3.12

Sekil 3.13

Sekil 3.14

Sekil 3.15

SEKILLER DiZINi

Temel Tletisim SiStemi..........oouieiinieii e 1

R, Halkasinin Ideallerinin Olusturdugu Kafes........................ 29
R, Halkasinin Ideallerinin Olusturdugu Kafes......................... 31
R, Halkasinin Ideallerinin Olusturdugu Kafes........................ 32
R; Halkasinin Ideallerinin Olusturdugu Kafes........................ 34
R, Halkasinin Ideallerinin Olusturdugu Kafes........................ 35
R,, Halkasinin Ideallerinin Olusturdugu Kafes....................... 37
R3,, Halkasinm Ideallerinin Olusturdugu Kafes....................... 38
R; 4, Halkasinm Ideallerinin Olusturdugu Kafes..................... 40
R, Halkasinin Ideallerinin Olusturdugu Kafes..................... 41
R;.,, Halkasinin Ideallerinin Olusturdugu Kafes...................... 42
R, 45, Halkasinin Ideallerinin Olusturdugu Kafes..................... 44
R, .5, Halkasinin Ideallerinin Olusturdugu Kafes..................... 45
R;, 5, Halkasinin Ideallerinin Olusturdugu Kafes..................... 47
R; 3, Halkasinin ideallerinin Olusturdugu Kafes..................... 48
R, 3, Halkasinin Ideallerinin Olusturdugu Kafes..................... 49

xiii



Sekil 3.16  R;, 3, Halkasinmn Ideallerinin Olusturdugu Kafes.....................

Sekil 6.1 R, Halkas1 Uzerindeki Devirli ve Sabit Devirli Kodlarin Gray

Goriintiilerinin Diyagrami

Xiv



CIZELGELER DiZiNi

Cizelge 3.1 R, Halkasmin Elemanlarinin Toplama Islem Tablosu............ 27
Cizelge 3.2 R, Halkasmin Elemanlarinin Carpma Islem Tablosu............. 28

Cizelge 3.3 r =a + ub € Z, + uZ, Olmak Uzere R, Halkalarmnin

Stuflandirtlmast........oo 58
Cizelge 5.1 R; Halkasiin Elemanlarina Karsilik Gelen DNA Ciftleri ....... 82

Cizelge 5.2 r = a + ub € R; Elemanlarina Karsilik Gelen r

Tamamlayanlart Tablosu ..........cooiiiiiiiii e 94

Cizelge 5.3 R,, Halkasinin Elemanlarinina Karsilik Gelen DNA Ciftleri ..... 105

XV



BOLUM 1

GIRiS

Kodlama teorisinin baslangic1 Claude Shannon’un 1948 yilinda yayimlamis oldugu
‘A Mathematical Theory of Communication’ adl1 makalesi kabul edilir. Bu makalede bir
iletisim kanalinda (radyo, telefon, uydu...) eger 6zel bir kodlama ve kod ¢6zme teknikleri
kullanilirsa, belirlenen bir saymin altindaki degerler i¢in gilivenilir iletisimin saglanacagi
ifade edilmistir. Baglangi¢ kabul edilen bu makaleden sonra kodlama teorisinde, kanal
boyunca kodlanmis verinin iletimi ve bozulan mesaj1 diizeltme gibi konular ile ilgilenilmis
ve dogru iletim orani yiiksek, zaman ve enerji tasarrufu saglayan kodlama yontemleri

gelistirmek amag edinilmistir.

Girtlti
Mesaj Kodlama \“ Dekodlama R Alict
< | Mesai Kanal Mesaj
Kaynag: ! (Kod (ozme) !

Sekil 1.1 Temel iletisim Sistemi

Sekil 1.1°de temel bir iletisim sisteminde iletilecek olan mesajin, kaynagindan
alictya ulasincaya kadar izledigi siire¢ ifade edilmektedir. Boyle bir temel iletisim
sisteminde iletilecek mesaj, mesaj kaynagindan kanala aktarilir, kanalda iletilecek mesaja
olusabilecek hatalardan (ekipman eksikligi, insan hatasi, hava kosullari, vb..) korumak
iizere cesitli matematiksel kodlama yontemleri uygulanir, kodlanan mesaj, bir takim

hatalar sebebiyle bozulmus olarak dekodlama (kod ¢6zme) birimine geldiginde, mesajin



kodlama algoritmasi ile uyumlu olarak tasarlanmis bir dekodlama yontemi ile dekodlanip

alictya dogru olarak iletimini saglamak amaclanir.

Kodlama teorisinde, yapilan ilk ¢calismalar [F, sonlu cismi iizerindedir. Ik olarak
1972 yilinda Blake tarafindan ¢alismalar sonlu halkalar iizerine taginmistir. 1994 yilinda
Hammons ve digerleri, Z, sonlu halkasi lizerinde taniml1 bir Gray doniisiimii yardimiyla
lineer olmayan ancak iyi parametrelere sahip kod ailelerinin, Z, tizerinde lineer kodlarin
Gray goriintilisti oldugunu bulmasi, kodlama teorisinde ¢i1gir agan bir ¢calisma olmustur. Bu
bulusun ardindan lineer olmayan kodlarla ¢calisma daha kolay bir hale gelmistir ve boylece

kodlama teorisi sonlu halkalar lizerinde taginmistir.

Halkalar ya da cisimler {izerinde lineer ve lineer olmayan kodlar tanimlanabilir.
Ancak lineer kodlarin cebirsel yapisi (alt vektor uzay1 ya da alt modiile karsilik gelmesi)

nedeniyle ¢alismaya daha elveriglidir.

Devirli kodlar ilk kez 1957 yilinda Prange tarafindan lineer kodlarin 6nemli bir
sinifi olarak tanimlanmustir. Prange sonlu bir cisim iizerinde uzunlugu n olan devirli bir
kodu, katsayilar1 sonlu cisimde x degiskenine bagli polinom halkasini (x™ — 1) idealine
bolerek, bu bolim halkasinin ideallerine karsilik getirmistir. Bdylece devirli kodun
ideallerinin zengin cebirsel yapisi ile ¢alisma imkani saglamistir. Daha genis bir sinif olan
ve devirli kodlar1 da kapsayan sabit devirli (constacylic) kodlarin tanimlanmasinin
ardindan, devirli kodlar ile sabit devirli kodlarin Gray doniisiimii yardimiyla aralarindaki
iliskiyi inceleyen bir ¢ok makale bulunmaktadir (Ashraf & Mohammad, 2015; Yu vd.,
2016; Aydin vd., 2017; Shi vd., 2017; Dinh vd., 2018; Bag vd., 2018).

Kodlama teorisinin daha da gelismesi ile birlikte, DNA dizilerindeki
matematiksel ozellikler, bircok arastirmaciya biyoloji ve cebirsel kodlama teorisini
kullanarak disiplinler arasi kesif i¢in ilham kaynagi olmustur. ilk DNA hesaplama fikri
1987 yilinda Tom Head tarafindan ortaya atilmistir. Fakat ilk deneysel ¢alisma L. Adleman
tarafindan yapilmistir. Son zamanlarda, Silikon bazli hesaplama sistemlerinden daha fazla
depolama kapasitesine sahip DNA tabanli veri depolama sistemleri bir¢ok arastirmacinin
dikkatini ¢cekmistir. DNA molekiiliiniin bu elverisli yapisi sonlu cisimler ve sonlu halkalar

iizerinde kodlama teorisine biiyilk katkida bulunmustur. Devirli DNA kodlarindaki



caligmalar, farkli eleman sayilarina sahip cisim ve halkalar iizerinde giiniimiize kadar

devam etmektedir.
1.1. Tez Organizasyonu
Tezin geri kalan kismi su sekilde diizenlenmektedir:

Boliim 2’de, tezde kullanilacak olan bir takim temel onerme, teorem ve sonuglari

kapsayan iki alt boliim yer almaktadir.

Bolim 3’de, r = a + ub € Z, + uZ, olmak iizere Z,[ul/(u® —r) =R, =7, +
uZ,, u® = r seklindeki 16 sonlu halkanin idealleri, birimsel elemanlar1 ve 6zellikleri
verilmistir. Ayrica bu halkalarin birbirleri ile aralarindaki izomorfluk durumlari

arastirilarak siniflandirilmastir.

Boliim 4’de R,, sonlu halkasi iizerinde tanimli lineer kodlar ve bu halka iizerinde
tanimli (1 + 2u)-sabit devirli ve devirli kodlarin Gray goriintiilerinin verildigi makaleler
incelenmigtir. Ayrica Ry, R; ve R; halkalar1 iizerinde (1 + 2u) birimsel eleman
kullanilarak sabit devirli kodlar ve devirli kodlarin Gray goriintiilerinin elde edildigi

makalelerdeki bazi1 teorem ve sonuglara yer verilmistir.

Boliim 5°de, R, ve R, halkalar1 tizerinde tanimli devirli kodlarin yapisi, bu kodlarin
DNA 6zelliklerine sahip olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar1 i¢ceren sonuglarin verildigi

makaleler incelenmistir.

Boliim 6°da, R; halkasi lizerinde tanimli yeni bir Gray doniisiimii tanimlanarak, u-

sabit devirli ve devirli kodlarin Gray goriintiileri elde edilmistir.

Boliim 7°de, tezin kapsaminda elde edilen sonuglara yer verilmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Cebir ile Ilgili Temel Kavramlar

Kodlama teorisi, matematigin bir alt dali olan cebir ile yakindan iligkilidir. Kodlama
teorisinde; sayilar teorisi, lineer cebir ve soyut cebir gibi cebir konularini igeren tanim,
teorem ve sonuglar sikg¢a kullanilmaktadir. Bu sebeple tezin biitiinliiglinii korumak
amaciyla, bu boliimde tezin kapsami i¢cinde bulunan konularla ilgili baz1 temel tanim,

onerme, teorem ve sonuglara yer verilmektedir.
2.1.1. Tanim:
G bos olmayan herhangi bir kiime olsun. G X G kiimesinden G kiimesine taniml1 bir

*GXG-G
(a,b) » ax*b

fonksiyonuna G tizerinde tanimli bir “‘ikili islem’> denir. Bir kiime lizerinde bir ya da daha

fazla ikili islem tanimli ise bu kiimeye “‘cebirsel yapr’> denir (Karakas, 2012).
2.1.2. Tanim:
G bos olmayan herhangi bir kiime ve *, G kiimesi tizerinde bir ikili islem olsun.

i)  *isleminin birlesme ozelligi vardir. YaniV a, b,¢ € G igina * (b xc) = (a * b) * ¢

dir.



ii)  x isleminin etkisiz eleman 6zelligi vardir. Yanid e € G 3 Va €Gigcinaxe = e *

a = a dir.

iii) = isleminin ters eleman 6zelligi vardir. Yani Va € G igina*a ' =al*xa=e

olacak sekilde en az bir a™! € G vardur.
Kosullarini saglayan (G,*) cebirsel yapisina ‘‘grup’’ denir.
Ek olarak,
iv)  * isleminin degisme 6zelligi vardir. YaniV a,b € G igina * b = b * a dir.

Kosulunu saglayan (G,*) grubuna, ‘‘degismeli grup’’ (veya Abel grubu) denir (Karakas,
2012).

2.1.3. Tanim:

n mnr

R bos olmayan herhangi bir kiime ve "' + "' ile ., R kiimesi lizerinde taniml1 iki

ikili islem olsun.
i) (R, +) degismeli bir gruptur,
i) Vab,c€Rigin(a.b).c =a.(b.c) dir.
iii) Vab,c€Ri¢cin(a+b).c=ac+b.cvea.(b+c)=a.b+a.cdir.
kosullarini saglayan (R, +,.) cebirsel yapisina “‘halka’’ denir.
Ek olarak,
iv) Vab €Rigina.b = b.a olur.

kosulunu saglayan (R, +,.) halkasina ‘‘degismeli halka’’ denir (Hungerford, 1973).



2.1.4. Tanmim:

Eger (R,+,.) halkasinda, V a € R igin 13.a = a. 1 = a kosulunu saglayan bir 1,
elemani varsa, R’ye ‘‘birimli halka’ ve 1 elemanina “‘birim eleman’’ denir (Hungerford,

1973).
2.1.5. Tanim:

R halkasinda 0 # a € R elemant i¢in, a.b = 0p (veya b.a = Og) olacak bigimde
30 # b € R varsaa’ya bir ‘“‘sol (sag) bolen’’ denir. R halkasinin hem sol hemde sag sifir

bolen elemanina ‘sifir bélen’’ denir (Hungerford, 1973).
2.1.6. Tanim:

R,1z # 0 birim elemanl degigsmeli bir halka olsun. R’nin sifir boleni yoksa R

halkasina ‘tamlik bélgesi’’ denir (Hungerford, 1973).

2.1.7. Tanim:

R, 1z # 0 birim elemanli bir halka olsun. R halkasinin 0’dan farkli her elemani

birimsel (tersinir) ise R’ye “‘boliim halkasi (division ring)’’ denir (Hungerford, 1973).
2.1.8. Tanim:

R, bir tamlik bolgesi olsun. m. 1, = 0y olacak sekilde bir m pozitif tam sayis1 varsa
bu m’lerin en kii¢ligline ‘‘karakteristik’’ denir. Bu 6zelligi saglayan hicbir m sayis1 yoksa

R’nin karakteristigi sifirdir (Callialp, 2013).
2.1.9. Tanim:

R bir halka ve @ # S € R olsun. Eger Va,b € Sicgina—b €S vea.beSise S
halkasina R’nin bir ‘‘alt halkast’’ denir (Callialp, 2013).

2.1.10. Tanim:

R ve S iki halka olsun. V a, b € R igin,

i) fla+b)=f(a)+f(b)



i) f(a.b) = f(a).f(b)

kosullarim1 saglayan bir f:R — S fonksiyonuna ‘‘halka homomorfizmast’” denir

(Hungerford, 1973).
2.1.11. Tamm:
f:R — S bir halka homomorfizmasi olsun. Eger f;
i)  Birebir ise ‘‘monomorfizma’’,
ii)  Orten ise “‘epimorfizma’,

iili) Hem birebir hemde Orten ise *‘izormorfizma’’ olarak adlandirilir. ( Bu durumda, R ve

S halkalar1 izormorftur denir. R = § ile gosterilir.)
Ek olarak,

R bir halka olmak lizere, eger f: R = R bir izomorfizma ise f’ye R’nin ‘‘otomorfizmast’’

denir (Hungerford, 1973).
2.1.12. Tamim:

Og, R halkasinin etkisiz elemani olmak iizere, f: R — S bir halka homomorfizmasi

olsun.

Cek f ={a € R | f(a) = Og}
bigiminde tanimlanan kiimeye f’nin ‘‘¢ekirdegi’’ denir (Callialp, 2013).
2.1.13. Teorem:

R bir halkave @ # I € R olsun. I kiimesinin bir *‘so/ (sag) ideal’’ olmas1 i¢in gerekli

ve yeterli kosul Va,b € [ veV g € R igin,
i) a—belve

ii) ga€l(a.gel)



olmasidir. Eger I hem sol hemde sag ideal ise I kiimesine ‘‘ideal’’ denir (Hungerford,

1973).
2.1.14. Tanim:

R bir halka ve X, R’nin bir alt kiimesi olsun. {4; | i € I} ailesi R’nin X kiimesini
iceren tiim ideallerinin ailesi olsun. Bu durumda, N;¢; 4; ailesine ‘‘ X kiimesi ile iiretilen

ideal’’ denir. Bu ideal (X) ile gosterilir.

X kiimesinin elamanlarina (X) idealinin ‘‘tiretecleri’’ denir. Eger X sonlu bir kiime
ise (X) idealine ‘sonlu iiretilmistir’> denir. Eger X = {x} tek elemanl bir kiime ise (x)

tek eleman ile tiretilen ideale “‘esas ideal’’ denir (Hungerford, 1973).
2.1.15. Tanim:

Her ideali esas ideal olan halkaya ‘‘esas ideal halkasi’’, her ideali esas ideal olan

tamlik bolgesine ‘‘esas ideal bolgesi’’ denir (Hungerford, 1973).
2.1.16. Onerme:

R bir halka ve I, R’nin bir ideali olsun. V a,b € R i¢in R halkasinin bir I idealine

gore her a, b € R igin

a=b(modl)eoa—bel

seklinde tanimlanan = bagintis1 bir denklik bagintisidir (Callialp, 2013).
2.1.17. Onerme:

R/I, R halkasmin bir I idealine gore tanimlanan denklik siniflari kiimesi olsun.

Herhangia +1,b + 1 € R/I igin
(a+D@B+D=@+b)+Ive(a+DO B+ =C(ab)+I

bi¢iminde tanimlanan @ ve © islemlerine gére R/I bir boliim halkasidir (Callialp, 2013).



2.1.18. Teorem:

f:R — § bir halka homomorfizmasi ise Cek f kiimesi R’nin bir idealidir. Tersine,
I, R’nin bir ideali ise ¢: R = R/I, ¢(a) = a + I = a doniisiimii I ¢ekirdek kiimesi ile bir
epimorfizmadir. Bu dontistime ‘‘dogal epimorfizma (ya da projeksiyon doniisiimii)’” denir

(Hungerford, 1973).
2.1.19. Teorem:

R birimli ve degismeli bir halka ve P, R halkasinin R’den farkli bir ideali olsun. Eger
Va,b €R igin,

a.b€P =>a€Pveyab€P

saglaniyorsa P’ye ‘‘asal ideal’’ denir. Tersine, P asal ideal ve R degismeli bir halka ise P

ideali yukaridaki kosulu saglar (Hungerford, 1973).
2.1.20. Teorem:

R, birimseli 1, # 0 olan degismeli bir halka ve P, R halkasinin bir ideali olsun. P’nin
asal ideal olmasi ig¢in gerekli ve yeterli kosul R/P’nin tamlik bolgesi olmasidir

(Hungerford, 1973).
2.1.21. Tanim:

M, R halkasinin bir ideali olsun. Eger M # R ve her M N C R kosulunu saglayan
N idealiicin N = M yada N = R oluyorsa M’ye R halkasinin bir *‘maksimal ideali’’ denir
(Hungerford, 1973).

2.1.22. Teorem:
R, birimseli 1z # 0 olan degismeli bir halka ve M,R’nin bir ideali olsun.
i) M maksimal ideal ve R degismeli ise R/M boliim halkasi bir cisimdir.

i) R/M bolim halkasi cisim ise M maksimal idealdir (Hungerford, 1973).



2.1.23. Teorem:

Her esas ideal bolgesi tek tiirlii asal carpanlarina ayrilabilen bolgedir (Hungerford,

1973).
2.1.24. Tanim:

R birimli ve degismeli bir halka olsun. Eger R halkasi tek bir maksimal ideale
sahip ise R halkasina ‘‘lokal (verel) halka’’ denir. Eger R halkasinin sonlu sayida birden
fazla ideali varsa R halkasina *‘semilokal (yari yerel) halka’’ denir (Jitman vd., 2012).

2.1.25. Tanim:

R birimli, degismeli, lokal ve sonlu bir halka ve ayn1 zamanda p asal olmak {izere
maksimal ideali (p) olan bir halka olsun. Bu durumda R halkasina ‘ Galois halkasi’’ denir

(Holdman, 2016).
2.1.26. Ornek:

(Z4, +,.) halkasi bir Galois halkasidir.
2.1.27. Tanim:

R birimli ve degismeli bir halka olsun. R halkasinin tiim ideallerinin ailesi kapsama

bagintisina gore sirali ise R halkasina *‘sonlu zincir halkasr’’ denir (Jitman vd., 2012).
2.1.28. Onerme:

R bir sonlu zincir halkasi olsun. Bu durumda, R halkasinin tiim idealleri esas idealdir
ve R’nin tek bir maksimal ideali vardir. 7, R halkasinin maksimal idealinin bir iireteci

olsun. R halkasmin tiim idealleri,
R =(1)2 (1) 2(r?) 2 - 2(r°7") 2(7%) = (0)

olacak sekilde zincir formundadir. Burada s’ye R halkasinin *‘nilpotentlik derecesi’’ denir

(Jitman vd., 2012).
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2.1.29. Teorem:

R bir halka ve R[x], R halkasinin elemanlarindan olusan ve belirli bir yerden sonraki

terimleri 0 olan (ag, a4, ..., a;, 0,0,0, ...,0) biciminde ifade edilen dizilerin kiimesi olsun.

i)  R[x], toplama ve ¢arpma islemleri ile bir halkadir.

ii)
a) R halkasi degismeli ise R[x] halkas1 da degismelidir.
b) R halkas1 birimli ise R[x] halkas1 da birimlidir.
¢) R halkasi sifir bolensiz ise R[x] halkas1 da sifir bolensizdir.
d) R halkasi tamlik bolgesi ise R[x] halkasi da tamlik bolgesidir.
iii)  Y:R - R[x] doniisiimii bir halka monomorfizmasidir.

a~ YP(a) =(a0,0,..,0)

Bu kosullar1 saglayan R[x] halkasina ‘‘polinom halkasi’’ denir. Bu halkanin elamanlarina

““polinom’> denir (Hungerford, 1973).
2.1.30. Teorem:

R birimli bir halka ve R[x]deki bir (0,14,0,0,...,0) eleman1 x ile gosterilsin. Bu

durumda,

i) x™ =(0,0,...,0,1¢,0,..) dir. Ayrica buradaki 1; elemani dizinin (n + 1)-inci

bilesenidir.

ii) g€ER ise Vn=0 i¢in, gx™ =x"g = (0,0, ...,0,9,0,...) dir. Ayrica buradaki

g elemant dizinin (n + 1)-inci bilesenidir.

iii)  Sifirdan farkli her f € R[x] icin, f(x) =1y + 1rix + -+ + 71XV + 1, x™ esitligi
teklikle belirli olacak sekilde bir n pozitif tam sayist ve 1, 1y, ..., Th—1, 7, € R elemanlari

vardir (Hungerford, 1973).
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2.1.31. Tanim:

f(x) =Y rix" polinom fonksiyonu igin, 7, elemanina ‘‘sabit terim’, 1;

elemanlarina ““f ’in katsayilarr’’ ve 1, elemanina “‘f 'in bas katsayisi’’, bas katsayist 15

<

olan polinoma ‘‘monik polinom’, x = (0, 1g, 0,0, ...,0) elemanima ‘‘bilinmeyen’’ denir

(Hungerford, 1973).
2.1.32. Tanmim:
(R, +,.) bir halka ve (4, +) toplamsal degismeli bir grup olsun.V g € R, a € A igin

-t RXA—> A Dbi¢iminde bir fonksiyon tanimlansin. V k,l € R veV a, b € A igin,
(g,a) » g.a

i) k(a+b)=ka+kb

ii) (k+D.a=ka+la

iii) k(l.a) = (kl).a

kosullar1 saglaniyorsa, A’ya bir ““(sol) R-modiil’’ denir.
Buna ek olarak,

iv) 1z € RveV k i¢in, 1,.k = k kosulu saglaniyor ise A’ya ““birimli R-modiil’’ denir.

Eger R bir cisim ise R-modiile ‘‘vektor uzay:’’ denir (Hungerford, 1973).
2.1.33. Not:

t AXG-A bi¢ciminde tanimlanan bir fonksiyon olmak iizere,

(a,9) ~»ag
sag R-modiil tanimi1 benzer sekilde ifade edilir.
2.1.34. Tanim:
R, bir halka ve A ile B, R halkasi iizerinde iki modiil olsun. Bu durumda, V a,b € A

ve V g € R i¢in,
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i) fla+b)=f(a)+f(b)
ii) f(g.a)=g.f(a)

kosullarim1 saglayan f:A — B fonksiyonuna ‘‘R-modiil homomorfizmasi’’> denir

(Hungerford, 1973).
2.1.35. Tanim:

@ # A € B olmak iizere, R bir halka ve B kiimesi R-modiil olsun. Eger A kiimesi,
B’nin toplamsal bir alt grubuveV g € R, a € A i¢in, ga € A oluyorsa, A’ya B’nin bir “‘alt
modiilii’’ denir. Bir kesir halkasi lizerinde tanimli bir vektor uzayin alt modiiliine “‘alt

uzay’’ denir (Hungerford, 1973).
2.1.36. Tanim:
N bir R-modiil ve bir n € N i¢in A kiimesi N nin bir alt kiimesi olsun.

i) A kiimesi N’yi iiretir Yani V x € N i¢in, g4, g2, ---, 9n € R olmak lizere x = g;x; +

g2X5 + -+ + gnx, olacak sekildeki x4, x5, ..., x,, € A vardir.

i) A kiimesi dogrusal bagimsizdir. Yani, her g4, g5, ..., gn € R ve X1, X5, ..., X, € A i¢in

g1X1+ goxa + o+ gpx, =0ise g = g, = - = g, = 0 dir.

kosullar1 saglaniyorsa A kiimesine, N R-modiilii i¢in bir ‘‘baz’’ denir. Bazin elaman
sayisina ise ‘‘rank’’ adi verilir. Bir baza sahip modiile ‘‘serbest modiil’> denir (Tas¢1,

2007).

2.1.37. Tanim:
V, F cismi tlizerinde tanimli bir vektor uzay1 ve S € V bir vektor olsun.
S=cay+ca, ++cpa, =X qa;

kosulunu saglayan c¢y,c,,...c, € F skalerler1 varsa S vektorine aq,a,,..,a, €V

vektorlerinin “‘dogrusal birlesimi’’ denir (Hoffman ve Kunze, 1971).
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2.1.38. Tanim:

V, F cismi iizerinde tanimli bir vektor uzay1r ve A € V olsun. A kiimesi F cismi
iizerinde vektor toplami ve skalerle ¢arpma islemlerine gore bir vektdr uzay: oluyorsa, A

kiimesine *‘V ’nin bir alt uzayr’’ denir (Hoffman ve Kunze, 1971).
2.1.39. Teorem:

V, F cismi tlizerinde taniml1 bir vektr uzay1 ve A € V olsun. A kiimesinin V’nin bir
alt uzay1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul Va,b €A ve Vc €F ig¢in ca+b € A

olmasidir (Hoffman ve Kunze, 1971).
2.1.40. Tamim:

V' bir vektor uzayr ve A €V olsun. V vektor uzaymin A’y1 kapsayan biitiin alt
uzaylarinin arakesiti B’ye ‘‘A tarafindan gerilen alt uzay’’ denir (Hoffman ve Kunze,

1971).
2.1.41. Teorem:

Herhangi bir vektér uzayimin bos kiimeden farkli A kiimesi ile gerilen alt uzayz,
A’daki vektorlerin biitiin dogrusal kombinasyonlariin kiimesidir (Hoffman ve Kunze,

1971).

2.1.42. Tanmim:
V, F cismi iizerinde tanimli bir vektor uzay1 ve A € V olsun. Eger,
c1a4 + ca, + -+ cpa, =0

kosulunu saglayan aq,a,,...,a, € A vektorleri ve timii 0 olmayan cq,cy,...c, € F
skalerleri varsa, A kiimesine ‘‘dogrusal bagimlidir’’ aksi takdirde ‘dogrusal bagimsizdir”’

denir (Hoffman ve Kunze, 1971).
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2.1.43. Tanim:

V' bir vektor uzayr olmak iizere, V’yi geren ve V’nin dogrusal bagimsiz
vektorlerinden olusan kiimeye “‘V 'nin bir taban:i’’ denir. Eger V’nin tabani sonlu ise, I’

ye ‘‘sonlu boyutlu vektor uzayr’’ denir (Hoffman ve Kunze, 1971).
2.1.44. Tamim:

A+ @ ve f: A - A fonksiyonu verilsin. Eger f birebir ve orten ise, f’e A kiimesi
iizerinde bir *‘permiitasyon’’ denir. Ozel olarak, A,, = {1,2, ..., n} kiimesi iizerinde taniml1
tim permiitasyonlarin grubu §,, ile gosterilir. S,, kiimesine ‘‘n-inci simetrik grup’’

denir. S,, kiimesindeki herhangi bir § permiitasyonu, § = ( s (11) s (22) s (33) 58’1)) bi¢ciminde

gosterilir (Karakas, 2012).

2.2. Kodlama Teorisi ile lgili Temel Kavramlar

Kodlama teorisinin konulari, bilgi iletimi ya da depolanmasi siirecinde iletisim
kanalinda mesajin kodlanmasindan baslayarak aliciya ulasana kadar olan tiim asamalari
kapsamaktadir. Eger hata varsa tespit edilmesi ve diizeltilmesi de bu siirece dahildir. Bu
boliimde, tezin biitlinliiglinii korumak amaciyla, tezin kapsami i¢inde bulunan kodlama

teorisinin kapsadigi genel tanim ve teoremlere yer verilmektedir.
2.2.1. Tanim:

A ={ay,ay, ...,a,}sonlu kiimesine ‘‘alfabe’> ve bilesenleri A kiimesinin
elemanlarindan olusan sonlu dizilislerin kiimesine ‘‘g-ary kod (q-lu kod)’’ denir

(Roman, 1992).
2.2.2. Tanim:

Heri € {1,2,...,n}icin a; € A olmak lizere « = a;a; ... @, elemanina A iizerinde

taniml1 n uzunlugunda bir “‘g-lu sozciik’’ denir.

Ay ... Ay © (01, Ay, .o, Ay)
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ile gosterilir (Roman, 1992).
2.2.3. Tanim:

@ # C S A™ olmak iizere C kiimesine A lizerinde tanimli n uzunlugunda “‘g-lu

blok’’ kod ve kodun bir elemanina da ‘‘kod sézciigii’’ denir.

C kodunun eleman sayisi |C| = M ile gosterilirse C koduna n uzunlugunda M

elemanl1 bir kod denir ve (n, M) ile gosterilir (Roman, 1992).
2.2.4. Tanim:

p asal n € Z, olmak iizere ¢ = p™ elemanli sonlu cisme ‘‘Galois cismi’’ denir.

F, yada GF(q) ile gosterilir (Holdman, 2016).
2.2.5. Tanim:

V(g,n) =Fg ={x = (x1,%p, ..., %) | x; EFg,i=12,..,n} kimesi F, sonlu
cismi lizerinde bir vektdr uzay1 olmak iizere, Fg, F, vektor uzaymnin bir C alt uzayina

““lineer kod’’ denir.

C, Fy vektor uzaymim k boyutlu bir alt uzay1 ise C ye [F; iizerinde taniml bir

“lineer [n, k]-kod’’ ya da kisaca ‘‘[n, k]-kod’’ denir (Huffman vd., 2003).
2.2.6. Tamm:

C,FF, lzerinde tamiml bir [n,k]-kod olsun. Bir C lineer kodunun taban
elemanlarinin bilesenlerinin olusturdugu k X n mertebeli matrise C kodunun *‘iirete¢
matrisi’’ denir ve G ile gosterilir. G treteg matrisi, I, k X k mertebeli birim matris,
A, kX (n—k) mertebeli bilesenleri [F,’dan secilen bir matris olmak lizere

[ I | A ] seklinde diizenlenirse [ I, | A ] matrisine G’nin ‘‘standart formu’’ ad1 verilir

(Huffman vd., 2003).
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2.2.7. Tanim:

C={(v,Vvy .. ,vy) € Fg|[vV;..v, JH" = 0}ile tanimli (n — k) x n’lik
H matrisine, C, [n, k] lineer kodunun ‘‘kontrol matrisi (parity-check matrisi)’’ denir

(Huffman vd., 2003).
2.2.8.Teorem:

C,F, tizerinde tanimli bir [n, k]-kod olsun. Eger C kodunun standart formdaki

iireteg matrisi G =[1I; |A ] ise H=[-AT |I,], C kodunun kontrol matrisidir

(Huffman vd., 2003).
2.2.9. Tanim:
Her x = (x4, X3, ., X)), ¥ = (V1, Y2, ..., Yn) € Fy igin

d: F? x F — N U {0}
,y) = dly) =ilx #y,i=1,..,n}|

bi¢giminde tanimlanan d doniisiimiine **Hamming uzakligr’’ denir (Ling ve Xing, 2004).
2.2.10. Tanim:

Bir € kodunun birbirinden farkli kod sézciiklerinin Hamming uzakli§inin en

kiigiigline C kodunun *‘minimum uzakligi’’ denir ve

d=d(C) =min{d(x,y) |x #y, x,y € C } bigiminde gosterilir (Ling ve Xing,
2004).

2.2.11. Tanim:

Uzunlugu n, eleman sayisi M ve minimum uzakligt d olan bir C koduna

“(n,M, d)-kod’’ denir (Ling ve Xing, 2004).
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2.2.12. Teorem:

Minimum uzakligi d olan bir lineer kod, d — 1 tane hatay1 tespit eder ve [%J

tane hatay1 diizeltir (Ling ve Xing, 2004).
2.2.13. Tanim:

x,Fg bir vektor uzaym herhangi bir eleman1 olsun. Bu durumda, x elemaninin
sifirdan farkli bilesenlerinin sayisina ‘‘x elemaninin Hamming agirligr’’ denir. w(x) ya

da wy (x) ile gosterilir.

Bir € kodunun sifirdan farkli tiim kod s6zciiklerinin agirliklarinin en kiictigiine
C kodunun “‘minimum agwrligr’’ denir. w(C) ya da wy (C) ile gosterilir (Ling ve Xing,

2004).
2.2.14. Lemma:

V x,y € Fy igin, dy (x,y) = wy (x — y) esitligi saglanir (Ling ve Xing, 2004).
2.2.15. Teorem:

C bir lineer kod olsun. Bu durumda, d(C) = wy (C) esitligi saglanir (Ling ve
Xing, 2004).

2.2.16. Tanim:

C,Fg vektér uzaymm bir alt kimesi ve ¢, ¢ = (cy,Cq,...,Cnoq) € Fy
i¢in @(c) = (cy-1,Co) ) Cn—2) € Fy bigiminde tanimli bir devirli 6teleme olmak iizere
@(C) = C oluyorsa C kiimesine ‘‘devirli (cyclic) kiime’’ denir. C lineer bir kod ve

devirli bir kiime ise C koduna *‘devirli kod’> denir (Hill, 1986).
2.2.17. Tanim:

C lineer bir kod olsun. n pozitif tam say1 ve 1 < i < n olacak bi¢cimdeki i sayisi

n’nin bir boleni olmak lizere c = (cy,€qyeerCp_q) EC iken
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(Cp—i»C—is1r oo Cne1, Co» C1y werr Cn—ij—1) € C oluyorsa, C lineer koduna ‘‘i-indeksli

quasicyclic kod’’ denir.
1-indeksli quasicyclic koda ‘devirli kod’’ denir (Ling ve Xing, 2004).
2.2.18. Tanim:

C,F, tizerinde taniml lineer bir kod ve A € IFq* olsun. Bu durumda, her ¢ =
(o, €1y ey Cn_q) € C iken o (C) = (Acp_1,Co)Cqy o) Cn_p) € C saglaniyorsa, C lineer
koduna ‘A~ sabit devirli kod (A-constacyclic kod)’’ denir. a’ya “‘sabit devirli ételeme’’

denir. Ek olarak, A = —1 olmas1 durumunda, C lineer koduna ‘‘negacyclic kod’’ denir.

A =1 olmast durumunda sabit devirli kod ile devirli kod tanimlar1 ¢akisir. Bu
tammdaki ¢ = (o, ¢y, ..., Cp—1) EFy  igin = 0(C) = (Acy_1,Cp, €1, or) Cpz) € Fg
biciminde tanimli a’ya “sabit devirli 6teleme (constacyclic shift)’’ denir (Ling ve Xing,

2004).
2.2.19. Tanim:

C, R sonlu halkasi lizerinde tanimli uzunlugu n olan bir kod ve A, R halkasinda

tersi olan bir eleman olsun.

o:R" - R"

c = (co,C1yemrCpg) P 0(c) = (ACp_1,C0)C1y o) Cn—z)

bi¢iminde tanimlanan doniisiim i¢in o(C) = C saglaniyorsa C koduna *‘A- sabit devirli

kod (A-constacyclic kod)’’ denir.

Buna ek olarak, eger A = 1 ise bu koda “‘devirli (cyclic) kod’’> ve A = —1 ise bu
koda “‘negacyclic kod’’ denir (Dinh, 2010).

2.2.20. Onerme:

A, R halkasinda birimsel eleman olsun. m:R™ — R[x]/(x™ — A1) seklinde
tanimlanan doniisiim R-modiil homomorfizmasidir. C, R halkasi iizerinde tanimli A-

sabit devirli kod olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul m(C) € R[x]/{x™ — 1) ideal
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olmasidir. A = 1 alinirsa, devirli kodun polinom temsili tanimi elde edilir (Ling ve Xing,

2004).
2.2.21. Teorem:

1 # n € N olsun. Bu durumda, F,[x]/{(x™ — 1) halkas: bir esas ideal halkasidir

(MacWilliams vd., 1983).
2.2.22. Teorem:
m 2 F} - Fg[x]/(x"—1)
a = (ayay,,u) > m@) = ag+ ax + .. +a,_x" 1+ (x"—1) = a(x)

bigiminde tamimlanan fonksiyon bir vektdr uzay1 izomorfizmasi olmak iizere C,[Fg

iizerinde taniml1 uzunlugu n olan lineer bir kodun devirli olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul I = m(C)’nin F,[x]/{x"—1) halkasinin bir ideali olmasidir (Ling ve Xing,
2004).

2.2.23. Teorem:

I, Fg[x]/{x™—1) halkasinin bir ideali olsun. Eger a(x), ! idealinin sifirdan farkli en

kii¢iik dereceli bir monik polinomu ise,

i) a(x) polinomu I idealinin bir iiretecidir ve bu monik polinom tektir.
ii) a(x) trete¢ polinomu x™ — 1’1 boler.

kosullar1 saglanir (Ling ve Xing, 2004).

2.2.24. Teorem:

C, F, tlizerinde tanimli uzunlugu n olan devirli bir kod olsun. € koduna karsilik

gelen a(x) polinomu, 7t(C) idealinin sifirdan farkli en kiigiik dereceli bir monik polinomu

ise a(x) polinomuna C’nin “‘sirete¢ polinomu’’ denir.

m(C) =(a(x)) = {r(x) a(x) | r(x) € Fq[x]/{x"—1)}
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bi¢iminde ifade edilir (Ling ve Xing, 2004).
2.2.25. Teorem:

[F4[x] halkasinda taniml1 x™ — 1 polinomunun her monik boleni [F,, lizerinde tammli

n uzunlugunda devirli bir kod {iretir (Ling ve Xing, 2004).
2.2.26. Teorem:

a(x) =ag+ a;x + -+ + a,x” polinomu devirli bir kodun iireteci ise ap # 0 dir

(Hill, 1986).
2.2.27. Teorem:

der(a(x)) = r olmak lzere, a(x) = ag + a;x + -+ + a,x" polinomu uzunlugu n
olan C devirli kodunun iirete¢ polinomu olsun. Bu durumda, C kodunun boyutu boy (C) =

n —r = k ve C’nin lirete¢ matrisi,

a a; - a, 0 0 - 0
- () Cio a, a, () ()
O O see aO al see aT

bi¢imindedir (Hill, 1986).
2.2.28. Tanim:

Bir kodun kod sozciiklerinin bilesenlerine bir permiitasyon uygulandiginda diger
kodun kod sozciikleri elde ediliyorsa bu iki koda *‘permiitasyon denk kod’’ denir (Huffman

vd., 2003).
2.2.29. Tanim:

S sonlu bir halka olsun. Vg =1(g9, 91, Gn-1) ES" icin
(In-1,Gn-2, 91, 9o) € S™ vektdriine g’'nin *‘ters swralisi (reversible)’’ denir ve gR
ile gosterilir. C kodu S halkasi tizerinde tanimli lineer bir kod olmak iizere, eger Vg € C

icin gR € C oluyorsa, C koduna “‘ters sirali kod’> denir.
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g kod sozciigiine karsilik gelen polinom g(x) = go + g1x + -+ + gp_1x" 1 ile
temsil edilsin. Bu durumda g (x)’in ters sirali polinomu g (x)® = g,,_1 + gn_px + - +

gox™ 1 bigiminde gosterilir (Dinh vd., 2018).
2.2.30. Tamim:

S sonlu bir halka olsun. ¥ g = (9o, 91, -+»9n-1) € S™ icin (9o, 91, --»Gn-1) €
S™ vektdriine g’nin *‘tamamlayani (complement)’’ denir ve g¢ ile gosterilir. Burada @,
a € S’nin tamamlayanini belirtmektedir. C kodu S {izerinde taniml1 lineer bir kod olmak

lizere, eger g € C i¢in g¢ € C oluyorsa, C koduna ‘tamamlayan kod’’ denir.

g kod sozciigiine karsilik gelen polinom g(x) = go + g1x + -+ + gp_1x" 1 ile
temsil edilsin. Bu durumda g(x)’in tamamlayan polinomu g(x)¢ = gy + gix + - +

Jn_1x™ 1 bigiminde gosterilir (Dinh vd., 2018).
2.2.31. Tamim:

S sonlu bir halka olsun. Vg =(g9, 91, Gn-1) ES™ icin
(9n-1,9n-2, 91, 9o) € S™ vektoriine g’nin ‘‘ters swali tamamlayani (reversible
complement)’’ denir ve gRC ile gosterilir. C kodu S iizerinde tanimli lineer bir kod olmak

(X3

iizere, eger g € C icin gR¢ € C oluyorsa, C koduna “* ters sirali tamamlayan kod>

denir.

g kod sdzciigiine karsilik gelen polinom g(x) = go + g1x + =+ + gp_1x™ 1 ile

temsil edilsin. Bu durumda g(x)’in ters sirali tamamlayan polinomu g(x)R¢ = g,,_; +

Jn_2X + -+ gox™ 1 bigiminde gosterilir (Dinh vd., 2018).
2.2.32. Tamim:

a, # 0 olmak iizere, f(x)=ay+ax+-+axxt olsun. f*(x) = xtf(i)

bi¢iminde tanimlanan f*(x) polinomuna f(x)’in ‘‘reciprocal polinomu’’ denir (Dinh

vd., 2018).
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2.2.33. Tanim:

S sonlu bir halka olsun. f*(x), f(x)=a,+ax+--+ax* € S[x]
polinomunun reciprocal polinomu olmak iizere, bir m birimsel elemani ig¢in f*(x) =

mf (x) oluyorsa, f(x) polinomuna *‘self-reciprocal polinom’> denir (Dinh vd., 2018).
2.2.34. Tamim:

C, S halkas1 iizerinde tanimli uzunlugu n olan devirli bir kod olsun. Bu durumda,

RC —

Va=(ayay..,ap-1) €ECicina (a—1,ap—3, .-, ay) € C ise C koduna “‘devirli

DNA kodu>> denir (Dinh vd., 2018).
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BOLUM 3

Zylu] /(u?> —1r) =R, = 74 + uZ,, u* = r HALKALARININ
OZELLIKLERI VE SINIFLANDIRILMASI

Bu boliimde, r=a+ub€Z,+ul, olmak lizere
Z4lul /(u? —7) =R, = Z4 + uZ,,u®> = r olacak sekildeki tiim halkalarmn idealleri,
birimsel elemanlar1 ve 6zellikleri verilmektedir. Ayrica bu boliimde tanitilan halkalarin

birbirleri ile aralarindaki izomorfluk durumlar arastirilarak siniflandirilmaktadir.

3.1. Z4[u]/(u?) Halkasi

Zilul/(u?) = {a + ub + (u®) | a,b € Z,} halkast i¢in,
u? = 0 sart1 gdz 6niine alindiginda,
a+ub+(0)={a+ub+0kl|ab€Zyk €Z,+uZ,}
= {a + ub}
oldugundan, Z,[u]/(u?) = {{a +ub}la b€ Z4} bulunur. Bu durumda,

Ry =74 +uZys=f{a+ubl|lab€Z,,u>? =0} kimesinin Z,[u]/(u?) halkasina

izomorf oldugu 3.1.1. teorem’ deki gibi gosterilerek bir halka oldugu goriiliir.
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3.1.1. Teorem:
a,b € Z,,u? = 0 olmak iizere,
fiRo = Zy[ul/(u?)
a+ub v~ f(a+ub) ={a+ ub}

biciminde tanimlanan f bir izomorfizmadir.
Kanit:
Herhangi iki x; = a; +ub, , x, = a, + ub, € R, i¢in,
f(x) = f(xz) © {a; + ub} = {a, + ub,}
& {(ay —ay) +u(by — b))} =0
& a—a,=by—b,=0
& ay=a,,b; =b,
© X=X,
oldugundan f iyi tanimli ve birebir bir dontisiimdiir.
f doniisiimii birebir ve |Ry = Z, + uZ,| = |Z4[u] /(u?)| = 2* = 16 oldugundan,
f doniistimii 6rtendir.
Herhangi iki x; = a; + ub; , x, = a, + ub, € R, igin,
) f(xy +x2) = f((a + uby) + (a; + uby))
= f((a; + az) +u(b; + by))
={(a; + a;) + u(b; + b,)}
= {a; + ub,} + {a, + ub,}

= f(a; +uby) + f(a, + uby)
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= f(x) + f(x2)
i1) f(x1.x3) = f((a; + uby).(a, + uby))
= f(ay.ay + u(ay. by + ay.by))
={a;.a, + u(a;.b, + a,.by)} (1)
f(x1).f(x;) = f(ay + uby). f(a, + uby)
= {a,; + ub;}.{a, + ub,}
={a;.a, + u(a;.b, + a,.by)} ()
bulunur. (1) ve (2) den,
fGrixz) = fxp). fx2)

elde edilir. Bu durumda (i) ve (ii) saglandigindan f doniigiimi bir halka

homomorfizmasidir.

Dolayisiyla f birebir, drten ve bir homomorfizma oldugundan f bir

izomorfizmadir.
3.1.2. Sonug:

u? = 0 olmak iizere,
Ry = Zy + uZy = Tyfu] /{u?)
bi¢ciminde gosterilir.
3.1.3. Sonug:

u? = 0 olmak iizere,

R, ={0,1,2,3,u,2u,3u, 1+ u,2 +u,3 +u, 1+ 2u,2 + 2u,3 + 2u,1 + 3u, 2 +
3u, 3 + 3u} kiimesi karakteristigi 4 olan 16 elemanli degismeli bir halkadir.
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Asagida R, halkasinin elemanlar1 i¢in toplama ve ¢arpma islem tablolar1 sirasiyla

Cizelge 3.1 ve Cizelge 3.2° de verilmistir.

Cizelge 3.1 R, Halkasmin Elemanlarinin Toplama Islem Tablosu

+ 0 12 3 u 2ul 3u -1I-u iu ?I-u -1I-2u iZu ?I-Zu -1I-3u 3—3u 3—3u
0 0 1 2 3 u 2ul 3u -1I-u iu ?I-u -1I-2u iZu ?I-Zu -1I-3u 3—3u 3—3u
1 12 3 0 -1I-u -1I-2u -1I-3u iu 3—3u u iZu ?I-Zu 2u 3—3u 3—3u Su
2 2 3 0 1 iu iZu 3—3u ?I-u u -1I-u ?I-Zu 2u -1I-2u 3—3u Su -1I-3u
3 310 1 2 ?I-u ?I-Zu 3—3u u -1I-u iu 2u -1I-2u iZu Su -1I-3u 3—3u
u u -1I-u iu ?I-u 2u | 3u ) 0 -1I-2u iZu ?I-Zu -1I-3u 3—3u 3—3u 1] 2 3
2l 2u -1I-2u iZu ?I-Zu Su 0| u -1I-3u 3—3u 3—3u 12 3 -1I-u iu ?I-u
Suj 3u -1I-3u 3—3u 3—3u 0| u 2u 1 2 3 -1I-u iu ?I-u -1I-2u iZu ?I-Zu
-1I-u -1I-u iu ?I-u u %Ij- -1I-3u 1 iZu ?I-Zu 2u 3—3u 3—3u Sul 2 3 0
iu iu ?I-u u -1I-u iZu 3—3u 2 ?I-Zu 2u -1I-2u 3—3u Su -1I-3u 3 0 1
?I-u ?I-u u ul+ iu ?I-Zu 3—3u 3 2u -1I-2u iZu Su -1I-3u 3—3u 0 1 2
-1I-2u -1I-2u iZu ?I-Zu 2u -1I-3u 1 -1I-u 3—3u 3—3u Su 2 3 0 iu ?I-u u
iZu iZu ?I-Zu 2u -1I-2u 3—3u 2 iu 3—3u Su -1I-3u 3 0 1 ?I-u u -1I-u
?I-Zu ?I-Zu 2u -1I-2u iZu 3—3u 3 ?I-u Su -1I-3u 3—3u 0 1 2 u -1I-u iu
-1I-3u -1I-3u 3—3u 3—3u Su 1 -1I-u -1I-2u 2 3 0 iu ?I-u u iZu ?I-Zu 2u
3—3u 3—3u 3—3u Su -1I-3u 2 iu iZu 3 0 1 ?I-u u -1I-u ?I-Zu 2u -1I-2u
3—3u 3—3u Su -1I-3u 3—3u 3 ?I-u 3—3u 0 1 2 u -1I-u iu 2u -1I-2u iZu
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Cizelge 3.2 R, Halkasmin Elemanlarinin Carpim Islem Tablosu

1 2 3 u 2u| 3u -1I-u iu ?I-u -1I-2u iZu ?I-Zu -1I-3u 3—3u 3—3u
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 2 3 u 2u 3u -1I-u iu ?I-u -1I-2u iZu ?I-Zu -1I-3u iu 3—3u
2 2 0 2 2u 0 2u i 2 2u i 2 2 0 2 i 2 2u i 2
3 3 2 1 Su| 2u u 3—3u 3—3u -1I-3u ?I-Zu iZu -1I-2u ?I-u iu -1I-u
u u 2u| 3u 0 0 0 u 2u| 3u u 2u| 3u u 2u| 3u
2u 2u 0 2u 0 0 0 2u 0 2u| 2u 0 2u| 2u 0 2u
3u 3u| 2u u 0 0 0 3u| 2u u 3u| 2u u 3u| 2u u
-1I-u -1I-u iZu 3—3u u 2u 3u -1I-2u 3—3u 3 -1I-3u 2 ?I-u 1 iu ?I-Zu
iu iu 2u 3—3u 2u 0 2u 3—3u 0 iu iu 2u 3—3u 3—3u 0 iu
?I-u ?I-u iZu -1I-3u Su| 2u u 3 iu -1I-2u 3—3u 2 -1I-u ?I-Zu 3—3u 1
-1I-2u -1I-2u 2 ?I-Zu u 2u| 3u -1I-3u iu 3—3u 1 iZu 3 -1I-u 3—3u ?I-u
3— 2l 3— 2l 0 3— 2l 2u 0 2u 2 2u 2 3— 2l 0 3— 2u 2 2u 2
?I-Zu ?I-Zu 2 -1I-2u Su| 2u u ?I-u 3—3u -1I-u 3 iZu 1 3—3u iu -1I-3u
-1I-3u -1I-3u iZu ?I-u u 2u 3u 1 3—3u ?I-Zu -1I-u 2 3—3u -1I-2u iu 3
3—3u 3—3u 2u iu 2u 0 2u iu 0 3—3u 3—3u 2u iu iu 0 3—3u
3—3u 3—3u iZu -1I-u Su| 2u u ?I-Zu iu 1 ?I-u 2 -1I-3u 3 3—3u -1I-2u
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3.1.4. Sonug:
i) R, halkasinin ideallert ;
(0) = {0},
(HD=@)=1+u)=@+u)=(1+2u)=3+2u)=(1+3u)=(3+3u)=R,,
(2)=(2+2u)=1{0,2,2u,2 + 2u},
(u) = (3u) = {0,u, 2u, 3u},
(2u) = {0, 2u},
24+u)=2+3u)={0,2u,2+u,2 + 3u},
uy=224+u)=Ww2+u)=1{0,2,u,2u,3u,2 +u,2 + 2u, 2 + 3u}
bi¢imindedir.
ii) R, halkasinin birimsel elemanlar kiimesi ;
URy={1,3,1+u,3+u,1+ 2u,3+ 2u,1+ 3u,3 + 3u} dir.

iii) R, halkasmin tek maksimal ideali (2, u) oldugundan R, halkasi lokal bir
halkadir.

iv) R, halkasimin tiim idealleri esas ideal olmadigindan, esas ideal halkasi degildir.

V) R, halkas1 sonlu bir zincir halkas1 degildir. Ry halkasinin ideallerinin

olusturdugu kafes Sekil 3.1°de verilmistir.

(1) =R,

(2,u)

AN

/ (u) (2 +u)
N

(2u)

(2)

(0)
Sekil 3.1 R, Halkasmin ideallerinin Olusturdugu Kafes
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3.2. Z4[u]/{u® — 1) Halkasi

Z4|ul/(u? — 1) halkasinda u = 1 kosulu gdz 6niine alindiginda Béliim 3.1. dekine
benzer sekilde R; = Z4 + uZ, kiimesinin de toplama ve carpma islemlerine gore
karakteristigi 4 olan 16 elemanli degismeli bir halka oldugu goriiliir. Ayricau? = 1 olmak
tizere Z, + uZ, ile Z,[u]/(u?® — 1) halkas: arasinda bir f izomorfizmasi tanimlanir. R,
halkasinin elemanlarinin toplama ve carpma islemlerine gore tablosu Boliim3. 1. dekine

benzer sekilde olusturulur.
3.2.1. Sonug:

i) R;halkasinin idealleri ;
(0) = {03},
(H=@B)=W=Cu)=2+u)=(1+2u)=(3+2u)=(2+3u)=R,,
(2) = (2u) ={0,2,2u, 2 + 2u},
(14+u)=3+3u)={0,1+u,2+ 2u,3 + 3u},
B4+u)=(1+3u)={0,3+u,2+ 2u,1+ 3u},
(24 2u)={0,2 + 2u},
21+u)=23+u)=(1+u,3+u)

={0,2,2u,1+u,3+u,2+ 2u, 1+ 3u,3 + 3u}

bi¢imindedir.

ii) R; halkasinin birimsel elemanlar kiimesi ;
UR, =1{1,3,u,3u,2 +u, 1+ 2u,3 + 2u, 2 + 3u} dir.

iii) R, halkasinin tek maksimal ideali (2,1 + u) oldugundan R; halkasi lokal bir
halkadir.

iv) R, halkas1 esas ideal halkas1 degildir.
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V) R, halkas1 sonlu bir zincir halkas1 degildir. R; halkasinin ideallerinin olusturdugu

kafes Sekil 3.2°de verilmistir.

(1) = Ry

/(2,1 + u)\
(2) (14 u) (3+u)
\

/

(2 + 2u)

(0)
Sekil 3.2 R, Halkasinin Ideallerinin Olusturdugu Kafes

3.3. Z4[u]/{u® — 2) Halkasi

Zy4lul/(u? —2) halkasinda u? =2 kosulu gdz Oniine alindiginda Béliim
3.1. ’dekine benzer sekilde R, = Z, + uZ, kiimesinin de, toplama ve ¢arpma islemlerine
gore karakteristigi 4 olan 16 elemanli degismeli bir halka oldugu goriiliir. Ayrica u? = 2
olmak iizere Z, + uZ, ile Z,[u]/{(u? — 2) halkasi arasinda bir f izomorfizmasi tanimlanr.
R, halkasinin elemanlarinin toplama ve carpma tablosu Béliim3. 1. dekine benzer sekilde

olusturulur.
3.3.1. Sonug:

i) R, halkasinin idealleri ;
(0) = {0},
D=@3)=1+uwy=C+u)=(1+2u)=B+2u)=(1+3u)=(3+3u)=R,,
(2)=(2+2u)=1{0,2,2u,2 + 2u},

WwW=@uy=2L+u)=2+3u)=1{0,2,u,2u,3u,2 +u,2 + 2u,2 + 3u} ,
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(2u) = {0, 2u}
bi¢imindedir.
ii) R, halkasinin birimsel elemanlar kiimesi ;
UR, =1{1,3,14+u,3+u,1+2u,3+ 2u,1+ 3u,3 + 3u} dir.
iii) R, halkasinin tek maksimal ideali (1) oldugundan R, halkasi lokal bir halkadr.

iv) R, halkasi bir esas ideal halkasidir.

v) R, halkasi sonlu bir zincir halkasidir. R, halkasinin ideallerinin olusturdugu kafes

Sekil 3.3’de verilmistir.

(1) = R,

(2u)

(0)
Sekil 3.3 R, Halkasmin ideallerinin Olusturdugu Kafes

3.4. 7Z4[u]/{u® — 3) Halkasi

Z4lul/(u? —3) halkasinda u? =3 kosulu gdz Oniine alindiginda Béliim
3.1. ’dekine benzer sekilde R; = Z, + uZ, kiimesinin de, toplama ve ¢arpma islemlerine
gore karakteristigi 4 olan 16 elemanli degismeli bir halka oldugu goriiliir. Ayrica u? = 3
olmak iizere Z, + uZ, ile Z,[u]/{u? — 3) halkasi arasinda bir f izomorfizmasi tanimlanur.
R3 halkasinin elemanlarinin toplama ve ¢arpma tablosu Bé/iim3. 1. ’dekine benzer sekilde

olusturulur.
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3.4.1. Sonug:

i) R3 halkasinin idealleri ;
(0) ={0},
(V=)= WwW=CBu)=2+u)=(1+2u)=(3+2u) =(2+3u) =R;,
(2) =(2u) =1{0,2,2u, 2 + 2u},
(1+u)=@3+u)=(1+3u)=(3+3u)

={0,2,2u,1+u,3+u,2+ 2u,1+ 3u,3 + 3u},

(2 4+ 2u) ={0,2 + 2u}
bi¢imindedir.

i)  R; halkasinin birimsel elemanlar kiimesi ;
UR3) ={1,3,u,3u,2 + u, 1 + 2u, 3 + 2u, 2 + 3u} dir.

iii) R halkasinin tek maksimal ideali (1 + u) oldugundan R halkasi lokal bir
halkadir.

iv)  R3 halkas1 bir esas ideal halkasidir.

V) R3 halkas1 sonlu bir zincir halkasidir. R; halkasinin ideallerinin olusturdugu

kafes Sekil 3.4°de verilmistir.
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(1) =Rs

(1+u)

(2)

(2 + 2u)

(0)
Sekil 3.4 R, Halkasmin ideallerinin Olusturdugu Kafes

3.5. Z4[u]/{u?® — u) Halkas

Zy4lul/(u? —u) halkasinda u? =u kosulu goéz Oniine alindiginda Béliim
3.1. ’dekine benzer sekilde R,, = Z, + uZ, kiimesinin de, toplama ve ¢arpma islemlerine
gore karakteristigi 4 olan 16 elemanli degismeli bir halka oldugu goriiliir. Ayrica u? = u
olmak iizere Z, + uZ,ile Z,[u]/{u? —u) halkas1 arasinda bir f izomorfizmasi
tanimlanir. R, halkasinin elemanlarinin toplama ve ¢arpma tablosu Boliim3.1. dekine

benzer sekilde olusturulur.
3.5.1. Sonug:
i) R, halkasinin idealleri ;
(0) = {0},
(1) =(3)=(1+2u)=(3+2u) =R,
(2) =1{0,2,2u,2 + 2u},
(u) = (3u) = {0,u, 2u, 3u},

(2u) ={0,2u},
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(14+u)=3+3u)={0,2,2u,1+u,3+u,2+2u,1+ 3u,3 + 3u},
24+u)y=2+3u)={0,2,u,2u,3u,2 +u,2 + 2u,1 + 3u, 2 + 3u},
B4+u)=(1+3u)={0,3+u,2+ 2u,1+ 3u},

(2 4+ 2u) ={0,2 + 2u}

bi¢imindedir.

ii) Herhangi r = a + ub € R,, elemaninin birimsel olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul a # 0(mod2) ve a + b # 0(mod?2) olmasidir. Dolayisiyla R,, halkasinin birimsel

elemanlar kiimesi ;
U(R,) =1{1,3,1+ 2u, 3 + 2u} dir.

iii) R, halkasinin maksimal idealleri (1 + u) ve (2 + u) oldugundan R,, halkasi

semi-lokal bir halkadir.
iv) R, halkasi bir esas ideal halkasidir.

V) R, halkas1 sonlu bir zincir halkasi degildir. R, halkasinin ideallerinin

olusturdugu kafes Sekil 3.5’ de verilmistir.

(1) = Ry

I

(1+u) (2 +u)

O N

(3+u)

SN

(2 + 2u) (2u)

AN

(0)

Sekil 3.5 R, Halkasinin Ideallerinin Olusturdugu Kafes
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3.6. Z4[u]/{u® — 2u) Halkas1

Z4lul/(u? — 2u) halkasinda u? = 2u kosulu goéz oniine alindifinda Béliim
3.1. ’dekine benzer sekilde R,,, = Z, + uZ, kiimesinin de, toplama ve ¢arpma islemlerine
gore karakteristigi 4 olan 16 elemanli degismeli bir halka oldugu goriiliir. Ayricau? = 2u
olmak iizere Z, + uZ, ile Z,[u]/(u? — 2u) halkas: arasmnda bir f izomorfizmasi
tanimlanir. R,, halkasinin elemanlarinin toplama ve ¢arpma tablosu Béliim3. 1. dekine

benzer sekilde olusturulur.
3.6.1. Sonuc:

i) R,, halkasinin idealleri ;

(0) = {03},
(H=@B)=1+u)=@+u)=(1+2u)=(3+2u)=(1+3u)=3+3u)=R,,,
(2)=(2+2u)=1{0,2,2u,2 + 2u},
(u) = (3u) = {0,u, 2u, 3u},
(2u) = {0, 2u},
24+u)=2+3u)={0,2u,2+u,2 + 3u},
uy=224+u)=Ww2+u)=1{0,2,u,2u,3u,2 +u,2 + 2u, 2 + 3u}
bi¢imindedir.
ii) R,, halkasinin birimsel elemanlar kiimesi ;
URy)=1{1,314+u,3+u,1+2u,3+ 2u,1+ 3u,3 + 3u}dir.

iii) R,, halkasimin tek maksimal ideali (2, u) oldugundan R,,, halkasi lokal bir

halkadir.
iv) R,, halkasinin tiim idealleri esas ideal olmadigindan, esas ideal halkas1 degildir.

v) R,, halkasi sonlu bir zincir halkasi degildir. R,, halkasinin ideallerinin

olusturdugu kafes Sekil 3.6’ da verilmistir.
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(2)

7
AN

(0)
Sekil 3.6  R,,, Halkasinin Ideallerinin Olusturdugu Kafes

3.7. Z4[u]/{u® — 3u) Halkas

Z4|ul/(u? — 3u) halkasinda u? = 3u kosulu gdz Oniine alindiginda Béliim
3.1. ’dekine benzer sekilde R, = Z, + uZ, kiimesinin de, toplama ve ¢carpma islemlerine
gore karakteristigi 4 olan 16 elemanli degismeli bir halka oldugu goriiliir. Ayricau? = 3u
olmak iizere Z, + uZ, ile Z,[u]/{u? —3u) halkas: arasmnda bir f izomorfizmasi
tanimlanir. R3, halkasinin elemanlarinin toplama ve ¢arpma tablosu Boliim3.1. dekine

benzer sekilde olusturulur.
3.7.1. Sonug:
i) R3, halkasinin idealleri ;
(0) = {0},
(1) =(3)=(1+2u) =3+ 2u) =R, ,
(2) =1{0,2,2u,2 + 2u},
(u) = (3u) = {0,u, 2u, 3u},

(2u) ={0,2u},
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(14+u)=(3+3u)={0,1+u,2+ 2u,3 + 3u},
24+u)=2+3u)={0,2,u,2u,3u,2 +u,2 + 2u,2 + 3u},
B4+u)y=1+3u)={0,2,2u,1+u,3+u,2+2u,1+ 3u,3 + 3u},
(2 4+ 2u) ={0,2 + 2u}
bi¢imindedir.

i)  R3, halkasinin birimsel elemanlar kiimesi ;

U(Rsy) ={1,3,1 + 2u, 3 + 2u} dir.

iii)  R3, halkasinin maksimal idealleri (2 + u) ve (3 + u) oldugundan R5,, halkasi

semi-lokal bir halkadir.
iv)  R3, halkasi bir esas ideal halkasidir.

V) R3, halkasit sonlu bir zincir halkasi degildir. R3,, halkasinin ideallerinin

olusturdugu kafes Sekil 3.7’ de verilmistir.

<1> = R3y
\
(2 +u) (3+u)
/ \ / \(1 .
u
\ / AN /
(2u) (2 + 2u)
\
(0)

Sekil 3.7 R3, Halkasinimn Ideallerinin Olusturdugu Kafes
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3.8. Z4[u]/{u® — u— 1) Halkas

Z4|ul/(u? —u — 1) halkasinda u? = 1 + u kosulu goéz oniine alindiginda Boliim
3.1. ’dekine benzer sekilde R, ,,, = Z, + uZ, kiimesinin de, toplama ve ¢carpma islemlerine
gore karakteristigi 4 olan 16 elemanli degismeli bir halka oldugu goriiliir. Ayrica u? =
1 + u olmak iizere Z, + uZ, ile Z,[u]/{u? — u — 1) halkas: arasinda bir f izomorfizmas1
tanimlanir. R, ,, halkasinin elemanlarinin toplama ve ¢arpma tablosu Bé/iim3.1. dekine

benzer sekilde olusturulur.
3.8.1. Sonugc:
i)  Ry4, halkasinin idealleri ;
(0) ={0},
D=@B)=w=CBuw=1+u)=2+u)=3+u)=(1+2u) =(3 + 2u)
=(14+3u)=(2+3u) =(3+3u) =Ry
(2) = Qu) =2 +2u) ={0,2,2u,2 + 2u}
bi¢imindedir.

i) Ry, halkasin birimsel elemanlar kiimesi ;
URyy) ={1,3,u,3u,1+u,2+u,3+u,1+2u,3+2u,1+ 3u,2 + 3u,3 + 3u}
dir.

iii)  R;4, halkasmin tek maksimal ideali (2) oldugundan R, halkasi lokal bir

halkadir.

iv) Ry, halkasi bir esas ideal halkasidir.

v) Ry, halkasi sonlu bir zincir halkasidir. R, halkasinin ideallerinin olusturdugu

kafes Sekil 3.8’ de verilmistir.
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(1) = R4y

(2)
(0)
Sekil 3.8  R,,, Halkasinin Ideallerinin Olusturdugu Kafes

3.9. Z4[u]/{u® — u— 2) Halkasi

Z4lul/(u? —u — 2) halkasinda u? = 2 + u kosulu goz oniine alindiginda Boliim
3.1. ’dekine benzer sekilde R, ,, = Z, + uZ, kiimesinin de, toplama ve ¢carpma islemlerine
gore karakteristigi 4 olan 16 elemanli degismeli bir halka oldugu goriiliir. Ayrica u? =
2 + u olmak iizere Z, + uZ, ile Z,[u]/{u? — u — 2) halkasi arasinda bir f izomorfizmasi
tanimlanir. R,,, halkasinin elemanlarinin toplama ve ¢arpma tablosu Boliim3.1. dekine

benzer sekilde olusturulur.

3.9.1. Sonugc:
i) R, halkasiin idealleri ;
(0) ={0},

(1) =(3) = (14 2u) =3+ 2u) = Ry4y

(2) = {0,2,2u,2 + 2u},

(u) = Bu) ={0,2,u,2u,3u,2 + u,2 + 2u, 2 + 3u},
(2u) = {0,2u},
(14+u)=3+3u)={0,1+u,2+ 2u,3 + 3u},
24+u)=(2+3u)={0,2u,2+u,2 + 3u},

B4+u)y=(1+3u)={0,2,2u,1+u,3+u,2+ 2u,1+ 3u,3 + 3u},
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(2 4+ 2u) ={0,2 + 2u}
bi¢imindedir.

i) R, halkasmin birimsel elemanlar kiimesi ;

U(Ry4y) =1{1,3,1 4+ 2u, 3 + 2u} dir.

iii) R, halkasinin maksimal idealleri (u) ve (3 + u) oldugundan R, ,, halkasi

semi-lokal bir halkadir.

iv) Ry, halkas1 bir esas ideal halkasidir.

V) R,,, halkas1 sonlu bir zincir halkasi1 degildir. R,,,, halkasinin ideallerinin

olusturdugu kafes Sekil 3.9’da verilmistir.

<1> =Ry

N

(u) (3+u)

PN

(2 4+ u) (1+u)

~N SN

(2u) (2 + 2u)

AN

(0)

Sekil 3.9 R, Halkasinin Ideallerinin Olusturdugu Kafes

3.10. Z,[u]/{u® — u — 3) Halkas1

Z4|ul/(u? —u — 3) halkasinda u? = 3 + u kosulu goéz oniine alindiginda Boliim
3.1. ’dekine benzer sekilde R, ,, = Z, + uZ, kiimesinin de, toplama ve ¢carpma islemlerine
gore karakteristigi 4 olan 16 elemanli degismeli bir halka oldugu gériiliir. Ayrica u? =

3 + u olmak iizere Z, + uZ, ile Z,[u]/{u? — u — 3) halkasi arasinda bir f izomorfizmasi

41



tanimlanir. R;,, halkasinin elemanlarinin toplama ve carpma tablosu Béliim3. 1. dekine

benzer sekilde olusturulur.

3.10.1. Sonug:
i) R3,,, halkasiin idealleri ;
(0) ={0},

(D=@)=(wW=Cuw=01+u)=2+u)=C@+u)=(14+2u)=(3+2u)
=(1+4+3u) =(2+3u) =(3+3u) =Rz,

(2) = 2u) = (2 + 2u) = {0,2,2u, 2 + 2u}

bi¢imindedir.

i) R34, halkasinin birimsel elemanlar kiimesi ;
URzy) =1{1,3,u,3u,14+u,2+u,3+u,1+2u,3+2u,1+ 3u, 2+ 3u,3 + 3u}
dir.

iii)  Rs,, halkasinin tek maksimal ideali (2) oldugundan R, halkasi lokal bir

halkadir.

iv) Rz, halkas: bir esas ideal halkasidir.

V) R3,,, halkasi sonlu bir zincir halkasidir. R3,,, halkasinin ideallerinin olusturdugu

kafes Sekil 3.10°da verilmistir.

(1) = R34y

(2)

(0)
Sekil 3.10 R, Halkasmin ideallerinin Olusturdugu Kafes
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3.11. Z4[u]/{u? — 2u — 1) Halkasi

Z4|ul/(u? — 2u — 1) halkasinda u? = 1 + 2u kosulu gdz 6niine alindiginda Béliim
3.1.’dekine benzer sekilde R;,,, = Z, + uZ, kimesinin de, toplama ve ¢arpma
islemlerine gore karakteristigi 4 olan 16 elemanli degismeli bir halka oldugu goriiliir.
Ayrica u? = 1 + 2u olmak iizere Z, + uZ, ile Z,[u]/{u? — 2u — 1) halkas1 arasinda bir
f izomorfizmasi tanimlanir. R, ,, halkasinin elemanlarinin toplama ve ¢arpma tablosu

Boliim3. 1. dekine benzer sekilde olusturulur.

3.11.1. Sonug:
i) Ry 42, halkasinin idealleri ;
(0) ={0},

(D=@)=(wW=Cw=Q+u)=1+2u)=3+2u)=(2+3u) =Ry,
(2) =(2u) ={0,2,2u, 2 + 2u},
(1+u)=@+u)=(1+3u)=(3+3u)
={0,2,2u,1+u,3+u,2+ 2u,1+ 3u,3 + 3u},
(2 4+ 2u) ={0,2 + 2u}
bi¢imindedir.
ii) R, 5, halkasinin birimsel elemanlar kiimesi ;

U(Ri42,) ={1,3,u,3u,2 + u, 1 + 2u,3 + 2u, 2 + 3u} dir.

iii)  R;,,, halkasinin tek maksimal ideali (1 + u) oldugundan R, ,, halkas1 lokal

bir halkadir.
iv) R, halkas1 bir esas ideal halkasidir.

V)  R;,y, halkasi sonlu bir zincir halkasidir. Ry ,,, halkasinin ideallerinin olusturdugu

kafes Sekil 3.11’de verilmistir
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<1> = R1+2u

(1+u)

(2)

(2 + 2u)

(0)
Sekil 3.11 R, ,,, Halkasinin Ideallerinin Olusturdugu Kafes

3.12. Z4[u]/{u? — 2u — 2) Halkasi

Z4|ul/(u? — 2u — 2) halkasinda u? = 2 + 2u kosulu goz 6niine alindiginda
Boliim 3. 1. dekine benzer sekilde R, 5, = Z4 + uZ, kiimesinin de, toplama ve ¢carpma
islemlerine gore karakteristigi 4 olan 16 elemanli degismeli bir halka oldugu goriiliir.
Ayrica u? = 2 + 2u olmak lizere Z, + uZ, ile Z,[u]/(u? — 2u — 2) halkas1 arasinda
bir f izomorfizmasi1 tanimlanir. R, ,,, halkasinin elemanlarinin toplama ve ¢arpma

tablosu Boliim3. 1. 'dekine benzer sekilde olusturulur.

3.12.1. Sonug:
i) R, 5, halkasinin idealleri ;
(0) ={0},

(1)=0B)=10+uw)=CB+u) =(1+2u) =3+ 2u) =(1+3u) =(3 + 3u)
= Ras2u »

(2)=(2+2u)=1{0,2,2u,2 + 2u},

(W =@Euw=02+u) =2+3u)={0,2,14,2u,3u,2 +u,2 + 2u,2 + 3u} ,

(2u) = {0, 2u}
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bi¢imindedir.
ii) R, 5, halkasinin birimsel elemanlar kiimesi ;

URyi2y) =1{1,3,1+u,3+u,1+2u,3+ 2u,1 + 3u,3 + 3u} dir.

iii) R, halkasmin tek maksimal ideali (u) oldugundan R, ,, halkasi lokal bir

halkadir.
iv)  R,,,, halkas1 bir esas ideal halkasidir.

v)  R,,,, halkast sonlu bir zincir halkasidir. R,,,, halkasinin ideallerinin

olusturdugu kafes Sekil 3.12°de verilmistir.

<1> = R2+2u

(2u)

(0)
Sekil 3.12 R, ,, Halkasmin Ideallerinin Olusturdugu Kafes

3.13. Z4[u]/(u? — 2u — 3) Halkasi

Z4lul/(u? — 2u — 3) halkasinda u? =3 + 2u kosulu goéz oOniine alindiginda
Boliim 3.1. dekine benzer sekilde R5,,, = Z, + uZ, kiimesinin de, toplama ve ¢arpma
islemlerine gore karakteristigi 4 olan 16 elemanli degismeli bir halka oldugu goriiliir.
Ayrica u? = 3 + 2u olmak iizere Z, + uZ, ile Z,[u]/{u? — 2u — 3) halkas1 arasinda bir
f izomorfizmasi tanimlanir. R5,,, halkasimin elemanlarinin toplama ve ¢arpma tablosu

Boliim3. 1. dekine benzer sekilde olusturulur.
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3.13.1. Sonug:

i) R3,,, halkasinin idealleri ;
(0) = {03},
(D=@)=wW=Cw=Q2+u)=1+2u) =3+ 2u) =(2+3u) = R352y »
(2) = (2u) ={0,2,2u, 2 + 2u},
(14+u)=(3+3u)={0,1+u,2+ 2u,3 + 3u},
B4+u)=(1+3u)={0,3+u,2+ 2u,1+ 3u},
(24 2u)={0,2 + 2u},
21+u)=23+u)=(1+u,3+u)

={0,2,2u,1+u,3+u,2+ 2u, 1+ 3u,3 + 3u}

bi¢imindedir.

ii) R3,,, halkasinin birimsel elemanlar kiimesi ;
U(R342,) =1{1,3,u,3u,2 + u,1 + 2u, 3 + 2u, 2 + 3u} dir.

iii) R, 5, halkasinin tek maksimal ideali (2,1 + u) oldugundan R;, ,,, halkasi lokal

bir halkadir.
iv) R;, 5, halkasi esas ideal halkas1 degildir.

V) R3,,, halkas1 sonlu bir zincir halkas1 degildir. R;,,, halkasinin ideallerinin

olusturdugu kafes Sekil 3.13’de verilmistir.
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<1> = R340y

/(2,1 + u)\
(2) (14 u) (3+u)
\

/

(2 + 2u)

(0)
Sekil 3.13 R ,, Halkasimin Ideallerinin Olusturdugu Kafes

3.14. Z4[u]/(u? — 3u — 1) Halkasi

Z4lul/(u? —3u — 1) halkasinda u? =1+ 3u kosulu goéz oOniine alindiginda
Boliim 3.1. dekine benzer sekilde Ry 3, = Z, + uZ, kiimesinin de, toplama ve ¢arpma
islemlerine gore karakteristigi 4 olan 16 elemanli degismeli bir halka oldugu goriiliir.
Ayricau? = 1 + 3u olmak iizere Z, + uZ, ile Z,[u]/{(u? — 3u — 1) halkas1 arasinda bir
f izomorfizmasi tanimlanir. R, 3, halkasinin elemanlarinin toplama ve ¢arpma tablosu

Boliim3. 1. dekine benzer sekilde olusturulur.

3.14.1. Sonug:
i) Ry 43, halkasinin idealleri ;
(0) ={0},

D=@)=w=Cu)=1014+u)y=2+u)=3+u)=(1+2u) = (3 + 2u)
=(14+3u)=(2+3u) =(3+3u) =Ry ,3y
(2) = Q2u) = (2 + 2u) ={0,2,2u,2 + 2u}

bi¢imindedir.
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i)  Ry,3, halkasinin birimsel elemanlar kiimesi ;

URi330) = 1,3, w,3u,1+u,2+u,3+u,1+2u,3+2u,1+3u,2+3u,3 + 3u}
dir.

iii)  R;;3, halkasinin tek maksimal ideali (2) oldugundan R, 3, halkasi lokal bir

halkadir.

iv)  Ry,3, halkasi bir esas ideal halkasidir.

V) Ry;3, halkasi sonlu bir zincir halkasidir. R;,3, halkasinin ideallerinin

olusturdugu kafes Sekil 3.14°de verilmistir.

<1> = R1+3u

(2)

(0)
Sekil 3.14 R, 5, Halkasmin Ideallerinin Olusturdugu Kafes

3.15. Z4[u]/(u? — 3u — 2) Halkasi

Z4lul/(u? —3u — 2) halkasinda u? =2+ 3u kosulu goéz oOniine alindiginda
Boliim 3.1. dekine benzer sekilde R, .3, = Z, + uZ, kiimesinin de, toplama ve ¢arpma
islemlerine gore karakteristigi 4 olan 16 elemanli degismeli bir halka oldugu goriiliir.
Ayrica u? = 2 + 3u olmak iizere Z, + uZ, ile Z,[u]/{u? — 3u — 2) halkas1 arasinda bir
f izomorfizmasi tanimlanir. R, 3, halkasiin elemanlarinin toplama ve ¢arpma tablosu

Boliim3. 1. ’dekine benzer sekilde olusturulur.

3.15.1. Sonug:
i) R, 3, halkasinin idealleri ;
(0) ={0},
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(1) =(3) =(1+2u) = (3 + 2u) = Ryy3u >

(2) = {0,2,2u,2 + 2u},

(u) = Bu) ={0,2,u,2u,3u,2 + u,2 + 2u, 2 + 3u},

(2u) = {0,2u},
(14+u)=3+3u)={0,2,2u,1+u,3+u,2+2u,1+ 3u,3 + 3u},
(24+u)=(2+3u)={0,2u,2+u,2 + 3u},
B4+u)=(1+3u)={0,3+u,2+ 2u,1+ 3u},

(2 4+ 2u) ={0,2 + 2u}

bi¢imindedir.

i)  R,.3, halkasinin birimsel elemanlar kiimesi ;

U(R2+3u) = {1, 3, 1 + Zu, 3 + Zu} dlI‘

iii)  R,,3, halkasinin maksimal idealleri (u) ve (1 + u) oldugundan R,, 3,, halkasi

semi-lokal bir halkadir.

iv)  R,.3, halkasi bir esas ideal halkasidir.

V) R, 3, halkas1 sonlu bir zincir halkas1 degildir. R, 3, halkasinin ideallerinin

olusturdugu kafes Sekil 3.15’de verilmistir.

<1> = R2+3u

N

(u) (1+u)

SN TN

(2 +u) (3+u)

NS

(2u) (2 + 2u)

AN

(0)

Sekil 3.15 R, 3, Halkasinin ideallerinin Olusturdugu Kafes
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3.16. Z4[u]/(u® — 3u — 3) Halkasi

Z4|ul/(u? — 3u — 3) halkasinda u? = 3 + 3u kosulu gz dniine alindiginda
Boliim 3. 1. dekine benzer sekilde Rs, 5, = Z4 + uZ, kiimesinin de, toplama ve ¢arpma
islemlerine gore karakteristigi 4 olan 16 elemanli degismeli bir halka oldugu goriiliir.
Ayrica u? = 3 + 3u olmak iizere Z, + uZ, ile Z,[u]/{u? — 3u — 3) halkas1 arasinda
bir f izomorfizmasi tanimlanir. R3, 3, halkasinin elemanlarinin toplama ve carpma

tablosu Boliim3. 1. 'dekine benzer sekilde olusturulur.

3.16.1. Sonugc:
i) R3, 3, halkasinin idealleri ;
(0) ={0},

(D=@)=(wW=Cuw=01+u)=2+u)=C@+u)=(14+2u)=(3+2u)
=(1+4+3u) =(2+3u) =(3+ 3u) = R3,3,

(2) = 2u) = (2 + 2u) = {0,2,2u, 2 + 2u}

bi¢imindedir.

i)  R3,3, halkasinin birimsel elemanlar kiimesi ;
U(Rs43u) =113, uw,3u,1+u,2+u,3+u,1+2u,3+2u,1+3u,2+ 3u,3 + 3u}
dir.

iii)  Rs,3, halkasinin tek maksimal ideali (2) oldugundan R, 3, halkasi lokal bir

halkadir.

iv)  R3,.3, halkasi bir esas ideal halkasidir.

v)  R3,3, halkast sonlu bir zincir halkasidir. R3,3, halkasinin ideallerinin

olusturdugu kafes Sekil 3.16’da verilmistir.
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<1> = R343y

(2)

(0)
Sekil 3.16 R 5, Halkasimin Ideallerinin Olusturdugu Kafes

3.17. r=a+ ub € Z, + uZ, Olmak Uzere R, Halkalarmn Simflandirilmasi

Bu alt boliimde, 3.boliim boyunca cebirsel 6zellikleri incelenen tiim halkalarin

birbirlerine izomorfluklar1 arastirilmis ve son kisimda bunlarla ilgili bir ¢izelge verilmistir.

3.17.1. Onerme:

Y1: Ry = R3ygy

a+ube P, (a+ub)=a+B+u)b
bi¢iminde tanimlanan i, bir izomorfizmadir.
Kanit:
Herhangi iki x; = a; + ub, , x, = a, + ub, € R, igin,
Y1(x) =P1(x) ®a; + (B+u)by =a, + 3+ uw) by
e (a;—az)+ B +u)(by—by) =0
< a—a,=b;—b,=0
©a,=a,,by =b,
S X1 =X,

cift tarafli gerektirmeler sagladigindan vy, iy1 tanimli ve birebir bir doniigiimdiir.
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Y, doniisiimii birebir ve |Ry| = |R342y| = 2* = 16 oldugundan v, doniisiimii

ortendir.
Herhangi iki x; = a; + ub, , x, = a, + ub, € R, igin,
i) Y, (g + x3) = YP,((ay + uby) + (a, + uby))
=Y,((a; + ap) + u(b, + by))
=a; +a; + (3 +uw(by +b,)
=a, +a, +3b; + 3b, + ub; + ub,
=a,+B+ub;+a,+ 3+u)b,
= Y,(a, +uby) +P1(a, +uby)
=1 (x1) + P1(x2)
ii) Y, (x1.x3) = Y1 ((ay + uby). (a, + uby))
=Y, ((a;.ay) + u(ay. b, + ay. by) + u?(by.by))
=,((ay.a;) + ula;.b, + a,.by)) (u? = 01idi.)
= (a;.a,) + 3 +u)(ay.b, + a,.by)
= (a;.a;) + 3(a;.by, + a,.by) + u(ay. b, + a,.b,) (D
Y, () - P1(x3) = P1(aq + uby). Y, (a, + ub,)
= (a; + 3b; + ub,).(a, + 3b, + ub,)

=a..a + 3a1.b2 + ual.bz + 3a2.b1 + bl'bZ + 3ub1.b2 +
ua,.b; + 3ub;.b, + u?b,. b,

=a..a + 3a1.b2 + ual.bz + 3a2.b1 + bl'bZ + 3ub1.b2 +
uaz.bl + 3ub1.b2 + 3b1.b2 + Zubl.bz (uz =3+ 2u ldl)
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= (ay.a,) + 3(ay. b, + a,.by) + ulay. b, + a,.by) (2)
bulunur. Bu durumda (1) ve (2) den,
VY1 (x1.%2) = P1(x1). 11 (x3)

elde edilir. Bu durumda (i) ve (i) saglandigindan 1, donilisimii bir halka

homomorfizmasidir.

Dolayisiyla ¥, birebir, orten ve bir homomorfizma oldugundan v, bir

izomorfizmadir.
3.17.2. Sonug:
Ro = R340y
bi¢ciminde gosterilir.
3.17.3. Onerme:

Yy Ry = Ry

a+ubP,(at+ub)=a+1+u)b
bi¢iminde tanimlanan i, bir izomorfizmadir.
Kanit:

3.17.1.0nerme’nin kanitina benzer sekilde elde elde edilir.
3.17.4. Sonug:

R, =Ry,

bi¢ciminde gosterilir.
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3.17.5. Onerme:

Y3: Ry » Ryipy

a+ubPs;(a+ub)=a+1+u)b
bi¢ciminde tanimlanan 13 bir izomorfizmadir.
Kanmt:
3.17.1.0nerme’nin kanitina benzer sekilde elde elde edilir.
3.17.6. Sonug:
Ry = Rit2y
bi¢ciminde gosterilir.
3.17.7. Onerme:

Ya: Rz > Ryygy

a+ub P,(a+ub)=a+1+u)b
bi¢ciminde tanimlanan i, bir izomorfizmadir.
Kanit:
3.17.1.0nerme’nin kanitina benzer sekilde elde elde edilir.
3.17.8. Sonug:
Rz = Ryyoy
bi¢ciminde gosterilir.
3.17.9. Onerme:

11[)5: Ru - R2+u

a+ubPs(a+ub)=a+R2+u)b
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bi¢ciminde tanimlanan 5 bir izomorfizmadir.
Kanit:
3.17.1.0nerme’nin kanitina benzer sekilde elde elde edilir.
3.17.10. Sonug:
Ry = Ryyy
bi¢ciminde gosterilir.
3.17.11. Onerme:

Ye: Ryt = Rapsy

a+ubPgla+ub)=a+A+u)b

bi¢ciminde tanimlanan ¢ bir izomorfizmadir.
Kanit:

3.17.1.0nerme’nin kanitina benzer sekilde elde elde edilir.
3.17.12. Sonug:

Ry4u = Ryy3y
bi¢ciminde gosterilir.
3.17.13. Onerme:

Y7: Ryigy = R3y

a+ubm Y,(a+ub)=a+R2+u)b
bi¢iminde tanimlanan i, bir izomorfizmadir.
Kanit:

3.17.1.0nerme’nin kanitina benzer sekilde elde elde edilir.
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3.17.14. Sonug:
Ra13u = Rsy
bi¢ciminde gosterilir.

3.17.9.0nerme, 3.17.11.0Onerme ve 3.17.13.Onerme’nin bir sonucu olarak asagidaki

sonug verilir.
3.17.15. Sonug:
Ry = Ryt = Ryyzy = Ray
bi¢ciminde gosterilir.
Kanit:

3.17.10.Sonu¢’dan R, = R,,,, , 3.17.12.Sonu¢’dan Ry, = Ry.3, V€
3.17.14.Sonu¢ ’dan R, ,3,, = R5, bi¢iminde gosterildigini biliyoruz. Bu sebeple;

Ru = R2+u = R2+3u = R3u
elde edilir.

3.17.16. Onerme:

Yg: Riyy 2 R3yy

a+ubPgla+ub) =a+R2+u)b
bi¢ciminde tanimlanan g bir izomorfizmadir.
Kanit:
3.17.1.0nerme nin kanitina benzer sekilde elde elde edilir.

3.17.17. Sonug:

R1+u = R3+u
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bi¢ciminde gosterilir.
3.17.18. Onerme:

Yo: R3iy = R3igy

a+ub Pg(a+ub)=a+1+u)b

bi¢ciminde tanimlanan Y4 bir izomorfizmadir.
Kanit:

3.17.1.0nerme nin kanitina benzer sekilde elde elde edilir.
3.17.19. Sonug:

R34y = R34y
bi¢ciminde gosterilir.
3.17.20. Onerme:

Y10t R3p3y = Ritsy

a+ube Polat+ub)=a+QR+uw)b
bi¢ciminde tanimlanan 1,4 bir izomorfizmadir.
Kanit:
3.17.1.0nerme nin kanitina benzer sekilde elde elde edilir.
3.17.21. Sonug:
R3i3u = Riy3y
bi¢ciminde gosterilir.

3.17.16.0nerme, 3.17.18.0nerme ve 3.17.20.0Onerme’nin bir sonucu olarak

asagidaki sonug verilir.
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3.17.22. Sonug:

Riyu = R3py = R3y3y = Rigay
bi¢ciminde gosterilir.
Kanit:

3.17.17.Sonu¢’dan Ry, = R34y , 3.17.19.Sonu¢’dan  R3,, = R3,3, Ve
3.17.21.Sonu¢’dan R, 3,, = R, ;3, biciminde gosterildigini biliyoruz. Bu sebeple;

Riyy E Rapy = Ryyzy = Rigsay

elde edilir.

Cizelge 3.3 1 =a + ub € Z, + uZ, Olmak Uzere R, Halkalarinin Siniflandiriimasi

Ry = R340y

Ry =Ry,

Ry = Ritoy

Rs = Ryyy

Ru = R2+u = R2+3u = R3u

Riyy = R3py = Ryyzy = Rigay
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BOLUM 4

R,, R{,Ry VE R; HALKALARI UZERINDE TANIMLI
(1 + 2u) -SABIT DEVIRLI VE DEVIRLi KODLARIN GRAY
GORUNTULERI

Tezin bu boliimiinde, r = u, 1,0,3 olmak tlizere R, halkasi1 lizerinde taniml1 devirli
ve (1+ 2u)-sabit devirli kodlarin Gray gorlntiilerinin belirlendigi makaleler

incelenmistir.

4.1. R, Halkas1 Uzerinde Tanimh Lineer Kodlar
4.1.1. Tanim:

a,b € Z,, u? = u olmak iizere,

by i Ry > Zi
a+ub - (a,a+Db)

bi¢iminde tanimlanan doniistime “Gray doniisiimii” denir (Gao ve Gao, 2014).
4.1.2. Teorem:

a,b € Z,, u? = u olmak iizere,
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by i Ry > Zi
a+ub - (a,a+Db)

biciminde tanimlanan ¢, Gray donilisimi bir Z,-modiil izomorfizmasidir (Bandi ve

Bhaintwal, 2014).
4.1.3. Not:

0 <i<n-1vec; = a; +ub; olmak iizere herhangi bir (cy, ¢4, ..., Cn—1) € R}}
icin ¢,, Gray doniigiimii,

by ¢ R - 75"
(cos €1y s Cno1) P by (e, €y veny Cng)
= (ag,aq, .., An_1,a9 + by, ay + by, ..., ap_1 + by_1)

biciminde R;} kiimesine genisletilebilir.
4.1.4. Tanim:

(Z4, +,.) halkasi verilsin. Herhangi bir e € Z, i¢in,
w; (e) = min {e,4 — e}
bi¢iminde tanimlanan degere e elemaninin “Lee agirlig1” denir (Dinh vd., 2018).

Bu durumda Z, halkasinin elemanlarinin Lee agirliklar sirasiyla,
w,(0)=0,w, (1) =w,(3) =1vew,(2) = 2 dir.
4.1.5. Tanim:

a,b € Z, ve u? = u olmak iizere,

r = a + ub, R, halkasiin herhangi bir elemant1 olsun. Bu durumda,
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wg R, = IN

a=b=0
a=1,b=3yadaa=3,b=1
a=0,b=1yadaa=0,b=3
a=b=2yadaa=0,b=2
a=1,b=0yadaa=1b=3
a=3,b=0yadaa=3,b=2
a=b=1yadaa=b=3
a=2b=1yadaa=2,b=3
a=2,b=0

‘\
s wa owa

- o~

r=a+ub » wg(r) =1

-

-

-

BW W INNN = = O

Ve

-

biciminde tanimlanan degere r elemaninin “Gray agirligi” denir. Kisaca bir v € R,

elemaninin Gray agirhigi wg (r) = wy(a) + wy,(a + b) seklindedir (Gao ve Gao, 2014).
4.1.6. Not:

Herhangi bir ¢ = (cy, ¢y, ..., Cp—1) € R;; elemanmin Gray agirligi, bilesenlerinin

Gray agirliklarinin toplami seklindedir. Kisaca,
w () = Xisg we (¢p) dir.
4.1.7. Tanim:
c1 # ¢, olmak tizere, herhangi iki ¢, ¢, € R;} elemanlari igin,
dg(cy,¢2) = wgley — ¢3)

bi¢iminde tanimlanan degere c¢; ve ¢, elemanlarinin “Gray uzakligir” denir (Gao ve Gao,

2014).
4.1.8. Not:

C, R, halkasi iizerinde tanimli (n, M, d;) parametrelerine sahip bir lineer kod olsun.
C kodunun minimum Gray uzakligi d;(C) = dg;, birbirinden farkli tiim kod sdzciiklerinin
Gray uzakliklariin en kiigiigiidiir. C lineer kod oldugu i¢in d; = w;, dir. Benzer sekilde
C kodunun minimum Gray agirhg w; = w;(C), sifirdan farkli tiim kod sdzciiklerinin

Gray agirliklariin en kiigiigiidiir (Gao ve Gao, 2014).
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4.1.9. Teorem:

d; minimum Gray uzakligi, d; minimum Lee uzaklig1 olmak tizere, (R}, d;;)
kiimesinden (Z32", d,) kiimesine taniml1 ¢,, Gray doniisiimii hem lineer hem de uzaklik

koruyan bir doniisiimdiir (Gao ve Gao, 2014).
Kanit:

Herx,y € R,k € Z, i¢in x = a; + ub,,y = a, + ub, olmak lizere,

1) q)u(x + 3’) = q)u((al + Ub1) + (az + sz))
= ¢, ((a; + az) +u(by + by))
= (a; + az,a; + a, + b; + by)
= (ay, a; + by) + (az, a, + by)
= &y (x) + du ()
i) §yk.x) = dy(k.(a; +uby))
= ¢y (k.ay + k.ub;)
= (k.ay, k.a; + k.by)
=k.(a,,a, + by)
= k. oy (x)

elde edilir. Bu durumda ¢,, lineer bir doniisiimdiir. O halde ¢,, doniisiimiiniin R;; kiimesine

genisletilmis hali de lineerdir.
Herhangi iki ¢, ¢, € R}} igin,
dg(cy,€2) = wg(ey — ¢3)
= wy,(dy(c1 — ¢2))
= WL(¢u(C1) - ‘bu(cz))

=d; (dy(c1), dy(c))

elde edilir. Bu durumda ¢,, uzaklik koruyan bir doniisiimdyiir.

62



4.1.10. Teorem:

C, R, halkasi iizerinde tanimli (n, M, d;) parametreli lineer bir kod ise d; = d;
olmak {tizere, ¢, (C) kodu Z, lizerinde taniml1 (2n, M, d;) parametreli lineer bir koddur

(Gao ve Gao, 2014).
4.1.11. Teorem:

C, R,, halkasi tizerinde tanimli uzunlugu n olan lineer bir kod olsun. C lineer kodunun
duali C* olmak iizere, ¢, (Ct) = ¢, (C)* dir. Ayrica C self-dual kod ise ¢, (C)’de self-
dual koddur (Gao ve Gao,2014).

Kanit:
=:
Herhangi bir &, (x) € b, (C*) olsun.
du(x) € Gy (CH) = x €CH
=>Vy€eCCiginx.y=0
= &y (x.y) = §u(x).- $u(y) = 0
= ¢y (x) € (O
elde edilir. O halde ¢, (C) € ¢, (C)* dir. (i)
&:
Herhangi bir ¢, (2) € ¢, (C)* olsun.
$u(2) € $u (O =V §y (1) € $y(€) igin &y (2). $y (6) = 0
>VteCicindy(z.t)=0
SVteECiginz.t=0

=>z€(Ct
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= ¢u(2) € du(Ch)
elde edilir. O halde ¢, (C)* € ¢, (C*) dir. (ii)
Bu durumda (i) ve (ii) den ¢, (C+) = ¢, (C)* dir.

Ayrica C self-dual ise C = C* dir. Her iki yana ¢,, uygulanirsa ¢, (C) = ¢, (C1)
elde edilir. ¢, (C*) = ¢, (O)* esitligi kullanilirsa ¢, (€)* = ¢, (C) elde edilir. Bu
durumda ¢,,(C)’de self-dualdir.

4.1.12. Onerme:

R, halkasi lizerinde tanimli uzunlugu n olan C kodu lineer bir kod olsun. Bu

durumda,
Ci,={a€Zj|3be Z}icina+ubeC}
C,={a+beZ}|3a€ Z}icina+ubeC}

bi¢iminde tanimlanan C; ve C, kodlar1 Z, iizerinde tanimli uzunlugu n olan iki lineer

koddur.
Kanit:

C, R, halkasi lizerinde n uzunlugunda bir lineer kod ise C, R;}’in bir alt modiiliidiir.
Herhangi ikia,, a, € C; i¢in a; + ub; € C vea, + ub, € C olacak bigimde en az bir tane
by, b, € Z} elemanlar1 vardir. (C, +) abel grup oldugu i¢in (a; + ub,) + (a, + ub,) € C
dir. Bu durumda, (a; + a,) + u(b; + b,) € C olacak sekilde 3 b; + b, € Z} oldugu i¢in

a, +a, € C; dir.

Her k € Z, ve her a € C; olsun. Bu durumda a + ub € C olacak sekilde en az bir tane b €
Z% vardir. C, R, -alt modiil oldugu i¢in k. (a + ub) € C dir. Bu durumda k.a + (k.b)u €
C olacak sekilde 3 k.b € Z} oldugu igin k.a € C, dir. O halde C;, Z, tizerinde uzunlugu

n olan lineer bir koddur.

C,’nin Z, iizerinde tanimli uzunlugu n olan lineer bir kod oldugu benzer sekilde

gosterilir.
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4.1.13. Not: Bu béliim boyunca C, C; ve C, lineer kodlar1 denildiginde 4.1.12.Onerme’de

tanimlanan kodlar diistiniilecektir.
4.1.14. Gosterim:

A ve B kiimesinin elemanlar sirastyla, sirali n’liler ve sirali m’liler olmak tizere,
AQ B ={(ay,ay,..a,, by, by, ....,by) | (ag,ay,...a,) €A, (by,by,...,b,) € B} dir.
4.1.15. Teorem:

C, R, halkasi iizerinde tanimli uzunlugu n olan lineer bir kod olsun. Bu durumda,
¢, (C) = C; Q C, ve |C| = |Cy].|Cy| dir (Bandi ve Bhaintwal, 2014).
Kanit:

¢, birebir ve orten oldugu i¢in herhangi bir ¢’ = (a4, ...,a,,a; + by, ...,a, + b,) €
b, (¢) i¢in ¢, (c) = ¢’ olacak sekilde ¢; = a; + ub; olmak iizere ¢ = (¢4, ¢y, ...,¢,) € C

vardir. Bu nedenle, ¢,,(C) € C; Q C, dir.

Diger yandan, a = (a4,4ay,...,a,) € C;, b= (a; + by, a, + by, ...,a, + b,) € C,
olmak tizere herhangi bir (a,b) € C; ® C, elemani i¢inx = a + us veya b + (1 + 3u)t,
s, t € Z} olmak lizere x = (xq,X3, ..., X,),Y = (V1,¥2, ..., V) € C elemanlar1 vardir. C
lineer oldugu i¢in x(1+3u) + yu =a+ (3a+ b)u € C dir. Dolayisiyla, ¢, (a+
(Ba + b)u) = (a,b) € ¢, (C) dir. Bu durumda, C; Q C, S ¢, (C) dir.

|, (O) ]| =1C, Q Cy] =|Cy |.1C;] oldugu kolaylikla goriliir. ¢, birebir bir
dontisiim oldugu i¢in |C| = |, (C)| = |C; |.|C5] dir.

4.1.16. Sonug:

R,, halkas lizerinde tanimli uzunlugu n olan bir C lineer kodu, C = (1 + 3u)C; +

uC, seklinde yazilabilir.
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Kanit:

Heri = 1,2,...,ni¢in ¢; = a; + ub; olmak iizere, ¢ = (¢4, Cy, ..., C,) € C olsun. Bu
durumda a = (a4, ay, ..., ay),b = (by, by, ..., by) olmak iizere, ¢, (C) = (a,a + b) dir.
¢,(C) =C; ® C, oldugundan, a € C; ve a+ b € C, dir. Bu durumda, (1 + 3u)a +
u(a+b)=a+ub=ce (1+3u)C, @ uC, dir. O halde, C < (1 + 3u)C; @ ucC, dir.

Diger taraftan, a € C; ve b € C, olmak lizere,x = (1 + 3u)a+ub € (1 —uw)C; B
uC, olsun. Bu durumda, ¢, (x) = (a,b) € C; ® C, = d,,(C) olur. ¢, birebir ve drten
oldugundan x € C dir. Bu durumda, (1 + 3u)C; @ uC, € C dir.

Dolayisiyla, C = (1 + 3u)C, + uC, dir.

4.2. R, Halkas1 Uzerinde Uzunlugu Tek Olan (1 + 2u)-Sabit Devirli Kodlar ile
Devirli Kodlar Arasindaki iliski

Bu béliimde, u? = u olmak iizere R, halkasi iizerindeki (1 + 2u)-sabit devirli
kodlarla devirli kodlar arasindaki iliskiler verilmistir. Oncelikle R, halkasinin

karakteristigi 4 oldugundan;

1; ngiftise

n —
(A +2w)" = {1 + 2u; ntekise

seklindedir. Bu sonu¢ dogrultusunda asagidaki 6nerme saglanir.

4.2.1.0nerme:

Py Ry [x]/{x™ — 1) > Ry, [x]/{x™ — (1 + 2u))

G 1, (cG0) = (@ + 2w

dontistimii tanimlansin. n tek olmasi durumunda, y,, bir halka izomorfizmasidir (Dinh vd.,

2018).
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4.2.2.Sonuc:

n pozitif tek tam say1 olsun. I kiimesinin R, [x]/(x™ — 1) halkasinin bir ideali olmasi
i¢in gerekli ve yeterli kosul p,, (I) kiimesinin Ry, [x]/(x™ — (1 + 2u)) halkasinin bir ideali
olmasidir (Dinh vd., 2018).

4.2.3.Sonuc:

n pozitif tek bir tam say1 ve C, R;} kiimesinin bir alt kiimesi olsun. i, permiitasyonu

R} kiimesi lizerinde,
1, (Co, €1y ey o) = (o, (1 + 2u)cy, (1 + 2u)%cy, ..., (1 + 2u) 1c,_q)

biciminde tanimlansin. Bu durumda, C’nin devirli bir kod olmasi icin gerekli ve yeterli

kosul 1, (€)’nin (1 + 2u)-sabit devirli bir kod olmasidir (Dinh vd., 2018).

4.3. R, Halkas1 Uzerinde Tammmh Gray Déniisiim, (1 + 2u)-Sabit Devirli Kodlar ve
Tek Uzunluklu Devirli Kodlarin Gray Goriintiileri

4.3.1.Tanim:
a,b € Z,, u? = u, olmak iizere R, halkasi iizerinde,
by: Ry — 15
a+ubw (a,2b+a)
bi¢iminde tanimlanan doniistime ‘Gray doniisiimii’” denir (Dinh vd., 2018).
4.3.2. Not:
0 <i<n-1vec; = a; +ub; olmak iizere herhangi bir (cy, ¢y, ..., Cn—1) € R}}

icin ¢,, Gray doniisiimii,
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by ¢ RG> Z5"
(co, €1y s 1) = bylco, €1, eney Crog)
= (ag, 2by + ay,aq,2b; + aq, ..., an_1,2by_1 + ap_1)
bi¢ciminde R;} kiimesine genisletilebilir.
4.3.3. Onerme:

@ ve o sirastyla, R} iizerinde devirli ve (1 + 2u)-sabit devirli 6teleme olsun. Bu

durumda, ¢, © 0 = @ ? o ¢, saglanir (Dinh vd., 2018).
4.3.4. Teorem:

R, halkasi lizerinde tanimli uzunlugu n olan (1 + 2u)-sabit devirli bir kodun Gray
gorilintiisii Z, tizerinde taniml1 uzunlugu 2n ve indeksi 2 olan bir quasicyclic koddur (Dinh

vd., 2018).
4.3.5. Onerme:

@, R iizerinde tammli devirli dteleme olsun. Bu durumda, ¢y, 0 @ = @2 o ¢,

saglanir (Dinh vd., 2018).
4.3.6. Teorem:

C, R, halkasi iizerinde tanimli uzunlugu n olan devirli bir kod ise bu kodun Gray
gorlntiist, Z, lzerinde tanimli, uzunlugu 2n ve indeksi 2 olan bir quasicyclic koddur

(Dinh vd., 2018).

68



4.4. R, Halkas1 Uzerinde Uzunlugu Tek Olan (1 + 2u)-Sabit Devirli Kodlar ile
Devirli Kodlar Arasindaki iliski

Bu boliimde, u? = 1 olmak iizere R, halkasi iizerinde tamimli (1 + 2u)-sabit devirli
kodlarla devirli kodlar arasindaki iliski verilmistir. Oncelikle R, halkasinin karakteristigi

4 oldugundan;

1; ngiftise

n —
(A +2w)" = {1 + 2u; ntekise

seklindedir. Bu sonug¢ dogrultusunda asagidaki 6nerme saglanir.

4.4.1.Onerme:

pa: Ry [x]/{x™ — 1) > Ry [x]/{x™ — (1 + 2w))

<@ = m((c) = (A + Zwx)

dontistimii tanimlansin. n tek olmasi durumunda, p; bir halka izomorfizmasidir (Shi vd.,

2017).
4.4.2.Sonuc:

n pozitif tek tam say1 olsun. I kiimesinin R, [x]/{x™ — 1) halkasinin bir ideali olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul p; (I) kiimesinin R, [x]/{(x™ — (1 + 2u)) halkasimnin bir ideali
olmasidir (Shi vd., 2017).

4.4.3.Sonuc:

n pozitif tek bir tam say1 ve C, R} kiimesinin bir alt kiimesi olsun. fi; permiitasyonu

R} kiimesi {izerinde,
7 (co, €1y eenr Cpeq) = (o, (1 + 2u)cy, (1 + 2u)%cy, ..., (1 + 2u)" ¢, _q)

biciminde tanimlansin. Bu durumda, C’nin devirli bir kod olmasi icin gerekli ve yeterli

kosul 17 (€)’nin (1 + 2u)-sabit devirli bir kod olmasidir (Shi vd., 2017).
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4.5. R, Halkas1 Uzerinde Tamimh Gray Déniisiim, (1 + 2u)-Sabit Devirli Kodlar ve

Devirli Kodlarin Gray Goériintiileri

4.5.1. Tanim:
u? = 1, olmak iizere R, halkas iizerinde,

b1: Ry o ZAZL

a+ubw (b,2a+b)

bi¢iminde tanimlanan doniisiime ‘‘Gray doniisiimii’’ denir. Bu donilisim lineerdir fakat

birebir ve orten degildir (Shi vd., 2017).
4.5.2. Not:
0 <i<n-1vec; = a; +ub; olmak iizere herhangi bir (cy, ¢y, ..., Ch—1) € R}
icin ¢; Gray doniligiimii,
¢y ¢ RY - ZF"

(Co, Cl! ""Cn—l) g (1)1(6'0, Cl’ ---'Cn—l)

= (bo, bl! vy bn—lr 2a0 + bo, 2a1 + bl! vy Zan_l + bn—l)
bi¢iminde R kiimesine genisletilebilir.
4.5.3.Onerme:

@ ve o sirastyla, R} tizerinde devirli ve (1 + 2u)-sabit devirli 6teleme olsun. Bu

durumda, ¢, ° 0 = @ o ¢, saglanir (Shi vd., 2017).
4.5.4. Teorem:

R; halkast iizerinde, uzunlugu n olan (1 + 2u)-sabit devirli kodun Gray goriintiisii

Z4 izerinde tanimli, uzunlugu 2n olan bir devirli koddur (Shi vd., 2017).
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4.5.5.Not:

Baz1 durumlarda, (1);(6') = (bo, 2a0 + bo, bl! 2a1 + bl’ vy bn—lr Zan_l + bn—l) ile
tanimlanan ¢ ’nin permiitasyon versiyonunu kullanmak daha uygundur. ¢; ve ¢]

kullanilarak elde edilen kodlar bir permiitasyon yardimiyla biri digerinden elde edilir.

Kisaca kodlar birbirine denktir (Shi vd., 2017).
4.5.6.Onerme:

@, RT lizerinde devirli dteleme olsun. Bu durumda, ¢j o ¢ = @? o ¢} saglanir (Shi

vd., 2017).
4.5.7. Teorem:

C, R, halkasi lizerinde tanimli uzunlugu n olan devirli bir kod ise ¢3(C), Z, tizerinde

taniml1, uzunlugu 2n ve indeksi 2 olan bir quasicyclic koda denktir (Shi vd., 2017).

4.6. R, Halkas1 Uzerinde Uzunlugu Tek Olan (1 + 2u)-Sabit Devirli Kodlar ile
Devirli Kodlar Arasindaki iliski

Bu boliimde, u? = 0 olmak iizere R, halkasi lizerinde tanimli (1 + 2u)-sabit devirli
kodlarla devirli kodlar arasindaki iligki verilmistir. Oncelikle R, halkasinin karakteristigi

4 oldugundan;

1; ngiftise

n —
(A +2w)" = {1 + 2u; ntekise

seklindedir. Bu sonug¢ dogrultusunda asagidaki 6nerme saglanir.

4.6.1.Onerme:

Ho: Ro[x]/{x™ — 1) = Ro[x]/{x"™ — (1 + 2u))

G > 1(c)) = (A + 200m)
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dontistimii tanimlansin. n tek olmasi durumunda, p, bir halka izomorfizmasidir (Ashraf ve

Mohammad, 2015).
4.6.2.Sonuc:

n pozitif tek tam say1 olsun. I kiimesinin Ry[x]/{x™ — 1) halkasinin bir ideali olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul uo (1) kiimesinin Ry[x]/{x™ — (1 + 2u)) halkasinin bir ideali
olmasidir (Ashraf ve Mohammad, 2015).

4.6.3.Sonuc:

n pozitif tek bir tam say1 ve C, R{ kiimesinin bir alt kiimesi olsun. f;, permiitasyonu

R{ kiimesi tlizerinde,
To(co, 1y e Cpe1) = (€o, (1 + 2u)cy, (1 + 2u)%cy, ..., (1 + 2u)" 1c,_q)

biciminde tanimlansin. Bu durumda, C’nin devirli bir kod olmasi icin gerekli ve yeterli

kosul 115 (C)’nin (1 + 2u)-sabit devirli bir kod olmasidir (Ashraf ve Mohammad, 2015).

4.7. R, Halkasi Uzerinde Tamimh Gray Déniisiim, (1 + 2u)-Sabit Devirli Kodlar ve
Tek Uzunluklu Devirli Kodlarin Gray Gériintiileri

4.7.1. Tanim:
u? = 0, olmak iizere R, halkasi iizerinde,

bo: Ry — ZAZL

a+ubw (b,2a+Db)

seklinde tanimlanan doniisiime “‘ Gray doniisiimii’’ denir (Ashraf ve Mohammad, 2015).
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4.7.2. Tanim:

R, halkasinin bir ¥ = a + ub elemaninin Lee agirhigy, wy (b, 2a + b) Z2 iizerinde
tanimli Lee agihigi olmak {izere, wy(a+ ub) = w;(b) +w;(2a+ b) seklinde

tanimlanir.

¢ = (cy, €1, -, Cn_1) € RY kod sozciigiiniin Lee agirligi bilesenlerinin Lee agirliklarinin
toplami seklindedir. d;, Lee uzakhigi ¢;, ¢, € Ry icin d (¢7, C3) = wy, (67 — &3) seklinde
tanimlanir. C kodunun minimum Lee uzaklig1 C’deki birbirinden farkli kod sozciikleri
arasindaki Lee uzakliklarinin en kiictiglidiir. € kodunun minimum Lee agirligi € kodunun

icindeki sifirdan farkli tiim kod sozciiklerinin Lee agirliklarinin en kiictigtidiir.
4.7.3. Not:
0 <i<n-1vec; =a;+ ub; olmak iizere herhangi bir (cy, ¢, ..., cn_1) € R}
icin ¢, Gray donlisimii,
do : Ry — ZF"

(Co, Cl! ""Cn—l) g (1)0(6'0, Cl’ ---'Cn—l)

= (bo, bl! vy bn—lr 2a0 + bo, 2a1 + bl! vy Zan_l + bn—l)
bi¢iminde R kiimesine genisletilebilir.
4.7.4.Onerme:

d;, R} iizerinde tanimli minimum Lee uzakligi, d;, Z3" {izerinde tanimli minimum
Lee uzakligi olmak iizere, (RY,d,) kiimesinden (Z2",d,) kiimesine tanimli ¢, Gray

doniisiimii hem lineer hem de uzaklik koruyan bir dontigiimdiir.
4.7.5. Teorem:

C, R, halkasi iizerinde tanimli bir (n, M, d;) parametreli bir lineer kod ise ¢4(C)

kodu Z, tizerinde taniml1 bir (2n, M, d; ) parametreli bir lineer koddur.
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4.7.6.Onerme:

@ ve o sirasiyla, Ry lizerinde devirli ve (1 + 2u)-sabit devirli 6teleme olsun. Bu

durumda, ¢y 0o 0 = @ o d, saglanir (Ashraf ve Mohammad, 2015).
4.7.7. Teorem:

R, halkasi lizerinde tanimli uzunlugu n olan (1 + 2u)-sabit devirli kodun Gray
goriintlisii Z, iizerinde tanimli, uzunlugu 2n olan bir devirli koddur (Ashraf ve

Mohammad, 2015).
4.7.8.Not:

Bazi durumlarda, (1)3(6') = (bo, 2a0 + bo, bl! 2a1 + bl’ vy bn—lr Zan_l + bn—l ) ile
tanimlanan ¢, ’nin permiitasyon versiyonunu kullanmak daha uygundur. $, ve ¢y

kullanilarak elde edilen kodlar birbirine denktir.
4.7.9. Onerme:

@, RY tizerinde devirli 6teleme olsun. Bu durumda, ¢ o ¢ = @2 o ¢;, saglanur.
4.7.10. Teorem:

n pozitif tek tam say1 olmak tizere, R, halkas1 lizerinde tanimli devirli bir kodun

Gray goriintiisii, Z, lizerinde tanimli, uzunlugu 2n olan devirli bir koda denktir.

4.8. R; Halkas1 Uzerinde Tamimh Uzunlugu Tek Olan (1 + 2u)-Sabit Devirli Kodlar
ile Devirli Kodlar Arasindaki fliski

Bu béliimde, u? = 3 olmak iizere R; halkasi iizerindeki (1 + 2u)-sabit devirli
kodlarla devirli kodlar arasindaki iliskiler verilmistir. Oncelikle R; halkasmnim

karakteristigi 4 oldugundan;

1; ngiftise

n —
(A +2w)" = {1 + 2u; ntekise
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bigiminde tanimlanir. Bu sonug¢ dogrultusunda asagidaki 6nerme saglanir.

4.8.1.Onerme:

pz: Rs[x]/(x™ — 1) > R3[x]/{x" — (1 + 2u))

G 1 (c00) = (A + 200m)

dontistimii tanimlansin. n tek olmasi durumunda, p5 bir halka izomorfizmasidir (Bag vd.,

2018).
4.8.2.Sonuc:

n pozitif tek tam say1 olsun. I kiimesinin R3[x]/{x™ — 1) halkasinin bir ideali olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul us (I) kiimesinin R3[x]/{x™ — (1 + 2u)) halkasinin bir ideali
olmasidir (Bag vd., 2018).

4.8.3.Sonuc:

n pozitif tek bir tam say1 ve C, R kiimesinin bir alt kiimesi olsun. i3 permiitasyonu

R% kiimesi lizerinde,
I3 (co, 1y vy 1) = (€o, (1 + 2u)cy, (1 + 2u)%cy, ..., (1 + 2u)" 1c,_q)

biciminde tanimlansin. Bu durumda, C’nin devirli bir kod olmasi icin gerekli ve yeterli

kosul 15 (C)’nin (1 + 2u)-sabit devirli bir kod olmasidir (Bag vd., 2018).

4.9. R; Halkasi Uzerinde Tamimh Gray Déniisiim, (1 + 2u)-Sabit Devirli Kodlar ve
Tek Uzunluklu Devirli Kodlarin Gray Goriintiileri

4.9.1.Tanim:
a,b € Z,,u? = 3, olmak lizere R iizerinde,

¢bs3: R3 — ZAZL

a+ubwe (a,a+2b) ve
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b3: Ry — 75
a+ubw~ (a+ 2b,3a)
seklinde tanimlanan iki doniisiime ‘‘Gray doniigiimleri’’ denir (Bag vd., 2018).
4.9.2. Not:
0 <i<n-1vec; =a;+ ub; olmak iizere herhangi bir (cy, ¢y, ..., cp_1) € R}
icin 5 ve ¢35 Gray doniigiimleri,
b5 : RY > ZF"

(Co, Cl! ""Cn—l) g (1)3(6'0, Cl’ ---'Cn—l)

= (ag, a4, ..., Ap_1, a9 + 2by, a4 + 2b4, ..., ap_1 + 2b,_1) V€
d5: Ry - Z3
(co, €1y ey Cno1) = d3(co, €1y ees Cpy)
= (ag + 2bg, a4 + 2b4, ..., ap_1 + 2b,_1,3a,3a4, ...,30,,_1)
bi¢iminde R% kiimesine genisletilebilir.
4.9.3.0nerme:

¢ ve o sirastyla, R} {lizerinde devirli ve (1 + 2u)-sabit devirli 6teleme olsun. Bu

durumda, ¢; o 0 = @ o d5 saglanir (Bag vd., 2018).
4.9.4. Teorem:

R; halkasi lizerinde, uzunlugu n olan (1 + 2u)-sabit devirli kodun Gray goriintiisii

Z4uzerinde tanimli, uzunlugu 2n olan bir devirli koddur (Bag vd., 2018).
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4.9.5. Not:

Bazi durumlarda, £°(c) = (ap + 2by, 3ag,a; + 2by,3ay, ..., ap_q +
2b,_1,3a,_;) ile tammlanan ¢;’m permiitasyon versiyonunu kullanmak daha

uygundur. ¢ ve ¢5" kullamlarak elde edilen kodlar birbirine denktir.
4.9.6. Onerme:

@, R} iizerinde devirli dteleme olsun. Bu durumda, ¢35 o ¢ = @2 o g5~ saglanir

(Bag vd., 2018).
4.9.7. Teorem:

n tek tam say1 olmak iizere, R; halkasi {izerinde tanimli uzunlugu n olan devirli bir
kodun Gray goriintiisii, Z, iizerinde tanimli, uzunlugu 2n ve indeksi 2 olan bir quasicyclic

koda denktir (Bag vd., 2018).
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BOLUM 5

R, VE R, HALKALARI UZERINDE TANIMLI DEVIRLi DNA
KODLAR

Deoksiriboniikleik asit (DNA), yasamin yapist ve biyolojik gelisimi i¢in genetik
bilgiler icerir. Biyolojik hiicrenin nasil ¢alistigi, yeniden {irettigi ve kendini onardigi
konusunda bilgi sahibidir. DNA iplikg¢ikleri dort ana niikleotid olan A (Adenin), T (Timin),
G (Guanin) ve C (Sitozin)’den olusur. Iki DNA zinciri, Watson-Crick Tamamlayani
(WCC) ad1 verilen bir kural ile birbirlerine eslenir. WCC kuralina gore, her bir A ile her
bir T ve her bir G ile her bir C birbirine eslenir. KisacaA =T, T = A,G = C ve C = G dir.

DNA dizilerindeki matematiksel 6zellikler, bir¢ok arastirmaciya biyoloji ve cebirsel
kodlama teorisini kullanarak disiplinler arasi kesif i¢in ilham kaynagi olmustur. DNA
iplik¢iklerini kullanarak hesaplama yapabilmek icin, birtakim 6zelliklere sahip bir DNA

dizi kiimesi gerekmektedir.

Ilk DNA hesaplama fikri 1987 yilinda Tom Head tarafindan ortaya atilmigtir. Fakat
ilk deneysel calisma L. Adleman tarafindan yapilmistir. Adleman 1994 yilinda, test
tiiptinde zor bir Hamilton yolu hesaplama probleminin bir 6rnegini ¢6zmek icin DNA
molekiillerinin kullanimini igeren bir deney baslatmistir. Calismast DNA iplik¢iklerinin
WCC o6zelliklerine dayanmaktadir. Bazi calismalarda, hibritlesme yoluyla birbirleri ile
istenmeyen baglar olusturma olasilig1 diisiik olan bir dizi DNA kod sozciigii olusturmak

icin farkli teknikler gelistirilmistir.

Herhangi bir uygulamada DNA kodlarini kullanabilmek i¢in dort farkli kisitlama

mevcuttur. Bunlar, Hamming kisitlamasi, ters sirali kisitlamasi, ters sirali tamamlayan
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kisitlamas1 ve sabit GC igerigi kisitlamasidir. ilk {i¢ kisitlama, farkli iplik¢ikler arasinda
istenmeyen hibritlesmeyi 6nlemek icindir. Sabit GC igerigi kisitlamasi, tiim kod sézciikleri

arasinda benzer termodinamik 6zelliklere sahip olmasini saglar.

DNA iplik¢iklerinin tasariminin genetik ve biyo-miihendislik alanlarinda birgok
uygulamasi vardir. Ornegin, biyomolekiiler hesaplamanin uygulanmasi, mutasyonel analiz
icin DNA iplik¢iklerinin tasarimidir. DNA iplikg¢ikleri, her bir iplik¢igin WCC dizisi ile
benzersiz bir sekilde eslesecegi sekilde tasarlanmistir. DNA iplik¢ikleri, belirlenmis
minimum Hamming uzakligina sahip biiyiik miktarda DNA kod sozciligli olusturmaya

odaklanir.

Son zamanlarda, silikon bazli hesaplama sistemlerinden daha fazla depolama
kapasitesine sahip DNA tabanli veri depolama sistemleri bir¢ok arastirmacinin dikkatini
cekmistir. DNA molekiiliiniin bu elverisli yapist sonlu cisimler ve sonlu halkalar {izerinde
tanimli kodlar ile iliskilendirilmistir. DNA devirli kodlarinin yapimi, (Abualrub vd., 2006),
(Bayram vd., 2015), (Bennenni vd., 2015), (Gaborit & King, 2005), (Ling & Wang, 2015),
(Siap vd., 2009), (Pattanayak & Singh, 2015) ve (Yildiz & Siap, 2012)’de bir¢ok yazar
tarafindan tartisilmistir. (Gaboit & King, 2005)’de DNA kodlarinin lineer yapilarini
aragtirdilar. (Abualrub vd., 2006)’da, 4 elemanli sonlu cisim olan GF (4) iizerindeki DNA
kodlarmi calistilar. Daha sonra, (Siap vd., 2009)’da F,[v]/(v? — 1), (Liang & Wang,
2015)’de F, + vFF, halkalar1 ve (Yildiz & Siap, 2012)’de F,[v]/{v* — 1) halkas: iizerinde
DNA kodlar ile ¢calismistir. Ardindan, bu ¢alismalar (Bayram vd., 2015)’de v? = v olan
16 elemanl F, + v[F, sonlu halkalar: lizerine tasinmistir. Farkli eleman sayilarina sahip
sonlu halkalar iizerindeki caligmalar giinlimiize kadar devam etmistir. (Zhu & Chen,
2015)’de F,[u, v]/(u? v? — v,uv — vu) halkasi, (Bennenni vd., 2015)’de F,[v]/(v®)
halkasi , (Yildiz & Aydin, 2014) ve (Yildiz & Karadeniz, 2014)’da v? = 0 olan Z, + vZ,
halkas1 ve (Ozen vd., 2016)’de v? = 1 olan Z, + vZ, halkas1 iizerindeki DNA kodlarini

ele almislardir.

Tezin bu boliimiinde, 3.B6/iim’de tanitilan 16 elemanli R; ve R,, sonlu halkalar
iizerindeki caligmalar iki alt baslikta verilmektedir. Her iki alt baslikta da, ilgili halkalar
iizerindeki devirli kod yapilari, bu yapilar tizerindeki devirli DNA kodlarinin insasi, ters

siralt kisitlamasi, ters sirali tamamlayan kisitlamast ve devirli DNA kodlarin DNA
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goriintiileri ile ilgili teorem ve sonuglar ve farkli uzunluktaki devirli DNA kodlarina bazi

ornekler verilmektedir.

5.1. R, Halkasi1 Uzerinde Tanmimh Devirli DNA Kodlar

u? = 1 olmak iizere R, Halkasmin cebirsel 6zellikleri 3.2.Béliim’de verilmis idi. Bu
boéliimde, H.Q.Dinh ve arkadaslar1 tarafindan belirlenen u? = 1 olmak iizere R, Halkas1
iizerinde tanimli uzunlugu n olan devirli kodlarin ters sirali ve ters sirali tamamlayan

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar verilmistir.
Ayrica bu boliimde, u? = 1, olmak iizere R, halkas: iizerinde Gray doniisiimii,

b: Ry > 73
a+ub - (a,b)

bi¢iminde tanimlanir.

5.1.1. R, Halkas1 Uzerinde Tanimh Devirli Kodlar
5.1.1.1. Not:

C, R, halkasi lizerinde tanimli uzunlugu n olan devirli bir kod olmak tizere,

m: RT - Ry[x]/(x™ — 1) bir R-modiil izomorfizmasi oldugundan, 7 (C), R, [x]/{x™ — 1)

halkasinin bir idealidir.
5.1.1.2.Teorem:

n tek tam say1 olmak iizere, C, R, halkasi lizerinde tanimli uzunlugu n olan devirli

bir kod olsun. Bu durumda,
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i) a;(x) ve az(x), Z, lizerinde taniml devirli kodlarin {irete¢ polinomlari ve az(x) |
a;(x) | (x™—=1) olmak izere w(C) = (a;(x)+ (1+wa,(x),(1+u)as(x))
seklindedir.

ii) Eger a,(x) = a;(x) ise, bu durumda n(C) = {a,(x) + (1 + u)a,(x) ) dir (Dinh
vd., 2018).

5.1.2. R, Halkas1 Uzerinde Tanimh Devirli DNA Kodlar

DNA alfabesi Sp, ={A,T,G,C} ile gosterilsin. x; € {A,T,G,C} olmak iizere,
(%0, X1, v, Xn_1) kod s6zciikleri kiimesi uzunlugu n olan bir DNA kodu olarak tanimlanir.
Z,in elemanlar1 0 > A, 1->T, 2> G ve 3 - C olacak sekilde Sp, kiimesinin
elemanlarina birebir eslenir. Bu doniisiim, 5.2. Boliim’de tanimlanan Gray doniisiimii ve
0:R, = SD42 = Sp,, doniiglimil yardimi ile R; halkasmin elemanlarina kargilik gelen
DNA ciftleri tablosu Cizelge 5.1°de verilmistir. DNA c¢iftleri kiimesi SD42 = Sp, =
{AA,TA,GA,CA AT, AG,AC,TT,GT,CT,TG,GG,CG,TC,GC,CC}  olmak  iizere; Sp,
kiimesindeki elemanlarin Watson-Crick tamamlayanlari; A= T, T = A,E =C ,E = ( 1di.
Benzer sekilde Sp , kiimesindeki elemanlarin Watson-Crick tamamlayanlar; AA =

TT,TA = AT,GA = CT, ..., TC = AG,GC = CG,CC = GG} seklindedir.
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Cizelge 5.1 R; Halkasinin Elemanlarina Karsilik Gelen DNA Ciftleri

R; Halkasinin Elemanlari Gray Goriintiileri DNA Ciftleri

r=a+ub o(r) = (a, b) 0(r)
0 (0,0) AA

1 (1,0) TA

2 (2,0) GA

3 (3,0) CA

u (0,1) AT

2u (0,2) AG

3u (0,3) AC
1+u (1,1 TT
24+u (2,1) GT
3+u (3,1) CT
1+2u (1,2) TG
2+ 2u (2,2) GG
34+ 2u (3,2) CcG
1+3u (1,3) TC
2+ 3u (2,3) GC
34+ 3u (3,3) cc
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5.1.3. R, Halkas1 Uzerinde Tanimh Ters Siral Kodlar

Bu boliimde, n uzunlugu pozitif tek tam say1 alinacaktir. Ayrica R; halkasi {izerinde
tanimli, uzunlugu olan devirli bir kodun ters sirali olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar

verilmistir.
5.1.3.1. Lemma:

der a(x) = der b(x) olmak iizere, a(x), b(x) € R;[x] olsun. Bu durumda;
i) [a(x).b(x)]* = a*(x).b*(x)
ii) [a(x)+ b(x)]* = a*(x) + xderax)—derb() p*(x) dir (Dinh vd., 2018).
5.1.3.2. Lemma:

(C) = {c(x)), Z4[x]/{x™ — 1) halkasinin bir ideali olsun. Bu durumda, C’nin ters
sirali olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul c(x) polinomunun self-reciprocal olmasidir (Dinh

vd., 2018).
Kanit:

i=01,..,n—1 ve c; €EZ, olmak iizere c(x)=cy+cix+ x>+ +
Cph_1x™"1 € m(C) olsun. C ters sirali olsun. Bu durumda (¢,_1, Cp—p, .-\, €1, Co) € C olur.
Ayrica ¢(X)* = cpoq + CpopXx + -+ 1 x™ 2 + cgx™ 1 € m(C) dir. Bu sebeple C ters
sirali ise c(x) polinomu self-reciprocaldir. Benzer sekilde, c¢(x) polinomu self-reciprocal

ise bu durumda C’nin ters sirali oldugu goriiliir.
5.1.3.3. Teorem:

n pozitif tek tam sayr olmak tlizere w(C) = (a;(x)+ (1 +w)a,(x)),
R;[x]/(x™ — 1) halkasinin bir ideali olsun. Bu durumda C ’nin ters sirali olmasi i¢in gerekli

ve yeterli kosul;
i)  a;(x)’in self-reciprocal polinom,

ii) Egeri=dera,;(x)—dera,(x) = 0isea;(x) | (x'a,*(x) — a,(x)) yada
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i =dera,(x) —dera,(x) >0 ise a;(x) | (ay*(x) — x*a,(x)) olmasidir (Dinh vd.,

2018).
Kanit:

i) C,R; halkas1 iizerinde tanimli ters sirali bir kod olsun. Boylece, m(C) =
(a;(x)+ (1 +wa,(x)) , m(€C) kodunun mod(1+u) ye gore esiti (a,;(x)) dir.
a,(x).h(x) € m(C)mod(1 + u) olsun. (al(x) +(1+ u)az(x)).h(x) € (C) ve C ters

siral1 oldugundan,

[(al(x) +(1+ u)az(x)).h(x)]* en(C) > (al*(x) + 1+ u)xiaz*(x)).h*(x) €
(C)

= a,*(x).h*(x) = (a,(x). h(x))* € (C) mod(1 + u)

bi¢giminde yazilir. Bu durumda, mw(C) mod(1 + u) = (a,;(x))’in ters sirali olmasini

gerektirir. Boylece, 5.1.3.2. Lemma’dan a, (x) self-reciprocal olur.

ii) Sirasiyla, i = dera,(x) —dera,(x) >0 ve i =dera,(x)—dera,(x) >0

olmasi durumlarini inceleyelim.
Durum 1: i = dera;(x) — dera,(x) = 0 olsun.
a4 (x) self-reciprocal oldugundan,
(a, () + (1 + u)az(x))* =a;"(x) + (1 + wxlay, (x) = a;(x) + (1 + wxla,*(x) (1)
olur. C ters sirali oldugundan, b(x) € R;[x] olmak {izere;
(a:(0) + (1 +Way () = [a,(x) + (1 + way (x)].b(x) 2)
dir. (1) ve (2)’ den asagidaki denklem elde edilir.
a; (x) + (1 + wxtay* (x) = [a1(x) + (1 + way(x)]. b(x) (3)

(3) Esitliginin her iki tarafini 2(1 + w) ile carparsak 2(1 + w)a; (x)(1 — b(x)) = 0 elde

edilir.
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b(x) € R{[x] oldugundan, b,(x),b,(x) € Z,[x] olmak iizere, b(x) = b, (x) + (1 +

w)b, (x) bigiminde yazilir. Bu durumda,

2(1+ wa, () (1 — by (x) — (1 + wb,(x)) =0

= 2(1 +wa;,(x)(1—by(x)) =0

= 2a,(x)(1 = by () = 0, ay (x), by (x) € Zy[x]

= 1— b, (x) € Ann(2a,(x))

=>1—-b(x) =2+ x"—1)/a;(x)).h(x), h(x) € Z4[x]
>b(x)=1-2+ x"—-1)/a;(x)).h(x)

olur. Boylece, b(x)=1—-2+ (" —1)/a;(x)).h(x) + (1 + u)b,(x) elde edilir.
Simdi (3) Esitliginde b(x)’i yerine yazalim.

a; (x) + (1 + wx'lay* (x) = a;(0)[1 — 2 + (x™ = 1)/a;(x)). h(x) + (1 + u)b, (x)] +
AT+wa,()1-2+"—-1)/a;(x)).h(x) + (1 +w)by(x)] (4)

elde edilir. (4) esitliginin her iki tarafin1 2a, (x) ile ¢arparsak;

2a,%2(x) + 2a, ()1 + wxtay,* (x) = 2a,.2()[1 - Q2+ (x" = 1)/a;(x)).h(x) + (1 +
whb, ()] + (1 +wa,(x)2a,(x)[1— 2+ (x"—1)/a;(x)).h(x) + (1 + w)by(x)]

= 2a,2(x) + 2a;(x)(1 + wWxla,* (x) = 2a,2(x) + 2(1 + wa 2 (x)b,(x) +
2a;(x) (1 + way(x)

= 2a,;(x)(1+ wxlay,*(x) = 2(1 + wa, 2(x)b, (x) + 2(1 + w)a, (x)a, (x)
= 2(1+ w)a; (0) (xlay" (x) — az(x)) = 2(1 + w)a,*(x) b, (x)
elde edilir. Bu sebeple, a; (x) | (x'a,*(x) — a,(x)) elde edilir.

Durum 2: i = dera,(x) — dera;(x) > 0 olsun.
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Bu durumda, 7(C) = ((1 4+ w)a,(x) + a,(x)) olarak yazabiliriz. a,(x) self-reciprocal

oldugundan,
(1 +wWay(x) + a; ()" = (1 +way (%) + xla*(x) = (1 + way* (x) + xia; (x) (5)
olur. C ters sirali kod oldugundan, b(x) € R, [x] olmak iizere;

((1+way(x) + a; ()" = (1 + Way(x) + a;(x)). b(x) (6)
olur. (5) ve (6)’ dan asagidaki denklem elde edilir.

(1 +way*(x) + xla; (x) = (1 + way(x) + a,(x)).b(x) (7)

(7) Esitliginin her iki tarafim1 2(1 + w) ile carparsak 2(1 + u)a, (x)(x — b(x)) = 0 elde

edilir.

b(x) € R{[x] oldugundan, b,(x),b,(x) € Z,[x] olmak iizere, b(x) = b,;(x) + (1 +

w)b, (x) bigiminde yazilir. Bu durumda,
2(1 + wa, () (xt = by (x) — (1 + w)by(x)) =0

= 2(1 + w)a; (x)(x' — by (x)) = 0

= 2a,(x)(x" — by (x)) = 0, a; (x), by (x) € Z,[x]

= x! — b, (x) € Ann(2a,(x))

= xt— by (x) = 2+ (x" = 1)/a; (x)). h(x), h(x) € Z,[x]
= by (x) = x' — (2 + (x" — 1)/a,(x)). h(x)

olur. Boylece, b(x) =x'— 2+ (x" —1)/a;(x)).h(x) + (1 + w)b,(x) elde edilir.
Simdi (7) Esitliginde b(x)’i yerine yazalim.

(1 +way (x) + xla; (x) = (1 + wa,()[x! — 2+ (x™ — 1) /a;(x)).h(x) + (1 +
u)b, (x)] +a,()[x' =2+ ("= 1)/a;(x)).h(x) + (1 +u)by(x)] (8)

elde edilir. (8) esitliginin her iki tarafin1 2a, (x) ile ¢arparsak;
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2a; () (1 + way"(x) + 2xta;2(x) = 2a,(x) (1 + wWay(x)[x' — 2 +
(x™ = 1)/a,(x)). h(x) + (1 + Wb, (x)] + 2a,2(x)[x* — (2 +
(x™ —=1)/a;(x)). h(x) + (1 + u)b,(x)]

= 2a;(x)(1 +wa," (x) + 2xta;?(x) = 2a;(x)(1 + wa, (x)x* + 2xta,?(x) +
2a,%(x)(1 + w)b,(x)

= 2a, () (1 +way* (%) = 2a; () (A + way ()x! + 2a,2() (1 + w)by (x)
= 201+ wa; () (a,"(0) — x'a, (1)) = 2(1 + w)ay? ()b, (x)

elde edilir. Bu sebeple, a; (x) | (a,*(x) — x‘a,(x)) olur.

Bu durumda, i) ve ii) saglanir.

Diger taraftan, i) ve ii) saglansin. Bu durumda,
(@, (0) + (1 + way(x)) = a;"(x) + (1 + wxlay (x)

= a,(x) + (1 + wWa,(x) — (1 + wa, (x) + (1 + w)xiay (x)

= (a; () + (1 + wa,(x)) + (1 + w)(xiay* (x) — a,(x)) € n(C)

olur. a; (x) | (x*a,*(x) — a,(x)) oldugundan, h(x) € Z,[x] i¢in (xiaz*(x) —a, (x)) =

a, (x). h(x) elde edilir. Boylece,
(1+w (xiaz*(x) — az(x)) = (1 +u)a,(x).h(x) € (C) ve

(a;(x) + (1 +wa,(x))* = (al(x) +(1+ u)az(x)) + (14 wa,(x).h(x) € ©(C)

dir. Bunun bir sonucu olarak, C ters siralidir.

87



5.1.3.4. Teorem:

n pozitif tek tam say1 olsun. az(x) | a;(x) | (x™ — 1) ve a,(x) € Ry[x] olmak
tizere m(C) = {a,;(x) + (1 +wa,(x),(1+ w)as(x)), R [x]/{(x™ — 1) halkasinin bir

ideali olsun. Bu durumda C’nin ters sirali olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul;
i)  a;(x) ve az(x)’lin self-reciprocal,
ii) Egeri = dera;(x) —dera,(x) > 0ise az(x) | (x‘a,"(x) — a,(x)) ya da

i =dera,(x) —dera,(x) >0 ise as(x) | (ay,*(x) — x‘a,(x)) olmasidir (Dinh vd.,

2018).
Kanit:

i) 7(C) = {a,(x) + (1 + wa,(x),(1 +u)az(x) ), ters swrali bir kod olsun. Bu
durumda, (a;(x)) ve {az(x)), Z, halkasi lizerinde taniml ters sirali kodlardir. Boylece,

5.1.3.2. Lemma’dan a,(x) ve a;(x) self-reciprocal polinomlardir.

ii) Siwrasiyla, i = dera,(x) — dera,(x) =0 ve i = dera,(x) — dera,(x) >0

olmasi durumlarini inceleyelim.

Durum 1: i = dera;(x) — dera,(x) = 0 olsun.
a4 (x) self reciprocal oldugundan,
(a, () + (1 + u)az(x))* =a;"(x) + (1 + wxlay, (x) = a;(x) + (1 + wxlay,*(x) (1)
olur. C ters sirali oldugundan, b(x) ve c(x) € R,[x] olmak tizere,
(al(x) +(1+ u)az(x))* = (al(x) +(1+ u)az(x))b(x) + ((1 + u)a3(x))c(x) (2)
dir. (1) ve (2)’ den asagidaki denklem elde edilir.

a;(x) + (1 +wxla, (x) = (al(x) +(1+ u)az(x))b(x) + ((1 + u)a3(x))c(x) 3)
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(3) Esitliginin her iki tarafin1 2(1 + u) ile ¢arparsak 2(1 + u)a, (x)(l — b(x)) = 0 elde

edilir.

b(x) € R{[x] tizerinde bir polinom oldugundan, b,(x), b,(x) € Z,[x] olmak iizere,
b(x) = by (x) + (1 + u)b,(x) bigiminde yazilir. Bu durumda,

2(1+ wa, (x)(1 = by (x) — (1 + whb,(x)) =0

= 2(1 +wa,(x)(1—by(x)) =0

= 2a,(x)(1 = by (x)) = 0, ay (x), by (x) € Zy[x]

= 1— b, (x) € Ann(2a,(x))

=>1—-b(x) =2+ x"-1)/a;(x)).h(x), h(x) € Z4[x]
>b(x)=1-2+ x"—-1)/a;(x)).h(x)

olur. Boylece, b(x)=1—-2+ (" —1)/a;(x)).h(x) + (1 + u)b,(x) elde edilir.
Simdi (3) Esitliginde b(x)’i yerine yazalim.

a;(x) + 1+ wxla, (X)) =a, ()1 -2+ x"—1)/a,;(x)).h(x) + (1 +
Wb, ()] + (1 +wa()[1—- 2+ (" = 1)/a,(x)). h(x) + (1 + Wb, (x)] + (1 +
u)az(x)c(x) (4)

elde edilir. (4) esitliginin her iki tarafin1 2a, (x) ile ¢arparsak;

2a,%2(x) + 2a,(0)(1 + wxtay,* (x) = 2a,.2()[1 - Q2+ (x" = 1)/a;(x)).h(x) + (1 +
Wb, ()] + (1 + way(x)2a,(x)[1 — 2+ (x™ — 1)/a;(x)).h(x) + (1 + w)b, (x)] +
2a;(x)(1 +waz(x)c(x)

= 2a,2(x) + 2a;(x)(1 + wWxla,* (x) = 2a,2(x) + 2(1 + wa 2 (x)b,(x) +
2a;(x)(1 +w)ay(x) + 2a; () (1 + waz(x)(c,(x) + (1 + u)cy(x))

= 2a;(x)(1 +wxla, (x) = 2(1 + wa?(x)b,(x) + 2(1 + wa,; (x)a, (x) +
2a; ()1 + waz(x)cy (x)

89



= 2(1 + wa, (x) (xiaz*(x) - az(x)) = 2(1 + wWa 2 ()b, (x) + 2a,(x)(1 +

waz(x)cy (x)
= (x'ay* (x) — az(x)) = a,(x) by (x) + az(x)c; (x)

elde edilir. as;(x) | a;(x) oldugundan, 3 h,(x) € Z,[x] icin, a,(x) = az(x)h,(x)

bi¢iminde yazilir. Boylece,

(xiaz*(X) — ay (X)) = a3(x) (hy ()b, (x) + ¢1(x))

olur. Bu sebeple, as(x) | (x‘a,*(x) — a,(x)) dir.
Durum 2: i = dera,(x) — dera;(x) > 0 olsun.

Bu durumda, 7(C) = ((1 4+ w)a,(x) + a,(x)) olarak yazabiliriz. a,(x) self-reciprocal

oldugundan,

(1 +wa,(x) + a;(x)* = (1 +wa, (x) + xta*(x) = (1 + way" (x) + xa; (x) (5)
dir. C ters sirali oldugundan, b(x) ve c(x) € R, [x] olmak iizere;

(1 +wa(x) + a, ()" = (1 + wWay(x) + a;(x)).b(x) + (1 + w)az(x)c(x) (6)
dir. (5) ve (6)’ dan asagidaki denklem elde edilir.

(1 +way (x) + xla; (x) = ((1 + wa,(x) + a;(x)).b(x) + (1 + Waz(x)c(x)  (7)

(7) Esitliginin her iki tarafim 2(1 + w) ile carparsak 2(1 + u)a, (x)(x* — b(x)) = 0 elde

edilir.

b(x) € R{[x] tizerinde bir polinom oldugundan, b,(x),b,(x) € Z,[x] olmak iizere,

b(x) = by (x) + (1 + u)b,(x) bigiminde yazilir. Bu durumda,
2(1 + wa, () (xt = by (x) — (1 + w)b,(x)) =0

=21 +wa;(x)(x* = b (x))=0
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= 2a,(x)(x' — by (x)) = 0, a; (x), b, (x) € Zu[x]

= x! — b, (x) € Ann(2a,(x))

= xl— b (%) = (2 + (x" — 1)/a,(x)). h(x), h(x) € Z,[x]
= b, (x) =x' — (24 (x® — 1)/a; (). h(x)

olur. Boylece, b(x) =x'— 2+ (x" —1)/a;(x)).h(x) + (1 + w)b,(x) elde edilir.
Simdi (7) Esitliginde b(x)’i yerine yazalim.

(1 +way (x) + xla; (x) = 1 + wa,()[x! — 2+ (x™ — 1) /a;(x)).h(x) + (1 +
u)bz(x)] + a,(x) [xi -2+ "= /a;(x)).h(x)+ (1 + u)bz(x)] +(1+
w)az(x)c(x) (8)

elde edilir. (8) esitliginin her iki tarafin1 2a, (x) ile ¢arparsak;

2a; () (1 + way"(x) + 2xta;2(x) = 2a,(x) (1 + wWa,(x)[x' — 2 +
(x™ = 1)/a,(x)). h(x) + (1 + Wb, (x)] + 2a,2(x)[x* — (2 +
(x"—=1)/a;(x)).h(x)+ (1 + u)bz(x)] + 2a,(x)(1 + waz(x)c(x)

= 2a;(x)(1 +wa," (x) + 2xta;?(x) = 2a;(x)(1 + wa, (x)x* + 2xta,?(x) +
2a,2(0) (1 4+ wb, (x) + 2a; () (1 + waz () (c; () + (1 + wcy(x))

= 2a;(x)(1 +wa, (x) = 2a;(x)(1 + wa,(x)x' + 2a,2(x) (1 + u)b, (x) +
2a; ()1 + waz(x)cy (x)

= 2(1 + wa, (x) (az*(x) - xiaz(x)) = 2(1 + wWa 2 ()b, (x) + 2a,(x)(1 +

u)az(x)cy (x)
= (@' (1) = xa,(0)) = a, ()b, () + ;) ()

elde edilir. a;(x) | a;(x) oldugundan, h,(x) € Z,[x] olmak tizere, a, (x) = az(x)h,(x)

bi¢iminde yazilir. Boylece,
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(22" @) = ey () = a3 (¥ (ho ()b (1) + €4 ()

olur. Bu sebeple, as (x) | (a,*(x) — x‘a,(x)) olur.
Bu durumda, 1) ve i1) saglanir.

Diger taraftan, i) ve ii) saglansin. Bu durumda, i = derg,(x) — derg,(x) olmak

iizere,

(@, (0) + (1 + way(x) = a;"(x) + (1 + wWxlay (x)

= a,(x) + (1 + wWa(x) — (1 + wa, (x) + (1 + w)xiay (x)

= (a; () + (1 + wa,(x)) + (1 + w)(xiay* (x) — a,(x)) € n(C)

dir. as(x) | (x‘a,*(x) — a,(x)) oldugundan, h(x) € Z,[x] icin (xiaz*(x) —a, (x)) =

as(x). h(x) olur. Béylece,
(1+w (xiaz*(x) — az(x)) = (1 +u)az(x).h(x) € m(C) ve

(a;(x) + (1 +wa,(x))* = (al(x) +(1+ u)az(x)) + (1 4+ waz(x).h(x) € ©(C)

bulunur. O halde, C ters siralidir.

5.1.4. R, Halkas1 Uzerinde Tamimh Ters Sirali Tamamlayan Kodlar

Bu béliimde, R; halkasi lizerinde tanimli tek uzunluga sahip devirli bir kodun ters

siral1 tamamlayan olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar verilmistir.
5.1.4.1. Lemma:

Herhangi a € R, igin,
i) at+a=1+u

i) (1+wa=31+wa+ (1+u)
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esitlikleri saglanir. Burada herhangi bir a € R; icin a,a elemaninin tamamlayanini

belirtmektedir (Dinh vd., 2018).
Kanit:

i) Asikardir.

ii) (i)’den (1 + wa + (1 + wa = 1 + u oldugu agiktir.
A+wa+(1+wa=1+u=>0+wa=1+u—1+wa

>(Q+wa=1+u+31+wa (~1=3mod(4))

Bu durumda (1 + w)a = 3(1 + wa + (1 + u) saglanir.
5.1.4.2. Lemma:

Herhangi iki a, b € R; igin,

i) a+b=a+b+3(1+uw
ii) a+(1+wb=a+3(1+u)b
esitlikleri saglanir (Dinh vd., 2018).

Kanit:
a+b+a+b=14+u=>a+b=1+u—-(a+b)
sa+b=1+u+3(a+b) (1)
a+a+b+b=20+w=>a+b=2(1+u)—(a+b)
s>a+b=2(1+u)+3(a+b) (2)
Bu durumda, (1) ve (2)’den,

a+b—-(1+w)=a+b-20+w=>a+b=a+b+3(1+uw)
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elde edilir.
i)a+(l+wb=a+ 1 +wb+3(1+w
=a+3(1+wb+1+uw)+3(1+uw
=a+3(1+u)b
5.1.4.3. Lemma:
Herhangi a € R i¢in, @ + 3(1 + u) = 3a olur (Dinh vd., 2018).
Kanit:
a+ta=14+u=>a=1+u—a
>a—(14+u)=-a

>a+3(1+u)=3a

Cizelge 5.2 r = a + ub € R, Elemanlarina Karsilik Gelen r Tamamlayanlar1 Tablosu

r=a+ub€R, T
Elemanlan Tamamlayanlan
0 1+u
1 u
2 34+u
3 24+u
u 1
2u 1+ 3u
3u 1+ 2u
14+u 0
24+u 3
34+u 2
1+ 2u 3u
24 2u 343u
34 2u 24+ 3u
1+ 3u 2u
24+ 3u 34 2u
34 3u 24 2u
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5.1.4.1. Lemma, 5.1.4.2. Lemma ve 5.1.4.3. Lemma’nin, dogrulandig1r Cizelge

5.2°den kolayca goriiliir.
5.1.4.4. Teorem:

n pozitif tek tam sayr olmak izere, w(C) = (a;(x)+ (1+ wa,(x)),
R;[x]/(x™ — 1) halkasinin bir ideali olsun. Bu durumda C’nin ters sirali tamamlayan

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul;
i)  a;(x)’in self-reciprocal ve 3(1 + u)((1 —x™)/(1 — x)) € n(C),
ii) Egeri=dera,;(x)—dera,(x) = 0isea;(x) | (x'a,*(x) — a,(x)) yada

i =dera,(x) —dera,(x) >0 ise a;(x) | (ay,*(x) — x*a,(x)) olmasidir (Dinh vd.,

2018).
Kanit:

i) n pozitif tek tam say1 olmak iizere, m(C) = (a;(x)+ (1+ w)a,(x)),
R;[x]/(x™ — 1) halkasinin bir ideali olsun. C’de tiim bilesenleri 0 olan 0 kod sozciigii

bulunur. C ters sirali tamamlayan kod oldugu i¢in 0 € C olmalidir. 5.1.4.1. Lemma’dan,

3(0,0,0,..,00 =31+ u,1+u,...1+w)eC—>3(1+w)((1—-x")/1—-x)) €
(C) dir.

ii)
a,(x) =ko+ kyx + -+ kg1 x5 + kxS ve
a,(x) =1ly+Lx+ -+ L_x""1+ [,.x" olsun.
Durum 1:i = dera, (x) — dera,(x) = 0 yani s > r olsun.

a,(x) + (A +way(x) = (kg + kyx + -+ kg x5 P+ kxS + (L +w)(ly + Iix +
ot Lo_gx™ T+ LxT)
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=ko+ M +wly) + ki + A +wWl)x+ -+ (kg + A+ wl_Dx" 1 + (k, +
A+wl)x" + (kpyy + A+ Wy ))x™ 1+ oo+ kx5 + kxS

bi¢iminde yazilir. Bu sebeple,

(a,(0) + 1+ wWa, )R =1 4+wW@A +x+ - +x"52) 4 kx5 4 ko x"5 +

ot ke X2 (ke + (WL (o (L W)™ e+

(kg + (1 +wWiDx™2 + (ko + (1 + w)lo)x™

= (L +wW @+ x4+ 2752 kg x™ 5T kg X5 e Ky X2 4
kx4 314+ wWLx™ T kx4 3(L W)l x4 e kx4

3(1+ W)l x™ 2 4 kox™ 1 4+ 3(1 4 u)lpx" 1

=1+ W@ +x+ -+ x5 + kxS b kxS 4 kx4
Fpx™ T ek x™ 2  kox™ 1+ 31+ wWLx™ T+ 3(1 W)l x4+
3(1 4+ Wl x™ 2 + 3(1 + w)lyx™ ! € n(C)

olur. C lineer oldugundan,
(a:(x) + (1 + wa, () + 3(1+w)((1 - x™)/(1 - x)) € m(C) ey
olur. Bu durumda (1)’den,

(a,(0) + (1 +wWa, G +3(1 +wW((1—x™)/(1—x)=A+uw) (A +x+-+
XTST) b kxS kxS e g X2 ™ g™
kox™ 1+ 31+ wWlx™ " 1+ 31+ Wl x™ " + 4+ 31+ wlx" 2 +3(1 +
Wlex™ T +30+uw) (@A +x+ -+ x"1)

= (ks + 30 +w) x5 + (kooy + 301 +w) 2™ + -+ (Igx™ 2 +3(1 +
u)) X% + (k_ox”‘2 +3(1+ u)) x4+ 31+ Wl x™ T+ 3(L+ w) o x™T +

o+ 31+ w)lx™ 2 + 3(1 + w)lyx™t

=3xS kg + kg x + -+ kxS + koxS) + 31+ wx™ TN+ Loy x 4+ +

Lix™ 1+ 1ox")
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= 357 1q, " (x) + 3(1 + W™ 1a," (x)

= 3571 (g, " () + (1 + WS ay" (%))

elde edilir. (a,"(x) + (1 + Wx*Tay"(x)) € 7(C) oldugundan,
(a"(0) + 1+ wWxsTay" (1) = (a, () + (1 + wWay(x))b(x) dir.
b(x) =1— 2+ (" —1)/(x — D)AG) + (1 +u)by (x)

oldugu agiktir. 5.1.3.3. Teorem’den a;(x) = a,*(x) dir. Yani a,(x) self-reciprocaldir.

Ayrica i = s — r olmak iizere, a; (x) | (x'a,*(x) — a,(x)) dir.
Durum 2: i = dera,(x) — dera,(x) > 0 yani r > s olsun.

A+wa,(x)+a;(x)=Q+w(ly+Lx+ -+ L_x" P+ Lx")+ (kg + kyx + -+
kg_1x57 1 + koxS)

=(A+wWly+ke)+ (A +wWh +k)x++ (A +wl_y +key)x + (1 +

Wl + kg)x® + (1 + Wy x5+ -+ (1 + wWl_x™ 1+ (1 +w)lx"
bi¢iminde yazilir. Bu sebeple,

(1 +wWa,x) + a0 = A+ WA+ x4 +x"72) + (1 + w)l,x" "1 4+

(L4 Wy x™7 + ot (L4 Wl X572+ (L4 w)l + k)™ +

(A +wWle_g + kg )x™ S + 4+ (L + Wy + ky)x™ 2 + (1 + Wy + ko)x™t

=1 +wW@+x+-+x""2) 430+ WL+ A+ w431+
Whox™ T+ L+ W™ + 4+ 30+ Wl x5 2+ (L +w)x™ 52 4 kx5 4
314 wWilax™ S+ kg xS+ 31+ Wl xS 4+ -+ kx™ 2+ 31+ w)lyx™ 2 +

kox™ 1+ 3(1 + w)lyx™!

=Q+wWl+x+-+x"T )+ A +wWx" T+ QAW+ e+ (LW +
304+ wWhx™ " 4+ 31+ Wl XM 4 31+ Wl X572+ 3(1 + w)lx™ ST 4
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301 + Wl x5 + o+ 31+ Wlx" 2 + 31+ wlpx™ 1 + kg 12" + -+ + kg x" 2 +

koxn—l

=14+w@+x+-+x""D+ A +wWx"" T+ A+ + -+ (14
wWx" 52+ 31+ wlLx™T + 30+ Wl xT+ -+ 31+ W)l x™ 2+ 3(1 +

W™ 4 ke x™ 5 kg xS 4 e+ kg™ 2 4 kox™ 1 € m(C)

olur. C lineer oldugundan,

(1 +way(x) + a; () +3(1+w)((1 - x™)/(1 —x)) € m(C) (2)
olur. Bu durumda (2)’den,

((1 + u)az(x) + al(x))RC +3(1+uw)((1- Xn)/(l — X)) =3(1+ u)lrxn—r—l +
3(14+ Wl x™ T+ 4+ 3(1 + wWhx" 2+ 3(1 + wWx™ 1 + (ks + 3(L+ W)™ S +
(kg + 31+ w)x™ S + -+ (kg + 3(1 + w)x™ 2 + (ko + 3(1 4+ w))x™?

=31+ wx™ "+ L+ o+ Lx"™ + Lox") + 35 kg + kg x + -+
kxSt + kox®)

= 3(1 + Wr™ g, (x) + 32" 1y (x)

= 3" ((1 + way (x) + ¥ a,* (1)

elde edilir. (1 + w)a,*(x) + x"Sa,*(x) € m(C) oldugundan,

(1 + wWay () + x"5a," (0) = ((1 + way(x) + a5 (x))b(x) dir.
b(x) = xi — (2 + (x" — 1)/a,(x)). h(x) + (1 + w)by (x)

oldugu agiktir. 5.1.3.3. Teorem’den a,(x) = a,*(x) dir. Yani a,(x) self-reciprocaldir.

Ayrica i = r — s olmak iizere, a; (x) | (a,*(x) — x'a,(x)) olur.
Bu durumda, 1) ve i1) saglanir.

Diger taraftan, i) ve ii) saglansin. Herhangi bir c(x) € m(C) olsun. Bu durumda,
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c(x) = (ay(x) + (1 + w)a,(x))m(x) bigiminde yazilabilir.

a,(x) self-reciprocal ve i = der a,(x) — dera,(x) olmak iizere a;(x) | (x'a,*(x) —
a,(x)) ya da i=dera,(x)—dera;(x) olmak iizere a,(x) | (a,*(x)— x‘a,(x))
oldugundan, dera,(x) > dera,(x) ise b(x)=1-Q2+ x"—1)/(x—1))h(x) +
1+ w)b,(x) ya da dera,(x) = dera,(x) ise b(x) =x'—(2+
(x™—=1)/a;(x)).h(x) + (1 + w)b,(x) olmak lizere,

c*(x) = ((a;(x) + (1 + Way (x))m(x))”

= (a,"(x) + (1 + wxta,* (x))m*(x)

= (a,(x) + (1 + wx‘a,* (x))m*(x)

= (a,(x) + (1 + wWx'ay" ()b (x)m* (x)

olur. Bu sebeple, ¢*(x) € m(C) olur. 3(1 + u)((1 — x™) /(1 — x)) € 7(C) oldugundan,
31+ w)((1—x™/1-x)=310+u)+3(1+wx+ - +3(1+u)x"? en(C)

olur. c(x) = ¢y + c1x + -+ + ¢;x% € m(C) olsun. Bu durumda, C uzunlugu n olan devirli

bir kod oldugu i¢in,
x5 he(x) = cox™ ST 4 e x5 + -+ cox™ 7 € (C) dir.

314+ w) +3(1 +wx + -+ 31 +wWx" 52 + (o + 3(1 +w)x™ 51 + (¢ +
314+ wW)x" S+ + (e +3(1+w)x™ 1 =31 +uw) +3(1 +wx + -+ 3(1 +
Wx™ 572 4 30px ™S+ 30" 4+ -+ 3cx™ =31+ w + A w4+

(1 4+wx™ 572 +cox™ S+ x5 + ¢ .x™ 1) € n(C)

oldugundan, (c*(x))R¢ € m(C) olur. Bu sebeple, ((c*(x))R)* = c(x)R¢ € n(C) olur.

Yani C ters sirali tamamlayandir.
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5.1.4.5. Teorem:

n pozitif tek tam say1, as(x) | a;(x) | (x™ — 1) olmak lizere (C) = (a,;(x) +
(1 +wa,(x), (1 +u)az(x) ), Ry[x]/{x™ — 1) halkasinin bir ideali olsun. Bu durumda

C’nin ters sirali tamamlayan olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul;
i)  a,(x) ve az(x)in self-reciprocal ve 3(1 + u)((1 — x™)/(1 — x)) € n(C),
ii) Egeri=dera;(x)—dera,(x) = 0iseas(x) | (x‘ay,*(x) —a,(x)) yada

i =dera,(x) —dera,(x) >0 ise as(x) | (ay,*(x) — x‘a,(x)) olmasidir (Dinh vd.,

2018).
Kanit:

i) n pozitif tek tam sayi, as(x)|a,;(x)| (x™—1) olmak iizere w(C) =
(a;(x) + (1 +wa,(x), (1 +was(x) ), Ry[x]/{x™ — 1) halkasinin bir ideali olsun. C’de
tiim bilesenleri 0 olan 0 kod s6zciigli bulunur, C ters sirali tamamlayan kod oldugundan

0=(0,0,..,0) € C dir. 5.1.4.1. Lemma’dan,

3(0,0,0,..,00 =31+ u,1+u,...1+w)eC—>3(1+w)((1—-x")/1—-x)) €
(C) dir.

ii) n pozitif tek tam sayi, asz(x)|a;(x) | (x™—1) olmak iizere w(C) =

(a,(x) + (1 +wa,(x), (1 +waz(x) ), Ry[x]/{x™ — 1) halkasinin bir ideali olsun.
a,(x) =ko+ kyx + -+ kg1 x5 + kxS ve
a,(x) =1ly+Lx+ -+ L_x""1+ 1.x" olsun.
Durum 1:i = dera, (x) — dera,(x) = 0 yani s = r olsun.
5.2.4.4. Teorem’ e benzer sekilde, (a,*(x) + (1 + w)x5"a,*(x)) € n(C) bulunur.

(al*(x) +(1+ u)xs‘raz*(x)) = (al(x) + 1+ u)az(x))b(x) + (1 +waz(x)c(x) ve
b(x)=1-2+&"—=1)/(x—1))h(x) + (1 + w)by(x) oldugu kolayca goriiliir.
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5.1.3.4. Teorem’den a,(x) = a; (x) dir. Yani a; (x) self-reciprocaldir. Ayricai =s —r

olmak iizere, as(x) | (x‘a,*(x) — a,(x)) olur.
Durum 2: i = dera,(x) — dera,(x) > 0 yani r > s olsun.
5.2.4.4. Teorem’ e benzer sekilde, (1 + u)a,*(x) + x"Sa,*(x) € m(C) bulunur. Boylece

A1+ wa, (x)+x"%a,* (x) = ((1 +u)a,(x) + al(x))b(x) + (1 +waz(x)c(x) elde
edilir. b(x) = x* — (2 + (x™ — 1)/a;(x)). h(x) + (1 + w)b,(x) oldugu kolayca goriiliir.
5.1.3.4. Teorem’den a,(x) = a,*(x) dir. Yani a,(x) self-reciprocaldir. Ayricai =7 — s

olmak iizere, as(x) | (a,*(x) — x‘a,(x)) olur.
Bu durumda, 1) ve i1) saglanir.

Diger taraftan, i) ve ii) saglansin. Herhangi bir c(x) € n(C) olsun. Bu durumda,
c(x) = (al(x) + (1 +wa, (x))p(x) + (1 + w)as(x)q(x) biciminde yazilabilir.

a,(x) ve az(x) self-reciprocal oldugundan ve i = dera;(x)—dera,(x) =0 igin
as;(x) | (xta,*(x) — a,(x)) ya da i=dera,(x)—dera,;(x) >0 i¢cin az(x) |
(ay*(x) — xta,(x)) oldugundan, j = der (al(x)p(x)) — der (a3(x)q(x)) olmak lizere,

c*(x) = ((a,(x) + (1 + wWa,(x))p(x)" + (1 + wWas(x)q(x))"
= (a;"(x) + (1 + wxlay,*(x))p*(x) + (1 + wxlaz*(x)q* (x)

= (@00 + (1 + Wa,())p () + (1 + wm* (@) (xia," () - a, () + (1 +

w)x/as(x)q"(x)
= (a; () + (1 + wa, (0)p*(x) + (1 + Waz(x)m(x)
dir. Bu sebeple, c*(x) € m(C) olur. 3(1 + u)((1 —x™)/(1 — x)) € n(C) oldugundan,

31+w)((—x™/1-x)=31+u)+3(1+wx+ - +3(1+u)x"* en(C)
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olur. c(x) = ¢y + c1x + -+ + ¢,x° olsun. Bu durumda, C uzunlugu n olan devirli bir kod

oldugu igin,
x5 e (x) = cox™ T+ x4 e ex ™ € C dir,

314+ w) +3(1+wx + -+ 31 +wWx" 52 + (o + 3(1 +w)x™ 51 + (¢ +
314+ wW)x" S + -+ (e +3(1+w)x™ 1 =31 +uw) +3(1 +wx + -+ 3(1 +
w)x™ 572 + 3cx™ ST 4+ 30 xS + -+ 3cx T =31+ uw) + (L +Hwx + -+

(1 4+wx™ 572 +cox™ S+ x5 + ¢ .x™ 1) € n(C)

oldugundan, (c*(x))R¢ € m(C) olur. Bu sebeple, ((c*(x))R)* = c(x)R¢ € C olur. Yani

C ters sirali tamamlayandir.
5.1.4.6. Ornek:
x3—1=(x—-1D&*+x+1) =m;(x).my(x) € Z,[x] olsun.

i) a;(x)=a,(x) =my(x) = (x*+x+1) olmak iizere, m(C) = {a;(x)+ (1+
u)a,(x) ) olsun. Bu durumda, a, (x)’in self-reciprocal ve i = dera,(x) — dera,(x) = 0
olmak iizere, a,(x) | (x'a,*(x) —a,(x)) oldugu aciktir. Boylece, C ters sirali
tamamlayan 6zelligine sahip uzunlugu 3, minimum Hamming uzakligi 3 olan bir devirli
DNA koddur. C’nin 8 doniisiimii altindaki DNA goriintiisii, uzunlugu 6, eleman sayisi 16

ve minimum Hamming uzaklig1 3 olan bir DNA kodudur.

ii)  a;(x) =a,(x) = my(x).my(x) ve a;(x) = m,(x) olmak tizere, m(C) = {(a,(x) +
(1 +wa,(x),(1 +u)az(x) ) olsun. Bu durumda, a,(x) ve as(x)’in self-reciprocal
polinomlar oldugu ve asz(x) | ((1+wxla,*(x) + (1+u)a,(x)) oldugu aciktir.
Boylece, C ters sirali tamamlayan 6zelligine sahip uzunlugu 3, minimum Hamming
uzakligr 3 olan bir devirli DNA koddur. C’nin 6 déniisiimii altindaki DNA goriintiisi,

uzunlugu 6, eleman sayis1 64 ve minimum Hamming uzaklig1 2 olan bir DNA kodudur.
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5.2. R, Halkas1 Uzerinde Tamimh Devirli DNA Kodlar

u? = u olmak iizere R,, halkasinin 6zellikleri 3.5. Béliim’de verilmisti. Bu boliimde,
N. Kumar ve A. K. Singh tarafindan belirlenen u? = u olmak iizere, R, halkasi lizerinde
taniml1 uzunlugu n olan devirli kodlarin ters sirali ve ters sirali tamamlayan olmasi igin

gerekli ve yeterli kosullar verilmistir.
Bu boliimde, u? = u olmak iizere R,, lizerinde Gray doniisiimii,
b: Ry > Z§
a+ubw (a,a+b)

seklindedir.

5.2.1. Z, Halkasi Uzerinde Tanimh Devirli Kodlar
5.2.1.1.Teorem:

C,Z, halkasi lizerinde tanimli uzunlugu n olan devirli bir kod olsun. (7(C) S

Z4[x]/{x™ — 1) halkasinin bir ideali olsun.) Bu durumda,

i)  Eger n pozitif tek tam say1 ise, a;(x) | a,(x) | (x™ — 1)(mod 4) Ozelliklerini
saglayan a,(x), a,(x) € Z,[x] polinomlar1 olmak iizere, m(C) = (a,(x),2a,(x)) =

(a,(x) + 2a,(x)) dir. Kisaca Z,[x]/{x™ — 1) esas ideal halkasidir.
ii) Eger n ¢ift tam sayi ise,

a) a,(x), az(x) € Z,[x], a,(x) | (x™ — 1)(mod 2) ve a,(x) + 2a5(x) | (x™ —

1)(mod 4) ozelliklerini saglayan iki polinom olmak tizere, m(C) = {(a,(x), 2a5(x)) dir.

b) a;(x), ay,(x) ve az(x) € Z,[x], a;(x) | a,(x) | (x™ — 1)(mod 2) ile a;(x) |
az(x) | (x™—1)/a,(x) (mod2) ve dera,(x) > dera,(x) > deras(x) ozelliklerini
saglayan polinomlar olmak iizere, m(C) = {(a,(x), 2a5(x),2a,(x)) dir (Kumar ve Singh,

2018).
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5.2.2. R, Halkas1 Uzerinde Tanimh Devirli DNA Kodlar

DNA alfabesi Sp, ={A,T,G,C} ile gosterilsin. x; € {A,T,G,C} olmak iizere,
(%0, X1, v, Xn_1) kod s6zciikleri kiimesi uzunlugu n olan bir DNA kodu olarak tanimlanir.
5.3. Cizelge’de Z,’iin elemanlar1 0 > G, 1 - A, 2 - C ve 3 = T olacak sekildeki bir

dontgim yardimi ile Sp, kiimesinin elemanlarina birebir eslenir. Bu dontisim, 5.2.
Boliim’de tanimlanan Gray doniisiimii yardimiyla 8: R, = Sp 42 dontistimii tanimlanir. Bu
sayede R, halkasinin elemanlarina karsilik gelen DNA c¢iftleri tablosu Cizelge 5.3’de
verilmigtir. Sp, kiimesindeki elemanlarin Watson-Crick tamamlayanlar1 saglamasi, A=
T,T =A,G =C,C =G bicimindedir. Benzer sekilde Sp,, kiimesindeki elemanlarin
Watson-Crick  tamamlayanlar;; AA = TT,TA = AT,GA = CT, ..., TC = AG,GC =
CG,CC = GG} seklindedir.

5.2.2.1. Not:

C, R, halkas1 lizerinde tanimli uzunlugu n olan devirli bir kod olsun. Bu durumda,
4.2.20. Sonug’dakine benzer sekilde C; ve C,, Z, tizerinde tanimli uzunlugu n olan lineer

kodlar olmak tizere C, C = uC; + (1 + 3u)C, bigiminde teklikle ifade edilir.
5.2.2.2. Teorem:

i) C,R, halkasi ilizerinde tanimli uzunlugu n olan C = uC; + (1 + 3u)C, olacak
sekilde bir lineer kod olsun. Bu durumda, C’nin devirli olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

C; ve C, kodlarinin Z, halkasi lizerinde taniml1 devirli kod olmasidir.

ii) C, R, halkasi iizerinde tanimli1 uzunlugu n olan devirli bir kod olsun. Bu durumda
f1(x) ve f,(x) sirasiyla, Z, halkasi tizerinde tanimli C; ve C, kodlarinin {irete¢ polinomlari

olmak tizere, T(C) = (uf; (x) + (1 + 3u)f,(x)) dir (Kumar ve Singh, 2018).
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Cizelge 5.3 R, Halkasimin Elemanlarina Karsilik Gelen DNA Ciftleri

Ry Halkasinin Elemanlari Gray Goriintiileri DNA Ciftleri

r=a+ub o(r) = (a,a+b) 0(r)
0 (0,0) GG

1 (1,1 AA

2 (2,2) cc

3 (3,3) TT

u (0,1) GA

2u (0,2) GC

3u (0,3) GT
1+u (1,2) AC
24+u (2,3) CT
3+u (3,0) TG
1+2u (1,3) AT
2+ 2u (2,0) CcG
34+ 2u (3,1) TA
1+3u (1,0) AG
2+ 3u (2,1) CA
34+ 3u (3,2) TC
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5.2.3. R, Halkasi Uzerinde Tanimh Ters Sirah Kodlar

Bu boliimde, R, halkasi iizerinde tanimli, uzunlugu n olan devirli bir kodun ters
siral1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar Z, halkasi iizerinde tanimli ters sirali kodlar

yardimiyla verilmistir.
5.2.3.1. Lemma:
der a(x) = der b(x) olmak iizere, a(x), b(x) € Z,[x] olsun. Bu durumda;
i) [a(x).b(x)]* = a*(x).b*(x)
ii) [a(x)+b(x)]* = a*(x) + xderax)—derb(®) p*(x) dir (Kumar ve Singh, 2018).
5.2.3.2. Lemma:

(C) = (c(x)), Z,[x]/{x™ — 1) halkasinin bir ideali olsun. Bu durumda, C’nin ters
siralt olmasi igin gerekli ve yeterli kosul c(x) polinomunun self-reciprocal olmasidir

(Kumar ve Singh, 2018).

Kanit:

5.1.3.2. Teorem’in kanitina benzer sekilde kanitlanir.
5.2.3.3. Teorem:

n pozitif tek tam sayr olmak izere, w(C) = (a,(x),2a,(x)) = (a,(x)+
2a,(x) ), Z,[x]/{x™ — 1) halkasinin bir ideali olsun. Bu durumda, C’nin ters sirali olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul a;(x) ve a,(x) polinomlarinm self-reciprocal olmasidir

(Kumar ve Singh, 2018).
Kanit:

5.1.3.3. Teorem’in (1) sikkinin kanitina benzer sekilde kanitlanir.
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5.2.3.4. Teorem:

n ¢ift tam say1 olmak tizere, w(C), Z4[x]/(x™ — 1) halkasinin bir ideali olsun. Bu

durumda,

i) o= 1yada2 olmak iizere, m(C) = (< c¢(x))’in ters sirali olmasi igin gerekli ve

yeterli kosul c(x) ‘in self-reciprocal olmasidir.

i) a;(x), a,(x) ve az;(x) € Zy[x], a;(x) | ay(x) | (x™ —1)(mod 2) ile a,(x) |
as(x) | (x™—1)/a,(x) ve dera,(x) > dera,(x) > deras(x) Ozelliklerini saglayan
polinomlar olmak tizere, m(C) = {(a,(x), 2as(x), 2a,(x))’in ters sirali olmasi i¢in gerekli

ve yeterli kosul
a) a, (x) ve a,(x)’in self-reciprocal olmasi,

b) i = dera,(x) — deras(x) olmak iizere, a,(x) | (x*as*(x) + as(x)) olmasidir
(Kumar ve Singh, 2018).

Kanit:

5.1.3.3. Teorem’in kanitina benzer sekilde kanitlanir.
5.2.3.5. Teorem:

C = uC; + (1 + 3u)C, olacak sekilde R,, halkasi lizerinde tanimli uzunlugu n olan
devirli bir kod olsun. Bu durumda, C’nin ters sirali kod olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

C; ve C,’nin Z, tizerinde tanimli ters sirali kod olmasidir (Kumar ve Singh, 2018).
Kamt:

C; ve C, ters sirali kodlar olsun. C kodundaki herhangi bir k elemani, k; € C; ve
k, € C, olmak iizere, k = uk, + (1 + 3u)k, biciminde yazilir. k,~ € C; ve k,® € C,
oldugu agiktir. Bu durumda, k® = uk,® + (1 + 3wk, € C olur. Boylece C ters siralidir.

Diger taraftan, C ters sirali olsun. k; € C; ve k, € C, olmak iizere, k = uk, + (1 +
3u)k, biciminde yazilsmn. Bu durumda, [, € C; ve [, € C, olmak iizere, kR = uk R +

(1+3wWk,"€C ve kR=uk;"+ 143wk, =ul, + (1 +3u)l, olur. Boylece,

107



u(klR - ll) + (1 + 3u)(k2R - lz) = 0 dir. Bu durumda, klR = ll € Cl Ve sz = lz €

C, olur, ki bu C; ve C,’nin ters sirali olmasini gerektirir.

5.2.4. R, Halkas1 Uzerinde Tanimh Ters Siralh Tamamlayan Kodlar

Bu béliimde, R, halkasi lizerinde tanimli bir kodun ters sirali tamamlayan bir kod

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar verilmistir.
5.2.4.1. Lemma:
Herhangi iki a, b € Z, igin,

i) a+a=0yada2,

esitlikleri saglanir (Kumar ve Singh, 2018).
Kanit:

5.1.4.1. Lemma, 5.1.4.2. Lemma ve 5.1.4.3. Lemma’nin kanitina benzer sekilde

kanitlanir.
5.2.4.2. Teorem:

n pozitif tek tam say1r olmak iizere, m(C) = (a,(x),2a,(x)), Zy[x]/{(x™ — 1)
halkasinin bir ideali olsun. Bu durumda C’nin ters sirali tamamlayan olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul, a;(x) ve a,(x)’in self-reciprocal ve 2((1—x")/(1—x)) € n(C)
olmasidir (Kumar ve Singh, 2018).
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Kanit:
5.1.4.5. Teorem’in (1) sikkinin kanitina benzer sekilde kanitlanir.
5.2.4.3. Teorem:
n ¢ift olmak tizere m(C), Z,[x]/{x™ — 1) halkasinin bir ideali olsun. Bu durumda,

i) o= 1yada2 olmak lizere, m(C) = («x c(x))’in ters sirali tamamlayan olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul ¢ (x) “in self-reciprocal ve 2((1 — x™) /(1 — x)) € n(C) olmasidir.

ii) a;(x), a,(x) ve az;(x) € Zy[x], a;(x) | ay(x) | (x™ —1)(mod 2) ile a,(x) |
az(x) | (x™—1)/a,(x) ve dera,(x) > dera,(x) > deras(x) 6zelliklerini saglayan
polinomlar olmak tizere, m(C) = (a,(x), 2a3(x), 2a,(x)) in ters sirali tamamlayan olmasi

icin gerekli ve yeterli kosul,

a) a;(x) ve a,(x)’in self-reciprocal olmasi ve 2((1—x")/(1—x)) € n(C)

olmasidir.

b) i = dera,(x) — deras(x) olmak iizere, a,(x) | (x'as*(x) + as(x)) olmasidir

(Kumar ve Singh, 2018).

Kanit:
5.1.4.5. Teorem’in kanitina benzer sekilde kanitlanir.
5.2.4.4. Teorem:

C = uC; + (1 + 3u)C, olacak sekilde R,, halkasi lizerinde tanimli uzunlugu n olan

devirli bir kod olsun. Bu durumda, C’nin ters sirali tamamlayan bir kod olmas i¢in gerekli

ve yeterli kosul C’nin ters siral1 bir kod olmas1 ve (6, 0,0, ..., 6) € C olmasidir (Kumar ve

Singh, 2018).
Kanit:

C ters sirali tamamlayan bir kod olsun. Bu durumda, ¢ = (¢;,¢5, ..., 1) € C igin

RC —

c (Ch—1,Cn—2, -, C1,Co) € C dir.
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C lineer olduguna gore 0 = (0,0, ...,0) € C’dir. Bu durumda C ters sirali tamamlayan bir

kod oldugu i¢in (0,0,0,..,0) € C dir. Ayrica, c® = (c,_1,Cpz, ., C1,Co) =

(Ch—1)Cnz> €1, Co) + (0,0,0,...,0) € C dir. Bu C’nin ters sirali bir kod olmasini

gerektirir.
Diger taraftan, C ters sirali ve (6,6,6, ...,6) € C olsun. Bu durumda, ¢ =

. R _ : RC _
(¢, €9y ey Cp_g) EC icin c®R = (cp_1,cnep) sy, c0) EC dir. cRC =

(Che1) Cnz> €1, C0) = (Cp1) Cpzs er €1, Co) + (0,0,0,...,0) € C oldugu icin C ters

siralt tamamlayan bir koddur.
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BOLUM 6

R, HALKASI UZERINDE TANIMLI u-SABIT DEVIRLI KODLAR
ILE DEVIRLI KODLARIN GRAY GORUNTULERI

Bu boliimde, R; halkasi lizerinde, u birimsel elemani segilerek, bu halka {izerinde
uzunlugu tek olan u-sabit devirli ve devirli kodlarin Gray goriintiileri elde edilmistir. Elde
edilen teorem ve sonuglar Sekil 6.1 deki doniisiimlerin komiitatifligini saglayacak sekilde

verilmistir.

6.1. R, Halkas1 Uzerinde Tamimh Uzunlugu Tek Olan u-Sabit Devirli Kodlar ile
Devirli Kodlar Arasindaki iliski

Bu béliimde, u? = 1 olmak iizere R, halkasi iizerinde taniml1 u-sabit devirli kodlarla

devirli kodlar arasindaki iligki verilmistir.

1; nciftise

@ ={

u; n tekise
seklindedir. Bu sonug¢ dogrultusunda asagidaki 6nerme saglanir.

6.1.1.Onerme:

iRy [x]/(x™ = 1) = Ry [x]/{x™ —u)

c(x@) » p(c(x) = c(ux)

dontistimii tanimlansin. n tek olmas1 durumunda, u bir halka izomorfizmasidir.
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Kanit:
i) Vc),d(x) € Ry[x]/{(x™— 1) i¢in c(x) = d(x)(mod x™ — 1) olsun.

c(x)=dx)(mod x™ —1) = c(x) = (x™ —1).k(x) + d(x)  olacak
3 k(x) vardr.

x  ux yazilirsa;

c(ux) = ((ux)™ — 1). k(ux) + d(ux)

= (ux™ —u?). k(ux) + d(ux)

= u(x™ — u). k(ux) + d(ux)

elde edilir. Buradan,

c(ux) = u(x™ —u). k(ux) + d(ux)
oldugu gériiliir. O halde, u(c(x)) = u(d(x))(mod x™ — u) dir.

Bu durumda, p 1y1 tanimlidir.

sekilde

ii)  Vc(x),d(x) € Ry[x]/{x™ — 1) i¢in u(c(x)) = u(d(x))(mod x™ — ) olsun.

p(c(x) = u(dx)) = c(ux) = d(ux)(mod x™ — u)

= c(ux) = k(ux). (x™ —u) + d(ux)
olur. x - ux yazilirsa;
c(@) = k(). (w0" —w) +d(x)

k(). wx™ —u) + d(x)

k(x).(ux™ —u) + d(x) (n tek oldugundan)

w.k(x). (x™ = 1) + d(x)
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elde edilir. Bu durumda, c¢(x) = d(x)(mod x™ — 1) olur.
Bu durumda, u birebirdir.

iii) Ry[x]/(x™ —1) ve R{[x]/(x™ —u) halkalar1 sonlu ve pu birebir oldugundan u

ortendir.

iv)
a) Vc(x),d(x) € Ry[x]/{x™ — 1) olsun.
p(e@) +d) = u((c + D)

= (c + d)(ux)

= c(ux) + d(ux)

= u(c() + u(d())
elde edilir.

b) Vc(x),d(x) € Ry[x]/{x™ — 1) olsun.

(C@.d00) = u(lc. D)

= (c.d)(ux)

= c(ux).d(ux)
= pu(c(0)).u(d)
elde edilir. Bu durumda (a) ve (b) saglandigindan y bir halka homomorfizmasidir.

Bu durumda p bir halka izomorfizmasidir.
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6.1.2.Sonuc:

n pozitif tek tam say1 olsun. I kiimesinin R, [x]/{x™ — 1) halkasinin bir ideali olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul u(I) kiimesinin R;[x]/(x™ — u) halkasinin bir ideali

olmasidir.
Kanit:

=:

I kiimesi R;[x]/{x™ — 1) halkasinin bir ideali olsun. Bu durumda,
Vc(x),d(x) €liginc(x) —d(x) €1 ve
Ve(x) €1,V k(x) € Ry[x]/(x™ — 1) i¢in c(x).k(x) € I, (k(x).c(x) €I)
ozellikleri saglanir.

i) Vu(c(x)) = c(ux), u(d(x)) =d(ux) € u(I) (Vc(x),d(x) €I icin u
homomorfizma oldugundan u(c(x)) — u(d(x)) = u(c(x) — d(x)) € u(l) dir.

i)  Vu(cx)) = clux) € u(l) ve V k(x) € Ry[x]/{(x™ —u) i¢in u homomorfizma
oldugundan u(c(x)).k(x) = u(c(x).k(x)) € u(l) ve k(x).u(c(x)) = u(k(x).c(x)) €
u(l) dir.

Bu durumda, (i) ve (ii) den p(I) kiimesi R [x]/{x™ — u) halkasmn bir idealidir.
&:
u(I) kiimesi R, [x]/(x™ — u) halkasin bir ideali olsun. Bu durumda,

V u(c(x)), u(d(x)) € u() igin u(c(x)) — u(d(x)) € u(l) ve

v u(c() € u(D), v k(x) € Ry[x]/{x™ — u) igin

1(c(x)). k(x) € u), (k(x). u(c(x)) € u(I)) dzellikleri saglanur.
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¢ homomorfizma oldugundan  u(c(x) —d(x)) = u(c(x)) — u(d(x)) € ul)
oldugu ve u(c(x).k(x)) = pu(c(x)).k(x) € u(I) oldugu bilinmektedir. Bu durumda
V c(x),d(x) €I igin c(x) — d(x) €I ve k(x).c(x) €I olur. Ayrica, u(k(x).c(x)) =
k(x).u(c(x)) € u(l) ise c(x).k(x) € I olur.

Bu durumda I kiimesi R, [x]/{x™ — 1) halkasinin bir idealidir.
6.1.3.Sonuc:

n pozitif tek bir tam say1 ve C, R} kiimesinin bir alt kiimesi olsun. {i permiitasyonu

R} kiimesi {izerinde,

f1(co, €1y ey Cneq) = (Co, ucy, ucy, o, U 1ey_y)

biciminde tanimlansin. Bu durumda, C’nin devirli bir kod olmasi icin gerekli ve yeterli

kosul ((C)’nin u-sabit devirli bir kod olmasidir.
Kanit:

C, n (tek) uzunlugunda devirli bir kod olsun. € kodunun polinom gdsterimi, gésterim
kolaylig1 saglamak amaciyla yine 7w (C) yerine C olarak gosterilsin. Bu durumda, C kiimesi
R;[x]/(x™ — 1) halkasinin bir idealidir. Sonu¢ 4.3.2°den u(C) kiimesi R,[x]/{x™ — u)
halkasinin bir idealidir. Bu durumda, j1(C) kiimesi R; lizerinde taniml1 bir u-sabit devirli

koddur.

6.2. R, Halkasi1 Uzerinde Tanimh Gray Déniisiim, u-Sabit Devirli Kodlar ve Tek

Uzunluklu Devirli Kodlarin Gray Goriintiileri
6.2.1. Tanim:
a,b € Z,,u? = 1, olmak iizere R, halkasi iizerinde,

b1: Ry o ZAZL

a+ub - (a,b)
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seklinde tanimlanan doniisiime “‘ Gray doniisiimii’’ denir.
6.2.2. Tamim:

a,b € Z,,u? = 1, olmak iizere r = a + ub, R, halkasindan alinan bir eleman olsun.

Bu durumda,
we (1) = wi(a) +w,(b)
bi¢ciminde tanimlanan degere r’nin *‘Gray agirligr’’ denir.
6.2.3. Not:
0 <i<n-1vec; = a; +ub; olmak iizere herhangi bir (cy, ¢y, ..., Ch—1) € R}

icin ¢; Gray doniligiimii,

by ¢ RY - ZF"

(co €1y s Cp1) = P1(co, €1y v Cnm1) = (@g, Ay, o, A1, by, by, oy b))

bi¢giminde R kiimesine genisletilebilir.
6.2.4.Onerme:

d; minimum Gray uzakligi, d;, minimum Lee uzaklhigi olmak tiizere, (R}, d)
kiimesinden (Z32",d,) kiimesine taniml1 ¢, Gray doniisiimii hem lineer hem de uzaklik

koruyan bir doniisiimdyir.
Kanit:
4.1.9.Teorem ’in kanitina benzer sekilde kanitlanir.
6.2.5. Teorem:
C, R, halkasi tizerinde taniml1 bir (n, M, d;) lineer kod ise d; = d; olmak iizere,

¢4 (C) kodu Z, tizerinde taniml bir (2n, M, d;) lineer koddur.
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6.2.6. Onerme:

o, R} iizerinde tamimli u-sabit devirli dteleme ve ¢, Z2" iizerinde taniml devirli

oteleme olsun. ¢, c 0 = @ o ¢, saglanir.
Kanit:

i=0,1,..,n—1i¢in ¢; = a; + ub; olmak iizere ¢ = (cy, ¢y, ..., Cn—1) € R} olsun.

Bu durumda,
o(c) = (ucp_1,Cos €1, ) Cnz)
= (by,_1 +ua,_q,ay9 +uby,a, + uby, ..., ap_, + ub,_5)
dir. ¢; Gray doniisiimii tanimindan,
O3 (U(C)) = (bp-1,40, A1, -+, An_2, An_1, b, by, ..., bp_3)
elde edilir. Diger Taraftan,
$1(c) = (ao, ay, -+, @n_1,bo, by, v, by 1)
esitligine ¢ doniisiimii uygulanirsa,
40(‘1)1(C)) = (bp-1,40,Q1, -+, An_3, An_1, b9, by, ..., by_3)
esitligi elde edilir.
Bu durumda ¢, c 0 = ¢ o ¢, saglanir.
6.2.7. Teorem:

R; halkasi tlizerinde, uzunlugu n olan u-sabit devirli kodun Gray goriintlisii Z,

iizerinde tanimli, uzunlugu 2n olan devirli bir koddur.
Kanit:

C, R, halkasi {izerinde uzunlugu n olan u-sabit devirli kod olsun. Bu durumda

o(C) = C dir. Bu esitligin her iki yanina ¢, Gray doniisiimii uygulanirsa,
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$1(0(C)) = $,(C) elde edilir. Son esitlik ve 4.4.5.0nerme kullanilirsa ¢,(C) =
qo(d)l(C )) elde edilir. Bu durumda, ¢, (C) halkasi {izerinde tanimli uzunlugu 2n olan
devirli bir koddur.

6.2.8.Onerme:

n pozitif tek tam say1 olsun. g , 6.1.3. Sonu¢’da oldugu gibi tanimlansin. Bu
durumda, § = (1,n+1)(3,n+3)..(n—2,2n — 2) Nechaev permiitasyonu olmak
lizere ¢, it = 5P, dir.

Kanit:

i=0,1,..,n—1i¢in ¢; = a; + ub; olmak iizere ¢ = (cy, ¢y, ..., Cn—1) € R} olsun.

Bu durumda,

f1(co, €1y ey Cneq) = (Co, ucy, Ucy, o, U 1ey_y)

dir. ¢; Gray doniisiimii tanimindan,

(1)1 (ﬁ(C)) = (aO' blf a, b3' vy An_1, bO' Aqy eees bn—l)

elde edilir. Diger taraftan,

o,(c) = (ag, ay, ..., Apn_1, by, by, ..., by_1) oldugu i¢in m(d,(c)) = (1)1(ﬁ(c)) oldugu
goriliir. Dolayisyla, ¢t = § ¢, dir.

6.2.9.Sonuc:

6 Nechaev permiitasyonu olsun. n tek olmak iizere I', R; halkasi lizerinde taniml1

devirli bir kodun Gray goriintiisii ise § (I") devirli bir koddur.
Kanit:

D, R, halkas iizerinde tanimli bir devirli kod ise I' = ¢, (D) dir. 6.2.8.Onerme’den
&1 (a(D)) = 8(d1(D)) = 8(I") elde edilir. 6.1.3. Sonu¢’dan fi(D)’nin C, u-sabit devirli
bir kod oldugunu biliyoruz. Bu durumda, &;(a(D)) = (1(C)) elde edilir. 6.2.7.

Teorem’den ¢4 (C), Z, tizerinde tanimli, uzunlugu 2n olan devirli bir koddur.
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6.2.10. Sonug:

R; halkasi iizerinde tanimli uzunlugu n olan bir devirli kodun Gray goriintiisti Z,

iizerinde tanimli, uzunlugu 2n olan devirli bir koda denktir.

¢

$,(D) S 7" «—— Dc RPe«— w(D) S Ry[x]/{x" — u)
D devirli ideal
5 L u

g

W

$1(A(D)) € T3 «—— (D) =D C R} «——» m(@(D)) E Ry [x]/(x™ — u)
1 u-sabit devirli ideal

Sekil 6.1 R, Halkas1 Uzerindeki Devirli ve Sabit Devirli Kodlarin Gray Goriintiilerinin

Diyagrami
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BOLUM 7

SONUCLAR VE TARTISMALAR

7.1. Sonuclar

Bu c¢alismada, r =a+ub € Z, + uZ, olmak iizere R, = Z,[u]/(u?®—r)
seklindeki 16 sonlu halkanin cebirsel yapilar1 belirlenmistir. Ayrica tiim bu halkalarin
birbirleri ile olan izomorfluk durumlari, yeni doniisiimler tanimlanarak belirlenip Cizelge

3.3’de smiflandirilmistir.

Bu tez ¢alismasinin dordiincii boliimiinde Z, halkasi tizerinde tanimli (optimal) iy1

kodlar elde etmekte kullanilan bir yontemin anlatildigi makalelerdeki sonuglar verilmistir.

Tezin besinci boliimiinde R; ve R,, halkalar1 lizerinde tanimli kodlarin ters sirali ve
ters sirali tamamlayan olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosullarin verildigi makaleler
incelenmistir. Bu sekilde devirli DNA kodlarinin DNA goériintiileri ile arzu edilen nitelikte

DNA dizileri elde etmek mumkiindir.

Bu tez calismasinin orijinal kismi1 olarak altinci boliimde R; halkasi {izerinde yeni
bir Gray doniisiimii tanimlanip yeni bir birimsel eleman yardimu ile belirli uzunluga sahip
sabit devirli ve devirli kodlarin aralarindaki iliskiler belirlenerek bu kodlarin Gray

goriintiileri elde edilmistir.
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7.2. Gelecek Calisma

Bu tez calismasinda cebirsel yapilari belirlenen 16 halka iizerinde asikar olmayan

otomorfizmalar tanimlanarak, bu ¢alisma skew devirli (cyclic) kodlar iizerine taginabilir.

Kosullar degistirilerek veya yeni halkalar secilerek buradaki caligmaya benzer
sekilde sabit devirli ve devirli kodlar arasindaki iligkiler, yeni Gray doniisiimleri

belirlenerek bulunabilir.

Bu calismada iki halka tizerinde verilen devirli DNA kodlar1 tezin kapsami i¢inde
kalan diger halkalar veya yeni halkalar lizerinde tanimlanarak, devirli DNA kodlarin ters
siral1 (reversible) ve ters sirali tamamlayan (reversible complament) olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosullar belirlenebilir.
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