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OZET

Bu ¢aligmanin birinci bdliimiinde, U(1,3) grubu ve bu grubun simetrik uzay1
anlatildi. Tkinci béliimde Laplace-Beltrami operatorii, kuantum sistem, Schrodinger
denklemi, analitik devam ve teorik ve pratik ¢aligmalarda 6nemli rol oynayan bazi 6zel
fonksiyonlar hakkinda bilgi verildi. Ugiincii béliimde U(1,3) grubuyla baglantih
kuantum sisteme bakildi. Laplace-Beltrami operatorii, Schrédinger denklemi,

potansiyelleri, dalga fonksiyonlar elde edildi.



SUMMARY

At first part of this work, it was given information about group U(/,3) and

symmetric space of this group. At second part, Laplace-Beltrami oparator, quantum
system, Schrodinger equation, analytic continuation and about some special functions
which take an important role in teorical and practical works. At third part, it was looked

at quantum systems related to U(7,3) group. Laplace-Beltrami operator, Schrodinger

equation, potentials, wave function have been obtained.



ONSOZ
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1. BOLUM

1.1. Giris

G # bir kiime, bu kiimede bir o : GX G — G ikili islemi verilmis olsun.

- Va,be G igin aobe G, (o isleminin G ’de kapalilik 6zelligi)
- Va,b,ce G igin (aob)oc=ao(boc), (o isleminin G *de birlesme 6zelligi)
- o iglemine gére G ’ de bir birim eleman vardir.

Jdee G > Vae G igin ace=eca=a

- o iglemine gore verilen her elemanin bir tersi vardir.
Vae G i¢in Ja”' € G 3> ace=eca=a
ozellikleri saglantyorsa (G o) cebirsel yapisina grup denir.

Cebirsel denklemlerin ¢6ziimiinde, grup kavramini ilk kullananlardan biri Galois
olmustur. Daha sonra Sophus Lie siirekli doniisiim gruplariyla diferensiyel denklemler
icin benzer bir teoriyi olusturmustur. Bugiin gruplar teorisi matematikte, topolojide,
kuantum teoride, geometride, fizikte, kimyada v.b. diger bilimsel alanlarda énemli rol
oynamaktadir.

Grubun elemanlar1 reel parametrelerin bir kiimesiyle karakterize edilebilirse
gruba siirekli grup denir ve grubun mertebesi de bagimsiz parametrelerin sayist olarak
tanimlanir. Ornegin 3-boyutlu uzayda her bir désnme (@, £,60) ii¢ bagimsiz parametreye
bagh olarak verilebilir. Yine x"=ax+5b doniisiimlerinin kiimesi bir grup olusturur ve
a,b parametreleri (—oo,00) arahiginda tammh oldugundan grup iki parametreli siirekli
grup olur.

G sirekli bir grup, a,be G olsun. a,b elemanlarina grubun parametrik
uzayinda 4,B noktalan kars1 gelsin. Eger A4, B noktalar1 verilen bolgede siirekli bir
yolla baglantili ise, a,b elemanlar1 da G grubunda siirekli bir yolla baglantili oldugu
sOylenir. Eger G grubunun herhangi iki elemani bu sekilde bagh ise G grubuna

baglantilidir denir.



Ornegin; GL(n,C),SL(n,C),SL(n,R),U(n),SU(n),S0(n).U(p,q — p).SU(p.q - p)
gruplar baglantili, GL(n,R),0(n),SO(p,q— p).O(p,q— p) gruplar baglantili degildir.
Baglantili bir G grubunda, eger herhangi kapali bir egri bir noktaya siirekli sekilde
biiziilebilirse, grup basit baglantili, biiziilemiyorsa grubun cok baglantili oldugu

soylenir. Farkli siiflarin sayis1 m ise G grubu m defa baglantilidir denir. Ornegin;

SU(n) grubu basit baglantili, SO(3) grubu iki defa baglantilidir.

Matrislerin gruplar olarak tanimlanan siirekli lineer doniisiim gruplan fiziksel
uygulamalarda 6nemli rol oynar. Bu tiirden olan »n boyutlu gruplar: ele alirsak ki her bir

elemam n adet reel parametreyle verilir. Bu tip 7 -boyutlu grubun elemanlar1 ile # -
boyutlu reel Euclidean R” uzayin bir bdlgesinin noktalar1 arasinda bire-bir esleme
olusturmak miimkiindiir. Grubun parametrelerinin verildigi bolge parametrik uzay
olarak tanimlanir. Bir gruba karsilik bir ¢ok koordinat sistemi verilebilir. Bunlarin her
biri grubun bir parametrizasyonu olarak tanimlanir. Cogu zaman grubun tamamini
parametrize etmek miimkiin olmayabilir.

Ayni zamanda bir Lie grubu olusturan nxn lik matris gruplarimin en fazla
bilinenleri agagida verilmistir.
GL(n,C): M kompleks regiiler matrislerin genel lineer grubu, detM # 0, boyutu
r=2n’ dir. GL(n,C) grubunun her eleman1 2n° boyutlu R, , reel Euclidean uzayda
bir noktaya kars1 gelir. Diger biitiin gruplar GL(n,C) grubunun bir altgrubudur ve
uygun parametrik uzaylar R, , uzaymin altuzaylardir.

SL(n,C): Ozel lineer grup, GL(n,C) grubunun bir altgrubudur, detM =1,
boyutu r = Z(nz —]) dir.

GL(n,R): M reel regiiler matrislerin genel lineer grubudur, det M # 0 , boyutu
r=n’ dir.

SL(n,R): Ozel lineer grup, GL(n,R) grubunun bir altgrubudur, detM =1,
boyutu »=n’ —1 dir.

Ul(n): uu =u'u=1 kosulunu saglayan kompleks matrislerin iiniter grubu olup,

boyutu = n’ dir.



SU(n): Ozel initer grup, U(n) grubunun bir alt grubudur, detu =1, boyutu
r=n’—1 dir.

O(n,C): AA'=1 kosulunu saglayan A kompleks matrislerin ortogonal
grubudur, det A =+1, boyutu r = n(n—1) dir.

O(n,R): AA" =1 kosulunu saglayan A4 reel matrislerin ortogonal grubudur,
det A==+1,boyutu r =n(n—1)/2 dir.

SO(n): n-boyutlu 6zel ortogonal grup, donme grubu O(n) grubunun bir alt
grubudur, det A=1,boyutu r =n(n—1)/2 dir.

Sp(n): Simplektik grup, u'Au= A kosulunu saglayan nxn iiniter matrislerin

t

grubudur. Burada A singiiler olmayan anti-simetrik matris, #° de u matrisinin

transpozu olup, boyutu r=n(n+1)/2 dir.

U(m,n—m): AIA' =1 kosulunu saglayan 4 kompleks matrislerin pseudo-
tiniter grubudur. Burada 1, [, =—1, m+I<k<n ve [, =1, [1<k<m elemanh
diagonal matristir, boyutu » = n’ dir.

SU(m,n—m): Ozel pseudo-iiniter grup U(m,n—m) grubunun bir alt grubu olup,
det A=1,boyutu r=n(n—1)/2 dir.

O(m,n—m): AgA' = A kosulunu saglayan A reel matrislerin pseudo-ortogonal
grubudur, boyutu r=n(n—1)/2 dir.

SO(m,n—m): Ozel pseudo-ortogonal grup O(m,n—m) grubunun bir alt grubu
olup, det A=1,boyutu r=n(n—-1)/2 dir.

Aragtirmalarda ortaya ¢ikan denklemler, alan koordinatlarnt veya W, g,...

fonksiyonlariyla verilen sistemdeki parcaciklarin hallerini belirler. Denklemler lineer,
lineer olmayan, diferensiyel, integral denklemler veya daha genel operator denklemler
olabilir. Grup teori yaklasimi denklemlerin ¢6ziimiinii kolaylastirir. Eger bir fiziksel
sistemin dinamik denklemleri bilinmiyorsa genel simetri prensibinin yardimiyla
denklem bulunabilir veya sistemin genel Ozellikleri arastirilarak simetriden istenilen
sonuglar alinabilir. Simetri islemi denklemin bir hali yerine ona denk bir bagka halini

almay1 miimkiin kilar.



Fiziksel sistemin belirli bir ¢ anindaki durumunu belirleyen w,o,...
fonksiyonlariin belirlenmesi kuantum teorisinin dinamik kismidir. Kuantumlu fiziksel
sistemin belirli bir andaki durumuna dinamik hal denir. Kuantumlu sistemin halini
belirleyen fonksiyona dalga fonksiyonu denir ve sistemin dinamik halleri w/(x,¢)
fonksiyonu ile belirlenir. ,@,..., fiziksel sistemin halleri bir lineer uzaymn
elemanlariyla tanimlanir. Basit olarak bir dinamik problem ,¢,... halleri igin
diferensiyel denklemi ¢ozmektir. Ciinkii fiziksel sistemin biitiin halleri ile denklemin
tiim ¢oziimleri 6zdestir. Koordinatlar, enerji, momentum, agisal momentum gibi verilen
bir fiziksel sistem i¢in Sl¢iilebilen her sey dinamik degiskendir.

Bir boyutlu tam ¢oziilebilen kuantum sistemlerin dinamigi » -boyutlu simetrik
uzayda serbest harekette olan (V' =0) pargacigm sahip oldugu yiiksek simetrinin
bozulmasina bagh olarak verilir. Baska bir ifadeyle, V -potansiyeli ile verilmis bir
boyutlu kuantum sistemin tam ¢oziilebilmesi bu sistemin yiiksek simetriye sahip olmasi
demektir. Bu simetri bir boyutlu simetrinin 7 -boyutlu simetriye yerlestirilmesi ile
acgiklanmisg olur.

Simetrik uzay, G Lie grubu, K kompakt altgrubu olmak iizere G /K bolim
uzayiyla tanimlanir. Boyle verilmis uzaym esdeger tanimi uzayda egriligin kovaryant
tiirevinin sifir olmasidir. Ornegin, G =SO(3), K =S0(2) olmak iizere iki boyutlu
birim  kire  G/K:S” ={x=(x,,x,x,):x +x’ +x) =1} simetrik uzayd.

Simetrik uzayda verilen farkli koordinat sistemlerine karsilik farkli kuantum
sistemler aliriz. Bu uzayda serbest pargacigin kuantum halleri Laplace-Beltrami
operatorii ile verilir. Laplace-Beltrami operatoriiniin degiskenlerine ayrilabildigi bir cok
koordinat sistemi vardir. Ancak bu koordinatlarin geodesic ile bagli oldugu, bagka sézle
simetri grubunun bir parametreli altgruplar ile verildigi durumda denklem bir boyutlu
Schrodinger denklemine getirilebilir.

Tam ¢o6ziilebilen kuantum sistemlerin pek cogu ¢esitli grup yapilar iginde
incelenir. Grup teorisi yaklasimi kullamilarak, G =SO(p,q), U(p,q) gruplaryla
baglantili simetrik uzaylarda bir boyutlu kuantum sistemler, Laplace-Beltrami
operatoriiniin ¢oziimleri, 6zel fonksiyonlar, diizlem dalgalar, grubun temsilleri v.b.
alanlarda cesitli arastirmalar yapilmistir [1,2,3,4,5,7,8,9]. Bu tezde bu ¢alismalarin

devami olarak, U(1,3) grubunun simetrik uzayma baglh olarak verilen kuantum sistem



incelenmigstir. Uygun segilen koordinatlarda Laplace-Beltrami operatorii, Schrodinger

denklemi, dalga fonksiyonlar1 elde edilmistir.

1.2. U(1,3) Grubu

C;,, 1+q=n-boyutlu kompleks vektor uzayinda genel lineer dontsiimler bir

grup olusturur. Bu grup GL(n,C) ile gosterilir. Kompleks vektor uzayinda skaler
carpimi koruyan doniisiimler iiniter doniisiimlerdir ve bu doniisiimler bir grup olusturur.
A kompleks matris olmak {izere AA4" =1 initerlik kosulunu saglayan nxn matrislerin

tiniter grubu Ul(n) ile gosterilir. Benzer sekilde Al A =1 kosulunu saglayan A
kompleks matrislerinin pseudo-iiniter grubu U(m,n), (m < n) olur. Burada

1= diag{],...l,— ],...,—IJ

m adet n adet
kosegen matristir.
n=1+q olmak iizere C"?, kompleks vektdr uzay1,
z= (ZO,ZJ,...,Zq )E c',
bu uzayda skaler ¢arpim
[z, w]= zow_o—z,;,—...—z w
seklinde tanimlanir.
[z,z] =r’, C" uzaymda H? kompleks hiperboloidini tanimlar.
H! =U(1,4)/U(g), =3 i¢in
H? =U(1,3)/U(3).
Bu uzayda her bir ze H! noktasi
z= (ei‘””rn,ei‘”f z,,...e" Tq), 0< ¢ <21
formunda verilir. Burada
[e.e]=7; -7} —..=7) =1

reel hiperboloidi gosterir.



Aslinda H? uzay1 simetrik pseudo-Riemannian uzaydir. C'¢ uzay1 da R>*

pseudo-Riemannian uzayma denktir.

1.3. Simetrik Uzay

I bir vektor uzay1, G de Lie grubu olsun. Eger her bir @, f€ I nokta gifti igin
bir ge G var ve [ =ga saglaniyor ise G grubu /" uzayinda gegisli (transitiv) dir
denir. Eger G grubu /" uzayinda gegisli ise /° uzayma G grubunun homojen uzayi
denir.

G Lie grubunun bir altgrubu A , homojen uzayin bir ¢€ I” noktasini invaryant
birakirsa bu alt gruba & noktasinin stability (stationary, isotropy, little) grubu denir.

Homojen uzay ¢ogu zaman G/ H bolim uzayr olarak tamimlanir: H, G
grubunun bir alt grubu olmak tlizere G/ H grubu her xe G icin xH sol denklik
siiflarinin kiimesi olarak verilir. Eger H ={e} ise G grubunun kendisi de homojen
uzay olusturur. Homojen uzaylara ait 6rnekler verelim.

1. G=80(n+1) grubu, R"" Euclidean uzayda
X;+x+o+x, =1 (1.1)
kuadratik formunu invaryant birakan R"~' uzaymin 6zel ortogonal doniisiimler grubu
olarak tammlanir. (1.1) denklemiyle verilen S”", n-boyutlu kiire yiizeyi, SO(n+ 1)
grubunun homojen uzayidir.
2. Rf;” pseudo-Euclidean uzaym 6zel ortogonal déniisiimler grubu G = SO(7,n),
H = SO(n) olmak iizere X =G/ H homojen uzay1
X)=x;—=x. =1, x,>0 (1.2)
denklemiyle verilen iki oyuklu hiperboloidle temsil edilir.

G bir Lie grubu, o, G grubunun bir involutif otomorfizmasi olsun. Bu
durumda o’ =1, o #1 dir. H, o déniisiimiine gore G grubunun degismeyen bir alt
grubu yani o(H)=H olsun. Bu durumda G/ H uzayma o doniisiimiiyle tanimlanan

homojen simetrik uzay denir.



Simetrik uzay metrikle verilen bir manifoldtur. Simetrik uzayin diger bir tanimu,

uzayn egrilik tensoriiniin kovaryant tiirevinin V (Rabcd): 0 sifir olmasiyla verilir. G
grubunun stability altgrubu; kompakt ise simetrik uzay Riemannian metrigine sahip olur
ve bu uzaylar Riemannian homojen simetrik uzay, kompakt degilse uzay pseudo-
Riemannian homojen simetrik uzay olarak adlandirilir. Simetrik uzaylara ait 6rnekler
verelim.

1. G=SO(n+1), o: involutif otomorfizma déniisiimii,

-1 0
= - G ,s= ,
O'(g) SgS gE S (0 IHJ

burada /,, R" de birim matris olmak iizere
olh)=shs™ =h , he H=50(n)
oldugundan SO(n +1)/SO(n) homojen uzay: simetriktir.

2. G=80(p,q) : g€ SO(p.q), glg' =1 denklemini saglayan matrisler grubu
oldugundan, involutif otomorfizma of(g)=1Igl seklinde verilsin. Bu doniisiimii
invaryant birakan altgrup G grubunun maksimum kompakt alt grubu
H=50(p)xSO0(g) oldugundan X =G/H=S50(p,q)/SO(p)xSO(g) homojen
simetrik uzay olur.

Bu tez calismasinda
H} =U(13)/U(3)

simetrik uzayi lizerinde ¢aligilmistir.



2.BOLUM

2.1. Hipergeometrik Fonksiyonlar

Ozel fonksiyonlar teorik ve pratik arastirmalarda, Ozellikle uygulamali
matematigin denklemlerinin belirli koordinat sistemlerinde degiskenlere ayrilmasi
metoduyla ¢ézlilmesinden ortaya ¢ikar ve 6zel isimlerle belirtilir.

Ikinci mertebeden lineer homojen diferensiyel denklem bir ¢ok singiiler noktalara
sahip olabilir. Ozel olarak singiiler noktalar1 (0,/,00) olan denklemi

2
du
2
A

z(]—z)

+[c—(a+b+])z]%—abu=0 2.1
'z

formunda verebiliriz. Burada, z kompleks degisken, a,b,c z ’den bagimsiz kompleks
ve reel deger alabilen sabitlerdir ve bunlar denklemin parametreleri olarak tanimlanir.
(2.1) denklemi Hipergeometrik denklem, bu denklemin ¢oziimleri de Hipergeometrik
fonksiyon olarak tanimlanir.

Lineer diferensiyel denklemlerin genel teorisinden (2.1) denklemi z =0 noktasi

civarinda

s k
u=z ZCkZ , ¢, #0
k=0

formunda belirli bir ¢oziime sahip olur. Bu kuvvet serisi |z| <1 igin yakinsaktir. (2.1)

denkleminin z =0 civarindaki ¢dziimii,

c=n#0-1-2,. Iise,

u=,F, (a,b;c;z) = F(a,b;c;z) = i

z (2.2)

c=-n, n=012,.. ise,

+1) (b+n+1),
m.’(n+2)m

m

u:Zn+1F(a+n+1’b+7’l+];n+2;2):Z”+]i(a+n
m=0

olur.

(a)o =1, (a), =ala+1).(a+n-1), n=12,.



(
b), g ab a(a+1)b(b+])22 N
lc 1.2.c(c+1)

fonksiyonu z degiskenli a,b,c parametreli Hipergeometrik seri olarak da tanimlanir ve

|z| < I i¢in yakinsaktir. Genellestirilmis Hipergeometrik fonksiyon

seklinde verilir. Burada

(), =L E‘j(:)”) @) =1 (@) ala+D)latn-1) . n=12,.

dir ve bu Pochhammer sembolii olarak bilinir.
Hipergeometrik fonksiyonlarin 6nemli baz1 6zelliklerini verelim.
Hipergeometrik seride @ ve b parametrelerinin yeri degisirse serinin karakteri
degismez. Buradan
- Fla,b;c;z)=F(b,a;c;z) simetri 6zelligini aliriz.
Hipergeometrik fonksiyonun tiirevi

d" ): (a)n (b)

-—Fla,b;e z "Fla+nb+nc+nz) , n=12,. dir.
dz" (c)n

(a)n+1 (b)n+1

2" Fla+n+1Lb+n+1n+2;z)
(n+1)

- lim

- F(a,b +I,‘c;z)—F(a,b;c;z) = EF(a +1,b+1c+ 1;2)
c

Flab, c,-z)} _

_ F(2a,2b;a+b+1/2;z):F[a,b;a+b+1/2; 1z j

7
Hipergeometrik fonksiyonun integral temsili

F(c)

Flabiciz Flabic:s)= o

1
| V=) R

0

Rec>Reb>0, |arg (I - z)< 7|

seklinde verilir.



2F,(a,b;c;z) fonksiyonu ¢ogu zaman F(a,b;c;z) seklinde yazilir ve
Hipergeometrik fonksiyon olarak tanimlanir. ,F, (a;c;x) fonksiyonu ise Confluent

Hipergeometrik fonksiyon olarak tanimlanir ve bu

2

TV -0 —ay=0 (2.3)

X
dx’ dx

diferensiyel denkleminin ¢6zlimii olur ki asagida verilen her bir ¢6ziim (2.3) Confluent
Hipergeometrik denkleminin bir ¢éziimiidiir.

-v,=,F, (a;c;x) = ¢(a,c;x)

-y, =x"" IF](a —c+1:2—c:x)

-y, =e" IFI(c—a;c;—x)

-y, =x""e" F(I-a;2-c—x)

Tiirev bagintist % F (a;c;x) :% F, (a+n;c+n;x) seklinde verilir.
X c),

Confluent Hipergeometrik fonksiyonun integral temsili,
F c h xXu, a— c—a—
,F,(a;c;ﬂ:%}[e’ u(1-u) "du , Rec>Rea>0

olur.

Bazi1 6zel fonksiyonlarin Hipergeometrik fonksiyonla ifadesini verelim.

-(I+z2) =F(=ab;b=z) , (I-z)""(I1+z2)=FQa,a+1;a;z)

a a a
]+[ jz+...+£ sz :( jz’"F(—m,];a—m+1;—1/z)
1 m m

-e” :(ZCoshz)_” tanth(]+£,a+];]+a; ]2 j
2 cosh” z
- cosaz:F(a/2,—a /2:1/2;sin’ z) , Sinaz=asinz F(]-;a ,I;a ,‘%;sinz zj

sin? z=2F(1/21/2:3/2;2%) , log(z+1)=2zF(1,1,2,—z)
z’nin aldig1 baz1 6zel degerler icin Hipergeometrik fonksiyonun ifadesini
verelim. z =1 i¢in,

I'(c)(c—a-b)
I'(c—a)l(c-b)

- Fla,b;c;1)= , ¢c#0~1-2,..., Rec>Re(a+h)

z=-1 i¢in,

10



I'(I+a-b)r(1/2)
r[z-m‘z’jr(];“]

_ F[Za,Zb;a+b+i;ij—F(a+b+]/2)r(1/2) Ca+b+1/2%0~1-2,..

- Fla,b;l+a-b—1)=2"" , I+a-b#0~1-2,.

z=1/2 igin,

2°2) Ila+1/2)r(b+1/2)
z=-1/3 i¢in,

2a
—F(—a,—a+i;2a+i;—ij=(§) F(4/3)F(2a+3/2) , 2a+3/2#0~-1-2,...
2 2" 3) \9) r(3/2)r(2a+4/3)

z=¢e""? icin,

I'(2a+2/3)
Ia+1/3)(a+2/3)(2/3)

- F(a +§,3a;2a +§;em/3} =Jre™? 37(3a+1)/2

Hipergeometrik denklemin parametreye bagl olarak ¢esitli ¢ozlimleri verilebilir.
Asagidaki ¢coziimlerin her biri Hipergeometrik denklemin bir ¢oziimiidiir.
u, = F(a,b;c;z)

=(I-z)"Flc—a,c-b;c;z)

:(1—2)_“F(a,c—b;c; z )

z—1

)

z —

= (1 - Z)fb F(c —a,b;c;

1
u, :F(a,b,'a+b+1—c;1—z)

=z"Fla+1-cb+1-cra+b+1-c;l-z)

=z“F(a,a+]—c;a+b+1—c,‘z_])
z

:z”F(b+1—c,b;a+b+1—c;Z_]j (2.4)
4

Us :(_Z)_aF(Cl,a+1—c;a+]_b’.lj
z

) (12 F(I Che—bati- b;ij
z

1-z

:(]—z)“F(a,c—b;a+]—b; ! )
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=(-z)(-z)" F(a +1—cl—bra+1-b; ! )

1-z

u, = (—z)_bF(b+]—c,b;b+1—a;l]

z

=(-z)(1-2z)" F(] —a,c—b;b+1- a,‘ij

z

:(I—Z)bF[b,c—a;b+1—a; ! )
l—z

=(-2)" (I—Z)C_b_IF(b +l-cl-a:b+l-a- ! J
—Z

us; = ZHF(a +I—c,b+1—c;2—c;z)

=z (1-z) " Fl-al-b2-cz)

= z’"c(l—z)“']F(a+1—c,]—b;2—c; z )
z—1

)
z—1

u, =(l—z) " Flc—a,c—b;c+1-a—b;I-z)

= ZIJ (I—Z)C_b_]F(b+ ]—C,]_a;z_c’.

:ZFL,(I_Z)c—a—bF(]_a,I_b;c+]—a—b;l_z)

:z”"(I—z)c_“_bF(c—a,]—a;c+I—a—b;Z_])
z

:zb“”(l—z)””bF(c—b,]—b;c+I—a—b;Z_Jj

z
F(a,b;c; z) Hipergeometrik fonksiyonun analitik devam bagintisi asagidaki gibi

verilir.

I—c, b—a, c—b—a tamsay1 olmasin.
- F(a,b;c;z):AIF(a,b;a+b—c+1,'1—Z)+A2(]—Z)HH’
xFlc—a,c—bc—a—b+1:1-z) , |arg(]—z)|<7r

z—1

- F(a,b,‘c;z):Alz"“F(a,a+]—c;a+b—c+1; }+Azz“-0(1—z)“‘“‘b

z

xF(e—a,]—a;c+1—a—b;Z_Ij , |arg(z)|<7[ (2.5)

z
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- Fla,b;c;z)=B,(~z)“Fla]—c+a;l-b+a;1/z)+ B,(~z)”"

XF(bl—c+b;I—a —b;]/z) , |arg(— z)| <z

- F(a,b;c;z):B,(]—Z)_GF(a,c—b;a—b+],' ! j+BZ(]—Z)_b

11—z

xF(b,c—a;b—a+1; ! j , |arg(1—z)|<7z'

11—z

Burada 4,,4,,B,,B, katsayilari

_F(C)F(C—a—b) _F(C)F(a+b—c)
A Te—alle=0)” 7 @) 20
_ I'(c)r(b-a) _ I'(c)(a-b)

T TO)e-a) 0 7T klinde verilir.
! F(b)F(c—a) 2 F(G)F(c—b) seklinde verilir

Diger 6zel fonksiyonlarla Hipergeometrik fonksiyonlar arasindaki bagmtilar

asagidaki gibi verilir.

+a -
- Pn(“'ﬁ)(z):{n jF[—n,n+a+,B+1;a+I;]2Zj
n

] Cj(z):i(le)ﬂF(—n,n+2/l;/1+l;1_zj
n! 2 2

n

un/2
- PV”(Z)=;[Z—+IJ F(—v,v+1;1—y;1_2]
I(1-p\z-1 2

- P(z)= F(— non+ 11 17)

- Jv(z):ﬁ(z/Z)VOFJ(V+1;—ZZ/4)

Yukarida  verdigimiz Hipergeometrik fonksiyonlar tek degiskenlidir. Cok

degiskenli Hipergeometrik fonksiyonlarda vermek miimkiindiir.
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2.2. Legendre Fonksiyonlari

Dalga yayilmasi, potansiyel ve diflizyon problemlerinin ¢oziimiinde ortaya

cikan, v dereceden ve y mertebeden

(]—ZZ)dZW—ZZC;—VZV+[V(V+1)—,u2(1—22)1]w=0 2.7)

dz’
Legendre diferensiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢odziimleri olan fonksiyonlara
Legendre fonksiyonlar1 denir. Burada z kompleks veya reel degisken, v, u de reel

veya kompleks sabitlerdir.

(2.7) denklemi uygun degisken doniisiimii yapilarak Hipergeometrik denkleme
. . 5 /2 I—z . . . .
indirgenebilir. Sirasiyla w= (z -1 ) u ve x= > doniigiimleri yapilirsa (2.7)

denklemi

2

wl1= ) (o 101 = 20) 4 (v = i)y gt D=0 2.8)
dx dx

Hipergeometrik denklemine getirilir. Buradan (2.7) denkleminin ¢6ziimii

I (z+1)"” I-z
w=P"(z)=——— Fl-vv+Ll—p;—— |, |1-2<2 (2.9)
I'(1-p)\z-1 2
olur. Eger x = z° doniisiimii yaparsak (2.7) denklemi
d’u du
4x(1—x)d - +[2—(4,u+6)x]d——(,u—v)(v+,u+])u:0 (2.10)
X X

Hipergeometrik denkleme doniisiir ve buradan (2.7) denkleminin ¢6ziimil

w=0"(z)=e"" 27" ﬂ—r(v+ﬂ+1)z_v_”_1(zz—I)ﬂ/ZF(H_’u+1,V+'u+1,-v+é;ij
I'(v+3/2) 2 2 2"z’
2> 1 (2.11)

olur. v,ue N ise P*(z), 0"(z) lineer bagimsiz ¢oziimler oldugundan (2.7)
denkleminin ¢6ziimii w = ¢,P* (z)+¢,0”(z) olur, burada c,,c, keyfi sabitlerdir.
P*(z), 0*(z) fonksiyonlar1 birinci ve ikinci tiirden, v dereceden Legendre

fonksiyonlart olarak tamimlanir. Bu fonksiyonlar (—eo,/) boyunca kesilen Z

diizleminde regiiler ve tek degerlidir. Legendre diferensiyel denklemi,

U—>—l,z—>—2z,Vv—>—v—1 degisimi yapilirsa invaryant kalir. Boylece
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P (+z), O (+z), P* (£ z), 0** (£ z) ¢Oziimleri de (2.7) denkleminin ¢oziimleri
olur. Legendre fonksiyonlar1 arasindaki bazi bagintilar1 verelim.

- P(z)=P4 ,(2)
v+ u+1)0"(z)=e ™ (v —pu+1)0*(2)

F(V+m+1) -
- Pm :—P " = :],2,...
(Z) F(V—m+1) Y (Z) > H=m

- Ol (=2)=—e""0} (2)
-P'(z)=P(z) , u=0 , P"(z)=0 , m>v , meN

14

Legendre fonksiyonlari, (—oco,/) boyunca kesilen diizlemde P*(z), (—oo,1)

14

boyunca kesilen diizlemde Q“(z) fonksiyonu z kompleks degiskeninin analitik bir
fonksiyonudur. Bu kesilen bolgelerde verilen Legendre fonksiyonlar1 Hipergeometrik
seri cinsinden ifade edilebilir. Legendre fonksiyonlarmin bir ¢ok uygulamasinda
z=x+0i=x, —1<x< 1 alinir.

+iuw/2 u/2 _
-Pj’(x):e—(H_XJ F(—v,v+1;]—,u;1 al

I(7—p)\i1-x 2 ]
J

u/2
-Pj’(x):;(l-kxj F(—v,v+1;]—,u;1 al

I(71—p)\1-x 2
un/2
04 ()= I'(I+v+u) (1 xj F(—V,V+1;1+ﬂ;1 xj
2r(l+v—-pu)\I+x 2
u/2
('u)cos(,u )[]-i-_x] F[—V,V+I,‘I—,u;];x]

P! (z), o/ (z) Legendre fonksiyonlarini trigonometrik degisken tiiriinden

yazabiliriz. z = cos @ ,

- P#(cos0)=—-" [”"9) F[”V #H V- ”1 1; sin 9) 0<0<7n/2

(- )

1 [sm@

(- )

- P*(cos6)=

j F(1+v W=V — 11— sin gj

—Pj‘(cosH)—ﬁ(cot%) F( v.v+ 11— ,u,sngj

15



v, i sabitlerinin baz1 6zel degerleri i¢in Legendre fonksiyonlarinin ifadesini
verelim.
H=m=12,. ic¢in,

_pr(z)=2 F(V+m+1)(22 —I)m/zF(]+m+V,m—V+1;]+m,'1_2j (2.12)
m!T(v—m+1) 2

v=n=0,,2,. olsun. Budurumda x4 negatif bir tamsayi ise (2.9) ifadesindeki

Hipergeometrik seri z bagh n dereceden bir polinom olur.

U=m=12.. ve n=m ise (2.12) bagmtisi gecerli olur ve (n—m). dereceden
polinom olur. v =0 ise P’ (z)= Pv(z) olarak yazilir. Genellikle P, (z), 0, (z) Legendre
fonksiyonlari, P/ (2), o (z) fonksiyonlar1 da associated Legendre fonksiyonlari olarak

tanimlanir.

M1 =0 ise,

v

P (z)= F(] +Vv -l ! ; ZJ

olur ki bu ifadenin , z ye gore m (m =1,2,...) defa tiirevi alinirsa

m/2 deV(Z)
dZWl

- P(z)=(" - 1)

- 0"(z)= (zz - I)m/2 ddL:n(z) bagmtilarini buluruz.
z

_P(z)= [Z” j F(— V,—V;I;Z—_]j
2 z+1

:(Z_IJ F(—V,—V;—Zl,‘ 2 j
2 -z

=0 , v=n=0,172,.. ise,

(—])n(2l’l)., 2
- P (z ——F—n,n+1/2,‘]/2,'z
271( ) 22,, (}1/)2 ( )
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_ n ,
; P2n+1(Z):MZF(_ n,n +3/2,‘3/2;22)
2271 (n,)

RE)=rm) 1)

zZ

bagintilar1 verilebilir. Son bagmti Rodrigues formiilii olarak bilinir. Béylece P,(z), n

n

dereceden bir polinom olur ve P, (z)=(-1)" P (z) esitligi saglanir. Bu polinomlar

Legendre polinomu olarak tanimlanir ve Legendre fonksiyonlarinin 6zel bir halidir.

Polinomlar [— L1 ] araliginda ortogonaldir ve bu araliktaki tiim kokleri reeldir.

Legendre fonksiyonlarinin integral temsilini verelim.

- P“(z)= 27 (ZZ — 1)7#/2 ]2(2 +cosht)™ " (sinht)”"™ dt Re(— tt)> Rev > -1
g I~u-v)Irv+1)y ’

um y—v—1 2 —1/2 r
- F(ljlj(- V: ]I))(Z 1) J-(Z +cost)™ (sint)"dt ,
4

0

0/'(z)=

Re(Vv+u+1)>0,Rev >—I

Legendre polinomlarinin ortogonallik kosullar1 asagidaki gibi verilir.

J 0 , nm
_J.Pn(x)Pm(x)dx: 2 n=m , I’l=0,],2,...
2n+1
, . 0 , k+m
[ ) B R (=g k)
-1 m\n — m)’

I-(=0""(n+m)
( )(l+n+])(n m)’

- [or (R (ki = (1)

Legendre polinomlarini genellestirirsek Jacobi polinomlarini buluruz.

(1-x )d“ (B-—a— (0{+,B+2)x)%+n(n+0!+,5+1)u=0 (2.13)

diferensiyel denkleminin ¢oziimleri Pn(”"ﬁ ) (x) Jacobi polinomlart olarak tanimlanir. Bu

diferensiyel denklem Hipergeometrik diferensiyel denkleme indirgenebilir. Bu durumda

bu denklemin ¢oziimleri asagidaki gibi verilir.

+a -
Pn(“ﬁ)(x)=(n jF(—n,n+a+ﬂ+ ];a+1;12xj
n
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:(—1)”(”+ﬁjF[—n,n+a+ﬁ+];/5’+1;];xj

n

+a ! -
" £I+xj F(—n,—n—ﬂ;a+1;x Ij
n 2 x+1
+ _ n
" B (x ]] F(—n,—n—a;ﬁ+1;x+]j
n 2 x—1

01@9)() = 2%+ a+ 1) C(n+ B+1)
" I'Cn+a+p+2)x"" (x+1)°
Jacobi polinomlarimin bazi 6zelliklerini verelim.

- P,(x)=P""(x)

n

- X

F(n+1,n+a’+1;2n+a’+ﬁ+2; 2 )

, D(n+B+1)
1) n T(B+1)

_pen() ="t (a+1), I'n+a+l) par ()
" n! wINa+1) ~ "

m n—m

- P (x)= 2 ”O[HJF“J("JF,BJ(X_I)M (4 1)"

_ ip(aﬂ)(x) _nlla=p)-(@n+a+ p)x]P? (x) + 2(n +a)n+ )P (x)
dx " Cn+a+p)1-x°)

- 2"n! PP (x)=(=1)"(1-x)“(I+x) " D" [(1 —x)""(1+x)’ +"J , Rodrigues formiilii.

Jacobi polinomlarmin ortogonallik kosulu asagidaki gibi verilir.

] j'(l_x)a(Hx)ﬂp(a,ﬂ)(x)Pw,ﬁ)(x)dx _ 2P rn+a+ DO+ B+1)
’, " " Cn+a+pB+Dn!Tn+a+p+1) ™

Jacobi polinomlarinin integral temsilini verelim.

2 " \® B
) (y) = ].J~ -1 (1 tj []Hj gt oxwtl
27 2(t—x) I-x) \UI+x
1

OV ()= 27 (o= ) e+ 1) [ o= o) (1= 2) ™ (14 2) e

-1
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2.3. Laplace-Beltrami Operatorii

Riemannian uzayinda (gl.j) metrik matrisi ve [, .jk baglantis1 tanimlanmig olsun.

Eger (gij ) metrik matrisinin kovaryant tiirevi

agy
ox*

sifir ise bu baglantiya metrik matrisle uzlagsan baglanti denir. Metrik matrisle uzlasan

ng;'/ =<5 Flgl; Fkgzl =0

bagintinin ifadesi asagidaki formiille verilir.

dg, g, dg,
r :égk’E 8 98 _ gUJ (2.14)

’ ox’  ox/  ox'
7', (1,0) tipli tensoriin diverjansini verelim. 7" tensriiniin kovaryant tiirevi

VI = or — 4+
a Nk

formiilii ile verildiginden T’ tensoriiniin diverjansi i¢cin asagidaki formiilii aliriz.

A JT!
AT =V T _a—+r' ™, g=delg,) (2.15)
" A

Fniizigil agz@ +agli _agrr;i _ 1 ag
ox' dx" ox 2g ox"

formiiliinden yararlanarak (2.15) bagmtlsmdan

vt =v, 1 =2 ([qr’)

\/_ax

aliriz. Burada 7' = g’ F) ifadesini yerine yazarsak
-

1 0 , 0
ALB—\/EBX [J‘g o ,j (2.16)

buluruz ki buna Riemannian uzayda verilmis Laplace-Beltrami operatorii denir.

x=(x1,...,xn) kartezyen koordinatlar, g, =5,.j metrik matris olmak lizere E , n

boyutlu Euclidean uzayda Laplace operatorii

az az n az
A=——+..+ :Zaxz (2.17)

ox, ox;
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olarak verilir. £, pseudo-Euclidean uzayda metrik matris

(gij): diag{‘l;-:-_;]‘,—l,...,—]J

plane qtane

seklinde verilir. Bu durumda Laplace operatdrii

2 2 2 2
A= J S+t 82 - 82 - 82 (2.18)
ox, ox, ox,, ox,,,

olur.

§"" kiiresinde verilmis 8,,..,6, , kiiresel koordinat sistemi i¢in Laplace-

Beltrami operatériinii verelim. x = (x,,...,x,)e S"”" de kiiresel koordinatlar
x,=rsin@ _,sin@ _,..sinb,sinb,
x,=rsin@, _,sin@ _,..sinb,cosb,

............................................. (2.19)
x,,=rsinf, _,cosl, _,
x, =rcos@,_,
seklinde verilir. Burada
2<k<n-1

X 44 xi=r , r20 , 0<60,<2r , 056, <1 ,

dir.

Metrik matris , (gl.j): {x, x,} , T,=r"7,=0,,..,7, =6 _, bagtisindan

(gij): diag(l,rz,rz sin’@,_,,...r° sin’ 6,...sin’ HH)

seklinde bulunur. Buradan Laplace-Beltrami operatorii
1 9 o 1

n—1 (n—1)
R
r"! or o 2’

A= (2.20)

olup birinci kisim operatoriin radyal kismini A ((,”" ) da acisal kismin1 olusturur. Burada

i J sin"? - J + 2] A((,”’Z)
sin"~6,_,00, _, 96, , sin" 6,

A (()rh]):

d 1 0’

! 0 (inm? +..+
n—1 .2 .2 2
a6, _, sin® @, _,...sin" 6, 96;

= 2 sin
sin 071—1 aen—l
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dir.

F(r, 0,,..0, )= r"@(ﬁl e, ), o. dereceden homojen bir fonksiyon olmak iizere
A4 ,,F=0

Laplace denklemini ele alalim.

1 9 ,,9F I

A(n)Fz— _+_A(”*1)F=0
e " or or 2!
Buradan
A @ =o(c+n-2)D0,,...0,) (2.21)

denklemini buluruz.

2.4. Kuantum integrallenebilir Sistem

N parcacigi karakterize eden dalga fonksiyonu & (xl,xz,...,xN) , normallestirme

Dalga fonksiyonu

ih%i"(xl,xz--.,x]\,,’t)= H!P(xp-xz"vxzv;t)

diferensiyel denklemin ¢6ziimii ile verilir. Burada H, N pargaciktan olusan sistemin
toplam enerjisini temsil eder. ¥(x) potansiyeli ile birbirini etkileyen N par¢acikli bir
kuantum sistem
N 2 2 2
: 1 0 1 9
H:Zp—’+V(x,,x2,...,xN):—h2 —+t. 5
= 2m, 2m, ox;, 2m, ox),

]+ V(x,,xz,...,xN)

seklinde Hamiltonyen ile tanimlanir. Burada V(x 1,x2,...,xN) potansiyeli 6zel tipte bir

fonksiyondur. Ornek olarak iki farkli tip sistem verilebilir ki bunlar tam

integrallenebilir. Birincisi Oskilator tipte N parcacik problemi ki potansiyel,

N
V(x,,xz,...,xN)zk/Zfo+v(x1,x2,...,xN) seklinde, digeri ise Coulomb tip N

i=1

parcacik problemi olup potansiyel,
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N -1/2
V(xl,xz,...,xN):— ZXIZJ +v(x,,x2,...,xN)
i=1

seklinde verilir. Burada £ ve « sabitlerdir.
Parcaciklarin bir dis kuvvetin etkisi altinda olmamasi1 durumunda potansiyel
enerji  parcaciklarin  birbirlerine gore durumlarma baghdir ve potansiyel,

V(x,~x,,....xy_, —x,) bigiminde yazilir. iki parcaciktan olusan bir sistem igin bunu

yazarsak, V(xl - X, ) , Hamiltonyen

2 2
H=—h2( I 9 + I 9 J"'V(x]_xz)

2m, dx;  2m, Ox;

olur. Bunun i¢in 6zdeger denklemi yazilarak sistem ¢oziiliir. Parcaciklar bir dis kuvvetin
etkisi altinda olsun fakat birbirleriyle etkilesmesin, bu durumda potansiyel

V,(x,)+...+VN (xN) seklinde verilir. Iki parcaciktan ibaret olan sistem igin bunu

yazarsak, V,(x,)+¥,(x,) ve Hamiltonyen

H:—h{ ! 822 ! 822]+V,(x,)+V2(x2)
2m, ox;  2m, ox,
seklinde verilir. Etkilesmeyen parcaciklar igin enerji O0zdeger denklemi parcacik
denklemine ayrilabilir. Parcaciklar 6zdes ise verilen bu durumlar gecerli olmaz. Tek
parcacik igin potansiyel ¥(x) seklinde verilir ki bu bir boyutlu potansiyeldir.
Parcaciktan kastimiz, bunlarin bir nokta bi¢giminde olduklar1 veya en azindan g6z 6niine
alinan fiziksel sistemin tipik boyutlarindan daha kiigiik boyutlara sahip olduklarini ima
ediyoruz.

Simetrik uzayda bir serbest parcacigin kuantum problemi ilgingtir ve bir boyutlu

integrallenebilir kuantum sistemle baglantilidir. Bu tiir problemler bir boyutlu uzayda

N parcacik problemidir ve potansiyel V(xi -Xx j) formunda verilir. Potansiyelin {i¢ basit
tipini verelim. ¥ (x)=sin’ x, V(x)=sinh™ x, V(x)=x7. Bu potansiyeller sirasiyla
kompakt, kompakt olmayan ve egriligi sifir olan simetrik uzaylarla baglantilidir. Bu

sistemlerin tam kuantum sistemlerinin verilmesi durumunda gosterilebilir ki

Hamiltonyen ile simetrik uzaydaki Laplace basit baglantilidir.
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Tam ¢o6ziinebilen kuantum sistemleri incelenebilmesi ig¢in o6zellikle Hilbert
uzay1, Lie grubu ve cebiri, simetrik uzay, diferensiyel geometri, 6zel fonksiyonlar v.b.

matematiksel yapilarin bilinmesi gerekir.

2.5. Schrodinger Denklemi

m kiitleli bir cisim x -ekseni boyunca bir F(x,¢) kuvvetinin etkisiyle hareket
etsin. Bu bir boyutta belirli bir kuvvet altinda parcacigin hareketidir. v hiz, p =mv
momentum, T =1/2mv’ kinetik enerji, x(f) parcacigin pozisyonu gostermek iizere,
klasik mekanikte bunu nasil belirleriz? Newton’un ikinci yasas1 (F = ma) uygulanir ve
uygun baslangic kosullariyla pargacigin x(¢) pozisyonu belirlenebilir.

Kuantum mekanigi bu probleme farkli yaklasir. Bu halde pargacigm ¥(x,¢)

dalga fonksiyonu aranir ki bu Schrédinger denkleminin ¢oziimiiyle verilir. Bir boyutlu

X uzaymda momentum p, kiitlesi m olan bir parcacik serbest, yani bir potansiyel
icinde (V' =0) degilse toplam enerjisi E = p’ / 2m olup sadece kinetik enerjiden
ibarettir. Bu parcacig temsil eden dalga paketinin sayis1 &, acisal frekansi @ olmak
tzere, h=h/2n,w =2nk, k = 2x / A , enerji ve momentum

E=hw,p="hk (2.22)
seklinde verilir. Burada % Planck sabiti, v frekansi, A dalga boyunu gosterir. Bu
bagintilar de-Broglie denklemleri olarak bilinir.

Fotonlar baz1 olaylarda dalga bazi olaylarda da parcacik gibi davranir ancak bir
olay sirasinda iki karakteri ayn1 anda gdsteremez. Bu gliniimiizde dalga-parcacik ikilemi
olarak bilinir. Fotonun bu dalga ve pargacik karakteri (2.22) denklemiyle ifade edilir.
(2.22) bagintilar1 ve klasik dalganin 6zellikleri Schrodinger dalga denklemi olarak
bilinen madde dalgalaria uygun dalga denkleminin olusturulmasinda kullanilir. Serbest

parcaciklara eslik eden madde dalgalari i¢in dalga denklemi

2 2
" 0¥ (x,1) _ _h 9 ?z”(jc,t) (2.23)
ot 2m  ox
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seklinde verilebilir ki bu Schrodinger serbest parcacik denklemi olarak tanimlanir.

Enerji ve momentum operatorleri

R
2mox’ P ox

0
E=ih— , p’/2m=-
P

seklinde tanimlanir. Yukarida elde ettigimiz denklem serbest parcacik icin dogru

sonuglar verir. Daha genel olarak sabit bir V' potansiyeli altinda hareket eden bir

parcacigi ele alahm. Bu pargacigin toplam enerjisi E = p° /2m+V ve de-Broglie

bagmtist hw=h’k’ /2m+V olur. Buradan yukarida verilen (2.23) denklemine benzer

sekilde daha genel

2 2
ihasfl(x,t):_h_a T(x,z)+V(x’t)¥,
ot 2m  ox’

denklemini buluruz. Bu zamana bagl bir boyutlu Schrodinger denklemidir. Denklemi

iic boyutlu sistemler i¢in yazarsak

2 2 2 2
ihaﬁl’(x,t)z_h_£8 LA W]+V(x,t)5”

+
ot 2m\ ox> 9y’ 9z’

0° 9’ 9’
—
ox’ ody’ 9z°

olur. Denklemde A = Laplace operatorii, toplam enerjinin diferensiyel

sekli olan H =—h’/2mA+V Hamilton operatdrii tanimlanirsa Schrodinger denklemi

ihz—iy = HY seklinde de yazilabilir.

Dalga denkleminin ¢oziimii olan ¥(x,¢) dalga fonksiyonu incelenen bir sistem
hakkindaki tiim bilgiyi icermektedir. Yani, fiziksel sistemin belirli bir ¢ anindaki
durumu ¥(x,¢) dalga fonksiyonu ile belirlenir. Sistemin ¥(x,¢) dalga fonksiyonunun
zaman igindeki gelisimi Schrodinger denklemiyle verilir. Yukarida verdigimiz denklem
zamana bagli Schrédinger denklemi olup zamandan bagimsiz Schrodinger denklemini
verelim.

Schrédinger denklemindeki ¥ (x,#) potansiyeli zamandan bagimsiz olsun. Bu
durumda Schrédinger denklemi “degiskenlere ayirma” yoOntemiyle c¢oziilebilir ve

¥ (x,t)=U(x)T(r) seklinde bir ¢6ziim aranir. Buradan

2
Lol __ 1M, U+V(x)

2.24
T ot U 2m (229)
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denklemini elde ederiz. Denklemin sol tarafi sadece ¢ degiskenine, sag tarafi da x
degiskenine baglidir. Denklemin biitiin x ve ¢ degerleri icin gecerli olmasi ancak iki
tarafin bir sabite esit olmasiyla miimkiindiir. Bu sabite ayirma sabiti denir ve bu sabiti

E ile gosterelim. Bu durumda (2.24) denklemi

L oT n’
ih—=ET , —— AU +V(x)U = EU(x) (2.25)
ot 2m

olur. Burada E sabiti fiziksel sistemin toplam enerjisi olarak alinabilir.

(2.24) denkleminin ¢bziimii  ¥(x,f)=e™'"U(x) seklinde verilir. ¥
potansiyelinin bir ¢ok bi¢imi i¢in Schrodinger denkleminin ¢6ziimleri bulunur.
Normalize ¢dzlimler i¢in £ ayirma sabitinin reel olmasi gerekir. £ sabiti kompleks
deger alamaz. Ciinkii £ sabitini E =FE +iE, seklinde yazarsak ¢6ziimdeki

e/ = ™M E /M olur ki bu ¢ — oo i¢in sonsuza gider, bu da dalga fonksiyonu olarak

kabul edilemez. Schrédinger denkleminin ¢dziimleri fiziksel olarak kabul edilebilen
dalga fonksiyonlari olacaksa, bunlarin saglamak zorunda oldugu bazi kosullar vardir.

- Olasilik yorumuna gore parcacigin konumunu bir yerde digerine siireksiz degismez,
ayni anda iki olasilig1 olamaz ve bir yerde sonlu olasilikla bulunabilir. Yani, ¥(x,¢)
dalga fonksiyonu konum ve zamanin siirekli ve tek degerli bir fonksiyonu olmalidir. Bu

parcacigin herhangi bir nokta etrafinda bulunma olasiliginin belirlenmesini garanti eder.
Eger |S” |2 cok degerli bir fonksiyon olsayd1 veya siireksizlikler i¢erseydi bu olasilik iki

veya daha fazla deger alabilirdi.
- Dalga fonksiyonunun biiyiikliigiiniin karesinin biitiin degerler iizerinden integrali sonlu

olmalidir.
[ av < oo (2.26)

Bu kosul saglanmazsa dalga fonksiyonu bire normallestirilemez.
- ¥, ve ¥, gibi iki dalga fonksiyonunun farkli iki durumu temsil edilebilmesi igin
bunlarin lineer bagimsiz olmasi gerekir.

Schrédinger denkleminin degisik tipte potansiyel i¢in ¢6zimii aragtirilir.
Degiskenlere ayirma metoduyla denklem tek boyutlu Schrodinger denklemine
indirgenir, bu da problemin c¢oéziimiinii kolaylastirir. Biz yaptigimz ¢6ziimlerde,

Schrédinger denkleminde m kiitlesini ve # Planck sabitini / aldik.
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2.6. Analitik Devam

D, ve D, gibi iki baglantili bolgenin arakesiti, her iki baglantili bolgede ortak
olan noktalarin tiimiinden olusan D,D, baglantili1 bolgesidir. Eger iki baglantili bolge

kesisirse bu durumda, bdolgelerin her birinde bulunan noktalarin tamami da yine

baglantili bir bolge olustururlar. Bu baglantili bolgeye D, ile D, nin bilesimi denir ve
D, + D, ile gosterilir.

D, ve D, gibi iki kesisen baglantili bolge ve D, ilizerinde analitik olan bir f,
fonksiyonu verildiginde, D, iizerinde analitik olan ve D,D, arakesitine ait olan
noktalarin her birinde f,’e esit olan bir f, fonksiyonu var olabilir. Eger varsa bu
zaman f, ye, f,’in D, baglantili bolgesi i¢indeki analitik devami denir.

f, fonksiyonunun analitik devamu varsa tektir. Cilinkii birden fazla fonksiyon
D, iginde analitik olamaz ve D, igindeki baglantili D,D, bdolgesine ait z noktalarmin
her birinde f, (z) degerini alamaz. f ,’in baglantil1 bir D, bdlgesinden D, ’i kesen bir

D, baglantili bolgesi igine analitik devam1 f, ise,

F( ) 1 (Z) D, inigindeki z'ler i¢in
z)=
/s (z) D, nin igindeki z' ler i¢in,

olmak iizere, F' fonksiyonu D, + D, birlesiminde analitiktir. f, ve f, fonksiyonlarina
F ’nin 6geleri denir ve F de, ya f,’ inyada f, nin D, + D, igine analitik devanudir.

Ornegin,
fiz)=>z" (2.27)

seklinde tanimlanan f, fonksiyonunu diisiinelim. Buradaki kuvvet serisinin yakinsak
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul |z|<] olmasidir. Bu, (]—z)fl fonksiyonunun

Maclaurin serisi a¢ilimidir; o halde

1
11—z

|z| < [ oldugunda fl(z):

dir, ama |z| > ] i¢in f, tanimh degildir. Simdi
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F(z)= (z21) (2.28)

fonksiyonu, z =1/ noktasi hari¢, tanimh ve analitiktir. Bu,

z| =1 c¢emberinin i¢inde

f,’e ozdes oldugundan,

z| >] ve z#1 igin her zaman o bdlgenin disinda f,’in
analitik devamini temsil eder. Bu f,’in birim ¢emberin 6tesinde miimkiin tek analitik
devamidir. Bu durumda f,, (2.28) esitligiyle tanimlanan F  fonksiyonunun bir
Ogesidir.

Eger biz,

kuvvet serisinin yakinsak oldugunu,

z| <1 i¢in z’nin analitik bir fonksiyonunu

gosterdigini ve z = x in toplammm (/—x)” oldugunu bilerek baslarsak, bu durumda
|Z| <1 igin serinin toplamunmn (/ —z)fj oldugu sonucuna varabiliriz, ¢iinkii (7 —z)fl

fonksiyonu, (/- x)_l degerlerini x ekseninin ¢ember i¢inde kalan parcasi boyunca alan

ve ¢ember i¢inde analitik olan fonksiyondur.

Analitik devamin bir diger agiklamasi olarak,

oo

g/(z)=[edt (2.29)

0

zt

fonksiyonunu diisiinelim. —z e integral altinin bir belirsiz integrali oldugundan,

x>0 igin g,(z)= —ie”} _1 (2.30)
z = Z

bulunur. O halde D, ile gosterilen x>0 baglantili bdlgesinde tanimlanir ve orada

analitiktir. g,,

gz(z)zii(zjijn (z+i<1) 2.31)

geometrik serisiyle tanimlanmig olsun. Onun yakinsaklik ¢emberi olan, z =—i noktasi

dolayindaki birim ¢ember icinde seri — ye yakinsar, yani |z + i| < [ baglantil1 bolgesine
z

D, dersek D, deki z ler i¢in
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g,(z)=i—————-=

i i
1-(z+i)i =z (2.32)

bulunur. O halde D,D, arakesitinde g, =g, dir ve g, fonksiyonu g,’in D, igine

analitik devamdir.

G(z)= 1 (z #0) fonksiyonu, z diizleminin baslangi¢ haric, tiim noktalarindan
z

olusan baglantili D, bdlgesi icinde hem g, ’in ve hem de g, 'nin analitik devamudir. g,
ile g, fonksiyonlar1 G ’nin 6geleridir.

Hipergeometrik fonksiyonlar i¢in analitik devam bagmtilar1 genel durumda

I1—c, b-a, c-b-a tamsayi olmamasi halinde, agagidaki gibi verilebilir.
Flabyc;z)= A Flab;a+b—c+1:1—z)+ A (1-2) " Flc—a,c—b;c—a—b+1:1-z)
|arg(1 - Z)| <7z
Flabc;2)=B(-2"Flal-c+a;l-b+a;z" )+ B(~z) " FlbI—c+b:1-a+b; ")
larg(-z) <z
Flabic;z)=B,(1-2)" Fa,c-bia—b+1:(1-2)" )+ B,(1-2)" Flb.c—a:b-a+1:(1-2)")
|arg(1 - Z)| <7z

Flab:c;z)= A,z_”F(a, a+l1-c a+b+1—c1-z" ) + AZZ”_C(] —z)c_a_bF(c—a,I —a;c+1-a-b1-z" )
|arg z| <

A,,4,,B,,B, katsayilar1 asagidaki gibi verilir.

I'(c)(c—a-b) 4 _F(C)F(a+b—c)

4= Ic-a)l(c=b) = 77 I(a)r(b)
5 _Lrb-a) _I()r(a-b)
" re)r(c-a) T 7 r(@)(c—b)
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3. BOLUM

3.1. U(1,3) Grubuyla Baglantih Kuantum integrallenebilir Sistem

C}; 4 -boyutlu kompleks vektdr uzayinda bir z elemant; ze Cj;
zZ= (20’21’22’23)
olarak alinir. Bu uzayda bilineer ¢arpim
[Z: Z] =292y 2,2, 72,2, = Z3Z;
seklinde tanimlanir. Bu C;, de H; kompleks hiperboloidini tanmmlar.

Bir pargacikli sistemlerde ylizeyde vektor halinde koordinatlar verilerek iglemler
yapilir. Ancak iki veya daha ¢ok pargacikli halde bu gegerli olmaz. Boyutlar farklidir.

Vektorle verilmez. Matrislerle verilmelidir. Ornegin SU(2,2) grubunda iki par¢acik var,
elemanlar ve islemler matrislerle yapilir. Oysa U(1,3) ve SO(I,2) grubunda bir pargacik
var. Bu yiizden U(1,3) grubunun yiizeyinde koordinatlar verilerek; yani vektor olarak

ifade edilerek islemler yapilir.

[z, z] =r’ hiperboloidinde pseudo-kiiresel koordinatlar
z, =re"” coshacoshv
z, =re"” sinhacos @
z, =re'” sinhasin@
z, =re"” coshasinhv ;
z= (rei‘”” cosha coshv,re'? sinhacos,re'” sinhasin®,re'” cosha sinh V)
—oo<,V<o0 ,0<0<27,0<¢,<27,i=0123

seklinde verilir.
Yiizeyin kendisine ait bir i¢ geometrisi, yani metrik matrisi vardir. Egrilik ve

burulma yiizeyin dis geometrisinin invaryantlaridir. Yiizeyimizin metrik matrisi;
(o)) i% j igin g, =0, (g, )= L., | .= 1.5

z, = (ei(/’” cosha coshv,e'” sinhacos8,e'”” sinhasin@,e'” cosha sinh V)
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Z, = (rei‘”” sinhacoshv,re'” coshacos@,re'” coshasin@,re'” sinhasinhv )
Z, = (0,—re’¢1 sinhasin@,re'?” sinha cos 9,0)

z, = (rei‘”” coshasinhv ,0,0,re'” cosha cosh V)

14

z, = rie'” cosha cosh V,0,0,0)

0,ire'” sinh & cos 0,0,0)

Z¢1

z, = (0,0, ire'” sinha sin 9,0)

Z, = (0,0,0,ireiq’f coshash V)
I I . _ 2
8n _[Zr"Zr]_] » 822 —[Za’za]—_’” ,
g5 = [z'g,z'g]z—rz sinh’a, g, =lz,.2,]1=-r’cosh’ a ,
- . _ .2 2 2 - . _ 2 .72 2
gss —[z%,z%l—r cosh” atcosh™ v , g, —lz%,zﬁl——r sinh” ocos” 8 ,

_ A . 2 _l- -J__z 2 . 22
g77—[z%,z(pz]— r°sinh” asin® @ , gy =|\z, .z, |=—r" cosh” asinh”v

1 0 0 0 0 0 0 0
0 —r’ 0 0 0 0 0 0
0 0 —rsinhx 0 0 0 0 0
|00 0 —r’cosho 0 0 0 0
o0 o 0 reostocoshy 0 0 0
0 0 0 0 0 —r’sinhocosé 0 0
0 0 0 0 0 0 —r’sinhosin® 0
0 0 0 0 0 0 0 —r’costosinhv
veya

(gi].): diag (1,—r2,—r2 sinh *a,—r? cosh *a,r’ cosh >« cosh *v,
—r’ sinh’ acos’ @,—r’ sinh’ asin® ,—r° cosh’ asinh’ V)
seklinde verilir.
g= det(gl.j)= r' sinh® accosh® accosh® v sinh’ v cos” @ sin” 6

Laplace-Beltrami operatorti,

I o 1.8
A—\/gaxa (\/Eg axbj ab=1..8;
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x=rx’=ax’=0x"=vx =¢,x" =¢,,x =¢,,x' =9,

:82 70 1

+__—_
o’ ror r’

9’ +6c0sh2ai 1 {82 2c0sh2vi 1 9’ 1 9’ }

A A,

A =

LB

2 . 2 7T - 2 7t 2
oo sinh2a o cosh” a| ov sinh2v oV cosh® v d@,  sinh” v d¢;

1 9’ cos 26 d 1 0° 1 9’
12 Ft2— el 2 7T 2
sinh” a| 06 sin20 00  cos® 0 dp; sin” 6 0@,
seklinde bulunur.
4,, ¢ nin ¢ozimiini arayalim.

A,Flav.6,0,)=0(c+6)Flav.6.¢,), j=0123 3.1)

Degiskenlere ayirma yontemine gore,

3

2 im; ) ) ) .
F(a,v,e,qoj): A@)TV)BO)e™ = A(@)T(v)B(0)e™? ™ P ™92 g%

ifadesi denklemde yerine yazip uygulanirsa,

2 2 2
d €+2cot29d—B— m12 + m22 B=-I(I+2)B

0 cos“ @ sin” 6

2 —_—

d f+6coth2aﬁ+("1("1j2)+ Z(ljz)jA=a(a+6)A (3.2)

da cosh” o sinh” o

2 2 2

d€+2coth2vd—T+ M r=0,(0,+2)T

dv dv \cosh’v sinh”v

denklemleri elde edilir.

Bu denklemleri Schrodinger denklemine getirelim.

2 2 2
DB rcor20®B | My ™ (142)B
o d@ \cos” 6 sin” 6

denkleminde, B = (sin 267)71/2 (6) doniisiimii yapilirsa,

dZSVJ{—mIZ +1/4 —mi+1/4

7 +(1+1) }W:O (3.3)

2 .2
cos* 0 sin“ 0

Schrodinger denklemi elde edilir. Burada potansiyel
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—mi+1/4 —m;+1/4
cos’ @ sin’ @

v (6)

ve enerji
E=(+1)

olur. Potansiyel 6zel tipte bir fonksiyon, enerji ise fiziksel bir biiytikliiktiir.

2 2 2
d € +2coth2v L 4 ™ r—0o,(0,+2)T
14 dv \cosh’v sinh”v

denkleminde,
T = sinh™'? vcosh™'? 6% (v)
g =r"" sinh® acosh® accosh’ v sinh’ v cos’ @ sin’ 0
\/gdx =’ sinh’ accosh’ accoshv sinhv cos 0 sin @ dx
T:%y/ , J=coshvsinhv
J

T =sinh™'? v cosh™'? v (v) doniisiimii yapilirsa,

A’V | -mi+1/4 m,—1/4 2
+ + —o,+1) ¥=0 3.4

dv’ sinh’ v cosh’ v ( ! ) 34
Schrédinger denklemi elde edilir. Burada potansiyel

_-my+1/4 m;—1/4

V)= sinh’ v cosh’ v
ve enerji
E=—(o,+1)
dir.
Benzer sekilde
Z’;‘j +6 coth 20:3—’; + (O-éi(;’l 2+a2) + _Sllg; j{))A =o(oc+6)4

denklemini Schrodinger denklemine getirelim.

\/de =1’ sinh’ accosh’ accoshv sinhv cos 0 sin 6 dx
1 . . 23 3
A=Tl// , J=sinh’ acosh’ @
J

A=sinh™"? acosh™? a ¥(ex) doniisiimii yapilirsa,
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(3.5)

2 — —_—
d sr: _{0'1(0'1 +22)+3/4 . 1(1+2)2 3/4 —(a+3)2}1/ 0
do cosh” & sinh” a

Schrédinger denklemi elde edilir. Burada potansiyel

V(a)= o,(c,+2)+3/4 . —1(l+2)-3/4

cosh’ o sinh’ a
ve enerji
E=—(c+3)
olarak elde edilir.

Denklemlerin Schrodinger denklemine geldigini gordiikk. Bu da bir boyutlu
kuantum sisteme karsilik gelir. Bir G grubuna bagh simetrik uzayda serbest pargacik
hareketinin simetrisinin bozulmasi sonucu bir boyutlu kuantum sistem ortaya cikar.
Serbest hareketler simetrik uzayda diizlem dalgalarla ifade edilir. Denklemlerin

¢cOziimleri diizlem dalgalar1 verir.

[k 6nce
2 2 2

d €+2c0t26’d—B— m—12+ m22 B=-I(+2)B (3.6)
0 cos @ sin° 0

denkleminin ¢oziimiinii arayalim.

Denklemde B =tan™ @ cos' W (6) doniisiimii yapilirsa,

+| =2/ + -
do’ de cos’0 cos’@ cos’O

2 . 2 20 o2 . 2 )
daw sin@ m, _ cos 0—sin~6 le+ 1) sin‘@  Im, _mz(l )
cos@ sinBcosl sin@cos@

mz(mz—l) 2m,  cos28 _ cos26 sin6 m; 3 m;
sin’@cos’0  sinbcosO sin26 sin20 cos@ cos’0 sin’O

+Z(l+2)}W=0

denklemi elde edilir. Bu denklemde z = —tan’ 6 degisken déniisiimii yapilirsa,

A1=2) " Jom + 1) —(14+m, +1)z]‘ZV—(_l_m'+mZI_l+m1+’"2]W=o 3.7)
Z

2

dz’ 2 2

—l—-m,+m —l+m,+m
a= 1 2’b= 1 2’

P c=my,+1,a+b+1=-l+m,+1

bilinen Hipergeometrik denklemi elde edilir.

Bu denklemin z =0 civarinda ¢6ziimii,
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—l—m, + —l+m, +
W(z):F( mZ] m2, mZ] mz,‘mg+1,‘zJ

dir. Buradan (3.6.) denkleminin 8 =0 daki ¢oziimii

B=b" tan™ @cos' OF

mym,

(—l—mz/ +m, ,_H'W;’ +m, ;m, + 1;—tan’ Gj (3-8)

olur.

Hipergeometrik fonksiyonlar Legendre, Jacobi, Whitteker fonksiyonlar1 gibi
baska fonksiyonlarla ifade edilebilir. Hipergeometrik fonksiyonlar i¢in ortogonallik
kosulu yoktur. Oysa Jacobi polinomlar1 i¢in ortogonallik kosulu var ve ispatlanmis. O
halde c¢oziimdeki sabiti bulmak i¢in Jacobi polinomlarinin ortogonallik kosulu
kullanilabilir.

Bu yiizden yukaridaki ¢6ziimii Jacobi polinomlariyla ifade edelim.

P(aﬁ)(x)_r(n+1+a) I+x)" e prlt !
" CwIr(l+a) 2 ’ T x ]

_ / -n
F(—n,—n—ﬁ;]+a;x lj: n!I'(1+a) [1+xj P (x)

x+1) I'h+l1+a)\ 2 :
—l—-m, + [+m, —
—n:w;—l=—2n+m1—m2;n=M;ﬁ:—m1;0{:m2;

2 2
x:cos20,'z:x_1
I+x
[4+m, —

[ o, )

cod ) 9 Pl (o 26)

I+m;—m
[+m, +m,+2 —
2

buradan ¢6ziimiin Jacobi polinomlariyla ifadesi

! -
[Hﬂzmj/ T, +1)
B= b,ln/m, sin™ @cos™™ 6 P,&"f,j;::’;;) (cos 26) (3.9)
: F(l+m1+m2+2) e
2

F(—l—mz, +m, , —l+r}12, +m, m, +]’__mn29j:

seklinde verilir. Burada

[+m, —m, = [ [+m;, —m, +2
2 2

dir. Simdi ¢oziimdeki »’

mm,

sabitini belirleyelim.
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j|B|2dx = jBde =1
-1 -1

olsun.
/ - 2
F(Hﬂ2m+j Fm, + ,)
B=b,,, " @cos™ 19Plff,j s )(cos 26)
2
l+m, —m, +2
p(m2mj Fm, + ,)
JBde jmem " @cos™ 49P1+m . (cos 260)
2
I+m, —m, +2
r(’"fzmzj I(m, + 1)
Xb,lnlm, "2 @cos™™ HPH"; o (cosZQ)costdeH 1
2

l+m,—m,+2
rz(fzzjrz(mz +1)

FZ(Hm’ +m, +2j
2

I+m;—m, Lmy—my

2 T2

()

1
J’s 2my+1 ecos—2m,+1 9P my,—m (COSZH) mZ M (COSZH)dH 1
J Iy —my

Bu integralin degerini hesaplayalim. Jacobi polinomlari i¢in ortogonallik 6zelligi

(1 e B o@h)(\plas) 2P rn+a+ DC(n+ p+1)
:‘;(1 W e xf B E (x)dx_(2n+a+,8+1)n./F(n+a+,b’+1) "

bagintisiyla verilir. Burada m = n alnirsa o,,, =9,,, =1 olur.
x=cos20,a=m,, 3 =-m,
(1—x)* =2" sin®™ 0 ve (I+x)’ =27 cos™™ 6

ifadeleri ortogonallik 6zelliginde yerine yazilirsa integral,

5 f(ﬂnfz;mﬂ%mz )
I sin™'@cos "0 P (cos26) B (c0s260) dO=

1+m;—m, l+m;—m,
) R T2 (l 1){(“_”77 —21112 +2j[(l_m] ‘;mz +2)

olarak bulunmus olur. Bu integral yukarida yerine yazilirsa ¢6ziimdeki
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(l+1)r(l+m1+m2+2jr(l—m1+m2+2j
Yo 2 2

mm, _ _ 2 _ 2
r(m2+1)\/2r(l " 2m2+ jr(”’"l m ¥ j

2

katsayis1 bulunur.

Simdi

2 2 2
AT, peosh2Vdl | My ™ p_ g (o, +2)T (3.10)
dv sinh2v dv \cosh”v sinh“v

denkleminin ¢6ziimiinii bulalim.

Denklemde T = tanh™ v cosh® v W doniisiimiinii yapilirsa,

d’w sinhv 2m, cosh’v+sinh’v |dW sinh’v  o,m,
+| 20, + “—+|o,+0,(0, -1 +

dav’ "coshv  sinhvcoshv sinhvcoshv | dv cosh’v ~ cosh’v
1 my(m, —1) 1 cosh v + sinh °v
+m, (o, -2 —+— S—+my — :
cosh v  sinh “vcosh v sinhv coshv  sinhv coshv
sinh v cosh v + sinh *v m? m?
1 . 02 . 32 _O-I(O-]+2)W=0
cosh v  sinhvcoshv cosh v sinh “v

denklemi elde edilir. Burada z = tanh’ v déniisiimii yapilirsa,

? -0, —m,+ -0, +m,+
A=) il + )= 0, +my + 1)) [ O A Y O I Yy
dz Iz 2 2
az_o-l_m0+m3,b:_o'1+m0+m3,c:m3+1,a+b+1:—01+m3+1
2 2

Hipergeometrik denklemi elde edilir.

Hipergeometrik denklemin z =0 civarindaki ¢oziimii,

—0,—m,+m, —0,+m,+
W(z):F( i ;10 o ;’0 m3;m3+];zJ

dir. Buradan (3.10) denkleminin v =0 daki ¢6zliimii,

-0, —m,+m, —0,+m,+m
T=c tanh"“Vcosh"’VF( L 2 L 0 Jom, +I;tanhzvj (3.11)
03 2

olur.
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P(a’ﬂ)(x)— F(n+1+a)(]+xJnF(_n_n_ﬂ-1+a'x_]j
" nI'l+a)\ 2 ’ Ry

- / "
F[—n,—n—,b’;1+a';x sz n! I'(1+a) (1+xj Ped(y)

x+1) I'h+l+a) 2 !
-0, —m,+ o, +m,—
= T T, TR T m3;,3=—mo;06=ms;
2 2
xzcoshZV;z:x_
x+1
(WJ/ I'(m, +1)
7 —O',—m0+m3’—0',+m0+m3 om, + 1 tanh A 2
2 2 (a,+m0+m3+2j
r 2

X cosh ~"otmsy p s (cosh 2y)

o,tmy—m;
2

Buradan ¢6ziimiin Jacobi polinomlariyla ifadesi

[“"z—m} Fm, +1)
T=c sinh™ vcosh™ v P (m”fm“)j(coshZV) (3.12)

=C
mym o +my—m
(. 0'1+m0+m3+2 = ;
2

o, +m,—m, = [ o, +tmy,—m;+2
2 2

olur.

Onceki denklemde ¢oziimdeki sabit ortogonallik kosulundan bulunmustu. Oysa
bu ¢éziimde parametre v olup —oo <V < oo arasinda degerler alir. Burada ortogonallik
kosulu belli degildir. Bu ylizden yukaridaki ¢oziimdeki sabitin asimptot yolu ile
bulunmas1 gerekir.

Simdi asimptot yoluyla ¢oziimdeki ¢’ sabitini belirleyelim.

o
Coziimiin Hipergeometrik fonksiyonla ifadesi

" -0, —m,+m; —0,+m,+m
T=c,, tanh™ Vcosh”IVF( k 20 L — 20 2 om, + 1 tanh’ Vj

seklinde verilmisti.

Hipergeometrik fonksiyonun analitik devam bagintis;
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Flab:c:z) :A,F(a,b;a+b—c+];]—z)+AZ(I—Z)c_a_bF(c—a,c—b;c—a—b+1;]—z) (3.13)

seklinde verilir.

4 _F(C)F(c—a—b).A _F(C)F(a+b—c

)'ar —Z)< T
Cre—are—n) T M) el

g O my tmy b= -0, +m, +m, c=m, 41
2 2
Buradan 4,, 4, katsayilari
I(m; +1)[o, +1) o Im; +1)IN-0,-1)

A4, =

o, +my,+m,+2\ (o, —m,+m,+2\ ’ -0, —m, +m, -0, +m, +m;
2 2 2 2

olarak bulunur.

Atomlari, molekiillerin ve elemanter parcaciklarin yapisint Ogrenmede
genellikle sagilma adiyla bilinen deneysel yontem kullanilir. Bu yontemde sabit tutulan
bir hedef parcacik iizerine belirli bir enerjiye sahip diger bir parcacik gonderilir ve
sacilan parcaciklarin yon ve enerjileri gozlenir. Sagilma problemlerinden ¢ok az1 tam
olarak coziilebilir. Genellikle sagilma problemi yaklagik yontemler gerektirir ve formiile
etmek giictiir. Incelemede cesitli potansiyel tiplerinde sagilma problemine bakilir. S -
matris Schrodinger denkleminin ¢oziimii olan ¥(x) dalga fonksiyonunun limiti olarak
ta verilebilir.

x ekseninin sonlu bir parcasinda bir potansiyel alam verilsin. Bu potansiyel

alanmin saginda ve solunda 7 (x)=0 oldugundan Schrodinger denklemini ¢Sziimleri,

2mE
\ %

olur. ¥(x)# 0 ise Schrédinger denklemini ¢oziimii de ¥(x)= Cf(x)+ Dg(x) olacaktir.

P(x)=Ae™ + Be™ | ¥(x)=Fe™ +Ge™ | k

Verilecek baslangi¢ ve sinir kosullarindan C ve D yokedilir, B ve F de 4 ve G
cinsinden yazilirsa,

B=s,4+5,,G

F=s,A4+5,G

olur. Buradan giden diizlem dalga ile gelen diizlem dalga
B Sy S A
F) \|s 2y Sy NG
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s, S
seklinde temsil edilebilir. Burada, S :[ " IZJ matrisi sacilma veya S -matris olarak
S Sx

tanimlanir. Bu bir boyutta sagilma matrisidir. » -boyutta S -matris verilebilir. S -matris
bize parcaciklarin bir engelden yansimasi ve gecmesi yani sagilma hakkinda bilgi verir.

Buradan S -matris

seklinde verilir.

—-o,—m,+m, —0,+m,+ -0, —m,+m, —0,+m,+
1~y m3’ 1 T m3;m3+];tanhzv —4, L) m3, ,+m, m3;_61; 1
2 2 2 2 cosltv

1 N (o, 4my+m+2 0, —my+m,+2
+4, F ) [O, 2 ————
cosh’ v 2 2 cosh’ v
Bu, ¢dziimde yerine yazilirsa
-0, —m, + -0, +m, + 1
T =c, tanh™ Vv cosh® v A]F( (T Ty 2O T T =0, B j
e 2 cosh° v
1\ +my+my+2 0, —m,+m,+2 1
| ——— | F DI TG T TS 2 (3.14)
cosh”v 2 2 cosh” v

olarak bulunur. Bu ¢O6zliimiin v — o a gitmesi halinde limitini bulalim. v — oo

durumunda,

F—O'I—m0+m3 -0, +m, +m, . 1 _J
2 ' 2 " cosh v

F o, +m,+m;+2 0',—m0+m3+2.0_ Y 1 _J
2 ' 2 LT cosh? v

1
. . . R N L
limcoshv =0, lime' =oo, limtanhv ==1, 5 A
Voo Voo V—eo cosh” v

(cosh‘” V)z e’ , o, =-1+ip, pe [0,00),

V—oo
asimptot

limT(v)=c" e lAlei”" + Aze’ipvl

Voo mohty

seklinde bulunur.
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[|] dx=68(p-p)
TT(V)T(V)costhinh dv=358(p-p’)

(ca’ )2 TA12 [ei(p’p')" + eii(pip,)v ]dV = §(p B p/)

momg

L e ay=s(p-p)
27 7

dir. Yerine yazilirsa, ¢oziimdeki sabit

(e, f == e, =
A>T " J2rA,
olarak bulunmus olur.

Harish-Chandra ¢ -fonksiyonu Harmonik analizde ve temsiller teorisinde 6nemli
rol oynar. Fonksiyonlarin asimptotik davraniglari ¢ -fonksiyonuyla verilir. Buradan c -
fonksiyonunu kabaca sdylersek fonksiyonun limiti olarak bakabiliriz. c¢-fonksiyonu
integral gdsterime de sahiptir. ¢ -fonksiyonu integral yolu ile veya bulunan fonksiyonun
asimptotu alinarak bulunabilir. Asimptot metodunu ilk defa Harish-Chandra verdi. Bu
metotla asimptot alinarak c-fonksiyonu bulunur. c-fonksiyonunun acik ifadesi 7 -
fonksiyonunun terimleriyle verilir.

Harish-Chandra ¢ -fonksiyonunu bulalim. Asimptottaki e”  terimlerinin

katsayisi olan 4, c¢(o)-fonksiyonu olarak verilir.

I(m, +1)[(o,+1)

0,)=4,= ; o, =—1+i
clor)=4, o tmtm+2) (0, —m,+m+2 ! P
2 2
(o) = — Tl M Nip) (3.15)
I ip+m,+m;+1 Ia ip—m,+m;+1
2 2
Son olarak
2 —
d f+6coth2ad—A+(61(612+2)+ Z(lfz)jA=a(a+6)A (3.16)
o da cosh”™ a sinh”

denkleminin ¢6ziimiinii bulalim.

Denklemde A = tanh' o cosh’ oW doniisiimii yapilirsa,
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d’w sinha 1 cosh® o+ sinh’ o | dW sinh’ a
+| 20 +3 oc+oloc-1)

5 + 21— - — 5
do cosho sinhacosho sinhacosho do cosh” o

+l(l 3 1 cosl’ a+sinh’ «
cosh’ o cosi a sinl’ acosl’ a sinhacosha  sinho cosha
. 2 .2
sinh o cosh = & + sinh a+0'1(0'12+2)_ I(Z+22)—0'(0'+6)}W:0
cosh @  sinh o cosh « cosh “ o sinh “ o

+ 30

denklemi elde edilir. Bu denklemde z = tanh’ o doniisiimii yapilirsa,

z(I—z)dZW+[(I+2)—(l—0')z]ddW—£_O-+O-1 +ZJ£—0'—0'1 +Z—2jW:0

dz’ Iz 2 2

- G0, +1-2
q=OrO Gy _Z0m0 T2 sbr =0

2 2

Hipergeometrik denklemi elde edilir.

Hipergeometrik denklemin z =0 civarindaki ¢oziimii,

-o+o0,+l —0-0,+1-2

w(z)= F[ , 42 z]

2 2

olur. Buradan denklemin & =0 daki ¢6ziimii,

-0+0,+l —0-0,+1-2
Azd;’]ltanhlacosh"aF[ g 2"1 < "21 ;l+2;tanh2a] (3.17)

seklinde verilir.

P(,,ﬁ)(x)_r(n+1+a) I+x) . e prara !
" CwIr(l+a) 2 ’ T x4

_ / -n
X 1] n! I'(1+a) [1+xj Ped)(y)
x+1

Fl—n—n-B1+a; = "
[ p I'n+1+a)l 2

-o+0,+! o-0,—
—n = Sn=

2 2

/
=0, +La=1+1;

%=
x=cosh2a;z =
x+1

(a_j_lj’ ri+2)
cosh o g PE1or ) (cosh2ar)

r(a—o; +l+4j oot
2

olur. Buradan ¢6ziimiin Jacobi polinomlartyla ifadesi

F(_6+0’+l -0-0,+[-2

, S+ 2:tanh’a | =
2 2
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(‘Hz’f_ljr r(i+2)
A=dZ, sinh' & cosh® o P11 (cosh 2ax)
! F[a—oy+l+4j %

2
o-o0,-1 - o-0,-1+2
2 ) 2

Simdi asimptot yoluyla ¢oziimdeki d ;’I , sabitini belirleyelim. Denklemin

seklinde olur.

¢Ozimiu
- ; - -0+0,+l —o-0,+1-2 5
A=d], tanh’ acosh® a F > , > I+ 2 tanh” @
olarak bulunmustu.

Hipergeometrik fonksiyonun (3.13) analitik devam bagintisindan;

_—o0+o,+1 b_—O'—a,+l—2

a= , b= ,c=1+2;
2 2
- I'(i+2)r(c+3) 4= Ir(i+2)r(-o-3)
! Ho-o,+1+4) (o+0,+1+46 e H-oto+l) {-0-0,+1-2
2 2 2 2
bulunur. S -matris
g A A
4, A(_T)

olarak verilir.

—-o0+0,+l —0—-0,+-2 —-o0+0,+l —0—0,+-2
F( o+o,+l ~6-0, ;l+2;tanh2aj:A1F[ o+0,4l ~0-0, o2 1 ]

2 2 2 2 ' cosh’a

o+3
+A2[ 12 ] F(O‘—O‘,+l+4}0‘+0'1+l+6}_o_+4; 12 ]
cosh” o 2 2 cosh” o

Bu, ¢oziimde yerine yazilirsa;

-o+0,+l —o-0,+1-2 1
2 2 cosh’ a

A= dgll tanh' acosh® (Z{AIF( , —0—2;

o+3
+A2£ 12 ) F[a—a,+l+4,a+0',+l+6;o_+4’_ 12 ) (3.19)
cosh” a 2 2 cosh” o
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olarak bulunur. Bu ¢oziimiin & — o a gitmesi halinde limitini bulalim. & — o

durumunda,
-0+4+0,+l —o-0,+1-2
plZ2ro ! 7970, —0—2; ]2 =1,
2 2 cosh”
FO-_O-I+Z+4,O-+6]+l+6;6+4; 12 _7.
2 2 cosh” a

] o+3
( J =cosh™?™ g =™ c==3+ir, 7 [0,),

cosh’ a
lim tanh' a = %1, (cosh" ar) ~ % = gl
A—>o0 Ayoo
asimptot

lim Ale) = d;’]le’m [Ale”“ + Aze”m]

O—>o0

seklinde bulunur.
(d;’ll ) |4, Te"(f’f')“da =5(r—7)

i Ie"("”vdv =8(r-7)

—oo

Yerine yazilirsa ¢oziimdeki sabit

de 2 :; d°
( 0'11) 272'|A1|2 = ol

i
 J2r4,

olarak bulunur.

Harish-Chandra c -fonksiyonu

(o)= 4, = I'(l+2)(o+3) =34
1_,(0'—0', +l+4jr[a+a, +Z+6]
2 2
clo)=—+ LU+ Z)F(.”) (3.20)
F(ZT_O-’2+I+1]F(ZT+O-’2H+3J

olarak verilir.
Buraya kadar Laplace-Beltrami operatoriiniin degiskenlerine ayrilmasi sonucu

ortaya c¢ikan ¢ adet denklemin ¢6zimleri bulundu. Bunu yapmakla aslinda
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ALBF(a, v,0, ®; ) = 0'(0 + 6)F(06, v,0, ®; ), j=0,,23 denkleminin ¢6ziimii bulunmus

olur. Buradan ¢6ziim,

(”mf_mz}/ Tm, +1) (W}/nmj +) (‘7—‘2’1 - jf ri+2)

2

d
myny mom% ol W o, +m() +m3 +2 w
2 2 2

X sin™ @ cos ™™ O sinh™ v cosh ™™ v sinh' o cosh ' o

F(aveq)j)

x P (cos 20) P ) (cosh 2v) P17 (cosh 2cx)

l+m;—m, o‘ +m
2 2 2

seklinde olur. Boylece gruba karsilik gelen simetrik yiizeyde hareket eden serbest
parcacigin hareketini belirleyen diizlem dalga bulunmus olur. Schrédinger denkleminin
¢Oziimleri olan dalga fonksiyonlar1 agsagidaki gibi verilir:

oc—-o0,—-[+2

F(%)F(l+2)
Y(a)=dj, sinh""? accosh™'? a PLL 7 (cosh 2ar)
' o-0,+1+4 —
+m, —m, +2
r@r L) Mo, 1)
Yv)=c,, 2 sinh™*""? v cosh™""? v PL"s"" ) (cosh2v)
; o,+m,+m;+2
I( P ) R
- 2
F(“—mf—mf’_)jﬂ(mz +])
v(6)=h 2 in"™ @cos™™ @sin'’’ 20 Pl(+m _mI)(COSZG)
i F(l+m1+m2+2) ”’2”’

2
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