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OZET

I. Boliimde konuyla ilgili gerekli 6n bilgiler verilmistir.

II. Boliimde tame genislemelerine ait teorilere yer verilmistir. Ardindan
degerlendirmelerin geniglemeleri konusunda karsﬂag_ﬂan sabitlerin tanimlar1 verilmis ve
bu sabitlerin farkli durumlardaki kiyaslanmas: yapilmigtir. Tame genislemeleri ile bu
sabitler arasindaki iligki incelenmigtir. Ayrica bu sabitlerin kullanildig1 konulardan;
cisimlerin siralanmasi, minimal ¢iftlerin belirlenmesi, Henselian hatanin bulunmas: ve
deger grubu ile rezidii cisminin belirlenmesi konular1 irdelenmistir. Bu boliimiin
hazirlanmast i¢in bu konu ile ilgili literatiirde bulunan hemen hemen tiim ¢alismalar
incelenmisgtir.

II. Bolimde 6nceki boliimlerdeki bilgilerden yaralamlarak tame genislemeleri

ve sabitler ile ilgili baz1 orijinal sonuglar elde edilmistir.
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SUMMARY

In Chapter I pertinent background material and definitions are given.

In Chapter II the theories about tame extensions are considered. Then the
definitions of constants which occur in subject of extensions of valuations are given and
those constants are compared in different cases. The relation between tame extensions
and those constants is investigated. Moreover comparing fields, obtaining minimal
pairs, finding Henselian defect, obtaining the value group and residue field which are
the main usage subjects for those constants are studied. For preparing this chapter,
almost all studies about this subject are researched.

In Chapter IIl by using knowledge which is in the previous chapters, some

original results are obtained about tame extensions and constants.



vii

ONSOZ
Yiiksek Lisans g¢alismalarim siiresince gok yakin ilgi gostererek higbir yardim
esirgemeyen de@erli hocam Saym Yrd. Dog. Dr. Figen Oke’ye en derin sayg1 ve en

icten tesekkiirlerimi sunarim.

Burcu KILIC



ayr

<i< NNI

rankv

SHIAQ

<

=, >

K'/K
v'/v
e

f
aceb/ K

a ayr!/ K
a trans| K
Dh

def (v'/v)
Try g ()
Ny (@)
we (@)
Ag(a)
M(a,K)
S (@)
E(w/v)
I(w/v)
R(w/v)

viii

GOSTERIMLER

: K cisminin cebirsel kapanist

: K cisminin ayrlabilir kapanis

: degerlendirme

: v nin K ye geniglemesi

: v nin ranki

: v nin deger grubu

: v nin degerlendirme halkasi

: v nin degerlendirme halkasinin maksimal ideali

: v nin degerlendirme halkasimin birim grubu

: v nin rezidii cismi

:x in rezidiisii (degerlendirme halkasinda bulunan x in
¢:V, > (V,/P) =k, kanonik homomorfizma altindaki
goruntlisii)

: K cisminin K’ cismine geniglemesi

: v nin v’ geniglemesi

: dallanma indeksi

: rezidii derecesi

:a, K cismi iizerinde cebirsel eleman
ta, K cismi iizerinde ayrilabilir eleman
:a, K cismi iizerinde transandant eleman
: Henselian hata

:v' niin v lizerindeki hatasi

;o nin trace’i

:¢ nin normu

: Krasner Sabiti

A ()= min{v(ca — a’)[ o' a nin K-eslenigi}

: M(a,K) = {v(@- )| f K.IK(B): KI<[K(B): K1}
: O (a)=supM(a,K)

: E(w/v) =min{[K(x): K(t)]lt € K(x), w(t) =0, t*trans/kv}

: I(w/v) =[G, :G,]
Rwivy=[k, k], ky

k, nin k,, icindeki cebirsel kapams:



GIRiS

Degerlendirme teorisi cebirsel fonksiyonlar ve cebirsel sayilar arasindaki
iligkinin sonucu olarak ortaya ¢ikmugtir. Dedekind ve Weber’in cebirsel fonksiyonlar
teorisine aritmetik yaklagimlart Riemann ylizeyinin bir noktasinda kuvvet serisi
agilimlarinin elde edilmesi problemini ortaya koymustur. Bu sekildeki bir yaklagimi
p-adik sayilar teorisinde ele alan Hensel bunun cebirsel fonksiyonlar teorisinde sik¢a
ortaya ¢ikan kongruens sistemlerini agiklamakta yardimci olacagini gostermistir. Ayrica
1908 yilinda yayimladigi “Theorie der Algebraischen Zahlen” adli kitabinda
deéerlendirme teorisi alanindaki ¢aligmalara taban olusturan ve polinomlarin asal olup
olmadiklarimin belirlenmesi konusunda bir kriter olan indirgenebilirlik lemmasina yer
vermigtir. 1900°1ii yillarda degerlendirme teorisinin kullamlmasiyla birlikte cebirsel
sayilar teorisinin daha iyi anlasilmas: lizerine degerlendirme teorisinde hizli bir geligme
olmustur. Bu gelisimde gbze carpan en &nemli kisiler Ostrowski, Chevalley ve
Krull’dur.

K cismi tlizerinde bir v degerlendirmesi tanimlanmis ise K cisminin bir K’
cebirsel genislemesi ve v nin K' cismine bir v' genislemesi ele alindiginda K’
cisminin bir « elemam i¢in G, deger grubunda bazi sabitler tanimlanmustir.
v' degerlendirmesinin rezidii cismi ve deger grubunun belirlenmesinde kullanildig: i¢in
bu sabitler énemlidir. Bu sabitler arasinda 6zellikle Krasner sabitinin &zel bir yeri
vardir. Bu sabitlerle ilgili ¢aligmalar Krasner ile baglamis, James Ax ile devam etmistir.
Khanduja da bu konudaki ¢aligmalarn gliniimiize kadar getirmistir.

Bir K cisminin v degerlendirmesinin K(x,...,x,) cismine genislemelerinin
elde edilmesi ¢ok eski ve Onemli bir problemdir. Bunun igin oOncelikle v
degerlendirmesinin K(x) cismine geniglemelerinin belirlenmesi hedeflenmistir. K(x) ,
K nin bir transandant genislemesi ise v nin K(x) cismine geniglemeleri de yine K
cisminin cebirsel genislemeleri yardimiyla elde edilmektedir. Dolayisiyla v
degerlendirmesinin - K(xy,...,x,) € tim genislemeleri de yine K mn cebirsel
genislemeleri yardimiyla elde edilecektir. Bir K cisminin K(x) cismine rezidiil

transandant genislemeleri ilk olarak Nagata tarafindan ele alinmigtir. Bu ¢aligmalarin

yardimiyla Alexandru, Popescu, Zaharescu ve Khanduja tarafindan bir K cisminin



genislemeleri tamimlayan minimal ¢iftler belirlenmistir. Rezidil transandant
genislemeler bir cebirsel genisleme yardimiyla tanimlanabildiginden en uygun cebirsel
genislemenin elde edilmesi i¢in minimal ¢iftlerin belirlenmesi gereklidir. Minimal ¢iftin
belirlenmesi de K cisminin cebirsel geniglemelerinin kiyaslanmas: ile miimkiindiir.
Burada sozii edilen sabitler degerlendirilmis cisimlerin kiyaslanmalarinda kullanilan
teorilerin ifade ve kanitlarinda da énemli bir yere sahiptir.

Yine bu sabitler kullamlarak cebirsel genislemeler ic¢in Henselian hata;
transandant genislemeler i¢in tamimlanan Henselian hata yardimiyla elde edilebilir.
Dolayistyla ikinci boliimde 6ncelikle bu sabitlerin irdelenmesi amaglanmastir.

Uzerinde bir v degerlenmesi tanimlanan K cisminin cebirsel genislemeleri
sagladiklan 6zelliklere gore adlandirilir. Bunlardan en énemlisi tame genislemesi olarak
adlandirilan genigleme tipidir. Bu genislemeler hatasizdir ve yukaridaki sabitler
yardimiyla rezidii cisimleri ve deger gruplan hakkinda yorum yapmak miimkiindiir. Bu
yiizden bu boliimde tame genislemeleri ayrica irdelenmistir.

Son bolimde de I ve II. Boélumlerdeki ¢alismalardan yararlamlarak
degerlendirilmis bir K cisminin K’ genislemesinin tame genislemesi olabilmesi igin
literatlirde rastlanmayan gerekli ve yeterli yeni kosullar elde edilmistir. Ayrica sabitlerin

kiyaslanmalariyla ilgili orijinal sonuglar elde edilmistir.



1. BOLUM

ON BILGILER

1.1.Tanim: G carpimsal (veya toplamsal) degismeli bir grup , < (veya >) G
iizerinde bir sira bagintisi olsun. Her a, §,y € G igin

Da<p, B<yise a<y (veya a>f, B>y ise a>y)

i)a<p,a=p,f<a (veya a>f,a=p,5>a) danyalmz biri saglanir,

iila<fB,6eGise ad<f6 (veya a>f,0e€Gise a+3>p+5)
kosullar1 gergekleniyorsa G grubuna iizerindeki < (veya >) bagintisi ile sirali bir grup
denir.

1.2.Tanm: K bir cisim , G ¢arpimsal (veya toplamsal) sirali bir grup olsun.

v:K > GuU{0} (veya v:K—>GuU{w})

biciminde tanimlanan doniiglim her a,be K igin

)v(@=0a=0 (veya v(a)=o&a=0)

i) v(a.b)=v(a)v(b) (veya v(a.b)=v(a)+v(b))

iii) v(a + b) <max{v(a),v(b)} (veya v(a+b)2min{v(a),v(b)})
kosullar1 gergekleniyorsa v doniigiimiine K cismi lizerinde bir degerlendirme adi
verilir.

1.3.Tamm: 1.2. Tammi’'ndaki G sirali grubuna v degerlendirmesinin deger
grubu denir.

1.4.Tamm: K Dbir cisim olsun. v:K —> IR™ doniisiimii her a,be K igin

) v(@z20,v(@=0a=0

i) v(ab)=v(a)v(d)

iii) v(a+b)=v(a)+v(d)
kosullar1 gergekleniyorsa v doniigiimii K cisminin ranki 1 olan degerlendirmesi veya
K cisminin mutlak degeri olarak adlandirlir.

1.5.Tammm: K bir cisim , v K cismi iizerinde bir degerlendirme olsun. Her
acK’ icin v(a)=1 (veya v(a@)=0) oluyorsa y ye K cisminin asikar

degerlendirmesi denir.




1.6.0nerme: K bir cisim , v K cismi tizeride deger grubu carpimsal (veya
toplamsal) olan bir degerlendirme olsun. Asagidaki ifadelerin gerceklendigi v
degerlendirmesinin tammindan kolayca goriiliir.

pv(-H=1 (veya v(-1)=0)

iya,be K, v(a)=v(b) ise
v(a+b)=max{v(a),v(b)} dir, (veya v(a +b)=min{v(a),v(b)} dir)

iii)I<i<n igin a,e€K ise

v(i a;)<max(v(a,)) dir, (veya v(zn:a,-) 2min {v(q;)} dir)

i=1 [

iv)1<i<n igin g, € K ve Zai=0 iseenazbir i # j i¢in v(g;)=v(a;) dir.

i=1
1.7.Tamm: K ve F ikicisim ve F cismi cebirsel kapal1 olsun.
9K —> F U {w}
dontistimii
i) '(F)=V bir halkadr,
ii)¢ nin V halkasina kisitlams: (ol v asikar olmayan bir homomorfizmadir,
iii)ae K igin p(a)=w ise @(a™')=0
kosullar gergekleniyorsa ¢ doniiglimiine K cisminin bir place’i ad: verilir.

1.8.Tamm: K bir cisim, ¥ K cisminin bir alt halkasi olsun. ae K~ iken aeV

veya a”' eV oluyorsa ¥ halkasina X cisminin bir degerlendirme halkas: denir.

1.9.Tanmum: X bir cisim ; ¥, K cisminin bir degerlendirme halkasi olsun.

P={ae V’ a”' ¢V} kiimesi ¥ degerlendirme halkasinin tek maksimal idealidir.
1.10.Tamm: K bir cisim , ¥ Kcisminin bir degerlendirme halkasi olsun.

U={aeV|a™ eV} kimesi bir gruptur ve bu kiimeye ¥ degerlendirme halkasimn

birim grubu adi verilir.



1.11,. Onerme: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi ve G v nin
deger grubu olsun. G garpimsal bir grup ise
V={aeK|v(a)<1}, P={acK|v(a)<1}, U={aeK]|v(a)=1}
ve I' toplamsal bir grup ise
V={aeK|v(a)20}, P={aeK|v(a)>0}, U={aeK|v(a)=0}
bigimindedir.
1.12. Tanum: K bircisim, v K cismi {izerinde bir degerlendirme , ¥ v nin
degerlendirme halkasi ; P, ¥ nin tek maksimal ideali ise ¥/ P kiimesi bir cisimdir ve

bucisme v degerlendirmesinin rezidii cismi ad1 verilir.

1.13. Teorem: K bir cisim olsun. X cismi tizerindeki degerlendirmeleri

degerlendirme halkalar1 ve place’leri arasinda bire-bir bir egleme vardir. (Bachman

1964)

1.14. .Teorem: K bir cisim, A K cisminin bir alt halkasi , F cebirsel

kapali bir cisim ve f:A4-—>F asikar olmayan bir homomorfizma olsun. K
cisminin ¢| 4= f olacak bigimde bir ¢ place’i vardir. (Bachman 1964)

1.15. Tamim: A tek tiirlii asal carpanlarina ayrilabilen bir bolge ve K 4 nin

kesir cismi olsun. € A birimsel eleman ve p ler A nin asal elemanlari olmak {izere

herhangi bir x€ 4 elemani
x=ul[]p®
p
olarak yazilir. ce IR , 0 <c <1 olmak iizere

v,(x)=c% (veyav,(x)=a)

bigiminde tamimlanan dontistim degerlendirme tamimindaki kosullari gergekler. Bu
doniisim 4 nin kesir cismi olan K ya tek sekilde genisletilir. Bu degerlendirmeye K

cisminin p-adik degerlendirmesi adi verilir.

1.16. Tammm: K bir cisim , v K cisminin bir degerlendirmesi olsun. v
degerlendirmesi K cismi tizerinde bir Hausdorff topolojisi tammlar. Her ae K igin

a nin komguluklarinin temel sistemi 4 >0 olmak iizere tiim
Ula,p)={beK|v(@a-b)<p}

kiimeleri ile verilir.



1.17. Teorem: K bir cisim, v, ve v, K cisminin asikar olmayan iki

degerlendirmesi , 7, ve 7, K cismi tzerinde swasiyla v, ve v,

degerlendirmeleriyle belirlenen topolojiler ve a€ K olsun.

Dv,=v, a>0 V) v(a)£1=v,(a) <1
i) T, =T, vi) vi(@)>1=>v,(a)>1
i) 7,, 7,, den daha incedir. vi(@z1=>v,(a)21
) vi(a)<1=v,(a)<1 vi(@)=1=v,(a)=1

ifadeleri denktir. (Weiss 1963)
1.18. Tamum: G swral bir grup, H G grubunun bir alt grubu olsun.a € G olmak

tizere be H ve b <a<b iken ac H oluyorsa H alt grubuna G grubunun bir

isolated alt erubudur denir.

1.19. Tanmm: G sirah bir grup olsun. G grubunun kendisinden farkli tiim
isolated alt gruplannin sayisina G sirali grubunun ranki ads verilir.

1.20. Tapim: K bir cisim , v K cisminin bir degerlendirmesi , G v nin
deger grubu olsun. v degerlendirmesinin ranki G siralt grubunun rankidur.

1.21. Tammm: K bir cisim , v K cisminin bir degerlendirmesi olsun. X
cisminde alinan her Cauchy dizisi v degerlendirmesine gore K cisminin bir

elemanina yakinsiyorsa K cismi v degerlendirmesine gore tamdir denir.

1.22. Teorem: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi olsun. K

cismi v degerlendirmesiyle tam ve K cismi K cismi i¢inde yogun olacak sekilde bir

K cismi vardir. Bu K cismine K cisminin v degerlendirmesine gore tamlams: adi

verilir.

1.23. Teorem: K bir cisim v K cisminin bir degerlendirmesi ve K ,

K cisminin v degerlendirmesine gore tamlanist ise char K = chark ve v(K) =v(K)

dir. (Bachman 1964 )

1.24. Tamm: K ve L iki cisim olsun. e¢eL igin L=K(a) biciminde

yaziliyorsa L cismine K cisminin bir basit genislemesi denir.




1.25. Tamim: L X cisminin bir geniglemesi ve a € L olsun. f(a)=0 olacak
sekilde en az bir f(x)eK[x], f(x)#0 polinomu varsa aec L elemam K cismi
zerinde cebirseldir denir ve @ ceb/K ile gosterilir. |

126, Tanm; L K cisminin bir geniglemesi olsun. Her @z L elemam K cismi
fizerinde cebirsel ise L K cisminin bir cebirsel genislemesidir denir.

127. Tamm: L, K cisminin bir genislemesi olsun. K ={ae L|aceb/K}
cismine K cisminin L cismi icindeki cebirsel kapanisi adi verilir.

1.28. Tanim: L K cisminin bir genislemesi, ae L olsun. @ K cismi
fizerindeki minimal polinomunun bir basit kokii ise @ € L elemam1 K cismi {izerinde
aynlabilirdir denir ve a ayr/ K ile gdsterilir.

1.29.Tammm: : L K cisminin bir geniglemesi olsun. Her a € L elemam K cismi
tizerinde ayrilabilir ise L K cisminin bir ayrilabilir genislemesidir denir.

1.30 Tamm: L, K cisminin bir geniglemesi olsun. K, ={a€ L|aayr/K}
cismine K cisminin L cismi igindeki aynlabilir kapanisi adr verilir.

1.31. Tamm: K cisminin tiim geniglemeleri aymlabilir ise KX cismine
mitkemmel cisim denir.

1.32. Tamum: L X cisminin bir geniglemesi, € L olsun. ¢ elemaninin K
cismi iizerindeki minimal polinomu L{x] i¢inde dogrusal ¢arpanlarina aynlabiliyorsa
a € L elemam K cismi iizerinde normaldir denir.

1.33. Tammm: L X cisminin bir genislemesi olsun. Her @ € L elemam K cismi
izerinde normal ise L K cisminin bir normal genislemesidir denir.

1.34. Tamm: L X cisminin normal ve ayrilabilir bir geniglemesi ise L cismine
K cisminin bir Galois genislemesi denir.

1.35. Tamim: L K cisminin bir Galois geniglemesi olsun. L nin K cismini
sabit birakan otomorfizmalarinin kiimesi bileske iglemine gore bir gruptur ve bu gruba
L nin K cismi iizerindeki Galois grubu denir.

1.36. Tamm: L, X cisminin sonlu bir geniglemesi, ae L ve p(x)=Irr(a,X)

olsun. Eger p(x)=(x—a)™, m>1 ise a elemanina K cismi lizerinde tamamiyla

aynilamaz denir. L, K cisminin bir geniglemesi olsun. Her ae L elemam K cismi
{izerinde tamamiyla aynlamaz ise L, K cisminin tamamiyla ayrilamaz _geniglemesidir




denir. [K,, :K] derecesine L cisminin K cismi tizerindeki aynlabilirlik derecesi,
[F: K g, ] derecesine ise L cisminin K cismi tizerindeki ayrilamazlik derecesi denir.

1.37. Tammm: K F cisminin sonlu bir geniglemesi, F' nin K cismi igindeki

ayrilabilirlik derecesi n , aynlamazhk derecesi [K: F];, olsun. oy,......,0, K nm F-

otomorfizmalan olmak lizere ae K elemanmn F iizerindeki normu

i=1

., [K:F);
Nk/r(a) =[H0i(a)}

ve trace’i
n
Tx/r(@)=[K:F1; ) o;(a)
i=1
bi¢iminde tammlanr,

1.38. Teorem: K bir cisim , v K cisminin bir degerlendirmesi ve L K

cisminin bir genislemesi olsun. Bu durumda v degerlendirmesi L cismine
genisletilebilir. (Bachman 1964)
1.39 Teorem: L K cisminin bir genislemesi, v K cisminin bir degerlendirmesi,

v; v degerlendirmesinin L cismine bir genislemesi olsun. ¥, v degerlendirmesinin
degerlendirme halkas1 , P, ¥, nin maksimal ideali, U, ¥V, nin birim grubu, Vy, Ve

degerlendirmesinin degerlendirme halkasi, P, V, nin maksimal ideali ve U v, Vv

nin birim grubu ise
Vv, =KﬁVvL , P, =Kr\PVL , U, =K(\UVL
seklindedir.
1.40. Tammm:, K bir cisim,v K cisminin bir degerlendirmesi olsun. L K

cisminin bir geniglemesi ve v; v degerlendirmesinin L cismine bir genislemesi olsun.

v ve v; degerlendirmelerinin sirasiyla deger gruplan G, ve G, " rezidii cisimleri

k, ve 'k, ise e=e(v,/v)=[G, :G,] indeksi dallanma _indeksi,

= v /v)= [kvL :k,] derecesi rezidii derecesi olarak adlandinlir. Eger e(v; /v) =1

ise v; degerlendirmesine v iizerinde dallanmamugtir denir.




1.41. Teorem: L K cisminin #. dereceden bir genislemesi, v K cisminin bir
degerlendirmesi, v; v degerlendirmesinin L cismine bir genislemesi olsun. e dallanma
indeksi, f rezidii derecesi olmak lizere e f < n dir. (Bachman, 1964)

1.42.Tanmm: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi olsun. v

degerlendirmesinin deger grubu sonsuz devirli bir grup ise v ye aynk degerlendirme

denir.

1.43 Teorem: K bir cisim, v K cisminin ayrik bir degerlendirmesi olsun. X
cismi v degerlendirmesine gére tam ise ve L K cisminin ». dereceden bir genislemesi
ise e f =n dir. (Bachman, 1964)

1.44. Tamim; K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi olsun. K cisminin
her bir L cebirsel geniglemesi i¢in v degerlendirmesinin L cismine bir tek genislemesi

varsa v ye Henselian degerlendirme denir.

1.45. Tanim; K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi olsun. L K
cisminin v degerlendirmesinin tek sekilde genisletilebildigi en kiiclik cisim ise L

cismine K cisminin Henselizasyonu denir.

1.46. Tanim: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi, L K cisminin
cebirsel bir genislemesi ve v;, v degerlendirmesinin L cismine bir genislemesi olsun.

e ve f sirasiyla dallanma indeksi ve rezidii derecesi olsun. L cisminin Henselizasyonu

(L)h ve K cisminin Henselizasyonu (K)h olmak tizere L/K genislemesinin

Henselian hatasi [(L)h (K )h 1/ef ile tammlamr, def((L,vy)/(K,vg)) veya

def (L/ K) ile gosterilir. Eger def (L/K) =1 ise genisleme hatasizdir denir.
1.47. Tanmm: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi, L K cisminin

bir genislemesi ve v; v degerlendirmesinin L cismine bir genislemesi olsun. Eger v

degerlendirmesi ile v; degerlendirmesinin defer gruplan ve rezidii cisimleri ayn: ise

vy v degerlendirmesinin immediate genislemesidir denir.

1.48. Tanmm: K bir cisim, v K cisminin henselian bir degerlendirmesi, L K
cisminin bir geniglemesi ve v;, v deferlendirmesinin L cismine bir geniglemesi olsun.
e ve f sirasiyla dallanma indeksi ve rezidii derecesi olmak tizere

) [L:K]=ef '

ii) k.., k, cisminin ayrilabilir bir geniglemesidir.
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iti) chark,fe

kosullar saglantyorsa L/ K geniglemesine Tame genislemesi denir.

1.49. Tanim: K bir cisim, v K cisminin henselian bir degerlendirmesi, L K

cisminin bir genislemesi ve v;, v degerlendirmesinin L cismine bir genislemesi olsun.

e dallanma indeksi chark, = p mnin bir kuvveti ve k, /k, tamamiyla ayrilamaz bir

genigleme ise L/ K genislemesine tamamiyla wild genisleme denir.

1.50. Tammm: L, K cisminin bir geniglemesi olsun. ¢ € L elemam K cismi
iizerinde cebirsel degilse a elemami K cismi iizerinde transandanttir denir ve

a trans/ K ile gosterilir. En az bir ¢ e L elemami K cismi lizerinde transandant

oluyorsa L K cisminin transandant bir geniglemesidir.

1.51, Tanim: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi olsun. K(x) X
cisminin basit transandant bir genislemesi, v  degerlendirmesinin K(x) cismine
geniglemesi w, deger grubu G,,, rezidii cismi k,, olmak iizere k,, /&, genislemesi de
transandant genisleme ise w degerlendirmesine v degerlendinneshinin bir rezidiil

transandant genislemesi denir.

& w nin degerlendirme halkasinin bir elemanmi, £ nin w-rezidisi & " ve
<4 * trans/k, ve w degerlendirmesinin  K(£) cismine kisitlamgt  ve  olsun.
(K(x), w)/(K(§),vz) sonlu genislemesinin Henselian hatasi D, olmak iizere
E, I veR

E =min{[K(x): K(")]|t € K(x),w(t) =0, trans/k,}
=[G, :G,]
R=[k,:k,] (ky:k, nin k,, icindeki cebirsel kapamsgi )

esitlikleri ile tanimlanir.

1.52. Tamum: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi olsun. K(x) K
cisminin basit transandant bir geniglemesi, v v degerlendirmesinin K cismine
geniglemesi,w v degerlendirmesinin K(x) cismine genislemesi olsun. w(x —a)=46

olmak tizere E(x) cisminin w genislemesi v_v(z d;(x—-a)’)=inf {;(d j)+id},d; € K
. i
)
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seklinde tamimlanmus olsun. (a, é')e_K:xG; giftine w degerlendirmesini tammlayan

¢cift adi verilir.
1.53. Tanmm: (a,6), K(x) cisminin w degerlendirmesini tanimlayan bir ¢ift

olsun. w  degerlendirmesini tammlayan her (c, 7)e_IExG; cifti igin
[K(@):K]<[K(c):K] oluyorsa (a, 6)eExG; ¢ifine w degerlendirmesini

tammlayan minimal ¢ift denir.
1.54 Tamm: : K bir cisim, v K cisminin bir deferlendirmesi olsun. Her

f=ag +a1x+...+a,x" € K[x] polinomu icin
w)= lrff {¥(a;)}
seklinde tamimlanan w degerlendirmesi v degerlendirmesinin K(x) cismine Gauss
genislemesi olarak adlandinhr. Bu durumda w(x)=0 ve &k, =k, (x*) dur.
1.55. Lemma: : K bir cisim, v K cisminin bir dégerlendirmesi; G, G,

grubunu kapsayan sirah bir grup ve 7 € G olsun. Her f(x)=Y a;x' € K[x] igin

4

w(f(x) = n}f {(a;) + iy}
seklinde tammlanan w, v degerlendirmesinin K(x) cismine bir rezidiil transandant

geniglemesini gosterir.
1.56. Tamim: K bir cisim, v K cisminin henselian bir degerlendirmesi olsun.
S(x)eK[x], f(x)#0 olan bir polinom olsun. Her bir F(x)e K[x] polinomu

deg F; (x) < deg f(x) olmak iizere
F@) =Y Fi(0)f(x)'

olarak tek sekilde yazilir ve bu yazihga F(x) polinomunun fagilimi denir.

(@,8)eKxG- minimal gift olsun. K(x) cisminin (2,6) giftine bagh

tanimlanan ;a,S degerlendirmesi E[x] de

Was (Z ¢;(x —a) J =min{v(c;) +i5}, ¢; €K

i
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seklinde tanimlamir.

1.57. Teorem: v—va,a E(x) cisminin (o,8) minimal ¢ifti yardimyla

tamimlanan bir degerlendirmesi olsun. @ elemanimin K cismi {izerindeki minimal

polinomu f(x) ise f agihm F(x)= Z Fx)f (x)' olan herhangi bir F(x) ek [x]

polinomu i¢in
Wwa,5 (F(x))= min{v(F; (@) + iwa,s (f())
1
olarak yazilir. (Khanduja, 1992)
1.58. Tanim;: K Kkarakteristigi charK =0 olan bir cisim ve v K cisminin

Henselian bir degerlendirmesi olsun. Herhangi bir f(x) = Z a,-xi € E(x) polinomu i¢in
i

=3, [’) ax'™
i>j
polinomu yazilir. f(x) polinomunun j. tiirevi
@ =1
olur.

D={aecK|va-p)>1)

olacak sekilde S eK ve leG; elemanlan varsa E cisminin D alt kiimesine disk
denir. £ diskin merkezini, A ise ¢apim gosterir.

1.59. Tanim: v K cisminin herhangi rankli Henselian bir degerlendirmesi ve
ae E \K elemani K cismi lizerinde aynilabilir olsun.a elemaninin Krasner sabiti

wg (@)= max {v(a — a’)|a' a nin K-eslenigi, o' = a}
seklinde tammlanur. Ayrica cisim genislemelerinde
Ag(a)= min{;(a -a')|a’, @ nin K-eslenigi}

esitligi de Snemlidir.

1.60. Tamm: G bir grup olsun. |G|=mp*, p asal, pfn ise G grubunun

mertebesi pk olan alt grubuna p-Sylow alt grubu denir.
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1.61. Tammm: (P,<) kismi sirali bir kiime, 4 P alt kiime olsun. Her xe P

i¢in x <y olacak gekilde y € 4 elemani varsa 4 ya P iginde bir kofinal denir.

1.62. Tamim: G bir grup olsun. Her x€ G igin x= py olacak gekilde y eG

elemam varsa G grubuna p_béliinebilir grup denir.
1.63.Tamum: / Kismi siralanmig bir kiime olsun. / kiimesinin herhangi ikii ve j

elemam i¢ini<k ve j<k olacak sekilde bir kel elemam varsa I kiimesine

yonlendirilmis kiime denir.

1.64. Tanim: X bir kiime, / y0nlendirilmis bir kiime olsun. / kiimesinden X
kiimesine bir f* fonksiyonuna X de bir a§ (net) ach verilir. f(i) fonksiyon degeri f; ile

ve agin kendisi {f;},c; ile gosterilir.

1.65. Tamm: G tam sirah bir grup H ¢ G alt grup olsun. h,hy e H ve geG

olmak tizere hj < g <h, iken ge H oluyorsa H alt grubuna convex denir.

1.66. Tanim: ., K cisminin {L:K]=p asal olan bir devirli genislemesi olsun.

y¥ —y=ceK, L=K(y) olacak sekilde ye L elemam varsa L/K genislemesine

Artin=Schreier genislemesi denir.

1.67. Teorem: (Hilbert Teorem 90) L, K cisminin bir Galois genislemesi ve

Galois grubu o ile iiretilen devirli bir grup olsun. @ e L, Tr; ;g (a)=0 olmak iizere en

azbir 0# € K eleman i¢in @ =o(f) ~ f yazilir.

1.68. Tammm: K cismi {lizerindeki v mutlak degeri her a,be K igin

v(a + b) < max{v(a),v(b)} kosulunu sagliyorsa Arsimetsel olmayan mutlak deger aksi

halde Arsimetsel mutlak deger olarak adlandirilir.

1.69. Lemma: (Hensel Lemma) K bir cisim, v K cisminin Arsimetsel

olmayan, ranki 1 olan bir degerlendirmesi, O, v degerlendirmesinin degerlendirme
halkasi, M maksimal ideali, &, rezidii cismi olsun. f(x)eO,[x] ve
G(x), H(x) € k,,(x) aralarinda asal polinomlar olmak lizere f (x)* =G(x)H(x) olsun.

Bu durumda f(x)=g(x)h(x) olacak sekilde g(x),h(x)e K[x], deg G(x)=deg g(x)
polinomlan vardir. (Mc Charty, 1966)
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2. BOLUM

TAME GENISLEMELERI VE SABITLER

K bir cisim, v KX cisminin bir degerlendirmesi olsun. K’ K cisminin bir
geniglemesi olmak fizere , v degerlendirmesinin K’ cismine bir geniglemesi v', deger
grubu G, rezidii cismi k, ile gosterilsin. |

2.1. Lemma: K milkkemmel bir cisim, v K cisminin Henselian bir
degerlendirmesi ve charK=p2>2 olsun. K', K cisminin hatasiz bir Galois
geniglemesi ve [K':K]=p olsun. Bu durumda her a<cK’ elemam igin
v (a —a) 2 Ag (a) olacak ekilde en az bir a € K eleman: vardur.

Kamt: X mitkemmel bir cisim ve charK = p=>2 oldugundan G, grubu p-
bolinebilirdir ve k%, cismi de chark, = p olan milkkemmel bir cisimdir. Buradan
dallanma indeksi e, p nin bir boleni oldugundan e =1 dir ve K’, K cisminin hatasiz bir

geniglemesi oldugundan [k, :k,}=p dir. & , k% Artin-Schreier genislemesinin

v
EP ~E ek, olacak gekilde bir lireteci olsun. Hensel Lemma’dan v'(8)=0 ve
v’ —rezidisii ﬂ* =¢ olanbir £ e K’ elemani vardir ve en az bir ¢ € K elemam i¢in
BP —B-c=0 dir. 1,B,B%,...,BP elemanlanmin V' —rezidillerinin %, cismi
iizerinde lineer bagimsiz oldugu gdz 6niine ahindiginda ay, 4y,...,a@ p1€K olmak {izere

Vi(ag +a, 8 +...+a,,_,ﬂp*l)=miinv(a,.) (2.1)
oldugu kolayca goriiliir.

Her i=0,),...,p~1 igin a; € K olmak fizere K’ \ K da herhangi bir eleman

~1
a= ia,- B olsun. v(a;)=v'(a~ap) olacak sekilde en bilylik j =1 indeksi secilsin
i=0 .

ve ¥y = a;ao olsun. v'(a—a)= Ag(a) olacak sekilde en az bir ae K elemaninmn
J
varhgim gostermek icin v'(y) 2 A (¥) yani Ag (7) <0 oldufunu gdstermek yeterlidir.

b; =a;/a; elemam
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wb;)=0 ve i> jiken v(b;)>0 2.2)

-1
olmak fizere y € K’ elemam y = i biﬁi bigiminde yazilir. X’ cisminin £ y1
i=1

B +1 e gotiiren K-otomorfizmas: altinda 7 elemammm griintist ¥ olsun. c;ek

1 s
olmak tizere y——y(l) =ic,-ﬂ' olur. cg,¢y,...,¢p o katsayilan b1,b,....,b, cinsinden
i=l

yazilir ve (2.2) ifadesi kullanilirsa v(¢c; ;1) =0 oldugu bulunur. (2.1) esitligi yardumyla

vy —yW) <0 olur, buradan da A () <0 elde edilir.

22, Lemma: K mikemmel bir cisim, v K cisminin Henselian bir
degerlendirmesi ve chark, =p=0 olsun. X', K cisminin [K’: K] derecesi p ile
bélinmeyen bir genislemesi olsun. Bu durumda her aeK' elemam igin
V(e —a) 2 Ay (@) esitsizligini saglayan en az bir @ € K elemam vardir.

Kamit: € X'\K alinsmn. K(a) cismi L ile gdsterilsin. K miikemmel cisim

oldugundan L / K aynlabilir bir geniglemedir ve dolayisiyla aynlamazlik derecesi
(LK1 —
[L:K]; =1 dir. Buytizden Try g (@)= Y .0;(a) dir. K cisminde
i=1
A={oc {U:L - E,K_monomorﬁzma}
kiimesi tammlansin. [L: K]} :M oldugu aciktir. Hipotezden dolayr p, [L:K] »n
bolmez. Bu durumda v'([L : K]) = 0 olur.

v(@=[L: KT Try g (@) =v'(IL: Kla~Try g (@) ~V'(L: K1)
=V([L:Kla~Try g (@)
(LK1 [LK]

=v( iZa-— Zla,-(a))

=v/( [If{a ~oi(@))

=v'( r2_:1(6— o(a)))

> f:‘ei,'; ::’(O'-G(a))} =Ag(a)

bulunur. Bdylece kamit tamamlamr.
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2.3. Lemma: K milkkemmel bir cisim, v K cisminin Henselian bir

degerlendirmesi, charK =p>2 olsun. K' K cisminin bir Galois genislemesi ve
v/ v nin K’ cismine hatasiz bir genislemesi olsun. Bu durumda her « € K’ eleman:
icin V' (@ ~a) 2 Ay (o) esitsizligini saglayan en az bir a € K elemam vardir.

Kamit: [K': K] derecesini bélen p nin kuvveti p” ile gosterilsin. Eger n=0

ise 2.2.Lemma’dan istenilen gésterilmis olur.

n#*0 olsun. K'/K genislemesinin Galois grubunun p — Sylow alt grubunun
sabit cismi L olsun. Buradan p, [L: K] derecesini bélmez ve i=0,1,..,n~1 i¢in
L;,;/L; cisim genislemeleri p. dereceden normal genislemeler olmak {izere
L=Lyclic..cL,=K" ara cisimleri vardr. (K',v")/(K,v) genislemesi hatasiz
oldugundan

Vie-y)zAp (a)zAg(a) (2.3)
saglayan en az bir y € L,_; elemam vardir. y', y elemamnn bir K —eglenigi ve

c K cebirsel kapanisin o(y) = ¥’ saglayan bir K —otomorfizmasi olsun. v Henselian
oldugundan ;(a(a =) =;(a—y) esitlikleri saglanir. (2.3) ifadesi de g6z Oniine
alindiginda ¥ elemaninin tiim eslenikleri i¢in

Wy =7) =y - o) =v(y —a+a—-o(@)+o(@)-o(»))

> min{v(y — &), @ - a(@)), (o (@ - 1)}

olur. Buradan Ay (y) 2 Ag (@) elde edilir. Benzer sekilde devam edilerek

Wy —-a)zAg(y)2Ag(a) (2.4)
bulunur. Boylece (2.3) ve (2.4) ifadelerinden
v@—a)=v(@-y+y-a)2min{u(@ -,y -a)} 2 Ag (@)
elde edilmis olur.

2.4. Lemma: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi olsun.

K', K cisminin bir Galois, tame genislemesi olsun. Bu durumda her a € K’ elemant
igin V' (@—a)>Ag(a) esitsizligini saglayan en az bir ae K elemam vardir.

(Khanduja,1998)
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Bu lemmanin tersinin dogru olmadigi agagidaki 6rnek ile gosterilebilir.

2.5. Ornek: u, Q cismi tizerindeki 2-adik degerlendirmesi olsun. Bu durumda
uy nin deger grubu G,, =Z ve rezidii cismi k,, =Z, olur. @ birimin 3.ilkel kokii
olmak iizere u, nin Q(@) cismine genislemesi v, olsun. v, nin deger grubu G‘,2 =Z

dir. Rezidii cismi k, =€ cismi olsun. ¢ transandant bir eleman ve

v} , vydegerlendirmesinin Q(6,¢) cismine bir genislemesi

va(Qap') = min{vy (@)}, @ € 0O)

seklinde tamimli Gauss genislemesi olsun.

(K,v), (O(6,h),v,) cisminin henselizasyonu ve (K'=K(/%),v") da K
cisminin 6. dereceden bir Galois geniglemesi olsun. v nin rezidii cismi k, = Q(t*) ve
v' nin rezidil cisminin & =Q((t*)” 6) oldugu agiktir. v' v nin Gauss genislemesi

oldugundan {° A cismi iizerinde transandanttir. ky !k, ayrlabilir bir genisleme
olmadigindan K'/K bir tame genislemesi olamaz. Oysa her a € K'\K elemanina
V(@ —a) 2 Ak (a) esitsizligini saglayan en az bir g € K elemanminun kargilik gelecegi
Ornegin sonunda gosterilmis olacaktir.

x=1® ve £ birimin 6. ilkel kokii olsun. oy,0,,03,04,05,0¢ fonksiyonlar:

K'/ K geniglemesinin o;(x)=¢ ix seklinde tanimli otomorfizmalar: olsun. & 3 birimin
2. ilkel kokii oldugundan
v(1-&%)=v,(2) =1 2.5)

6 .
dir. [[(1-¢') =6 ve G,, = Z oldugundan (2.5) ifadesi yardimiyla

i=1

6 =
D val=E)=v,(6) =1=v,(1- &)
i=1
elde edilir. Buradan her i =1,...,6 igin v, (1-& y> 0 oldugundan
1<i<5,i#3 igin vy(1-£')=0 (2.6)

bulunur.
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l,x,xz,x3 ,x4,x5 clemanlannin v'_rezidiilerinin &, cismi {izerinde lineer

bagimsiz oldugu g6z Oniine alindifinda a; € K ise
5
V(Y a;x') = minfr(a;)} @
i=0 !
olur. (2.5), (2.6) ve (2.7) ifadeleri birlikte kullanildiginda a; € K olmak {izere herhangi

bir & =ia,-xi € K'\K elemam igin
i=0
V(a - oy (@) = min{v(a;),v(a; '), v(asz)+1,v(as),v(as)}
v(a~o, (@) = min{v(a),v(a;3),v(a4),v(as)}
V(@ - o3 (@) = min{r(a) +1,%(a3) +1,v(as) +1}
V(e - o4 (a)) = min{w(a; ), Wa; ), v(a4),v(as)}
v(a - 05 (@) = min{v(ay), ¥(ay),¥(a3) +1,%(ay), v(as)}
esitlikleri kolayca elde edilir. Sonug olarak
Ag (@) = min{v(ay), ¥(az), v(a3) +1,¥(ay), v(as)}
seklinde bulunur.

Eger Ag(a)=v(az)+1 ise a=ay +2a; elemam v'(a-a)=Ag(a) esitligini
saglar. Ag(a)<v(asz)+1 ise v(a;) elemanlan tam say1 oldugundan 1< j<5,;7#3
icin  wa;)sv(a;) ve Ag(a)=v(a;)dir. Burada a=gqqg+a; elemam
V(e —a)=Ag(a) esitligini saglayan bir elemandar.

2.6. Lemma: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi ve

K’, K cisminin bir immediate cebirsel genislemesi olsun. Her a € K’ elemam igin
Vi{a-c) 2 Ag (@) (2.8)
olacak sekilde en az bir ¢ € X elemani varsa K'=K dir.
Kamt: X SK ' oldugu varsayilsin. @ € K'\ K olsun. @ elemaninin herhangi bir

o' eglenigi ve herhangi bir a € K eleman igin
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:(a'—a) =;(a'-—a+a-a)

=v(a'-a—(a-a))

> min{y (@' ~a),v (@ -a)}

= ; (a-a)
olur ve dolayisiyla her ae€ Kigin Ag(a)= ;(a—a) dir, (2.8) ifadesi de g6z Ontine .
alindifinda

Ag (@) = max{v(a—a)| ae K} 2.9)

bulunur. v’ ilev degerlendirmelerinin deger gruplan aym oldugundan en az bir be K
icin V(@)=wb) olur. (2.8) ifadesinden dolayr v'(% ~¢)2Ag (—Z—) yani
v'(a—bc) 2 Ax(a) olacak sekilde en az bir ¢ € K vardir. (2.9) esitligi yardimiyla da

V(a—-bc)=Ag(a) bulunur. 02zdeK ve v(d)=v(a-bc) olsun. v' ile v

degerlendirmelerinin reziddl cisimleri de aym oldugundan v,(a—bc

~5)>0 olacak

sekilde en az bir s € K elemam vardwr. Buradan da v(a—~bc-—-ds)>v(d)=Ag(a)
olur. Bu da (2.9) ifadesi ile geligir. O halde X' = K olmahdir.
2.7.Uyan: K mitkemmel bir cisim, charK = p>0 , v K cisminin Henselian bir

degerlendirmesi ise k&, cismi de mitkkemmeldir ve G, grubu p-bSlinebilirdir. Sonug
olarak (K,v) cisminin herhangi bir sonlu ve tamamiyla wild geniglemesi bir immediate
genislemedir.

2.8.Teorem: K karakteristidi sifirdan farkli mitkemmel bir cisim, v X cisminin

herhangi rankli Henselian bir degerlendirmesi olsun. Her aeE elemanina karsilik

;(a —a) 2 Ag(a) esitsizligini saglayan en az bir a € K elemaninin olmasi i¢in gerekli
ve yeterli kogul v degerlendirmesinin hatasiz olmasidur.
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Kanit: 23.Lemma g6z Oniine alimirsa her «ae K eleman icin
v'(a —a) = Ag (@) esitsizligini saglayan en az bir a € K elemanimin olmasi durumunda
(K,v) cisminin hatasiz degerlendirilmis bir cisim oldufunun gosterilmesi ile kamt
tamamlanir. '

K' K cisminin sonlu bir genislemesi olsun. [12] den K’ cismi K; ve K, ile
iiretilen K;K, cismi iginde kalacak sekilde (K v) cisminin bir (Kj,v)) tame genislemesi
ve bir (K,,v,) sonlu tamamiyla wild genislemesi vardir. 2.5. Uyan ve 2.4. Lemma’dan
K, =K bulunur ve buradan da K’ c K; dir. K; K cisminin bir tame geniglemesi

oldugundan hatasizdir. Dolayiyla X'/ K genislemesi de hatasiz olur.

2.9. Teorem: X bir cisim, v K cisminin herhangi rankli Henselian bir
degerlendirmesi olsun. Her o € K eleman igin ;(a —a) 2 Ay (a) esitsizligini saglayan

en az bir a € K elemanmin var olmas: igin gerekli ve yeterli kosul (K,v) cisminin bir

tame cismi olmasidir.

Kanit: 2.8. Teorem’inin kanitina benzer olarak kolayca elde edilir.

2.10. Teorem: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi olsun.
ae K\K eleman K cismi iizerinde ayrilabilir olsun. ;(a —a) 2 wg (a) olacak sekilde
en az bir a € K elemani varsa K(a), K cisminin bir tame genislemesidir.

Kamit: K’ K cisminin @ elemannin bulunduran en kiigtik Galois genislemesi
ve K cisminin K' i¢indeki maksimal tame genislemesi Kt olsun. Varsayimdan

Wa—a) 2wy (@) (2.10)
esitsizligini saglayan en az bir ae€ K elemammn oldugu biliniyor. K(a) mn K
cisminin bir tame genislemesi olmadigi yani @ ¢ K7 oldugu varsayilsin. Bu durumda

o(a) # a olacak sekilde bir o € Gal(K'/ Ky) elemant vardur.
Wo(a-a)—(a-a)) > v(a—a) @2.11)

olur. (2.10) ve (2.11) ifadelerinden ;(O'(a)—a) > wg (@) bulunur. Bu da wg (@)

sabitinin tanim ile ¢eligir. Bu durumda K(&)/ K bir tame genislemesidir.
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2.11. Teorem: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi olsun.
K', K cisminin bir Galois genislemesi ve [K':K]=n ve v degerlendirmesinin X’
cismine genislemesi v' olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler denktir.

i) ky#k, ve her aeK'\ K elemam igin v(a—a) 2wy (a) esitsizligini
saglayan en az bir a € K elemam vardur.

ii) n bir asal saydir ve k;/k, genislemesi n dereceden bir Galois

genislemesidir.

Kamt: k,/k, normal bir genislemedir. Herhangi bir o e Gal(K'/K)
doniigiimiinin Gal(K'/K) grubundan k,/k, nin otomorfizmalari grubuna tamml:
kanonik homomorfizma altindaki gbriintiisii o olsun ve V' nin degerlendirme
halkasmdaki herhangi bir & eleman igin o(&") = (£)" seklinde tammlansin.

(i) ifadesinin saplandify varsayilsin. Buradan k,/k, genislemesi bir Galois
genislemesidir. Her ﬂ' €k, \ k, elemam igin

k,(B"):k,1=[K': K]=[ky :k,] (2.12)
oldugu gdsterildiginde (ii) ifadesi kanitlanmis ofur.

BeK V(B)=0 olmak dzere B eky\ k, olsun. (i) ifadesinden
Vi(B-b)zwg(f) olacak gekilde be K elemam vardir. Eger wg () >0 olsaydi
B*=b" olurdu. B eky\ k, oldufundan bu mimkin degildir. Dolayisiyla
wi (B) =0 olmahidur.

o(f)+ f olacak sekilde oeGal(K'/K) vasa o(B')# 8 dir. Cunkid

;(ﬂ‘) = ﬁ* olsaydt v'(o(B)-p)>0 ve dolayisiyla wg(f)>0 olacakt. Bu da
Wi (B) =0 ile celigir. Buradan

[K(B): Kl=[k,(B"):k,] (2.13)
olur. (2.12) esitliginin elde edilmesi icin
K(B)=K' 2.14)

oldugu gosterilmelidir.
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(2.14) esitliginin saglanmadify varsayilsm. @, K'/K genislemesinin bir
fireteci ve d, K cisminin v'(da) >0 esitsizligini saglayan bir elemani olsun. K(f),
K'=K(a) nn bir alt kiimesi oldufundan 7(a)#a ,7(B)=p olacak sekilde bir
7 € Gal(K'/ K) elemam vardir. d nin segiliginden dolay: '

V(t(da + B)—~(da+ B)=v'{d(r(@)~a)) >0
bulunur. Sonu¢ olarak wg(da+8)>0 olur. (i) ifadesinden dolay1
v(da+ f~c)zwg(da+f)>0 olacak sekilde ce K elemam vardir. v'(da)>0
oldugundan v'(f—c)>0 oldugu da gorilir. Yani B =c  olur. Fakat bu esitlik de
miimkiin degildir. Bu geliski (2.14) egitliginin saglandifim gosterir. (2.13) ve (2.14)
ifadeleri g6z oniine alndiginda [k,(8°):k,]1=[K(B):K]=[K':K] olur.
[k, (8"):k,1< [k, : k,1<[K': K] ifadesi ile birlikte (2.12) ifadesi elde edilmis olur.

2.12. Lemma: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi r e IN ve
x,y € K olsun. v(x - y) >v(x) ise v(x" —y")> v(x") dir. (Khanduja,1999)

2.13. Lemma: X bircisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi olsun.

K(a), K cisminin bir tame geniglemesi ve [K(a):K]=n>1 olsun. Bu durumda

[K(8):Kl<n ve wa-8)2wy(a) olacak sekilde en az bir & e K(a) elemam
vardur.

Kamit: . K(a)/K bir tame genislemesi oldugundan ayrilabilir bir geniglemedir.
K', K cisminin o elemanim bulunduran en kigitk Galois genislemesi olsun.
(K',v") igindeki (X,v) cisminin maksimal tame genislemesi 7T ile gosterilsin.
[10,21.2) den T, K cisminin K(&) y1 iceren bir Galois genislemesidir. O halde T = K’
olmahdir. Gal(X'/ K) nin bir alt grubu

H ={o e Gal(K'| K)|V'(a - o(a)) 2 wg (@)} 2.15)

seklinde tammlanmig olsun ve H alt grubunun sabit cismi F ile gdsterilsin. wg (@)
mn tammndan Gal(K’/ K(a)) < H oldugu agiktir. Dolayisiyla F < K(a) olur.

Ap(a)zmin{;(a-—a')la' a nin F_eslenigi}

olmak lizere Agp(a)2wg(a) oldugu kolayca goriililr. wig(@)zAx(@)ZAp(a)
oldugu da gbz 6nilne alindiginda
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Ap(@)=wg(@) 2.16)
bulunur. 2.4. Lemma’dan ve (2.16) esitliginden dolay1 v'(a —8) 2wy (a) egitsizlifini
saglayan en az bir SeK(a) elemam vardir. Aynica Fc K(e) oldugundan
[K(F): K] <[K(a): K] dir. Bylece kamt tamamlanmis olur.

2.14. Lemma (Krasner Lemma): K bir cisim, v K cisminin Henselian bir
degerlendirmesi olsun. @ e E\K, aayr/ K olsun.

va- ) > wg (@)

olacak sekilde f € K elemam varsa K(e) c K(B) dur. [2,16.8]

2.15. Teorem: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi olsun.
K(a), K cisminin bir tame genislemesi, | [K(@): K}=n>1 ve w v
degerlendirmesinin K(a) cismine bir genislemesi olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler denktir.

i) Ag(a)=wg(a)

ii) rv(a—a)=v(b) € G, esitligini saglayan en kiigiik pozitif tamsayr  olmak
iizere w mn defier grubu ve rezidii cismi swasiyla G, =G, +Z ;(a—a) ve

k, =k,((@—a) /b)) olacak sekilde bir a € K elemam vardir.
Kanit: v Hensclian bir degerlendirme oldugundan @ nin herhangi bir o’
eslenigi ve herhangi bir d € X eleman igin ;(a ~d)= ;(a' —~d) dir. Buradan da
Wa-a)=va-d+d-a’)
> min{v(a - d), (e’ - d)}
=wa-d)
dir. Yani d € K olmak lizere
Ag(@)2va—-d) @.17)
olur.

Ag(a)=wg(a) olsun. K(a)/K bir tame geniglemesi oldugundan 2.9.

Teorem’den ;(a —a) 2 Ak (a) olacak sekilde en az bir a € K eleman: vardir. Bdylece
(2.17) ifadesi de kullamldiginda



24

Wa—-a)=Ag (@) =wg (@) (2.18)
oldugu gorildr. @—a = seklinde yazilsm. X nin bir basit transandant genislemesi
K(x) ve v degerlendirmesinin K(x) cismine bir geniglemesi u olsun.
degerlendirmesi E[x] fizerinde ‘

w(Y e’y =min{v(c;) +iv(B)}, ¢ eK

seklinde tamimlansin. 4 nin K(x) cismine kisitlamgt u  ile gosterilsin. u

degerlendirmesinin  deger grubu G, =G, +ZwWB) olr. G, =G, oldum
gosterildiginde (ii) ifadesinin ilk kismi kanitlanmig olur. Bunun i¢in de derecesi n den
kiigiik olan herhangi bir g(x) € K[x] polinomu igin

Wg(B)) = u(g(x) @.19)
oldugunun gosterilmesi yeterlidir.
deg g(x)=m, g(x) polinomunun kdkleri f;,p,,...B,, ve bas katsayis1 ¢
olsun. (2.18) ifadesi ve Krasner Lemma’dan
W~ B) =va—a-f;) < wg (@) =v(B)
dir. Yukandaki esitsizlik ve genel degerlendirme teorisinden

;(ﬁ—ﬂ.-)=miin{;(ﬂ),;(ﬂ,-)} (2.20)

olur. ; nin tammindan da
u(x—-pg;)= miin{v(ﬂ), v(B8)} (2:21)
bulunur. (2.20) ve (2.21) ifadeleri birlikte goz oniine alindiginda W8 — B,) = u(x— B;)
oldugu gériilir. Sonug olarak
vg(B) =v(e)+ Y WP - B;) =)+ Y ul(x - B;) = u(g(x))
i i

bulunur. Yani (2.19) esitligi gosterilmig olur.

(i) ifadesinin ikinci kismumn kantt: igin K[x] de derecesi t <n olan bir h(x)

polinomu almsmn. (k(B))", k,, cisminin sifirdan farkli bir elemam olsun.
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(2.19) ifadesinden v(h(B))=u(h(x))=0 dir. Eger i=12,..¢ igina, €K
olmak iizere h(xy=ap+aix+...+a,x' seklinde yazilirsa

u(h(x)) = min{v(a;)+iv(B;)} =0 olur. Burada her i igin v(a;)+iv(§)=0 olmahdir.
1

r;(ﬁ )=v(b) € G, olacak sekilde en kiiglik pozitif tamsayr r oldugundan r,{'t iken

v(a;)+iv(B) > 0 olur. Buradan h(f)=Y ;8" nin v_rezidtist ahndiginda

BB =T (@B = X @by (8" 16)"

dir.Boylece istenilen gdsterilmis olur.
Tersi igin (ii) ifadesi saflansin fakat (i) ifadesi saglanmasin. Yani
wi(a) > Ag(a) (2.22)

olsun. 2.13 Lemma’dan [K(6):K]<n ve ;(a ~0)Zwg(a) olacak gekilde
J € K(a) eleman: vardir. (2.17) ve (2.22) ifadelerinden
;(a—é') 2wg(@)>Ag(a)2 ;(a-a)
bulunur. Yani We ~ &) > v(@ ~a) dir. Buda
(& -a)=v(a-a) (2.23)
oldupunu gosterir. 2.12 Lemma’dan v((@-a)" —(6~a)") > v((@~a)") = w(b) dir.
Buradan

_ r * _ ’ *
(w-—(“ %) ) ={———-——(5 2 ) 2.24)
b b

yazzhir. w nin K(6) cismine kisitlams: ile elde edilen w, degerlendirmesinin deger
grubu ve rezidil cismi sirasiyla G, ve K, olmak iizere (2.23) ve (2.24) ifadeleri ile

birlikte (ii) deki varsayimlardan dolay:
Gy c Gy, ve ky, <k, (2.25)

olur. K(a@)/K hatasiz bir genisleme oldugundan
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n=[K(a):K]1=[G,, :G, ]k, : k,15[G,, :G,llk,, : k]
<[K():K]

<n

olur. Bu geligki ile de aranilan sonug elde edilmis olur.
2.16. Teorem: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi olsun.

@ K cismi Uzerinde aynlsbilir bir eleman ve asal sayi olsun. Bu durumda
wr (@) =Ag(a) dir.

Kamt: X cisminin o elemamm bulunduran en kilglik normal geniglemesi N
olsun. Gal(N/K) grubunun bir alt grubu

H ={o € Gal(N/ K)| W@ -o(@)) 2 w (@)}

seklinde tanimlanmug olsun. H 1n sabit cismi L olmak fizere Gal(N/K) < H oldugu
agiktir. Buradan da L < K(a) oldufu gériliir. [K(a): K]= p asal oldugundan L =K
olmahdir. Yani Gal(N/K)=H olur. Boylece @ nmn tim a' K -eslenikleri i¢in
;(a —a') 2 wg (a) dir ve aramlan esitlik de buradan kolayca elde edilir.

2.17. Tanmm: : K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi
olsun. ¢ e E\K eleman igin
M(a,K)={v(a - p)| p € K,[K(B): K] <[K(a): K]}

kiimesi tanimlanur.
2.18. Teorem: K bir cisim, v K cisminin reel, Henselian bir degerlendirmesi

ve v degerlendirmesine gére X cisminin tamlanigt K olsun. v degerlendirmesinin K
ya genislemesi v ve ae K\K olsun. M (,K) kiimesinin G—v grubunda bir st
smurmin olmas: igin gerekli ve yeterli kosul [K(a):K] =[E(a) : I?] olmasidir.

(Alexandru ve Popescu ve Zaharescu, 1990)
2.19. Tamum; X bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi olsun.

Ok (@), M(a,K) kiimesinin G; grubundaki

Sk (@) = sup{v(a - B)| B e K,{K(B): K] <[K(ar): K]

seklinde tanimli dist simindar.
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2.20. Teorem: K bir cisim, v K cisminin reel, Henselian bir degerlendirmesi
olsun. K(«) K cisminin [K(e): K]=n>1 olan hatasiz, ayrilabilir bir genislemesi, v
degerlendirmesinin K(e) cismine genislemesi v, olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler denktir.

1) vy (@) = &(a)

ii) v(a") =v(b) € G, olacak sekilde en kiigiik pozitif tamsay1 » olmak lizere v,
degerlendirmesinin deger grubu ve rezidii cismi sirasiyla

G, =G,+Zv(@) ve k, =k,(@"/b)")

olur.

Kanit: 2.15. Teorem’inin kanitina benzer olarak kolayca kanitlanir.

2.21. Lemma: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi olsun.
chark, >0 iken p=chark,, chark,=0 iken p=1 ve (p,d)=1 olmak iizere
f(x) e K[x] polinomu »n= p™d dereceli bir polinom olsun. g=p™ <n ve D f

polinomunun tiim koklerini bulunduran bir disk ise f [9] (x) polinomunun da bir kokii

D diskindedir. (Ax,1970)

2.22. Lemma: K, Kkarakteristigi charK =0 olan bir cisim, v K cisminin bir

degerlendirmesi olsun. chark, = p >0 olmak lizere f(x)e E[x] derecesi n=p™ >1

olan bir polinom olsun. f polinomunun tiim kékleri # merkezli, 4 yarigaph bir disk
icinde kalsin. Eger g=p™" ise sl polinomunun kokleri de S merkezli,

4P
m m-1

p —-p

capli bir disk i¢indedir.
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2.23. Onerme: K mitkemmel bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi,

charK = p > Qolsun. ;(a)ZO olan her ae.z elemanmna ve herhangi bir />1

tamsayisina, ;(a—-a)?.(l—-lll)AK(a) olacak sekilde en az bir a € X elemam karsilik

gelir. (Ax,1970)
2.24. Teorem: X mikemmel bir cisim, v K cisminin reel, Henselian bir

degerlendirmesi olsun. o eE, [K(a):K)=n>1 ve chark, = p 20 olsun.
i) p=0 olmas: durumunda yada p >1 iken charK =0 olmasi ve n nin p nin

bir kuvveti olmamas1 durumunda & k(@ 2Ag(a) dir.

"P) dur.

ii) charK =0, p>1ve n=p” ise g (@) 2 Ag () ———"—
p —-p

iii) charK = p>0 ise dg(a) 2 Ag(a) dir.

Kamt: o elemaninin X cismi lizerindeki minimal polinomu f(x) olsun.

i) charK =0, chark, = p2 0 olsunven p nin bir kuvveti olmasin. p =0 ise
g=1 oldugu, p>0 ve d>1,p/{/d olmak iizere n=p™d ise g=p™ oldugu
varsayilsin. 2.21. Lemma’da merkez a , ¢ap; Ag (@) olarak alinirsa f lg] polinomunun
Wa-B)= Ag(a) olacak sekilde bir B kokii vardw. Buradan da S (a) > A (@)
oldugu goriiliir.

ii) charK =0 , p>1 ve n=p™ olsun. 2.22. Lemma’da merkez « , ¢ap

A g (@) olarak alinirsa dk (@) 2 Ay (a) ~ _;YQB_)___ oldugu gorilir.

m-1

p —-p
ili) charK = p >0 olsun. ;(a) 20 ise 2.23. Onerme’den her />1 tamsayist
igin 6g (@) 2 (1-1/DAk (@) olur. Sonug olarak S (@) = Ay (&) dir.
Eger W@)<0 ise Sx(a™)=8x(@)-2w@) ve Ax(a™!)=Ag(a)-2v(a)
oldugu gtz dniine alindifinda dg (@) = A g (@) oldugu goriliir.
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2.25. Teorem: K mikemmel bir cisim, v K cisminin reel, henselian bir

degerlendirmesi ve @ K iizerinde [K(«): K]=n>1 olan cebirsel bir eleman olsun.
chark‘% ise dg () =wg () olur.
Kanit: o =aq,a3,....a; e¢lemanlan a nin ;(a —q;)2wg(a) esitsizligini

saglayan K_eglenikleri olsun.

Eger s =n ise Ag (@) =wg () dir ve 2.24. Teorem’in (i) ve (ii) ifadelerinden
Ok (@) = wg (o) oldugu goriiliir.

s<n olsun. K cisminin ayrilabilir kapamst K., olmak iizere K, /K nin
Galois grubunun bir alt grubu

H={c e Gal(K,,, | K)|v(@-0(@)) 2 wg ()}

olsun ve H 1n sabit cismi L ile gosterilsin. Gal(K*® /K)c H oldugu agiktir.

Buradan da L ¢ K(«) olur.

a elemaninin L cismi tizerindeki minimal polinomu s dereceli 4(x) polinomu
olsun. s|n ve charKy/n oldugu i¢in h(x) in tiirevi A'(x) polinomu s—1 derecelidir.
K'(x) in kokleri ¢q,¢;,...,c5_y olsun. Bu durumda her bir ¢; kokiiniin K tizerindeki
derecesi n den kiigiik olur. Buradan

v(h'(@)) = (s) + 3 v@—c;) < v(s) + (s = )5 (@) (2.26)

s N
olur. Diger yandan h(x) = H(x ~a;) den A'(a) = H(a —-q;) dir ve
i=1 =2

v(i'(@)) = (s —Dwg (@) (2.27)
olur. v(s)=0 oldugundan (2.26) ve (2.27) goz onitine alindiginda wy (@) < g (@)
oldugu bulunur. Krasner Lemma’dan da g (@) <wg(a) oldugu kolayca goriliir.

Boylece Sy () = wi (@) esitligi gbsterilmis olur.
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2.26. Teorem: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi, v

degerlendirmesinin K(x) cismine bir rezidiil transandant genislemesi w olsun. Bu
durumda w/v igin E = I R D, esitligi saglanir. (Ohm ve Matignon,1990)
2.27. Lemma: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi ve

7 , G, grubunun bdliinebilir kapanisinda bir eleman olsun. v degerlendirmesinin K(x)
cismine bir w geniglemesi
W(Zaixi) =min{v(a;)+iy}
. I
1
seklinde tanimlanmis olsun. Bu durumda Dj,(w/v) =1 dir.
Kanit: s, sy eG, yi saglayan en kigilik pozitif tamsayr olsun.

sy =v(d), d e K olarak almsmn. I(w/v)=s oldugu agiktir. [10,10.1.2) dan x°/d
elemanimin w_rezidiisii k, lizerinde transandanttir. Sonug olarak E(w/v) < I(w/v) dir.

2.26. Teorem kullamlarak Dy (w/v) =1 bulunur.

2.28. Teorem: E(x) cisminin (a,d) ile tamimlanan degerlendirmesi ;v_ ile

gosterilsin.. w nin K (x) ve K(a) cisimlerine kisitlaniglan sirasiyla w ve v, olsun. a
elemaninin K iizerindeki minimal polinomu p(x), v, in deger grubu G,, ve s;
sw(p(x)) e G‘,a saglayan en kiiglik pozitif tamsayr olsun. Bu durumda v,/v nin
dallanma indeksi e(v,/v) ve rezidii derecesi f(v,/v) olmak Uzere
E(w/v)y=s[K(a):K] , Iw/v)=s(e(v,/v)) , R(wlv)y= f(v,/v) esitlikleri

saglanir. (Alexandru ve Popescu ve Zaharescu,1988)

2.29. Sonuc: w ve v, degerlendirmeleri 2.28. Teorem’deki gibi olsun. v
Henselian ise
Dy (w/v)=def((K(a),v;)/(K,v)
olur. (Khanduja,1999)
2.30. Lemma: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi olsun. X; X
cisminin bir geniglemesi, vdegerlendirmesinin K| cismine geniglemesi v; olsun. t

transandant ve K; /K genislemesi sonlu olsun. v, in K;(f) cismine Gauss genislemesi
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(O bit') =miin{vl(b,)}, b € K,
i

olsun. v{ nin K(¢) cismine kisitlams1 v' olmak tizere

def (K1) (K, v)) = def (K, (1), ) (K (0),v'))
saglanir. (Ohm, 1989) \

2.31. Teorem: K bir cisim, v K cisminin herhangi rankli Henselian bir
degerlendirmesi olsun. a ve b, K cisminin [K(c): K]1<[K(a):K] esitsizligini
saglayan her ce K elemam icin ;(a—b) >;(a—c) Ozelliini saglayan elemanlan
olsun. v degerlendirmesinin K(a) ve K(b) cisimlerine geniglemeleri sirasiyla v, ve v,
olsun. G, veG, swasiyla v, vev, nin defer gruplanm, k, ve k, rezidii
cisimlerini gdstermek {izere

i) G, c Gy,

ii) k, ck,,

iii) def (K(a)/ K)| def (K(b)/K)

iv) [K(a): K]|[K(5): K]
ozellikleri saglanur.

Kamt: v(a~b)=5 olsun. Hipotezden (a,5) minimal cift olur. w (a,5)
minimal ¢ifti ile tanimlanan bir degerlendirme ve w nmn K (x) cismine kisitlanig1 ile
elde edilen w degerlendirmesi v nin bir rezidiil transandant genislemesi olsun. a
elemaninin K {zerindeki minimal polinomu p(x) ve deg p(x) =n olsun.

F(x) e K[x] ,deg F(x) <n olmak tzere F(a)eK(a) cisminin herhangi bir
elemami olsun.

W(F(a)~ F (b)) > v(F (b)) (2.28)
oldugu gbsterildiginde (i) ve (ii) kamtlanms olur.

F(x)= aH(x—,B,-) ,aek, p;e K yazilsin.

i
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[TG@-8)
F(a)___ i - 1 a"b 299
F& 116-5) [1a+3=5) | @29

olur. [K(B;): K]<n oldugundan hipotez yardimyla her i igin v(b—a)>v(a—B;) dir.
wb-B)=vb—a+a-pB)
= minfv(b~a),v(a~ )}
=v(a- £
bulunur. Sonug olarak Wa-b)>wb-B;) dir. Buradan (2.29) ile ;(%% ~1)>0

bulunmus olur. Béylece (2.28) ifadesi elde edilir.
k, cismi iizerinde w_rezidiisii transandant olan bir ¢ € K(x) elemam alinsin. w

degerlendirmesinin K(b) ve K(b,x) cisimlerine kisitlamglan sirasiyla v ve w olsun.
;(x —b) =45 oldupu gz oniine alinarak w degerlendirmesinin K[b,x] iizerinde

w() a;(x—b)") =min{v(a;)+id}, a; € K(b) (2.30)

seklinde tamimlandidi kolaylikla goriiliir. Henselian hatanin ¢arpimsal oldugu
kullamlarak da

def (K(b,x)! K(b,t))def (K(b,t)! K(1)) @31)

= def (K(b,x)/ K(x)) def (K(x)/ K (1))
oldugu bulunur. (2.31) esitliginin sol tarafi D, (w/v) dir. w degerlendirmesinin (2.30)
ifadesindeki tanimindan ve 2.27. Lemma’min K(b,(x —b))/ K(b) basit transandant
genislemesine  uygulanmasindan Dy, (w/v)=1 olur. 230. Lemma’dan ise
def (K(b,t)! K(t)) =def (K(b)/ K) elde edilir. (2.31) ifadesinden
def (K(x)/ K())| def (K(b)/ K) olur. 2.29. Sonug’tan da
def (K(x)/ K(t)) = def (K(a)/ K) bulunur. Boylece
def (K(a)/ K)| def (K (b)/ K)

elde edilmis olur. v Henselian oldugundan ilk ii¢ ifade kullamlarak (iv) ifadesi
kolaylikla goriiltir.
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2.32. Teorem: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi olsun.

ack , [K(@):K1=n>1 ve charK =0 olsun. n, chark, nin bir kuvveti olmasin. Bu

durumda [K(c): K]<n ve wx(a)=v(a—c) olacak sekilde en az bir c K elemam
vardir. Eger rankv =1 ise dx(a)=wg(a) olur.

Kamt: chark, = p olmak iizere @ elemammmn K {izerindeki minimal polinomu .
f(x) ve derecesi n=p™d olsun. f(x) polinomunun tiim kokleri a merkezli wy (a)
caph bir diskin iginde oldugundan 2.21. Lemma’dan f [9)(x) e K[x] polinomunun
;(a_ —¢) 2wk (a) esitsizligini saglayan en az bir ¢ koki vardir. a elemaminin herhangi
bir K_eslenigi a’ olmak iizere

;(a-a')=;(a—c+c——a')
| 2 min{;(a - c),;(c -a')}

=va-c)

oldugu da kullamldiginda wg(a)= ;(a ~c) esitligi elde edilir. rankv=1 ise
Sg(a) 2wy (a) dir. Krasner Lemma’dan da wg (a) > 6 (a) oldugu bilindigine gore
O (a) = wg (a) esitligi de saglanir.

2.33. Teorem: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi ve
K(a)! K genislemesi [K(a): K]=n>1 olan bir tame geniglemesi olsun. Bu durumda
[K(c):Kl<n ve wg(a)= ;(a ~c) olacak sekilde en az bir ¢ € K(a) eleman: vardir.
Eger rankv =1 ise 6 (a) = wg (a) olur. (Khanduja ve Saha, 1999)

2.34. Teorem: K bir cisim, v K cisminin herhangi rankh Henselian bir

degerlendirmesi olsun. K cisminin; [K(c):K]<[K(a): K] esitsizligini saglayan her

ce ;(_ elemani igin ;(a -b)> ;(a —c) ozelligini saglayan elemanlari a ve b olsun. Bu
durumda K(a)/K genislemesinin maksimal tame alt genislemesi K (b)/ K

genislemesinin maksimal tame alt geniglemesi i¢inde kalir.

Kamt: K(a)/K genislemesinin maksimal tame alt genislemesi F ile
gosterilsin. F/K basit ve aynlabilir bir genislemedir. F < K(b) oldugu

gosterilmelidir.
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[F:K]=1 ise kanit agikardur.

[F:K]#1 olsun. s22  Fnin K cismi {izerindeki derecesini gegmeyecek
sekilde bir tamsay1 olsun. F nin K cismi iizerindeki dereceleri s den kiigiik olan tiim
alt cisimlerinin K(b) i¢inde kaldips varsaylsin. F; = K(d) cismi F nin K cismi
fizerindeki derecesi s olan bir alt cismi olsun. 2.33. Teorem’den [K(c): K} < s ve

| wg (@) =(d —<) @32)
olacak gekilde ceF, elemam vardir. (2.28) ifadesi d—ce K(a) elemamna
uygulandiginda

Wd-c—h)>wWd—c) (2.33)
olacak sekilde en az bir 4 € K(b) elemam vardir. (2.32) ve (2.33) ifadeleri birlikte goz
Oniine alindiginda |
Wd —c~h)>wg (d) (2.34)
oldu@u goriiliir. Krasner Lemma yardimiyla (2.34) ifadesinden
K(d)c K(c+h)c K(h,c)c K(b,c)

oldugu elde edilir. Varsayimdan dolay1 ¢ € K(b) dir. Dolayisiyla F; = K(d) < K(b)
elde edilmis olur.

2.35. Lemma: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi olsun.
(@.5)eKxG- ikilisi K ve v ye gore bir minimal ¢ift ve 6, K cisminin
;(B—a) > ¢ egitsizligini saglayan bir elemani olsun. A(x) € K[x] polinomu, tim £
kokleri ;(a— P)<JS saglayan bir polinom olarak segilsin. Bu durumda

;(h(B) -a)) > ;(h(a)) olur. (Aghigh ve Khanduja, 2002)

2.36. Lemma: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi olsun.
0 K\K nm 6g(8)e M(8,K) ozelligini saglayan bir eleman: olarak alinsin. @ € K
elemam ;(6 —a) 2 dg(0) esitligini saglayan ve K cismi iizerinde en kig¢iik dereceye

sahip bir eleman ise agagidaki ifadeler saglamr.
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i) (@,8 ¢ (6)) bir minimal ¢ifitir.

if) 1.56. Tamm’da & = 5 (6) alnarak tanmlanan degerlendirme Wa,s olmak
{izere O elemannin K cismi lizerindeki derecesinden kiigiik dereceli herhangi bir
G(x)  K[x] polinomu igin we,5(G(x)) = W(G(6)) dir. (Aghigh ve Khanduja, 2002)

2.37. Teorem: K bir cisim, v K cisminin herhangi rankli Henselian bir
degerlendirmesi olsun. Asafdaki ifadeler denktir.

i) Her ae K\K elemanma Jdg(a)= ;(a- p) esitligini saglayan
[K(B): K]<[K(e): K] olanen az bir f € K elemam karsilik gelir.

| ii) Her fe K icin v degerlendirmesinin kisitlamst ile elde edilen

degerlendirmeye gore K(8) K cisminin hatasiz bir genislemesidir.

Kamt: (i) ifadesi saglansin. (ii) ifadesinin kamtlanmasi icin her 6 GE\ K
clemanina [K(@): K1<[K(@):K] ve def(K(a)/K)= def (K(6)/ K) ozelliklerini
saglayan en az bir @ € K elemaninin karsilik geldiginin gosterilmesi yeterlidir.

6K eleman: almsm. degf=m=2 olsun. a e K eleman ox (@) =;(0—a)
esitligini saglayan K cismi iizerinde en kiigiik dereceli bir eleman olsun. « elemamnin
minimal polinomu K cismi iizerindeki minimal polinomu derecesi 721 olan f(x)

polinomu olsun. dx (0) =4 ile gosterilsin. 2.36. Lemma’nin (i) ifadesinden (a,d) bir
minimal ¢ifitir. ;a,a ;(_(x) cisminin

was (Y ci(x—a)) = minfv(c;) +i6}, ¢ €K

seklinde tammli bir degerlendirmesi olsun. ye K ve degy <dega=n ise

;(0 ~-y)< ;(0 —a) olur. Sonug olarak ;(a -y)< ;(a -@)=6 dir. v
deperlendirmesinin K(@) ve K(c) cisimlerinin kisitlamglan sirasiyla vg ve v, olsun.

2.31. Teorem’den G, <G, , k,, =k, ve def (K(a)/ K)ldef (K()/K) ifadeleri

elde edilir.
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e, e;( f(0) G, olacak sekilde en kiigiik pozitif tam say1 olsun. Lagrange

teoreminden el G, ) :G, ] du. Buradan enl m olur. - =1 ile gosterilsin. Bu durumda

en
_[1Gy, : Gy, ] . def (K(0)/ K)
1_(——-—-———6 ][k‘,o 1k, ](W (2.35)
yazilir.
1=[k,, :k, ] (2.36)

esitliginin  saglandifi kamtlanmahidir. Boylece (2.35) ve (2.36) ifadelerinden
gosterilmek istenilen def(K(8)/ K) = def (K(c)/ K) esitlii bulunmus olacaktir.

Derecesi n den kiigiik olan ve e;(f @)= —-\_z(h(a)) esitlifini saglayan bir

h(x) € K[x] polinomu segilsin. (2.36) esitliginin kanitlanmasi i¢in (f(0)° h(a))*

elemaninin k"a cismi tizerinde I dereceden cebirsel oldugunun gosterilmesi yeterlidir.

Bu ifadenin tersinin dogru oldugu varsayilsin. Yani (f(8)° h(a))* elemam k, cismi
tizerinde g <! dereceden cebirsel olsun. Bu durumda

(FO) h(@) ) +(4ygy (@) (fO) h(@) )T +..+(dy(@)) =0 (237)

esitligi saglanacak sekilde dereceleri # den kiigiik ve (4, (a))* # 0 olan 4;(x) e K[x]

polinomlarn vardir. 0 <i <gq -1 igin her bir B;(x) € K[x] polinomunun derecesi n den

kiictik olmak lizere h(a)iA,- () =Bj(a) ve h(@)? = By(e) olarak yazilsin. Boylece

(2.37) esitligi (By(a)) =(4p(a))’ 0 olmak iizere
(By(@)f(0)*) +(Byy (@) 0) V) +...+ (By(a)) =0 (2.38)

seklinde yazilr. (,5) minimal ¢ift, v(@—-@)=6 oldupu igin 2.35. Lemma’dan

(B___i(“)] =1 dir. Buradan (2.38) esitligi kullamlarak
B;(0)

5(3‘, 0)f(0) +B,1(O) f(6)°™) +...+ By(8)) >0 (2.39)

oldugunu goriiliir.
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G(x) = By (1) f(x)*7 + By () f ()9 +...+ By(x) (2.40)
polinomu yazlsin.
degG(x)<n+eqn<n+enl<m—en+n=m—-(e-n<m

dir. (2.40) ifadesi G(x) polinomunun f _agihimmdir ve 1.57. Teorem’den
Wa,s (G(x)) = Orgiigl P(Bi()) +iewa s (f(X))} SWBp(@)=0  (2.41)
<i<q
olur. degG(x) <m olduundan 2.36. Lemma’mn (ii) kosulu ve (2.39) esitsizliginden

Wa,5(G(x)) =v(G(6)) > 0 olur. Bu ifade ise (2.41) ifadesi ile gelisir. Boylece (2.36)
esitligi gosterilmis olur.
(i) ifadesi saglansm. K(€), K cisminin hatasiz bir genislemesi oldugundan

K K cisminin v degerlendirmesine gbre tamlamgi olmak {izere

[K©):K]=[K(©):K] esitligi saplamr. Boylece 2.18. Teorem’den M(6,K)

kiimesinin G ; grubunda bir Gst stmin vardir. Bu iist sinir da x (8) ile gosterilir.

(1) ifadesinin dogru olmadif1 varsayilsin. K\ K min K cismi iizerindeki
derecesi n olan ve dx (@) ¢ M(a,K) y1 saglayan bir eleman: olarak segilsin. Aranan
geliski K(a) mn K cismi lizerinde hatasiz bir genigleme olmadiginin gosterilmesi ile

elde edilecektir
M(a,K) en biiyikk elemam olmayan tam sirali bir kilme oldugundan iyi sirali

bir kofinal alt kiimesi vardir. O halde

(1) {di}ier » M(a,K) da bir kofinal alt kilmedir ve i,je I, i < j igind; <é;
dir.

(2) B; ek , degpB; <n iken §; =;(a—-ﬂi) dir ve ye}(_ , degy <degpB;

iken ;(a—- y) < 8; dir.
ozelliklerini saglayan M(a,K) da bir {5;};; neti segilebilir. Aynica f; lerin her
birinin K cismi iizerinde aym s derecesine sahip oldugu varsayilabilir. i < j iken

6; <& oldugu goz Sniine almirsa
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B, - B)) =V ~a+a~-B;)

> min{w(B; —a), (@~ B;)}
= min{5;,5,}
=6,

olur. Herhangi bir y € E, degy <s igin
v(pi~y)=vpi—a+a-y)

= min{;(,Bi -a), ;(a -}
= min{5, ,V(a e }')}

=v@-y)
< 6,'
oldugu goriiliir. Sonug olarak 2.31. Teorem’den
G"ﬂ,— Sle,j , I<j (2.42)
k, ck, , i<j,ijel (2.43)
Bi B

yazilir. Tim K(f;) cisimleri K cismi {izerinde hatasiz ve s <n dereceli oldugundan

(2.42) ve (2.43) ifadeleri esitlige dontsiir. Buradan herhangi bir j € I i¢in

U Gyp, =Gy Uk,, , =g, (2.44)
iel iel
olur.
G, =G, . &, =Uk,, (2.45)

iel iel
oldugu gosterilmelidir. Boylece K(a) K cisminin n>s dereceli genislemesi
oldugundan (2.44) ve (2.45) ifadeleri kullamlarak K(a@) mn K cismi lizerinde hatasiz
olmadig sonucu elde edilir. Bu da bir geliskidir.
(2.45) deki esitliklerin elde edilmesi i¢in; derecesi n den kiiciik herhangi bir
F(x) € K[x] polinomu alinsin.
wF(a)~F(B)) > W(F(B;)) esitsizligini saglayan kel elemammn var

oldugunun kanitlanmas: yeterlidir.
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y  F(x) polinomunun bir kokii olsun. Wa—-y)e M(a,K) oldugu igin {5},
netinin (1) dzelliginden ;(a —~y) <0, olacak sekilde k e I elemanmi vardir. k¥ yeteri
kadar biiyiik segilerek F(x) polinomunun her bir y, kokii i¢in

va-y,) <5 (2.46)

oldugu varsayilabilir. F(x)=c][(x~-7,) olarak yazilsin. Buradan
t

F@) _yile-r)._ IL‘E‘_ﬂk.) 247
F(Br) I,I(ﬁ—YJ I,I(+ﬁk—r, 247

olur. (2.46) esitsizligi ile v(@— ;) = 3 ifadesinden

VB 1) =By —ata-y,)
= min{v(B; ~a), W@ —7,)}
=v(@-7,)
olur. Sonug olarak (2.47) ifadesinden

;( Fla) —1)>0
F(B)

esitsizligi elde edilir. Boylece (2.45) deki esitlikler saglanmis olur ve kanit tamamlanr.

2.38. Lemma: X bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi ve

chark, = p>0 olsun. n, n>2 olan ve p ile béliinemeyen bir dogal say1 ve ¢
birimin 7. ilkel kokii olsun. Bu durumda K(¢) cismi K cisminin dallanmamis hatasiz
bir genislemesidir. (Khanduja, 2002)

2.39. Senuc: X, v, n ve { 2.38. Lemma’daki gibi olsun. ¢ K cisminin bir
elemam ve 8, x"” —c=0 polinomunun bir kokii ise K(¢,6) cismi K cisminin bir
tame geniglemesidir. (Khanduja, 2002)

2.40. Lemma: : K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi,
K(a) K cisminin aynlabilir bir geniglemesi, [K(@):K]=n ve Ag(a)= wl.( (@)
olsun. O(x) K cismi iizerinde n. dereceden monik indirgenemez bir polinom olsun.

Eger ;(Q(a)) Snwg(a) oluyorsa Q(x) polinomunun her B kokii igin

e — B) = W(Q(@))/n olur. (Bhatia ve Khanduja, 2002)
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2.41. Lemma: K bir cisim, v K cisminin reel, Henselian bir degerlendirmesi,
a K cismi lizerinde ;(a) =0 saglayan n>1 dereceden ayrilabilir bir eleman olsun.

g(x)= Zc,-xi € K[x] polinomu miin{v(c,-)} =0 olacak sekilde derecesi m <n olan

i

bir polinom olsun. Bu durumda
v(g(a)) <még(a)
saglanir. (Bhatia ve Khanduja, 2002)

2.42. Lemma: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi ve
chark, = p>0 olsun. X' K cisminin ayrlabilir bir geniglemesi, [K': K]= p asal
say1 ve v', v degerlendirmesinin X' cismine genislemesi olsun. Bu durumda

i) Eger K', K cisminin hatasiz bir genislemesi ve y, K' cisminde ya
v'(y) ¢ G, dzelligini yada v'(y) =0 ve y* ¢ k, ozelliklerini saglayan bir eleman ise

min{y(Trg:/ g (6))~v'(6)|0% 8 € K'} = (p=Dwg () = v'(»)]

saglanir.

ii) Eger v reel bir degerlendirme ve y, K'\K da v'(y) =0 olan bir eleman ise
0# 6 € K' eleman igin
V(Trg 1 (6)) —V'(6) = (p~Dlwg () - 6k (¥)]
dur.
Ozellikleri saglanir. (Khanduja, 2002)

2.43. Lemma: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmest,

charK = p>0 olsun. ae K elemam K izerinde p. dereceden ayrlabilir ve

;(a) 20 ise her / >1 dogal sayisina
- 1
va-p)= (1""1‘)AK(O‘)

esitsizligini saglayan K lizerinde tamanuyla aynlamaz olan g e K elemam kargilik

gelir. (Ax, 1970)
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2.44. Tamm: K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi olsun. X', K
cisminin [K':K]=n olan bir genislemesi ve v', v degerlendirmesinin K’ cismine
genislemesi olsun. Eger her x € K' eleman igin

x= Za,-x,- , a; €K ,vV(x)= miin{v’(a,-x,-)}
i

oluyorsa K'/ K geniglemesinin x;,x,,...,x, tabanma v'/v ye gore bir degerlendirme
tabani denir. {x;,x,,...,x,} bir degerlendirme tabam ise ye K', y #0 olmak iizere
{x;/y,%5 ! y,....x, / y} de bir degerlendirme tabam olur.

2.45. Teorem: K bir cisim, v K cisminin reel, Henselian bir degerlendirmesi

ve ,d € K\K elemam K cismi lizerinde ayrilabilir bir eleman olsun. 4 IR nin
BeK igin Wa— ) > A iken K(a) < K(B) (2.48)
ozelligini saglayan bir elemam ise 4 > wy (@) dir.

Kamt: A teoremdeki (2.48) dzelligini saglayan bir reel say1 olsun. 4> ;(a)
olmahdir. Ciinkii ;(a) =;(a—0) >A iken K(a)c K olur ki bu miimkiin degildir.
Be K icin ;(a - pB)> A esitsizliginin saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
Wt = 1) > A~ 2v(a) olmasidir. wg (@) = wx (@) —2v(@) oldugu da gbz dniine
alindiginda teoremin ;(a) >0 olmasi1 durumu igin kanitlanmas: yeterlidir.

N a elemanm bulunduran, X cisminin en kiigiik normal genislemesi olsun.

Gal(N/ K) grubunun
H ={o € Gal(N 1 K)|v(a - o(a)) > wi (@)}
scklinde tanimlanan H alt grubunun sabit cismi L < K(a) olsun.
Ap(@)=wg(a) (2.49)
oldugu kolaylikla goriiliir.

A <wg(a) oldugu varsayilsin. 0< ;(a) <2 oldugundan wg(@)>0 dir. a
elemanimin herhangi bir &’ 2 @ L _eslenigi igin (2.49) esitliginden ;(a ~a)=wg(a)
olur. A min (2.48) dzelliginden de K(a)c K(@') dir. Buradan da L(a) = L(a') olur.
Yani K(a) L cisminin bir normal genislemesidir. Gal(K(a)/ L) grubunun p_Sylow



alt grubunun sabit cismi F ile gosterilsin. Her i igin F;,; F; cisminin p dereceli
bir normal geniglemesi olacak gekilde
FycFc..cF,=K(a)

ara cisimleri vardir. F_; = F olarak yazilsin.
1. durum: charK = p >0 olsun. Her m >1 dogal sayist igin A > (1 —-l)wK (a)
m

oldugu gosterilmelidir.
Bu ifadenin dogru olmadif1 varsayilsm. Yani I >1,

A< —%)w x (@) (2.50)

esitsizligini saglayan bir dogal say1 olsun. 2.43. Lemma’da K’ olarak K(a) ve K
olarak F' alimirsa

Wa B2 (1-DAr(@) @.51)

esitsizliini saglayan F {izerinde tamamuyla ayrilamaz olan f € K elemant oldugu
goriiliir. (2.48) esitsizligi ile L ¢ F oldugu g6z 6niine alindiginda

wi (@) =AL(@)=Ap(@) (2.52)
dir. (2.50), (2.51) ve (2.52) ifadelerinden ;(a — f) > A oldugu elde edilir. Sonug olarak
K(a) € K(p) dir. Buradan da F(a) < F(f) olur. Bu bir geligkidir. Clinkii F(8) F
cisminin tamamiyla aynlamaz bir genislemesi iken F(e) F cisminin, [F(a):F]=p
olan aynlabilir bir geniglemesi olamaz.

2. durum: charK =0 olsun. F cisminin K icindeki tiim tame genislemelerinin
bileskesi T ile gosterilsin. T(a) T nin bir tame geniglemesi degildir ve [T'(a):T]=p
dir. 2.16. Lemma’dan Ag(@)=wgr(a)=wyp(a) olur. (2.52) esitligi géz Oniine
alindifinda

wi (@) =Ap(a)=wp(a)=wr(a) (2.53)
oldugu goriliir. Eger fe K ve (T(B):Tl<p ise T(B), T cisminin bir tame
genislemesidir ve €T olmahdir. Buradan

8r(@) = sup{(a —1)|t € T} (2.54)



olarak bulunur. A < wg (a) olarak varsaylldifindan
A<(1- —l—)wK () (2.55)
n :

olacak sekilde p ile boliinmeyen »>1 dogal sayisi vardir. Bu ifadenin de bir geligkiye
neden olaca@: gdsterilecektir.
T(@)=T' ile gosterilsin. v degerlendirmesinin 7 ve 7' cisimlerine
kasitlaniglan sirasiyla vy ve vy olsun.
2. durumun 1. alt durumu: 7’ T cisminin hatasiz bir geniglemesi olsun.
Eger G,, #G,,, ise 7€ T', v(r) ¢ G, eleman segilsin. Eger £, #£, . ise teT’,
V'(r)=0 ve T ¢ k,, elemam segilsin. f; € T olmak iizere
- p-l X - -
v( Y t;7') = min{v(t;) +iv(2))
i=0 !
seklinde yazilir. i =1,2,...p-1 igin a, a; € T iken
pt
a=a+ ). a7
i=1

olarak  yazilirsa ;(a) >0 oldupu gbéz Online alinarak ;(a) 20 ve
;(a —-a)= min{;(ai) + i;(r)} oldugu goriliir.
1
G,, #G,,, iken v(@—a)¢ G, oldugu agikr.
ky, #k, . ise beT elemam v(e —a) = min{v(a;) +iv(z)} = min{v(a;)} = v(b)
i i

olacak sekilde secilebilir. Boylece

* 1
(“;“) “S@myeye k,,

i=l

yazilir. y € T' elemam

a—a ; GVT;erT,
Y=Ya-—a

b
seklinde tamimlansin. 2.42. Lemma’da K'=T' ve K=T olarak alinirsa

: va ;ek‘,7w




min{v(Trp 7 (6) ~v'(6)|0# 8 e T} =(p-Diwr (V]  (2.56)

olur.

(2.55) ifadesi dogru olarak varsayildigindan

v(Irpr(a@—-a-B)-via-a-p)y<(p-Dwr () -v'()]

olacak sekilde B €T elemam bulunacaktir. Bu da (2.56) ifadesi ile geligtiginden bu alt
durumun kamt: tamamlanmig olacaktir.

K(a) F cisminin [K(a): F]= p olan bir Galois genislemesi oldugundan T",
T cisminin bir Galois geniglemesidir ve [T':T]= p olur. (2.53) esitliklerinden en az
bir ce F igin pwg(a) = ;(c) olur. n (2.55) ifadesini saglayan bir dogal say1 olmak
{izere x” —¢™! polinomunun bir y ko&kii alinsmn. 2.39. Sonug’tan y € T olmalidir. d,
T cisminin

p(a-a)=v(d)

esitligini saglayan bir elemam ve & , x7P" —d™P™V polinomunun bir kdkii olsun.
Yine 2.39. Sonug¢’tan T(¢) T cisminin bir tame genislemesi olacagindan £ €T elde

edilir. va # kVT, iken beT igin ;(a—a) =;(b) oldugu goz Oniine almarak zeT

elemam
Yy .
b p—-l ? vr g va '
Z =

Yy

E 5 GVT * GVT'
seklinde tamimlansin. Buradan

1 —_
- ;)pr (@) -(p-DW(a-a) s ky 2k

Wz) = (2.57)

1 np(p-1) |~
(1 -)pw (@)~ [—’M——)—] Wa-a) ; G, %G,
n + pn
olur. @ —a elemaninin 7 cismi lizerindeki minimal polinomu
P(x)=xP +cxP! +.tCp

olsun. O(x) € T[x] polinomu da

O(x)=xP + (¢ +z)xp“l+c2xp_2+...+cp
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seklinde tammlansin. Bu durumda
wQ(a - a)) =v(Q(a - a) - P(a —a))

=v(z(a~a)" ) (2.58)
=pg
olur. (2.57) ve (2.58) kargilagtinldiginda
1=y (@) k2,
g= (2.59)
a-Ywe@-{-2=2_[e-a) ; G, %G
n | pQ+ pr) > T T

olarak bulunur. 0< ;(a ~a)Swr(a)=wg(a) ve wg(a)>0 oldufu gbz oniine
alindiginda (2.59) ifadesinden
1
(- ;;)WK (@) g <wg(@)
oldugu bulunur. (2.55) ifadesi de kullamlarak
A<g<wg(a) (2.60)
elde edilir. QO(x) polinomunun kdkleri By, B,,..0, ise (2.58) ifadesi

Z;(a ~a- f;) = pg oldugunu gosterir. Bu durumda Q(x) polinomunun
I

va-a-f)zg
esitsizligini saglayan bir B kokii vardir. 4> g oldugundan A elemaninin (2.48)
ozelliginden K(a)c K(a+p) olur. Buradan T(@)cT(a+ p)=T(f) olur
[T(@):T]1=p ve B, O(x)e T[x] polinomunun bir kékii oldugundan T(a) =7T(fS) dir
ve Q(x) polinomu T iizerinde asaldir. 2.40. Lemma yardimyla
Wa-a-p)=g (2.61)
bulunur.
Irpyr(@—a~p)y=Trpr(a-a)-Trpr(P) =2
oldugundan (2.58) ifadesi g6z 6niine alinarak
WIrp (@ —a- ) =¥(z) = pg - (p~v(a - a) (2.62)

esitliklerinden
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WTrp 7 (8) ~(6) = (p-Dig -@—a)]
elde edilir. (2.56) ifadesinden de
g—v(@—a)2 wr(y)-v'(7) (2.63)
olr. G, # G, iken y =a —a esitligi ile wy(a—a) =wr(a) =wg(a) esitlikleri goz
Sniine ahindiginda (2.63) ifadesinden |
g2 wg(@)
oldugu elde edilir. Bu da (2.60) ifadesi ile gelisir.
ky, # k. iken 7=g_;_)—_a_ , V()=0
ile
wr (7) = wr (o — a)-v(b) = w (@) ~ (e~ a)
esitlikleri g6z Oniine alindiginda da (2.63) ifadesinden
g 2 wg(a)
oldugu elde edilir. Boylece bu geliski ile birlikte 2. durumun 1. alt durumunun kaniti

tamamlanir.
2. durumun 2. alt durumu: 7°, 7 cisminin immediate bir geniglemesi olsun.

wi (@) > 0 esitsizligi ile p ile boliinemeyen »>1 dogal sayisinin
A< —-’%)WK @

esitsizligini sagladify tekrar g6z oniine alinsin. m  » den daha biiyiik bir tamsay: olsun.
T cisminde

Wa -a)> 6r(e) -W—'in@ (2.64)
esitsizligini saglayan bir g elemam vardir. 7, T cisminin bir immediate geniglemesi
oldugundan \—z(a —-a)=vr(b) , beT yazlr.

Pwg (@) =¥(c)

olacak gekilde c € F elemam segilsin ve y, x" —c¢"™ polinomunun bir kokii olsun.

zeT elemam

z= 24
pP1




seklinde tammlansin. @ —a elemammin 7 cismi iizerindeki minimal polinomu
P(x)=xP +¢xP1 +..tep
olsun. Q(x) € T[x] polinomu da
O(x) = x? +(¢y + 2)x P +c2x”'2 +o.4+Cp

seklinde tammlansin. 2. durumun 1. alt durumunun kamtinda oldugu gibi benzer

islemler sonucunda
Wa-a-f)= (- (@) (2.65)
ve
WTrrir(@-a-B) =v(a) = pl-Jwe(@)-(p-DHa-a) (266

esitliklerini saglayan en az bir f € 7' elemam bulunur. 2.42. Lemma’nn (ii) ifadesinde

K'=T',K=T,y==a;a ve d=a-a-f olarak ahmrsa (2.65) ve (2.66)

esitliklerinden

(»-DId ~—,‘;)wK (@ -vla -] (p-Diwr (&

“)—JT(“;“)l 2.67)

sonucuna varilir. (2.53) ve (2.64) ifadelerinden de

wT(i’;—“)=wK(a)—;(a—a) e 5,(“;")<WK (@) (2.68)
m

oldugu goriiliir. (2.67) ve (2.68) ifadeleri birlikte goz niine ahndiginda
1 1
(I-=wg (@) > (1 -—Iwg(a)
n m
elde edilir. Buradan wy () >0 oldugundan m < n bulunur. Bu ifade ise m sayisinin

secilisi ile geligir. Boylece kamit tamamlanir.
2.46. Sonuc: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi olsun.

K(a) c K cismi K cisminin bir tame genislemesi ve [K(@):K]>1 olsun. A G,
grubunu siral bir alt grup olarak igeren tamamiyla sirali bir abel grubunun
BeK igin va—p)> 4 iken K(a)< K(B)

ozelligini saglayan bir elemam olsun. Bu durumda 4 > wg () dur.
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. Kamt: K(a) K cisminin bir tame genislemesi oldufundan bu genigleme
aynlabilir bir geniglemedir. Dolayisiyla kamit yukandaki teoremin kamitina benzer

sekilde elde edilir.
2.47. Lemma: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi olsun.

4 e K elemam: K cismi fizerinde cebirsel ve [K(7):K]= p asal olsun. ;(y) ¢ G, ise

Wy) =68 () olur. (Bhatia ve Khanduja, 2002)

2.48. Teorem:
i) K bir cisim, v K cisminin herhangi rankli Henselian bir degerlendirmesi,

charK =chark, ve ae€ K\ K elemam K cismi iizerinde aynlabilir bir eleman olsun.
A, G, grubunun boliinebilir kapaniginda olan ve

BeK igin vi@—B)> A iken K(a) < K()
ozelligini saglayan bir eleman olsun. Bu durumda A > wg (o) dir.

ii) K bir cisim, v K cisminin rankv >1 olan Henselian bir degerlendirmesi ve
charK =0, chark, =p asal ve ae K\ K olsun. A, G, grubunun boliinebilir
kapanisinin

BeK igin via—B)> 4 iken K(a) < K(B)
ozelligini saglayan bir elemam olsun. En az bir n pozitif tamsayisi i¢in n(wg (@)~ A)
y1 igeren G, grubunun en kiigiik konveks alt grubu p _boliinebilir grup degilse
A2 wg (o) dir. (Bhatia ve Khanduja, 2002)

2.49. Teorem: K mikemmel bir cisim, v K cisminin herhangi rankh
Henselian bir degerlendirmesi ve chark, = p>0 olsun. K(¢) K cisminin tame
olmayan bir Galois geniglemesi ve [K(a): K]= p olsun. K cisminin derecesi birden
bityiik olan higbir tame genislemesi olmasin. v, v degerlendirmesinin K(@) cismine
kisittamg1 olmak tizere G, grubu "G"a icinde yogun olsun. 4 G, grubunun
béliinebilir kapaniginin

pe K i¢in ;(a - pB)> A iken K(a) < K(B)

6zelligini saglayan bir eleman olsun. Bu durumda 4 > wy () duir.
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Kamt: peK ve [K(p):Kl<p isc K(p), K cisminin bir tame
genislemesidir. Hipotezden ¢ € K olur. Buradan
Sk (@) =sup{(a —1)|t € K} (2.69)
olarak bulunur. G, grubunun bélﬁnebiﬁf kapamigindaki herhangi bir pozitif # elemam
i¢cin G, grubunda 0 < y <@ 6zelligini saglayan bir y elemam segilebilir.

Cinkii r @p" €@, olacak gekilde bir tamsay: ise 2.39. Sonug’tan

r
H= op €eG, ve O<pu<b
p +1
olur. ,
y wg(a)-4
wg(a)>A oldugu varsaysin. x, G, grubumun O< u< s
esitsizligini yani
A<wi(a)-2u (2.70)
esitsizliini saglayan bir elemani olsun. (2.69) esitsizliginden
Wa —a) > 5 () —12‘— Q.71)

olacak gekilde bir ae K elemam vardir. a—a elemanmn K cismi fizerindeki
minimal polinomu
Px)=xP +epxP e+ Cp

olsun. G, grubu G, i¢inde yogun oldugundan

Pwi (@) ~21) <¥(2) +(p~ D@~ a) < p(wk (@)~ )

yani

POwg (@)= 2p) = (p~D)¥(er - a) < (2) < p(w () - §) ~(p~ vl —a)
esitsizliklerini saglayan bir z € K elemam vardir. Q(x) € K[x] polinomu

Q) =xP +(c; + 2)xP1 + ic,-xp"i
=2

seklinde tammlansin.

WQ(a-a)) = pg olsun. Bu durumda



WQ(a -a)) =W(Q(a - a) - P(a - a))

=v(z(a-a)P) (2.72)

=pg

olur. (2.70) esitsizligi gdz 6niine alindiginda
pA<p(wi(a)-2pu) < pg < p(wg ()~ ) (2.73)

oldugu gorilir. O(x) polinomunun kokleri fi, B;...., B, ise (2.72) ifadesi yardimiyla

Z;(a —a- f;) = pg bulunur. Budurumda Q(x) polinomunun ;(a -a-pzg>2
!

esitsizligini saglayan en az bir fe K  koki  vardm Hipotezden
K@) K(a+ p)=K(p) olur. [K(a@):K]=p ve B, O(x)e K[x] polinomunun bir
kokii oldugundan K(a)= K(f) dir ve Q(x) polinomunu K cismi iizerinde asaldir.
2.40. Lemma’dan
Wa-a-f)=g 2.74)
olur.
Trgayx(@—a—PIrkeyx(@—a)-Trgy k(B =2

oldugu ve (2.72) ifadesi gbz oniine alinirsa

Y(Irg(ay k(@ —a—B)) =v(z) = pg—(p-Dv(a - a) (2.75)
elde edilir. 2.42. Lemma (ii)de y =a@—a, § =a—a— f alnarak

w2)-v@—-a-p)z(p-Dlwg(a-a)-5x(a-a)] (2.76)
esitsizligi bulunur. wy (@ —a) =wg (@) ve Sx(a—a)=Jg(a) esitsizlikleri ile (2.74)
ve (2.75) ifadeleri kullanilarak (2.76) esitsizligi g — ;(a -a)2wg(a)~0g(a) olarak

yazilir. (2.71) esitligi yardimiyla da gl Z2wg(a)+ ;(a —-a)-dg(a)zwg(a)— —‘Lz-‘- elde

edilir. Bu ifade ise (2.73) esitsizliginden elde edilebilen g <wg (@)~ esitsizligi ile
geligir. O halde A > wy (o) olmahdr. '
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2.50 . Teorem: K bir cisim, v K cisminin herhangi rankli Henselian bir
degerlendirmesi, rankv>1, charK =0, chark, = p asal olsun. K(a) K cisminin
tame olmayan bir Galois geniglemesi ve [K(a):K]=p olsun. 1, G, grubunun
boliinebilir kapanisinda

BeK isin Wa— B)> A iken K(a) < K(B)
ozelligini saglayan bir eleman olsun. K cisminin derecesi birden bilyiik olan hi¢bir tame
geniglemesi olmasin. En az bir n pozitif tamsayisi i¢in n(wg (@) —4) 1 igeren G,
grubunun en kiigiik konveks alt grubu p _bélinebilir olmasin. Bu durumda 4 2 wg (@)
olur.

Kamt: K(a)=K' ile gosterilsin ve v degerlendirmesinin K' cismine
kisitlamst v olsun. K cisminin higbir tame geniglemesi olmadigmndan
p (wig(@)-A)eG, olacak sekilde en az bir r  pozitif tamsayis1 vardr.
p (Wi (@)—A) elemanm igeren G, grubunun en kiiciik konveks alt grubu H ile
gosterilsin.

G, =G, ise 249. Teorem’den kanit tamamlamr. O halde G, =G, yani
[G, :G,]=p olsun.x K’ cisminin v'(x) ¢ G, saglayan bir elemani olmak lizere

a=a+ Z’a,-x" , a,a; €K
i=1
seklinde yazilirsa

;(a —-a)= lslgi;l;l— 1 {W(a;)+'(x)} ¢ G,

olur. A < wg (a) oldugu varsayilsin.
1.Durum: pA<@+(p —-I);(a —a)< pwg(a) Ozelligini saglayan O €G,
elemani var olsun. @ —a elemanmmin K cismi {izerindeki minimal polinomunun
P(x)=xP +cxP? +..4Cp

oldugu varsayisin. Q(x) € K[x] polinomu
O(x) = x? +(c; + 2)xP 4 cpxP 2 +..tCp

seklinde tanimlansin.
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Wz)+(p-v(@—-a)= pg
olsun. Varsayim kullanilarak
A<g<wig(a) 2.77)
oldugu goriiliir. 2.48. Teorem’inin kanitinda oldugu gibi K' cisminde Q(8) =0 olan
Wa—-a-f)=g (2.78)
ve
WTrg g (@=a- B)) =v(z) = pg~(p~w(a~a) (2.79)
esitliklerini saglayan bir fe K' elemam vardir. 2.42. Lemma’nm (ii) ifadesinde
y=a-a, 0 =a—a-f alinrsa
g—;(a~a)2wK(a—a)—5K(a~a) (2.80)
elde edilir. ;(a —-a)=¢G, oldugu gbz Oniine alindiginda 2.47. Lemma’da
ogla—a)= ;(a —a) oldugu goriiliir. Bu durumda (2.80) esitsizliginden g > wg («)
elde edilir. Bu esitsizlik de (2.77) ifadesi ile geligir.

2. Durum: G, grubunun pA<@+(p- l);(a —a) < pwg(a) esitsizligini
saglayan hichir 6 elemam1 bulunmasin. pAl<@+(p- 1);(a —a) < pwg (@)
esitsizliginden

(p=D¥(@~a) < pwg (@) =0 < pwg (@)~ )+ (p~ (@ -a)
esitsizligi kolaylikla elde edilebilir. Dolayisiyla K cisminin E cismi i¢cinde maksimal

tame cismi olmasi ve 2.39. Sonug’u gz Oniine alinarak G, grubunda

Wa-a) <0 <v(a—a)+ pl[wK(a)-;L] 2.81)
o

esitsizligini saglayan hi¢bir 6; elemaninin olmamasi durumunun incelenmesi yeterli
olacaktir. G, grubunun béliinebilir kapanisinda pg; € G, ve A< g; <wg (@) olacak
sekilde bir g; elemam segilebilir. Ciinkii 2.49. Teorem’inin kamtinin ilk kisminda
oldugu gibi 4, G, grubunun 0 < u <wg(a)—A ozelligine sahip bir elemam olmak

lizere gy = wg (@)—u dir.
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a —a elemaninin K cismi {izerindeki minimal polinomu

=xP pr-1
P(x)=x"+cx" " +..tc,

olsun. y, K cisminin v(y)= pg; esitlifini saglayan bir elemam olmak ﬁzere
0, (x) € K[x] polinomu '
O1(x)=xP +cxP 44 (c, +)
seklinde tanimlansin. 1. durumun kamtinda oldugu gibi @j(x) polinomunun
Wa-a-p)=g; >A esitsizligini saplayan bir B, kokii vardir. Buradan da
K(a)=K(B;) esitligi bulunur. Trg/x(@—a~p;)=0 oldugundan Hilbert Teorem
90’dan a —a- f; = (&) - & olacak sekilde bir £ € K’ elemam ve K’ cisminin bir o
K otomorfizmasi vardir. O halde
g1 =W@—a- ) =vo©)-£)=wg &) 2.82)

olur.

pl 4

=) di(a-a) ,djek

i=0
seklinde yazilsin. & yerine £—d yazilarak dy =0 oldugu varsayilabilir. Sonug
olarak

w&)= min {(d)+iva@-a)eG,
1<i<p-1

olur. 2.42. Lemma’nn (i) ifadesinden

wi (£) - V(&) = wg (@ — a) - v(a - a)

oldugu goriiliir. (2.82) esitligi kullanilirsa yukaridaki esitlik

£ —wK(a>=¥(5)—§(a—a)=3[af a)

p-l .
= {Zd,-(a—a)"lJ
i=1

= min {o(d;)+(i- (e —a)}

ISi<p-
sekline doniigiir.
g1 —wg(a)=v(d))eG, (2.83)

oldugu gosterilmelidir. Bu esitligin saglanmadig varsayilsin. O halde



g1 —-wx(@)=v(d))+(-D(a-a), j>1
olur.
g1 =wg (@) +%(d;)+(F-Dv(@—a) seklinde  yamlarak 1< g <wg(@)

esitsizligi
v d;l

W@ —a)< <v(a-a) +-j—l_—1-[wK (@) -]

sekline getirilebilir. Bu da (2.81) ifadesini saglar. Oysa bu varsayimla ¢eligir. Boylece
(2.83) esitligi elde edilir.

g elemanmimn G, grubunun

P81 €G, ve A< g <wg(a)

ozelliklerini saglayan bir elemam oldugu bilindigine gére pwg (@) € G, oldugu goz
oniine almirsa (2.83) ifadesinden pfe G, ve 0<8<wg(a)—A olmasi durumunda
8 € G, oldugu sonucu elde edilir.

6>0 , H grubunun herhangi bir elemani olsun. 0 <& < n(wg (@) — 4) olacak

sekilde (p,n)=1 varsayilabilen »n pozitif tamsayis1 vardir. K cismi K icinde

maksimal tame geniglemesi oldugundan 2, € G, olur. 0< A <wg(a)-A esitsizligi de
n n

kullanilarak -5-—6 G, olur. Buradan —é;e H dir. Yani —(ze H olur. Bu ifade de H
np np n

grubunun p_boliinebilir oldugunu gésterir. Dolayisiyla bir geliski elde edilmis olur. O
halde A 2 wy (a) olmahdir.

2.51. Lemma: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi olsun.

avepf , K cisminin ;(a - P)2Ag(a) esitsizligini saglayan elemanlan ise
Ag (B) = Ag(a) dir. (Aghigh ve Khanduja, 2003)

2.47. Lemma: K miikemmel bir cisim; charK = p>0 ve v K cisminin reel

Henselian bir degerlendirmesi ise her a € K\K elemam i¢in & K (@) =wg (a) olur.

(Aghigh ve Khanduja, 2003)
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2.53. Teorem: K bir cisim, v K cisminin herhangi rankli Henselian bir
degerlendirmesi olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

i) (K,v) bir tame cismidir.

ii) Her ¢ € K\K eleman igin ;(a —a) 2 Ay (a) esitsizligini saglayan en az bir
a € K elemam vardir.

iii) Her e K\ K eleman: i¢in v(@—f)> Ax(a) esitsizliini saglayan ve
deg f <dega olanenazbir f e K elemam vardir.

iv) Her a € K\ K elemam icin ;(a - B2 wg(a) esitsizligini saglayan ve
deg f <dega olanenaz bir B e K elemam vardir.

v)Her a € K\K elemam icin K(a) K cisminin hatasiz bir genislemesidir ve
Ok (@) =wg (a) dir.

vi) (K,v) hatasiz degerlendirilmis bir cisimdir ve her a ¢ K\K eleman i¢in
ok (@) = wg (a) olur.

Kamt: (i) ile (ii) ifadelerinin denkligi 2.9. Teorem’den goriiliir.

(ii) saglanmyor ise (iii) ifadesi agikardir.

(iii) saglamyor olsun. [K(a):K]=n {izerinden tiimevarim uygulansin. Eger
n=2 ise (i) ifadesinin gergeklendifi agik¢a goriiliir. n>3 olsun. Derecesi n den
kiigtik olan her S e K\K elemanina

v(f-a)2Ax(B) (2.84)
olacak sekilde a € K elemani karsihik gelsin. (iii) ifadesinden dolay:
Wa- )2 Ag (@) (2.85)
esitsizligini saglayan S e K elemam vardir. O halde 2.51. Lemma’dan
Ax(P)2 Ak (@) (2.86)
olur. (2.84), (2.85) ve (2.86) ifadeleri kullanilirsa
v(a—a) = min{W(a - B),W(f -a)} = Ax(a)

esitsizligi elde edilir.
(iv) ifadesi saglamyor ise wg (@) = Ak (ar) oldugundan (iii) ifadesi agikardur.



(iii) ifadesi saglaniyor olsun. O halde 2.9. Teorem’den (K,v) bir tame cismidir.
Buradan X min miikemmel bir cisim oldugu goriilir. N, K cisminin o eclemamm

bulunduran en kiigiik Galois genislemesi olsun. Gal(N/K) grubunun H alt grubu-
H ={o € Gal(N | K)|v(a - o (@)} > wg (@)

seklinde tanimlansin ve H  alt grubunun sabit cismi L olsun. wg(a) sabitinin
tammmindan Gal(N/K(a)) ¢ H oldugu bulunur. Buradan da L < K(a) olur.

wi (@)= A, (@)
oldugu kolaylikla elde edilir. (iii) ifadesi ile (i) ifadesinin denk oldugu kullamhlirsa K
tame cismi ve dolayistyla L tame cismi olur. Boylece (ii) ifadesinden

via-p)2A (@) =wx(a)
esitsizlifini saflayan en az bir fel elemanimn var oldugu bulunur.
[K(B):K]<[L:K]<[K(a): K] oldugundan (iv) ifadesi saglanmis olur.

Kanitin tamamlanabilmesi i¢in (v) ifadesinin ilk dort ifadeden herhangi birine
denk oldugunun gésterilmesi yeterlidir.

(i) saglamyor olsun. O halde (K,v) miikemmel ve hatasiz bir cisimdir. Her
aeK\K elemam i¢in Krasner Lemma’dan dolay1 (@) < wg(a) oldugu biliniyor.
Ayrica (iv) ifadesinden &y (@) = wi (o) oldugu da goriiliir. Boylece dg (@) = wg (@)
esitligi elde edilir.

(v) saglamiyor olsun. 2.37.Teorem’den dx(a)e M(a,K) dir. Yani
;(a —pB) =06k (a) ecsitligini saglayan deg S <dega olan en az bir fe K elemam
vardir. g (@) = wg (@) esitligi g6z oniine alindiginda (iv) ifadesi elde edilir. Boylece

kamit tamamlanir.
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3. BOLUM
TAME GENiSLEMELERI VE SABIiTLERIN KARSILASTIRILMASI

K bir cisim, v K cisminin bir degerlendirmesi olsun. K’ K cisminin bir
genislemesi olmak tizere , v nin K’ cismine geniglemesi v', deger grubu G/, rezidii
cismi k, ile gosterilsin.

3.1. Onerme: K bir cisim, v K cisminin henselian bir degerlendirmesi olsun.
K' K cisminin bir genislemesi ve [K':K]=n olsun. charK =chark, =0 ve
rankv =1 ise K'/ K bir tame genislemesi olur.

Kamt: chark, =0 oldugundan £, miikemmel bir cisimdir. Dolayisiyla &, / &,
ayrilabilir bir genisleme olur. Ayrica charkv/e oldugu da agik¢a goriiliir.

chark, =0 ve rankv =1 oldugundan K'/K hatasiz bir genislemedir. Boylece

K'/ K bir tame genislemesi olur.
3.2. Ornek: K =IR,v = ' [ mutlak degerlendirme ve K’ =C olarak alindiginda

G, =IR" U{0},k, =IR ve G, =IR" U{0}, k, =C oldugu kolaylikla elde edilir.
3.1. Onerme’si yardimiyla da C/IR genislemesinin bir tame genislemesi oldugu
goriilir.

3.3. Onerme: X bir cisim, v K cisminin henselian bir degerlendirmesi,
charK =0 ve chark, =p olsun. K' K cisminin bir genislemesi ve [K':K]=p
olsun. K'/ K geniglemesinin bir tame genisglemesi olmasi igin gerekli ve yeterli kosul
k. !k, genislemesinin derecesi p olan ayrilabilir bir genisleme olmasidur,

Kamt: X' K cisminin bir tame genislemesi olsun. Bu durumda k. /%,
ayrilabilir bir genisleme, ef = p ve chark, = p,(e olur. O halde e # p dir. Dolayisiyla
f = p olmahdir.

Tersine k, /k, ayrlabilir bir genisleme ve f = p olsun. O halde e=1 dir ve
K'/ K genislemesi hatasiz bir genislemedir. p = chark%’e oldugu da agiktir. Boylece

K’ nlin K cisminin bir tame geniglemesi oldugu goriiltir.
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3.4. Onerme: K mikemme! bir cisim, v K cisminin Henselian bir
degerlendirmesi ve charK # 0 olsun. Bu durumda (X,v) bir tame cismidir.

Kamt: charK # 0 iken K =k, olur. K milkemmel bir cisim oldugundan K’ K
cisminin herhangi sonlu bir genislemesi olmak iizere £k, /k, aynlabilir bir
genislemedir. Buradan da f =[K':K] olur. Yani ef =[K': K] ve dolayisiyla e=1
olmalidir. Boylece chark, /}/e olur. O halde K’ K cisminin bir tame genislemesidir.

Yani (K,v) bir tame cismidir.

3.5. Onerme: K bir cisim, v K cisminin ranki bir olan ayrk bir

degerlendirmesi ve chark, =q olsun. K’ K cisminin bir genislemesi ve

g=#[K':K]=p asal olsun. K'/K genislemesinin bir tame genislemesi olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul k /k, genislemesinin ayrilabilir bir genigleme olmasidir.
Kamit: X' K cisminin bir tame genislemesi oldugundan k. /&, ayrilabilir bir

geniglemedir.

Tersine k&, /k, ayrlabilir bir genigleme olsun. v degerlendirmesi ayrik ve
rankv =1 oldugundan K'/K genislemesi hatasiz bir genislemedir. (p,q)=1
oldugundan chark, :q/e oldugu agiktir. O halde K'/K genislemesi bir tame

genislemesi olur.

3.6. Onerme: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi olsun.
(K,v) bir tame cismi ise her o € }{_\K, aayr/K igin dg ()= Ag(a) olur. Ozellikle
[K(a):K]=p asalise 0y (@) = Ag (@) dur.
Kanmit: (K,v) bir tame cismi olsun. 2.9. Teorem’den her & € E\K elemani i¢in
\_f(a—a)ZAK(a) (3.1)
esitsizligini saglayan en az bir ¢ € K elemam vardir. dega =1<dega oldugundan
Wa-a)<8g (@) (3.2)
oldugu da kolayca goriiliir. (3.1) ve (3.2) esitsizlikleri birlikte g6z 6niine alindifinda
g @)= Ag (@) (33)

oldugu bulunur.
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[K(a):K]=p asal ise 2.16. Teorem’den wg(a)=Ag(a) oldugu
bilinmektedir. Krasner Lemma’dan da 6y (@) < wy (@) dir. Buradan (3.3) esitsizligi ile
birlikte x (@) = Ag () oldugu elde edilir. |

3.7. Onerme: K bir cisim, v K cisminin reel Henselian bir degerlendirmesi

olsun. o € I—(\K, aayr/ K olsun. 4 IR nin

B eK igin via-f)> A iken K(@) < K(B) (3.4)
Ozelligini saflayan bir eleman olsun. Bu durumda wg(f)>wg(a) ve

5K(ﬁ)25K(a) Ve AK(ﬁ)>AK(a) olur.

Kamt: fe E, ;(a ~p)>A olsun ve A (3.4) oOzelligini saglasin.
K(a) < K(f) oldugundan dega < deg £ olur. O halde

v(@-B)<Sx(B) ve a- B)2 8y (@) (3.5)
dir. Boylece 6y () = 0k (o) esitsizligi goriiliir.
2.45. Teorem’den
A2wg(a) 3.6)

dir. Krasner Lemma’dan yardimiyla elde edilen &y (f) < wx () esitsizligi ile (3.5) ve

(3.6) ifadeleri ve ;(a—- p)> A oldugu birlikte géz Oniine alinirsa wy (f) > wr (@)

oldugu bulunur.

v Henselian oldugundan
Wp-p)=v(B-a+a-p)
> min{v(8 - ), v(@ - B}
=v(~a)
olur. Buradan da Ag(fB)2 ;( f-a) dir. wg(a)>Ag(a) esitsizliginden ve 4
elemaninin (3.6) ifadesinden
BB zv(B-a)> A 2w (@) 2 Mg (@)

yazilir. Yani Ag () > Ag (@) olur.
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3.8. Onerme: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi olmak
{izere ae E\K, aayr/ K ve charK =chark, olsun. A G, grubunun boliinebilir
kapanisinin |
BeK igin via- ) > A iken K(a) < K(B)
ozelligini saglayan bir elemani ise
wi (B) > wi (@) ve 8x(B) 25k (a) ve Ag(B)> Ak (@)

olur.

Kamt: 2.48. Teorem’inin (i) ifadesinden A2>wg(a) olur. Boylece kant

3.7.0Onerme’sinin kanitina benzer sekilde tamamlanir.

3.9. Onerme: X mikemmel bir cisim, v K cisminin Henselian bir

degerlendirmesi ve charK # 0 olsun. Asagidaki ifadeler saglamir.

i) Her a € K \K elemant igin ;(a —a) 2 Ag (@) olacak sekilde en az bir a€ K
eleman: vardir.

ii) Her a € K \K elemant igin ;(a - B)z2Ag(a), deg f <dega olacak sekilde
enazbir fe K elemant vardir.

iii) Her a € E\K elemani igin ;(a - B) 2w (@), deg f <dega olacak sekilde
enazbir f e K elemant vardir.

iv) Her ae K\K eleman icin K(a)/K hatasiz bir genisleme ve
Ok (@) =wg(a) dir.

v) (K,v) hatasizdir ve her a € E\K elemani igin dg (@) = wi () dur.

Kamt: 3.4. Onerme g6z 6niine alindiginda (K,v) bir tame cismi oldugu goriiliir.
Boylece kanit 2.53. Teorem’inin kanitina benzer sekilde tamamlanir.

3.10. Onerme: K bir cisim, v K cisminin Henselian bir degerlendirmesi ve

ae E\K, aayr/K olsun. ce K, ;(a —¢) 2wy (a) ise asagidakiler gergeklenir.
i) Her a € K\K eleman igin ;(a - B) =2 wr(a), deg B <dega olacak sekilde

en az bir # € K eleman vardir
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ii) Her @ € K\K eleman igin w(@~a) > A () olacak sekilde en az bir a € K
elemani vardir.

iii) Her o € E\K elemani igin ;(a -p)2Ag(a), deg f <dega olacak seki.lde
enazbir fe K eleman: vardir. |

iv) Her ae K\K eleman: i¢cin K(a)/K hatasiz bir genisleme ve
og(a)=wg (@) di.

v) (K,v) hatasizdir ve her o € E\ K elemani i¢in g (@) = wg (@) dir.

Kamt: ceKX, ;(a—c) 2wg(a) olsun. [K(c):K]<[K(a):K] ve
wi (@) 2 Ak (o) oldugundan (i) ve (ii) ifadeleri agikardur. (ii) ifadesi yardimtyla da (iii)
ifadesi de kolayca goriiliir.

Ayrica (ii) ifadesi tekrar g6z Oniine alinirsa 2.9. Teorem’den dolayr (K,v) bir
tame cismi olur. Dolayisiyla (X,v) hatasizdir. Yani her ae E\K elemant igin

K(a)/ K hatasiz bir genisleme olur. [K(c): K] <[K(«): K] esitsizligi

Sk (@)= v(a-c) G.7)
oldugunu da gosterir. Krasner Lemma’dan

wi(a) 20k (@) (3.8)
oldugu da biliniyor. Varsayimla birlikte (3.7) ve (3.8) esitsizlikleri géz Oniine
alindiginda

wi (@) =bk ()

esitligi elde edilir.
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Asikar degerlendirme
Ayrik degerlendirme
Ayrnilabilir eleman
Ayrilabilir genisleme
Ayrilabilir kapamsg
Avynilabilirlik derecesi
Ayrilamazlik derecesi

B

Basit genigleme
Birim grubu

C

Cebirsel eleman
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Conveks grup

D

Dallanma indeksi
Dallanmamis genisleme
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Degerlendirme tabani
Disk

G
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Gauss genislemesi

H

Hatasiz genisleme
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Henselian hata
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Hilbert Teorem 90
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