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OZET

COZULEBILIiR KUANTUM SACILMA SiISTEMLERININ
GRUP METODLARI iLE iNCELENMESI

Nursen SECKIN GORGUN
Doktora Tezi, Fizik Boliimii
Tez Yoneticisi: Prof. Dr. Giil Mirza KERIMOV
Temmuz 2002, 90 sayfa

Bu tez calisgmasinda bir-boyutlu kuantum sagilma sistemleri Kerimov [46]
tarafindan verilen cebirsel ydntem vasitasiyla incelenmigtir. H Hamiltonyeni ile
SO(2,1) grubunun Casimir operatorii arasinda

[C-j+D],, =0GNH=-B) j=-2-ip p=mv.A

iligkisini saglayan Hamiltonyenler aragtinlmigtir [54], burada %/, SO(2,1) grubunun
temsil uzaymin = SO(2,1) © SO(2), SOR)H)>S0(,1) veya SO2,1)>E(l)
indirgemelerindeki bir-boyutlu alt uzaydir. p, m, v, A parametreleri sirasiyla
SO2,l), SO2), SOQ,) ve E()’in indirgenemez temsillerini belirtir. Ayrica
kullamlan p?, m?, v*, A* parametreleri E enerjisinin lineer fonksiyonlaridir. Buna
gore SO(2,1) o SO(2), SO(2,1)> SO(1,1) ve SO(2,1) o E(1) indirgemelerine karsilik
gelen potansiyel yapilart simflandirilmigtir. Bunlar sirasiyla hipergeometrik Natanzon,
genellestirilmis Ginocchio ve konfluent hipergeometrik Natanzon potansiyel simiflaridir.

Bu potansiyeller i¢in sistemin sagilma matrisi ve dalga fonksiyonlar1 grup yéntemiyle
bulunmustur.

ANAHTAR KELIMELER: Sagilma teorisi, Cebirsel yaklagim, Bir-boyutta sagilma.
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ABSTRACT

A STUDY OF THE SOLVABLE QUANTUM SCATTERING
SYSTEMS VIA THE GROUP METHODS

Nursen SECKIN GORGUN
Ph. D. in Physics
Supervisor: Giil Mirza KERIMOV
July 2002, 90 pages

In this thesis the one-dimensional quantum scattering systems is studied via
algebraic method that is given by Kerimov [46]. The Hamiltonians which are proved the
relation

.o S . 1 .
[€-jG+D),, =Q@EH-E)  j=-T-ip p=mv.A

between H Hamiltonian and C Casimir operator of SO(2,1) group is investigated [54],
here #, is a one-dimensional subspace in the reductions SO(2,1)> SO(2),
SO(2,1) o SO(L) or SO21)>E() of representation of SO(2,1) group. The
parameters p, m, v and A specify the irreducible representations of SO(2,1), SO(2),
SO(1,1) and E(1), respectively. Furthermore, p*, m*, v, A> parameters that are used
are linear functions of the enmergy E. Hence the potentials which correspond to
reduction SO(2,1)> SO(2), SO(2,1)>S0(1,1) and SO(2,1)> E(1) are classified.
Those are hypergeometric Natanzon, generalized Ginocchio and confluent
hypergeometric Natanzon potentials classes, respectively. Scattering matrix and wave
functions for these potentials are obtained using group method.

KEY WORDS: Scattering theory, Algebraic approach, One-dimensional scattering.
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BOLUM 1
GIRIS

Carpisma olaylari, fizigin 6nemli bir arastirma alanidir. Atomik ve molekiiler
carpisma olaylarimin incelenmesi sonucunda atomlar, molekiiller veya eclemanter
pargaciklarin yapist hakkinda bilgiler edinilir. Elde edilen bu bilgiler gazlarn
Ozellikleri, kimyasal reaksiyonlar teorisi ve astrofizikte ¢arpigma olaylar1 gibi bir ¢ok
alanda biiyiik 6nem tagir. Cekirdek fizigi alaminda gekirdek etkilesmelerine dair mevcut
bilgilerimizin ¢ogu ¢ekirdekler arasi ¢arpisma olaylarimin incelenmesi sonucudur. Bu
incelemeler kuantum fiziginde 6nemli bir deneysel teknik olan sagilma deneyi ile
yapilmustir. Omegin, ¢ekirdegin Rutherford tarafindan kesfi, ince metal tabakalardan
sagilan a parcaciklarinin incelenmesine dayanmugtir; atomik enerji diizeylerinin varligs,
Franck-Hertz vdeneyinde civa buharindan sagilan elektronlarin incelenmesiyle tespit
edilmistir.

Kuantum fiziginde kargilagilan fiziksel sistemler genelde ti¢c-boyutlu ve c¢ok-
pargacikhdir. Bu sistemler igin sagilma problemlerinin ¢ok azi tam olarak
¢oziilebilmigtir. Bundan &tiirli, iig-boyutlu sistem hareketleri incelenirken, sistemin
sahip oldugu simetriye uygun koordinat sistemi segilerek sistemin Schrédinger
denklemi bir boyuta indirgenir. Buna 6rnek olarak Hidrojen atomu problemi verilebilir
[1, 2]. Bunun diginda, belirli kosullarda gergeklegebilen kimyasal reaksiyonlarin
modellenebilmesi bir-boyutlu potansiyeller vasitastyla miimkiin olmustur. Ornegin
¢ekirdek fiziginde Ginocchio potansiyeli kabuk modelinin g¢ekirdek ortalama alam
olarak kullamlirken, Morse potansiyeli molekiiler fizikte sik sik kullanilmaktadir.
Boylece, bir-boyutlu tek-parcacikli potansiyel modelleri sistemin dinamigini agiklamak
i¢in iyi bir yaklagiklik olugturur. Bir-boyutlu sistem problemleri, klasik fizikte kargili1
olmayan, bir ¢ok kuantum olaymin en yalin haliyle goriilmesi ve agiklanmasi
bakimindan da 6nemlidir. Ornegin sagilma deneylerinin kuantum mekaniksel olarak bir-
boyutta incelenmesi tiinelleme zamanlar: gibi bir gok gercek fiziksel olay: agiklar bunun
yaninda bir-boyuta goére daha karmagik olan {ig-boyutlu sistemlerde c¢alismay1
kolaylastirmak icin gerekli olan kavrayis1 kazandirir. Bunlarin diginda, bir-boyutlu

modeller sadelikleri sebebiyle pedagoji ve aragtirma vasitast olarak da 6nem tagirlar.



Gereksiz bir ¢ok zorluga girmeksizin teorileri, yaklasim metotlarini, yeni fikir ve
hipotezleri test etmeyi kolaylastirirlar. Bu nedenlerden dolayi, bir boyutlu modeller
kuantum mekaniginin temel problemlerini g6zden gegirmede oldukga kullanighdirlar.

Sa¢ilma deneylerinin analizi i¢in kullanilan kuramsal arag¢ sac¢ilma teorisidir.
Kuantum sagilma teorisi ¢arpisma olaylarim1 konu eder. Sagilma deneyi esnasinda
yapilan tiim Olglimler, ¢arpigma Oncesindeki ve sonrasindaki pargaciklar iizerinde
yapilir. Deney sonuglari, tesir kesitleri denilen nicelikler cinsinden ifade edilir.
Kuantum sagilma teorisine gore: belirli bir S Uniter operatorii vasitasiyla garpisma
sonrasindaki dalga paketini ¢arpigma dncesindeki dalga paketine baglamak miimkiindiir.
Burada, S {initer operatdrii sagilma operatorii olarak bilinir. Sagilma deneyi ile ilgili
tiim bilgiler ve ayrica, bagli durumlar hakkindaki bilgiler de § sagilma operat6riinde
kapsanir. Boylece, deneysel olarak olgiilen sagilma tesir kesitleri, S operatoriiniin
matris temsilinin terimlerinde tamamen ifade. edilmis olur. Carpigma tiirlerinden biri
olan esnek sagilma problemi bir-boyut i¢in, ilk kez ayrintili olarak Eberly tarafindan,
1965 yilinda [3] (li¢-boyuttaki esnek sa¢ilma problemine benzer tarzda) ele alinmigtar.
Bu ¢alisma Ornek alinarak esnek olmayan sagilma igin gerekli yap: {4] de sunulmustur.
Bir-boyutlu sagilma problemi kismi dalga analiziyle [3, 5] de, S matrisinin terimleri
kullamlarak [5-8] de, integral denklemleri ele alinarak [9] da incelenmistir. Carpisma
olaylarinda belirlenebilecek zamana bagh nicelikler de [10, 11] de konu edilmistir.
Ayrica bir-boyutta ters sagilma problemi [6-8] de Newton tarafindan ayrintilariyla ele
alinmagtir.

Kuantum mekaniginin baslangicindan bu yana grup teoriksel yontemler kuantum
teorisinde olduk¢a Onemli rol oynamustir. Bu yodntemler yardimiyla yeni hareket
denklemlerinin tiiretilmesi ve bu denklemlerin c¢oziimleri igin gerekli araglar
aciklanabilmigtir. Bdoylece, verilen bir kuantum sisteminin enerji spektrumunun
tamamen cebirsel olarak hesaplanmasi miimkiin olmugtur. Cebirsel metotlar ilk kez yeni
matris mekanigi genel durumunda ortaya ¢ikmustir. Hidrojen atomunun 1926 yilinda
Pauli tarafindan yapilan cebirsel yaklagimi [12, 62, 63] ve Schrddinger’e gore
diferansiyel denklem yaklagimi hemen hemen aym zamanda ortaya ¢ikmistir. Ama o
zaman i¢in fizik¢ilerin daha gok faydalanabilecegi diferansiyel denklem yaklagimi ve
mikroskobik diinyadaki simetri kavramlarinin 6nemi taktir gérmemigtir. Bu sebeple,
Hidrojen atomunun enerji spekturumunun belirlenmesi icin gerekli olan cebirsel
yaklagim biiyiik dl¢iide unutulmustur. Pauli’nin [12] deki ¢aligmasinda Hidrojen atomu,

agisal momentum ve Runge-Lenz operatorleri cinsinden iiretilen cebre dayanarak



incelenmistir. Uretilen bu cebir SO(4) dinamik invaryans grubunun (dinamik dejenere
grup da denir) so(4) cebrine izomorfiktir. so(4) cebrinin incelenmesiyle Hidrojen
atomunun bagli durum spekturumu belirlenebilmistir  (cebirsel ¢oziimiin
basitlestirilmesinde [13, 14, 62, 63] iin de katkis1 biiyiiktiir). Bu problemde sistemin
Hamiltonyen operatorii so(4) dinamik invaryans cebrinin (dinamik dejenere cebrinin)
ikinci-dereceden Casimir operatorii cinsinden H =a/(C~—1) ile ifade edilmistir,
Pauli’nin ¢aligmasindan bu yana dinamik invaryans gruplar bir ¢ok kuantum mekaniksel
sistem i¢in kullamlmistir. Bu tiir sistemlerin H Hamiltonyen operatorii (veya kiitle

operatorleri) G simetri grubunun C Casimir operatorii cinsinden

H = f(C) (L.1)

iligkisiyle ifade edilir.

Fiziksel model sisteminin tiim spektrumunu tarif eden grup, ilk kez 1959 da [15,
62] niikleer fizikte ortaya ¢ikmasina ragmen, Snemsenmemistir. 1965 yilinda [16, 62]
pargaciklar ve alanlar fiziginde Dinamik Gruplar metodu (DG) veya Spektrmn-ﬁfeten
Cebirlerin (SGA) ortaya atilmasi, grup teoriksel yontemlerin gelisimindeki &nemli
kesiflerden biri olmustur [17-20]. Spektrum-Ureten Cebirler (SGA) sistemin dinamik
invaryans cebri bilinmese bile sistemin enerji spektrumunu tamamen belirtir. Dinamik
Gruplar ise bilesik kuantum mekaniksel sistemin asil enerji veya kiitle spektrumunu
veren (genelde noncompact olan) gruplardir. Dinamik simetriler gogunlukla elamenter
parcacik fizigi, niikleer ve molekiiler fizigin ¢esitli alanlarinda bagh durumlar
tanimlamak i¢in kullamlmiglardir. Bu konudaki dikkate deger 6rnekler s6yledir: Gell-
Mann-Okubo kiitle formiiliine yol gosteren Gell-Mann-Ne’eman SU(3), bunun

pargacik fiziginde Glirsey ve Radicati tarafindan SU(6) ya genellestirilmesi; niikleer
fizikte etkilesen bozon modelinin [21-23] dinamik simetrileri U(5), SU(3) ve SO(6);
Coulomb potansiyelinin simetrisi SO(4) [12-14, 62] ve bunun atom fiziginde iki-

elektronlu atomlara genellestirilmesi; molekiiler fizikte vibron modelinin {24, 25]
simetrileri U(3) ve SO(4) verilebilir. Bagli durum problemlerine uygulanan dinamik
simetriler, siniflama semalar1 ve kiitle formiillerinin meydana getirilmesini saglamgtir.
Bu durum, incelenen problemin daha iyi anlagilip genellestirilmesine yol gdstermisgtir.
Ornegin elemanter pargacik fiziginde algak-diizey hadronik spektrumunun dinamik
simetrisi olarak SU(3) ’iin kesfi, kuark modeli ve kuantum kromodinamiginin tespit



edilmesine Onderlik etmistir. Benzer sekilde, algak-diizey niikleer spektrumunun
dinamik simetrisi olarak U (6) ’nin kesfi de etkilesen bozon modelinin tespit edilmesine
ve iliski kurulan c¢iftlerin terimlerinde ¢ekirdegin Ozelliklerinin yorumlanmasini
saglamigtir. Dinamik gruplarin g¢ekirdekte kollektif durumlarda, molekiillerin dénme-
titresim spekturumunun belirlenmesi problemlerinde kullanilmasiyla cebirsel metotlar
baglt durum digindaki gézlenebilen spektrumlara genigletilebilmistir.

Cebirsel yaklasimin sagilma problemlerine uygulamsinin ilk 6rnegi 1967 yilinda
Zwanziger’in [26] yaptig1 SO(3,1) simetri gruplu Coulomb potansiyeli ile relativistik
olmayan sagilma problemi g¢aligmasidir. Bu galigmada izlenen yol ne yazik ki diger
sagilma problemlerine genisletilememigtir. Cebirsel yaklagim konusundaki bu hayal
kinkligin1 ortadan kaldiran ve 1980’lerden sonra bu konuya olan ilgiyi yeniden
canlandiran 6nemli bilgiler Yale grubu (Alhassid ve arkadaglar1) ve digerlerinin [27-34]
caligmalarinda bulunmugtur. Cebirsel yaklagimi diger sagilma sistemlerine (atom-atom
sagilmasi, iki atomlu molekiillerin ayrisimi, niikleer reaksiyonlarinin incelenmesi vd.)
genisletmek i¢in [28] de potansiyel cebri adim alan bir bagka cebirsel yap:t 6ne

stirlilmiistiir. Potansiyel cebrine gore: bir-boyutlu sistemlerin Hamiltonyenleri

H=f(C), (1.2)

iligkisiyle g noncompact cebrinin C Casimir operatdriine baghdir. Burada # temsil
uzaymin bir-boyutlu alt uzaylaridir. (Her zamanki gibi, H Hamiltonyeni C Casimir
operatoriiyle lineer iligkilidir ve # compact jeneratorlerin 6z alt uzaylaridir). Bundan
dolayi, potansiyel cebri farkli potansiyel siddetli bir-boyutlu sistemler ailesinin sabit
-enerji durumlarim belirtir. Potansiyel cebri diisiik enerjili agir-iyon ¢arpigsmalarinda [37,
38], niikleer reaksiyonlarda [39], relativistik sistemlerde Dirac-Coulomb sagilma
problemlerinin incelenmesinde [40] kullamlmigtir. Sagilma sistemlerindeki cebirsel
yaklasim konusundaki bir sonraki adim Frank ve Wolf [32] tarafindan atilmigtir.
Yaptiklar1 ¢aligmada Poschl-Teller potansiyeli [41] i¢in S -matrisini belirlemek
amaciyla so(2,1) potansiyel cebrini kullannmglardir ama yine de agik¢a koordinat
realizasyonu yapmislardur.

| Sonradan, Alhassid ve arkadaslari [34] Frank ve Wolf’un [33] fikirlerini
izleyerek so(2,1) cebriyie birlegen S matrisinin tamamen cebirsel tammim
vermiglerdir. Bu tamima gore: sagilma sisteminin dinamigini tanimlayan cebir ile
sistemin asimptotik &zelliklerini tamimlayan Oklityen cebri arasindaki iligkinin



bilinmesi, prensip olarak S matrisinin has cebirsel hesabina imkan tammugtir. Oklityen
baglant1 olarak adlandirilan bu teknik, aslinda [42] grup deformasyonlari teorisinde
kullanilir. Bu noktada s6yleyebiliriz ki [28, 30, 32-34] de tamitilan yaklasim Lie
cebirlerine bagh integrallenebilir kuantum sistemleri i¢in Olshanetsky-Perelomov [43,
44] yaklasimina benzerdir. (Bu yaklasimda sistemlerin Hamiltonyenleri Casimir
operatSriiniin radyal kismi cinsinden belirtilir). O nedenle, Oklityen baglanti metodu
prensipte (yiiksek reel-rankli) Lie cebirlerine bagh ¢ok-pargacik problemlerinde sag¢ilma
matrisinin cebirsel degerlendirme metodu olarak genisletilebilir. Ne yazik ki, grup
deformasyonlar teorisi heniiz arzu edildigi kadar gelismemistir. Bu sebeple, Oklityen
baglant1 yontemi kullanilarak gok-cisim sagilma problemleri i¢in S matrisini tiiretmek
oldukga zordur.

Yukarida ifade edilen cebirsel yontemlerin diginda, ¢oziilebilir baglhh durum
problemlerinin cebirsel olarak incelenmesi i¢in farkli bir bagka yéntem de, 1972 yilinda
Ghirardi tarafindan [45] sunulmustur. Bu yonteme gore sistemin H Hamiltonyeni,

50(2,1) cebrinin C Casimir operatdriine

QH -E)=[C~j(j+D], (1.3)

ile baglidir. Burada j so(2,1) cebrinin kesikli (discrete) seri temsillerini tamimlar ve H
kompakt jeneratériin 6z alt uzayidir. (Q(x) = sabit oldugunda potansiyel grup yapili

modellere karsilik gelinir.)

Sagilma problemlerinin cebirsel olarak hesaplanmasi yoniinde giincel bir metot
1998 yilinda Kerimov tarafindan [46] sunulmustur. Bu metot invaryans cebir tammim
dogrudan kullanarak sagilma matrislerinin tam olarak hesaplanabilecegini gésterir. Bu
metoda gére: G dinamik grubuna sahip problemler igin S sa¢ilma matrisi, G dinamik

invaryans grubunun Weyl-6zdes temel serileri temsilleri arasindaki

AdU*(X)=dU*(X)A tim Xe 4 igin (1.4)
veya
AU*(g)=U%(g)4 tim ge G igin (1.5)

bagintisii saglayan A intertwining operatorii ile iliskilidir. Burada dU* ve dU?* g

cebrinin Weyl-6zdes temel seri temsilleri iken, U* ve UZ g cebrine sahip G



grubunun kargilik gelen temsillerini belirtir. (1.4) ve (1.5) denklemleri 4 matrisinin bir
sabit farkiyla hesaplanmasina imkan tanir. Bundan dolays, prensip olarak (1.4) ve (1.5)
bagmntilar1 yardimiyla Schrédinger denklemini veya dalga fonksiyonlarimi yazmadan
hatta uzay ve zaman kavramlarindan hi¢ s6z etmeden bile S matris hesabi yapilabilir.
Eger goz Oniline alinan sistemin A Hamiltonyeni, G dinamik grubunun C

Casimir operattrii cinsinden H = f(C) olarak ifade edilirse, sagilma matrisi S = 4

olur. Bu durumda dinamik sistemin dalga fonksiyonlar1 G grubunun temsil uzayim

olugturur. Bunun diginda, eger bir-boyutlu sistemlerin A Hamiltonyenlerinin G
grubunun C Casimir operatorii ile iliskisi H = f (C)I ,; 15¢ sistemin sagilma matrisi 4
intertwining operatoriiniin G > G, D G,... zincirine karsilik gelen bazdaki (diyagonal)

matrisinin bir elemani ile tanimlanir. Burada # temsil uzayinin bir-boyutlu alt uzayidir
ve G;, G,, .... gruplar1 G ’nin alt gruplandir. Bu durumda sistemin dalga fonksiyonu
G ’nin temsilinin G > G, © G, ... zincirine karsilik gelen bir baz vektoriiyle tanimlanir.
Bu durum, intertwining operatdriiniin diyagonal elemanlar1 ile belirlenen sagilma
matrisi i¢in bir-boyutlu potansiyellerin siniflanabilecegi fikrini verir. Bu tam olarak
Olshanetsky-Perelomov [43, 44], Ghirardi [45], Alhassid ve arkadaglarinin [27-34]
cebirsel yaklagimlarinda ne oldugu ile aynidir. Bu suretle, temsil teorisiyle saglanan alt
grup zincirlerinin sayis1 kuantum sistemlerinin simf sayisiyla aymt olmak zorundadir.
Boylece, G grubuna bagli tiim bir-boyutlu sistemlerin siniflanmasi problemi G
grubunun tiim alt grup zincirinin siralanmasiyla daha sistematik bir probleme
indirgenebilecektir. Bunun diginda, semi-simple Lie cebirleriyle alakali ¢ok-pargacik
sistemleri i¢in sa¢ilma matrislerinin yapis: iizerindeki uyulmas1 zorunlu kogulu bulmak,
hatta bu kosulu tamamen belirlemek [47] amaciyla semi-simple Li¢ gruplan igin
intertwining operatorlerinin iyi-taniml teorisi [48-52] kullanilmugtur.

[53] deki ¢alismada SO(2,1) grubuna H = f (C)| , iligkisiyle bagli sagilma

problemleri ele alinmigtir. Sagilma problemlerinin etkilesme potansiyel yapilan agik¢a
bilinmeksizin, grup teorisi vasitasiyla tamamen ¢oziilebildigi gosterilmistir. Ayrica
S0(2,1) 5 S0(2), SOQ21)>SO() ve SO o E() alt grup indirgemelerine
kargilik olarak SO(2,1) grubuna bagli bir-boyutlu sa¢ilma problemlerinin ti¢ sinifinin
oldugu gésterilmistir. Boyle sistemler igin § matrislerinin asagidaki yapiya sahip
oldugu gosterilmisgtir: |



(1) Smnif 1 (SO(2,1) © SO(2) indirgemesine bagl)

5, =clo)—p3 (1.6)
F(E+ZP+MJ

(ii) Smif 2 (SO(2,1) o SO(1,1) indirgemesine bagli)

(R T
SV_(TV Rv) (1.7)

burada

R, = c(p)%cosh(ﬂv)l‘(% —ip+iv )r(% —ip - iv)

T = —c(p)%sinh(np)l‘(%— ip +iv )‘(% —ip— iv)

olarak tanmimlanir,
(iii) Smuf 3 (SO(2,1) o E(1) indirgemesine bagli)

s, =c(p)A[**, (1.8)

burada c(p) keyfi bir faz ¢arpamdir; p, m, v ve A parametreleri sirasiyla SO(2,1),
SO(2), SO(L1) ve E(1) in indirgenemez temsillerini belirtir.
Bu tez caligmasindaki amacimiz, Ghirardi’nin [45] fikirlerini izleyerek,

Hamiltonyenleri ile SO(2,1) grubunun C Casimir operatdrii arasinda

[c-jG+D],, =QWH=-E) , j=-3-ip, m=mv.i (19)

iligkisini koruyan sistemler igin etkilesme potansiyel yapisimin ne oldugunu
aragtrmaktir. Burada #{,, SO(2,1) grubunun temsil uzaymm SO(2,1) D SO(2),
SO(2,1) o SO(1,1) veya SO(2,1) o E(1) indirgemelerindeki bir-boyutlu alt uzayi; p,
m, v ve A parametreleri ise sirasiyla SO(2,1), SO(2), SO(,1)ve E(1) grubunun
indirgenemez temsillerini belirtir. Kullamlan p*, m?, v> ve A’ parametrelerinin tiimii

E enerjisinin lineer fonksiyonlari oldugunda (1.9) cebirsel yapisina sahip



S0(2,1) o SO(2), SO2,1) > 50(,1) ve SO(2,1) o E(1) indirgemelerine karsilik gelen
sistem problemlerinin ¢ozliimiintin grup teorisi ¢atist altinda [54] miimkiin olup
olmadigim1 gostermektir.

Bu amag¢ dogrultusunda yaptigimiz tez c¢alismamiz asagidaki diizende
sunulmaktadir:

Bolim 2 de SO(2)1) grubunu, cebrini ve sagilma problemiyle
ilgilenecegimizden dolayr SO(2,1) grubunun {initer indirgenemez temel seri temsillerini
tanittik. (1.9) bagmtisim saglayan sistemlerin Hamiltonyenlerini bulmak amaciyla
SO(2,1)’in quaziregiiler temsilinin tammmim yaptik ve quaziregiiler temsilinin
tireticilerini verdik.

Bolim 3 de bir-boyut igin geleneksel sagilma matris yapisinmin tammin verdik.
SO(2,1) grubunun Weyl-6zdes temel temsillerinin intertwining operatdriiniin hesabim
[46, 47, 53] sunduk.

Bolim 4 de SO(2,1) grubunun farkli indirgemelerine karsilik gelen bir-boyutlu
sagilma sistemlerinin V etkilesme potansiyel yapilart ve H Hamiltonyenlerinin
hesaplamasini verdik. SO(2,1) grubunun SO(2,1) © SO(2) indirgemesine karsilik gelen
potansiyellerin Natanzon hipergeometrik potansiyel smifina; SO(2,1) D SO(1,1)
indirgemesine kargilik gelen potansiyellerin genellestirilmis Ginocchio potansiyeller
ailesine; SO(2,1) > E(1) indirgemesine karsilik gelen potansiyellerin ise Natanzon
konfluent hipergeometrik potansiyel yapisina ait oldugunu gosterdik. Ayrica bu ii¢
indirgeme durumu i¢in sistemin dalga fonksiyonlarim1 hesapladik.

Bé6lim 5 de elde edilen bulgulari, daha onceki ¢aligmalarda elde edilenlerin
1s1g1nda, tartistik ve sonuglar: sunduk.



BOLUM 2
SO(2,1) GRUBU ve SO(2,1) GRUBUNUN TEMSILLERi

Lie gruplan ve bu gruplarla ilgili Lie cebirleri kuantum mekaniginde temel rol
oynarlar [55-57]. Bunlarin uygulanma alanlar1 olarak: kuantum alan teorileri, elemanter
pargacik simetrileri ve korunum yasalari, 6zel fonksiyonlar teorisi, agisal momentum
teorisi, konfiglirasyon etkilesimi igin liniter grup yaklagimimin gelistirilmesi ve so(4,2)
Lie cebri yardimiyla yiiksek dereceli pertiirbasyon teorisinin sistematik g¢aligmasi
verilebilir. Kuantum mekanigindeki ¢aligmalarda asil ilgilenilen Lie cebirleridir. Lie
cebirleri, g¢esitli kuantum mekaniksel iglemcilerin matris elemanlarimn sistematik
caligmasi igin bir arag olarak kullamilirlar.

Biz de bu galismada so(2,1) Lie cebrini kullanarak, bu cebrin temel serisine
bagli bir-boyutlu potansiyellerden sagilan tek par¢acik problemiyle ilgilenecegiz. Bu
sebeple Oncelikle ilk kisimda SO(2,1) grubu ve so(2,1) Lie cebrini tanitacagiz [17, 55,
56, 58]. Daha sonra so(2,1) cebrinin iiniter indirgenemez temsillerini belirtecegiz. Bu
temsiller belirlenirken Hermityen olan so(2,1)’in jeneratorlerine ihtiya¢ duyulur.
50(2,1) ’in tiim liniter indirgenemez temsilleri sonsuz boyutludur [17]. Bu temsiller basit
kuantum sistemlerinin uygulamalarinin [55, 56] biiyiik ¢ogunlufunda yer almalarina
ragmen diger cebirlerin initer indirgenemez temsilleri (Srnegin so(3)) kadar iyi
bilinmezler. Oysa ki so(2,1)’in iiniter indirgenemez temsillerinin kuantum
mekanigindeki uygulamalar1 pedagojik yonden olduk¢a faydalidir. Fiziksel sistemlerde
50(2,1) cebrinin realizasyonlarina 6rnek olarak: non-relativistik Coulomb problemi, tig-
boyutlu harmonik osilator, relativistik Schrodinger denklemi (Klein-Gordon denklemi),
Coulomb potansiyelli Dirac denkleminin gesitli yapilan [56] ve ti¢-boyutlu Morse
potansiyeli igin s-durumlar1 [S5] verilebilir.

SO(2,1) grubu ile ilgili olan bu ¢aligmamizdaki amacimiz Hamiltonyeni ile
SO(2,1) grubunun C Casimir operatérii arasinda
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[c-jG+D), =QWH=E) . j=—3-ip, m=mv.i (1.9)

iligkisini koruyan sistemler i¢in etkilesme potansiyel yapismin ne oldugunu
belirlemekti. Burada #{,, SO(2,]) grubunun temsil uzaymin SO(2,1) o SO(2),
SO(2,1) o SO(1,1) veya SO(2,]1) > E(1) indirgemelerindeki bir-boyutlu alt uzayi; p,
m, v ve A parametreleri ise swrasiyla SO(2,1), SO(2), SO(1,) ve E(1)’in
indirgenemez temsillerini belirtir. Boyle sistemler igin zamandan-bagimsiz enerji 6z

fonksiyonu ¥ i¢in
QC)H~E)¥ =[C, - j(j+D), ¥
bagntis1 saglanur, burada C, = C| ,. dir. Buradan gozuktiigii gibi
HY = EY 2.1)
Schrédinger enerji 6zdeger denklemi
b aupy .
Gf=jG+Df, j==3-ip

bagitisimn saglanmasimm gerektirir. Dolayisiyla (2.1) 6zdeger denklemi SO(2,1)
grubunun temsil uzayinin indirgenemezlik kosulundan bagka bir sey degildir. Buna gére
birinci kisimda s6z konusu sistemler i¢in Hamiltonyenleri bulmak amaciyla tiniter

indirgenemez temsillerden temel serisini iceren SO(2,1) grubunun indirgenebilir
temsillerine bakacapiz. Ikinci kisimda SO(2,1)’in quaziregiiler temsillerini [58] ve

tigtincii kistmda da bu temsillerin iireticilerini sunacagiz.

2.1. SO(2,1) Grubu ve Indirgenemeéz Temsilleri

R*' ile gosterilen uzay

[é,n] =€n, ~Em, —&m, _ @iy
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bilineer forma sahip, tig-boyutlu, reel, lineer psddo-Oklityen uzay olsun [59, 60].
Bilineer forma sahip R*' deki uzaklik asagidaki gibi tanimlanir

r*Em=E-né-nl. 2.1.2)
Biz O orijininden, uzaydaki noktalara olan uzaklifin degismedigi; uzay
yoneliminin korundugu ve [6,E]>0 Kkonisinin her iki yarismin da kendilerine

déniistligii lineer dontistimler ile ilgilenecegiz. Bu doniisimler, R*' uzaymn orijin
etrafindaki hiperbolik dénmelerini ifade eder. iki hiperbolik dénmenin ¢arpimmmn yine
bir hiperbolik dénme vermesi ve bu donmeler i¢in ters déniigimiin tanimh olmasindan

dolayi, hiperbolik dénmeler bir grup yapisi olustururlar. Olusan bu grup SO(2,1) ile
adlandirthir.  SO(2,1) grubu: li¢ boyutlu, reel, (2.1.1) ilinimodiler yapisina sahip,
dé = d€ dE dE, Oklityen &lgegini invaryant birakan hiperbolik dénmelerin olugturdugu
matrisler grubu olarak tammlanir. Bu gruba aym zamanda, 2+1 Lorentz doniistimleri
grubu da denir [17].

R* uzaymdaki SO(2,1) grubunun sabit lineer doniigtimlerini g(z) ile tamitalim.
Bu lineer doniigiimler her bir & vektériine karsilik olarak yine aym uzaydaki

&'=Eg(0)

vektoriinli meydana getirirler. g(¢) lineer dontistimleri {i¢ koordinat ekseninin her biri

etrafindaki bir ¢ agisiyla yapilan psédo-dénmeler vasitasiyla asagidaki formiille

2
E=Eg,), i=0]12 (2.1.3)
j=0

tamimlanir [61], burada ug j,.(t)" i, j=0,1,2 birim determinantli 3 mertebeli ortogonal
matristir. Bu doniigiimler (2.1.1) yapisim invaryant birakir. Jlgﬁ(z‘)} ile tamtilan
SO(2,1)’in bir parametreli alt gruplan & -&,, i# j diizlemlerinde dénmeleri veya
psodo-donmeleri meydana getirir. SO(2,1)’in R*! uzaﬁna sagdan etki eftiginj
diisiintirsek buna uygun olarak uzaydaki vektorleri & =(&,,&,,€,) satir yapisinda

yazanz. 1-2 diizlemindeki donmeyi
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& =&,
& =& cost - &, sint (2.1.4)
&, =& sint +&, cost

dontisimii ifade eder ve bu déniisiime karsilik gelen matris

1 0 0
g,()=|0 cost -—sint (2.1.5)
0 sint cost

yapisindadir. 1 ekseni boyunca has Lorentz doniisiimii

& =& cosht+& sinht

& =& sinht+& cosht (2.1.6)
é; = éz
olarak tamimlanir ve bu déniisiime karsilik gelen matris asagidaki gibi verilir
cosht sinht 0
g/(t)=| sinhz cosht 0]. (2.1.7)
0 0 1

2 ekseni boyunca has Lorentz doniistimii ve bu doniistime karsilik gelen matris yapisi

da, sirasiyla

& =& cosht+&,sinht

&=¢ (2.1.8)
&, =& sinht+&, cosht
ve€

cosht 0 sinhf
&M= 0 1 0 2.1.9)
sinht 0 cosh?



13

Her g,(¢), £ =0,1,2 matrisi
2 3

g, ()=e™ =1+1a, +-t2—'a,f +£3-'-a,3 +.. 2.1.10)

.....

akE%gk(t)l , k=012 (2.1.11)

t=0

dir. Buna gére a, 1-2 diizlemindeki g donmesine, @, 1 ekseni boyunca has Lorentz

doniistimiine ve a, ise 2 ekseni boyunca has Lorentz doniislimiine karsilik gelir. Bu

sonsuz kiiglik matrisler (2.1.11) denklemine gére agagidaki formda tanimlanir

00 O 010 00 1
a,={0 0 -1, ¢=[1 0 0f a=|0 0 0 (2.1.12)
01 0 000 100

(2.1.12) de verilen a, sonsuz kiigiik matrisleri SO(2,1) grubunun so(2,1) Lie cebrinin

bazlarim olugturur. Bu bazlar asagidaki komiitasyon bagintilarim saglar

[al’az]'_'ao’ [az’ao]=_a1’ [ao=a1]=_a2 (2.1.13)

ve ayrica so(2,1) ’in ikinci dereceden Casimir operatorii

C=(@a,)-(a)-(a,) (2.1.14) .
ile aralarindaki
'[c, a,l=[C,a,]=[C.a,]=0 (2.1.15)

iligki korunur.

a,, k=012 bazlan vasitasiyla tiretilen SO(2,1) grubunun bir parametreye
sahip {i¢ alt grubu vardir. Bu alt gruplann ilki: SO(2,1)’in a, baz vektoriinii invaryant
birakan ve SO(2) grubuna isomorfik olan alt gruptur. Bu alt grup iki boyutlu Oklityen
uzaydaki (E,) donmelerden meydana gelir ve SO(2,1)’in en biiyikk kompakt alt

grubunu olusturur. SO(2) grubunun elemanlar1 asafidaki matris yapisina sahiptir
(2.1.5) ile verilen
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1 O 0
g, =|0 cost -—sint|.
0 sint cost

Ikinci alt grup: SO(2,1)’in a, baz vektoriiniin invaryant kaldigi ve SO(L,1)
grubuna isomorfik olan alt gruptur. SO(11) grubu iki boyutlu uzayda hiperbolik

donmelerden meydana gelir. Bu grubun elemanlar da (2.1.7) ile verilen

cosht sinhtr O
g () =] sinht coshz 0
0 0 1

matris formundadir. SO(L,1) ’in her bir iiniter indirgenemez temsili SO(2,1)’in {initer
indirgenemez temsilinin temel serisinde iki kat dejeneredir.

Ugiincii alt grup ise SO(2,1)’in a, —a, baz vektoriinii invaryant birakan ve E(1)
grubuna isomorfik olan alt gruptur. E(1) grubu bir-boyutlu Oklityen uzaydaki
stelemelerden meydana gelir. Bu grubun elemanlarmin matris yapisi asagida agik¢a

verilmektedir. n = a, —a, olmak lizere n baz vektorii (2.1.12) den yararlamilarak

0 01 00 O 0 0 1
n=|{0 0 0|-|0 0 -1{=|0 O 1
1 00)Jl01 O 1 -1 0

bulunur. (2.1.10) denklemi goz 6niine alindifinda

2 3

nit)=e" —1+m+n+Lo0+...
2 3!

veya

1 0 0 (0 0 &) (272 =¢*/2 ©
n®)=e"=[{0 1 0l+[0 0 ¢ |+|FP/2 /2 0
00 1)1ltr -t 0 0 0 0

esitliginden E(1) grubunun elemanlari igin
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1+22/2 —-t2/2 ¢
n@)=| t>/12 1-t2/2 ¢t (2.1.16)
t —~t 1

matris yapisi bulunur.

SO(2,1) = SU(1,1) grubunun {initer indirgenemez temsilleri {i¢ tiir seri yapisinda
ifade edilir. Bunlar: temel (principal), biitiinleyici (supplementary) ve ayrik (discrete)
serileridir [62, 63]. lyi bilindigi gibi sagilma durumlarim yalmzca SO(2,1) grubunun
temel serisi tamimlar. Bir-boyutlu potansiyellerden sagilan bir-pargacik problemiyle
ilgilendigimizden dolayi, uygun iiniter temsiller temel serisi olacaktir. Bu sebeple
yaptigimiz ¢aligmay: temel seri temsillerine kisitlayacagiz.

Simdi SO(2,1)’in temel serisini daha ayrintili olarak sunalim. SO(2,1)’in temel
serisi ¥ =(p,€) ikilisiyle nitelendirilir. Burada 0< p <o iken &€, 0 veya -;— ye esittir.

x=(p,€) ve ¥ =(-p,€) niteleyicileri ile belirtilen temsiller Weyl-6zdestir. Temel
serisiyle birlesen SO(2,1)’in Lie cebri temsil operatérleri J?, k=0,1,2 ile tanimlamr.
Burada J* (2.1.5) ile verilen 1-2 diizlemindeki donmelerin yerini tutan jeneratordiir.
J¥ ve JZ ise, sirasiyla (2.1.7) ve (2.1.9) ile verilen 1 ve 2 eksenleri boyunca has
Lorentz doniiglimlerinin yerini tutan jeneratdrlerdir. J?, k=0,1,2 operatorleri

Hermityen operatorlerdir, yani

vz) =lvpy] =z
dir ve
zuzl=-iz, bzozl=uz, brorl=uz 2.1.17)

komiitasyon bagintilarim saglarlar. Burada J? operatorii eliptikti, J* ve J¥

operatdrleri ise hiperboliktir. Casimir operatorii
C=(2} - (2} - (2} (2.1.18)

tiim jeneratorlerle yer degistirir ve C = —:11- - p? dr.



16

Cogunlukla (2.1.17) ve (2.1.18) de belirtilen operatérlerin spektrum 6zellikleri

incelenirken J¥ =iJ* ¥ J# olarak belirlenen merdiven operatdrleri kullamlir. Eger
J*’mn Im) 6zvektorleri baz olarak aliirsa, burada m=€+n, n=011%2,.. ile

taumlanr, J#, J*, J*, J%, J*¥ ve J? operatorlerinin |m) baz vektbrleri iizerine

etkisi asagidaki gibidir
JE|m) = m|m) (2.1.19a)
(
J¥|m) = —1-—ip+m\m+1> (2.1.19b)
\2 y
( \
J¥|m) = L ip-m m~1) (2.1.19¢)
\2 y
ve
JF|m) = m|m) (2.1.20a)
- (1 A
JEm) = SHip+m m+1) (2.1.20b)
\
5 1 3\
J¥|m)= S+ip-m m—1). (2.1.20c)
\

Burada J* ve JZ* iglemcileri m igin, sirasiyla yiikseltme ve al¢altma operatérleridir.
Daha &6nce de bahsettigimiz gibi SO(2,1) grubu SO(2), SO(1,1) ve E(1) alt
gruplarina sahiptir. Bu alt gruplarin matris elemanlan sirasiyla, (2.1.5), (2.1.7) ve
(2.1.17) bagntilariyla verilen matrislerden meydana gelir. Bu sebeple J*, J¥ ve
N* =J% — J¥ operatdr bazlarinda, sirasiyla SO(2), SO(1,1) ve E(1)’deki SO(2,1)
grubunun temel serisiyle ilgilenecegiz. Burada J*, J¥ ve N* =J% —JZ operatorleri

diyagonaldir.
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2.2. Quasiregiiler Temsiller

Simdi asil amacimiza geri dénelim. (1.9) bagintisim saglayan Hamiltonyenleri
kurmak istiyorduk. Daha 6ncede bahsettigimiz gibi (1.9)’u saglayan sistemlerin
Schrodinger enerji  6zdeger denklemi SO(2,1) grubunun temsil uzayimn
indirgenemezlik kosulundan baska bir sey degildi. Bu sebeple, stz koﬁﬁsu sistemlerin
Hamiltonyenlerini bulmak icin SO(2,1) grubunun tiiniter indirgenemez temsillerinden
temel serisini igeren indirgenebilir temsillerini goz oniine alacagiz. Ornegin, SO(2)
grubunun bir-boyutlu 6zdes temsili tarafindan liretilen SO(2,1) ’in quaziregiiler temsilini

diigtinecegiz [58]. Quasiregiiler temsil temel seri temsillerinin dogrudan integrali
alinarak ayrisir. Bundan dolayi, temel seri temsilleri quasiregiiler bir temsilin alt temsili
gibi diistintilebilecektir.

F(g) ile gosterilen SO(2,1)’in quaziregiller temsili = =S0(2,1)/SO(2) .
hiperboloidinin iist kolunda

€ -6 -8 =1, £,>0 . (2.2.1)
tanimlanan ve du quazi-invaryant hacim elemanina gore karesi integrallenebilen f (&)
fonksiyonlarimn I”(Z,du) Hilbert uzayinda gergeklestirilebilir. Bu temsil gogunlukla,
E deki her bir du(€) quazi-invaryant Slgiimlii I?(Z,du) uzaym tasiyan quaziregiiler
temsilin kurulmast igin kullanilacaktir. Bu temsili kurarken du(£) quazi-invaryant

hacim elemamini keyfi olarak segebiliriz. T(g)temsil islemcileri ([58] de verilen)

agagidaki gibi tanimlanir

T(g)f(é‘)=(du(éfg)/dﬂ(é))”zf(ég) (2.2.2)

ve Ol¢limiin invaryansh
(£.1)= [ FEY € )au () 2.2.3)

i¢c arpimu vasitastyla verilir, burada du(€g)/du(€) tirevi Radon-Nikodym tiirevidir.

Farkl1 6l¢timlii temsiller {initer 6zdestir.
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SO(2,1) grubunun her bir elemam igin du(f)=dé durumu saglamrsa
E=S50(2,1)/SO(2) hiperboloidi invaryant Sl¢lime sahiptir. Burada d& =d§d¢&, /&,
E *deki invaryant Slgtimdiir. du(&)=dé durumunda Radon-Nikodym tiirevi 1’e esittir.
Bu durumdaki quaziregiiler temsil operatoriinii ve dalga fonksiyonunu (2.2.2) ve (2.2.3)
bagmtilarindakinden farkli olmast i¢in 7 ve f ile gosterdik. Buna gore (2.2.2) temsil
tammi ve (2.2.3) dl¢iim invaryanslig1 asagidaki yapida olur

T(g)f (€)= f(ts). 2.2.4)
(7.7)= [ 7e) €. (2.2.5)

2.3. Quasiregiiler Temsilinin Ureticileri

T temsili SO(2,1) grubunun {niter indirgenemez temsillerinin temel ve ayrik
serilerine ayrilabilir. Buna goére T temsilinin alt temsili gibi SO(2,1) grubunun temel
serisi kurulabilir. Bu yapilirken temsil uzayinin indirgenemez olmasi sart kosulur. Béyle
bir kogul eger tiim f fonksiyonlar1 7 ’nin C=J>—J}—J; Casimir operatSriiniin 6z

fonksiyonlar ise

Cf = j(G+Df j=—%—ip 23.1)

ortaya gikar, burada J, (2.2.2) temsilinin sonsuz kiiciik operatorleridir

J, = i%T(gk(t)* , k=012, (2.3.2)

t=0

Burada J, 1-2 diizlemindeki (2.1.5)

1 O 0
g, =0 cost —sint
0 sinz cost
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donmelerine karsilik gelen jeneratordiir. J, ve J, ise sirasiyla, g,(¢) doniistimiiyle 1
ekseni ve g, (t) déniigtimiiyle 2 ekseni boyunca has Lorentz doniistimlerini belirtir. Bu

doéniistimler (2.1.7) ve (2.1.9) ile verilen asagidaki yapilardir

(cosht sinht O)
g,(t)=| sinht coshtr O

\0 0 1)

cosht 0 sinht)
2,0 = 0 1 0
\sinht 0 cosht )

T temsil islemcisinin sonsuz kiigiik operatdrleri ve dolayisiyla Casimir
operatrii de (2.3.2) den J,, J,, J, ve C ile gosterilir. Simdi 7(g)’nin J,, J,, J,
jeneratorlerini belirleyelim. SO(2,1)’in T(g) quaziregiiler temsili Z = S0(2,1)/SO(2)

hiperboloidinin iist kolunda

-8 -&=1,¢>0

karesi integrallenebilir f(é) fonksiyonlarimin I?(Z,du) Hilbert uzayinda gergeklenir.
Burada &1

formunda yazarak & ve &, bagimsiz degiskenleri cinsinden tammlayabiliriz. I?(Z,du)
Hilbert uzayinda SO(2,1) grubunun ¢ agili g(¢¥) lineer doniistimleri her bir & vektoriine
kargilik olarak yine aym uzaydaki &’ =&€g(¢) vektoriinii meydana getirir. Bu g(f) lineer
doniisimleri agagidaki gibi tanimlanan ii¢ koordinat ekseninin her biri etrafindaki bir ¢

agisiyla yapilan psédo-donmeler vasitasiyla belirtilir

&' =&g(r)

veya

2
&= zgjgji(t) , i=012.
=0
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Burada g,(#) i,j=012 birim determinanth 3 mertebeli ortogonal matristir.

Dolayisiyla bu ifadeyi asagidaki yapida yazariz

&,'=8,8. (t)"' &8 (t)"' 28, (t)
§1'=éogol(t)+§1gll(t)+§2g21(t) (2.3.3)
$,'=8,8. (t)"' &8 (t)"' .8 (t) .

g.0- T"[gk (t)] temsilinin temel sonsuz kiiciik operatorleri (2.3.2) den

belirlenir. (2.3.2) den dolayi, £ =0,1,2 olmak iizere

17€)= 14l 0l @)

buluruz, burada &’ =E&g(¥) dir. & ve &,’nin bagimsiz degiskenler oldugunu géz dniine
alarak zincir kuralindan

7AEV=d 0 Fe 98| L 9 Fe| 9%

ka(é)—z[aél,f(é L = td)+a§2,f(§ L = HJ (2.3.4)
yazariz. (2.3.3) bagintisindan

aél' ’ 4 '

? =§ogol (0)+§1g11(0)+§2g 21 (0) (2.3.52)

agz' 4 4 1

7 = gogoZ (0)'*‘51812 (0)+§2g 2 (O) (2.3.5b)
buluruz.

d 2N _ i <
27 ’L‘ae,- 7€) 236

esitligini kullanarak (2.3.5) ifadelerini (2.3.4) denkleminde yerine yazdigimizda



21
ka(¢)=i{[a,,g;(o)+51g;,(o>+¢zg;, 01276

.2 0)+£80(0)+ £’ (o)]ég—i(f:)}

veya

7= i{[g,,g;, O+ 66,0+ s O

I 2 01+ Egh0)+Ergm (o)]%} 237

ifadesini buluruz.
Simdi J,, J, ve J, yi hesaplayalim. J, jeneratorii g, (t) donmelerine kargilik

gelir.
1 O 0
g, =0 cost -—sint
0 sint cost
ve

0 0 O

g,0=0 0 -1 (2.3.8)
01 0
g0z Oniine alarak (2.3.7) bagintisindan
< 0 0
Jo =1 &= =8= 2.3.9)
( "3, ‘aéz)

buluruz. Benzer sekilde g (t) doniisiimiiyle verilen 1 ekseni boyunca has Lorentz
doniisiimlerine karsilik gelen J, jeneratoriinii de

cosht sinht O

g,() =| sinht cosht 0
0 0 1
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ve
010
g =1 0 0 (2.3.10)
0 0O
g0z Oniine alarak (2.3.7) den agagidaki gibi buluruz
J, =ié 9 (2.3.11)
\ Fa 3.
J, jeneratérii de g,(z) ile verilen 2 ekseni boyunca has Lorentz doniistimlerine kargilik
gelir.
coshz O sinht
LHh=l 0 1 0
sinht 0 cosht
doniigtimii ve

g,0)=

- o O
S O ©

1
0 (2.3.12)
0

goz oniine alarak J,yi (2.3.7) den

d

J, =i, 3% (2.3.13)

olarak buluruz. Elde edilen ja, J,, jz jeneratorleri SO(2,1) ’in quaziregiiler temsilinin

iireticileridir, J,, J,, J, jeneratorlerinden dolay: C Casimir operatorii de
C=J2-J}~J;

esitliginden bulunur. C Casimir operatériinde (2.3.9), (2.3.11) ve (2.3.13) bagmtilarim

yerlerine yazarsak
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0 d |.., d
[(éaz; é@—ﬂ[(zaél é.aéz)] (585111508—51]
.. O
+(,§ 55}5056_2)

buluruz. Operatdr ¢arpimu yaparak

- aZ 2 5 82 ) az

o s g Hag by gy + g
veya

C= aa; 88622 (él a£§1+'§2 a§2)+§‘ 5 52 3 (2.3.14)
elde ederiz.

Yukarida bahsettifimiz gibi, farkli hacim elemanli quaziregiiler temsiller iiniter
ozdestir. Farkli hacim 6l¢iilti temsiller matematiksel olarak esdeger olmalarina ragmen
farkl fizik problemlerine baglanabilirler. Bu sebeple, B6liim 4 de SO(2,1) ’in farkl: alt
grup indirgemelerine karsilik gelen sistemler igin farkli hacim elemanli quasiregiiler

temsilleri ele alacagiz.



24

BOLUM 3
S-MATRISI ve INTERTWINING OPERATORLERI

Carpigma olaylan, fizikte her zaman ilgi géren bir arastirma alam1 olmustur.
Atomsal garpisma olaylar atom ve molekiil fiziginde temel 6neme sahiptir ve lazer
fizigi, plazma fizigi, astrofizik, kimya gibi alanlarda da &nemli rol oynar. Bu olaylarin
incelenmesi, kuantum fiziginde 6nemli bir deneysel teknik olan, sagilma deneyi ile
yapilir. Sagilma deneylerini en sade gekilde ya bir V(r) potansiyel alanindan A

parcacigimn sagilmasi yada bir B hedef pargacigindan momentumu verilen bir A
pargacigimin sagilmas: olarak tarif edebiliriz. Sagilma deneylerinin analizinde kullanilan
- kuramsal arag¢ kuantum sagilma teorisidir. Sagilma teorisi ¢arpisma olaylarinin diginda
bozunma olaylarinin analizinde de kullanihir. Bozunma olaylarinda ¢arpisma Oncesi
kisma Onem verilmez, sistemin incelenmesi yalmzca etkilesme bélgesinde yapilir.

Carpisma olaylan analiz edilirken iki tlir yaklagim kullanilir. Bunlar zamana-
bagh ve zamandan-bagimsiz yaklagimlardir. Burada zamandan-bagimsiz yaklagim goz
oniine almacaktir. Bu yaklasgima gére kuantum sagilma teorisindeki incelemeler
zamandan-bagimsiz Schrédinger denkleminin ¢6ziimlerine yogunlagtimilir. Sagilma
deneylerinin duragan kabul edilen durumlarda yapilmas: tesir kesitlerinin belirlenmesini
saglar. Ayrica duragan sagilma durumlar gergek zamana bagh ¢arpismay: analiz etmek
icin bir temel tegkil eder. Sagilma deneyinde alinan tiim Sl¢itimler ¢arpisma dncesindeki
ve sonrasindaki pargaciklar iizerindedir. Deney sonuglar tesir kesitleri denilen nicelikler
cinsinden ifade edilir. Kuantum sagilma teorisine gére bir S {initer operatdrii vasitasiyla
carpigma sonrasindaki dalga paketini ¢arpisma 6ncesindeki dalga paketine birlestirmek
miimkiindiir. Burada S {Uniter operat6rii sagilma operatdrii olarak bilinir. Sagilma
deneyi ile ilgili tiim bilgiler ve ayrica bagli durumlar hakkindaki bilgiler de S sagilma
operatoriinde kapsanir. Bdylece deneysel olarak olgiilen sagilma tesir kesitleri S
operatoriiniin matris terimlerinde tamamen ifade edilmis olur.

Ug-boyutlu sagilma problemleri ile bir-boyutlu sagilma problemleri arasinda
karakteristik farklar vardir. Bu farklar s6yle belirtilebilir:
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.o

Uc-boyuttaki radyal sagilma problemleri » yar1 eksenini, yani 0<7 <eo
aralifini, bir-boyuttaki sagilma problemleri ise x ekseninin tamamini, yani —eo < x < co
araligim igerir. Ug-boyuttaki sagilma problemlerinde sagilma yonii olarak bir gok yon
secilebilirken, bir-boyuttaki sagilma problemlerinde yalmzca iki y6n segilebilir
(021809). Ug-boyutta S matrisi birim modiillii bir kompleks sayidir, bir-boyutta ise S
matrisi 2x2°lik {initer matristir. Boyle olmasimin asil nedeni yar1 ekseni igeren
durumdaki Schrédinger denkleminin spektrumunun basit olmasi, tlim ekseni igeren
durumdaki Schrodinger denkleminin spektrumunun ise 2 c¢arpamma sahip olmasidir.
Yar1 eksen durumundaki Schrédinger denkleminin kabul edilebilir bir bagimsiz ¢oziimii
varken, tiim eksen durumundaki Schrodinger denkleminin kabul edilebilir iki bagimsiz
¢cOzlimii vardir.

Kuantum sagilma sistemlerinin dinamik grup teorileriyle tammlanmasindan beri
sac¢llma sisteminin § matrisi cebirsel olarak belirlenmeye ¢alisgilmigtir. S matrisinin
cebirsel hesab igin yapilan ¢aligmalarla [27-34] 6nemli bir gelisme elde edilmigtir. Bu
calismalarda kullanilan Oklityen baglant: adim alan cebirsel yéntem sagilma sisteminin
S matrisini cebirsel olarak belirleyebilmistir.

Sagilma problemlerinin cebirsel olarak hesaplanmasi y6niinde giincel bir yéntem
de Kerimov [46] tarafindan sunulmustur. Bu yontem invaryans cebir tanimim1 dogrudan
kullanarak sagilma matrislerinin tam olarak hesaplanabilecegini gosterir. Bu metoda
gore G dinamik grubuna sahip problemler igcin S sagilma matrisi, G dinamik

invaryans grubunun Weyl-6zdes temel seri temsilleri arasindaki

AdU*(X)=dU*(X)A tim X e g igin (1.4)
veya
AU*(g)=U%*(g)4A tim ge G igin (1.5)

bagmntisim saglayan A intertwining operatorii ile iligkilidir. Burada dU* ve dU* g
cebrinin Weyl-6zdes temel seri temsilleri iken; U* ve UZ g cebrine sahip G
grubunun kargilik gelen temsillerini belirtir. (1.4) ve (1.5) denklemleri A matrisinin bir
sabit farkiyla hesaplanmasina imkan tanir. Bundan dolayi, prensip olarak (1.4) ve (1.5)
bagmtilar1 yardimiyla Schrédinger denklemini veya dalga fonksiyonlarimi yazmadan
hatta uzay ve zaman kavramlarindan hi¢ s6z etmeden bile S matris hesab1 yapilabilir.

Eger goz Oniine almman sistemin H Hamiltonyeni G dinamik grubunun C Casimir
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operatorii cinsinden H = f(C) olarak ifade edilirse sagilma matrisi S =4 olur. Bu

durumda dinamik sistemin dalga fonksiyonlar1 G grubunun temsil uzaym olusturur.

Bunun diginda, (1.4) veya (1.5) denklemlerinden goriiliir ki U temsil matrisi bir
bazda diyagonal ise intertwining operatér matrisi de diyagonaldir. Bundan otiirii
intertwining operatdr matrisi indirgemeyle meydana gelen bir-boyutlu alt uzaylari
kanstirmayacaktir. Eger bir-boyutlu sistemlerin A Hamiltonyenlerinin G grubunun C
Casimir operatérii ile iligkisi H = f (C)| ,, ise sistemin sagilma matrisi 4 intertwining
operatoriiniin G 5 G, © G,... zincirine karsilik gelen bazdaki (diyagonal) matrisinin bir
elemani ile tanimlanir. Burada %/, temsil uzaymn bir-boyutlu alt uzayidir ve G,, G,,
... gruplart G ’nin alt gruplaridir. Bu durumda sistemin dalga fonksiyonu G ’nin
temsilinin G5 G, O G,... zincirine karsilik gelen bir baz vektoriiyle tamimlanir. Bu
durum, intertwining operatdriiniin diyagonal elemanlan ile belirlenen sagilma matrisi
icin bir-boyutlu potansiyellerin simiflanabilecegi fikrini verir. Bu tam olarak
Olshanetsky-Perelomov [43, 44], Ghirardi [45], Alhassid ve arkadaslarmin [27-34]
cebirsel yaklagimlarinda ne oldugu ile aymdlr. Bu yiizden, temsil teorisiyle saglanan alt
grup zincirlerinin sayis1 kuantum sistemlerinin siif sayisiyla aym olmak zorundadir. Bu
nedenle, G dinamik grubuna bagl tiim bir-boyutlu sistemlerin smniflanmasi problemi
G grubunun tiim alt grup zincirinin belirlenmesiyle daha sistematik bir probleme
indirgenebilecektir. Bunun disinda, semi-simple Lie cebirleriyle alakali ¢ok-parcacik
sistemleri icin sa¢ilma matrislerinin yapis1 {izerindeki uyulmasi zorunlu kogulu bulmak,
hatta bu kosulu tamamen belirlemek [47] amaciyla semi-simple Lie gruplar igin
intertwining operatorlerinin iyi-tanimli teorisi [48] kullanilmusgtir.

Bu béliimde sagilma matrisi konusunu goézden gegirirken oncelikle asimptotik
ifadelerle islem yapilan gelencksel sagilma matris hesabini kisaca hatirlatacagiz. Daha
sonra da SO(2,1) grubunun Weyl-6zdes temel seri temsillerinin intertwining

operatérlerinin hesabim verecegiz.
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3.1 Sacilma Matrisi

Bir-boyutta V =V (x) potansiyelinin etkisi altinda kalan m kiitleli bir pargacig
diistinelim. Boyle bir sistem, potansiyel zamandan-bagimsiz oldugu i¢in korunumludur

ve kararli durumlara sahiptir. Kararli durum igin zamandan bagimsiz Schrodinger
denklemi

L AVE) yeye)= Eyie) (3.1D)

yapisindadir ve dalga fonksiyonunun genel yapisi
¥ (x,t) =y (x)e B (3.1.2)

dir. V(x) potansiyelinin her yerde reel oldugunu ve |x| —> oo iken V(x) potansiyelinin

yeterince hizli bir gekilde V' (x) — 0 oldugunu farz edelim. ]x] — oo durumunda ¥ (x)
serbest parcacik dalga fonksiyonu olup, serbest pargacik Schrédinger dalga denklemini
2 d2

-2V (x)= By (x) (3.1.3)

saglar. (3.1.3) denklemi ikinci dereceden diferansiyel denklem oldugundan + x ve —x
yonlerinde ilerleyen dalgalan belirten iki ¢6ziime sahiptir. Bu ¢6ziimleri kompleks tistel
ifade kullanarak

y(x) =A™, k=+2mE/n (3.1.4)
seklinde yazabiliriz. Bu durumda dalga fonksiyonunun (3.1.2) genel yapisi

T(x,t) = Ae:tikte—iEt/h

(3.1.5)
— Ae—i(:Fkx+Et/h)

olacaktir. (3.1.5) deki dalga fonksiyonunda #>0 icin y(x)=A4e™ A genlikli saga
dogru giden dalgay1, y(x) = de™ ise A4 genlikli sola dogru giden dalgay1 belirtir.

|x| — oo iken asimptotik dalga fonksiyonu genel olarak
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Ae™ + Be ™ X — —o0
v(x)= (3.1.6)
Fe™ +Ge™ X — +oo

yapisindadir. Asimptotik bdlgede, yani |x| in potansiyelin menzilinden daha biiyiik
oldugu bolgede, w(x) dalga fonksiyonunun gelen ve giden kisimlar1 agagidaki gibidir
W goien (%) = A0(~ x)e™ + GO(x)e™ (3.1.7)
Y giaen (¥) = FO(x)e™ + BO(— x)e ™, (3.1.8)
burada x >0 ise 6(x)=1 ve x <0 ise 6(x)=0 dir. Buradan
x<0 icin
Y ien (%) = A&
Y giten (%) = Be™
x>0 icin
V geren (%) = Ge™
Y g () = Fe™

oldugu belirlenir.
Sagilma teorisine gore belirli bir S operatdri vasitasiyla vy, dalga

fonksiyonunu v, dalga fonksiyonuyla asafidaki ifadeye gore birlestirmek
miimkiindiir

lllglden = S‘l’gelen . (3. 1 .9)

S operatoriiniin matris temsili
Sll SIZ
S=|S,1= , Lj=12 3.1.10
Is.] (Sm s | (3.1.10)

yapisindadir. Burada S operatdrii sagilma operatdriidiir ve bu operatdre karsilik gelen

matris temsili de sagilma matrisi (veya § -matrisi) adin1 alir, x — +ec durumu igin
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V(x) potansiyeliyle etkilesme sonrasinda giden (B ve F katsayil1) dalgalar etkilesme

oncesinde gelen (4 ve G katsayili) dalgalarin terimlerinde birlestiren (3.1.9) ifadesini

acik olarak
(B]=(S“ Siz IA] (3.1.11)
F| |S, S8,|G
veya
B=S,4+8,G
F=8,4+8,G (3.1.12)

yazabiliriz. Eger V(x) =0 ise B—> A ve F — G gider, boylece S birim matris olur.

Soldan sagilma 6zel durumunda dalga fonksiyonu

Ae™ + Be ™™ X — —oo
v(x)= (3.1.13)
Fe™ X —> +oo

yapisindadir. V(x) potansiyeliyle etkilesme sonrasinda giden (B ve F katsayil)

dalgalar1 etkilesme Oncesinde gelen (A katsayili) dalgalarin terimlerinde birlestiren

matris gosterimi

BY (S, S.Y4
Flls, S,]0

dir. Buradan A’nin terimlerinde B ve F Kkatsayilarimi ifade eden lineer bagintilar
agagidaki gibi olur

B=S,4
(3.1.14)
F=S,4.

Sagdan sac¢ilma 6zel durumunda ise dalga fonksiyonu

Ge™ + Fe™ x> 400
y(x)= (3.1.15)

Be ™™ X —» —o0



30

formunu alir. V(x) potansiyeliyle etkilesme sonrasinda giden (B ve F Kkatsayili)

dalgalar1 etkilesme Oncesinde gelen (G katsayili) dalgalarin terimlerinde birlestiren

matris gosterimi de

BY (S; SpYo0
F||\S, S,)G
yapisindadir. G ’nin terimlerinde B ve F katsayilarini ifade eden lineer denklemler

B=S,G
(3.1.16)
F=8,G

ile belirtilir.

Sagilma problemleri ¢oziiliirken siirekli kararli durum fonksiyonlari kullanilir.
Stirekli kararli durumlarin yorumlanmasinda R ve T ile gdsterilen, sirasiyla yansima
ve gecme Katsayilar1 denilen iki biiytikliik kullamlir. Bu biiyiikliiklere katsayilar
denmesine ragmen, bunlar gergekte olasiliktir. R (veya T') biiyiikliikleri 6rnegin soldan
gelen E enerjili bir elektronun karsilastii V' (x) potansiyeli tarafindan yansitilma (veya
gecirilme) olasiliginin ne olacagim belirtir. R ve T katsayilan genelde yansima veya
geeme olasilik genlikleri ile verilir. Yansima ve gegme katsayilar1 gelen, yansiyan ve

gecen akilar cinsinden agagidaki gibi tammlanir

Re |yanstyan aki|
lgelen akj|
(3.1.17)
- lgeen aki|
"~ Jgelenaky]”

Burada gegen aki: bir noktadan birim zamanda gegen pargaciklarin ortalama sayisidur.
Yanstyan aki ve gelen aki tanimi da benzer sekildedir. Bir potansiyel bélgesine gelen
her par¢acigin ya yansimas1 yada gegmesi gerektiginden bu olasiliklarin toplami daima
1 olmalidir yani

R+T=1 (3.1.18)

ifadesi saglanmalidir.
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Simdi R ve T olasilik aki yogunluklarim belirleyebilmek igin y(x) siirekli
kararlh durum fonksiyonunun kisimlarimi tammlayalim.

Soldan sagilma 6zel durumunda dalga fonksiyonu

Ae™ + Be™ X — —o0
v(x)=
Fe™ X — 400

ile verilmisti. Burada Ae™ A genlikli gelen dalgayr; Be™ ’de B genlikli yansiyan
dalgay: belirtir. Fe™ ise etkilesme sonrasindaki F genlikli gecen dalgay1 belirtir. Bu

ozel durum i¢in R yansima olasili1

BZ
j (3.1.19)

ve T gegme olasilif

2
Rsol = |Sll| =

2

Q=Mf{§ (3.1.20)

olarak tanimlanir.

Sagdan sagilma 6zel durumunda ise dalga fonksiyonu

Ge™ + Fe™  x — +oo
y(x)=

Be ™™ X — —o0

yapisindaydi. Burada Ge™ terimi G genlikli gelen dalgay1, Fe™ terimi ise F genlikli
yansiyan dalgay: belirtir. Be™™ terimi de B genlikli gegen dalgaya karsilik gelir. Bu

0zel durumda da R yansima olasilifi

2

F

R, =|S,l =1+ 3.1.21
wat =52 G ( )
ve T gecme olasiligi
» |Bf
T, = |S12| = Gl (3.1.22)
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yapisinda tanimlanir.

Bu 6zel durumlardan yararlanarak diyebiliriz ki (3.1.11) ifadesinde

[o{s) = (M)

6zel durumlari uygulandiginda (3.1.11) denklemi agagidaki esitlige izin verir

Sll S12 _ rsol tsag (3 1 23)
S21 S22 tsol rsag
Burada
2 2
Rsol =[x sol} ? Rsag = sag
2 2
];01 = tsol b4 T;ag = sag

iligkisi vardur.
S matrisi dért kompleks matris elemam igerir. S* =S8", S matrisinin

Hermityen eslenigini belirtmek iizere olasiligin korunumu

S'I'S= Sl] S21 ) Sll Sl2 8 10
SIZ S22 SZI S22 01

veya
S's =1 (3.1.24)
matris elemanlarindaki
ISl =1Sx| ve [Su]=|Sx| (3.1.25a)
IS +[S,[* =1 (3.1.25b)
S8 +8,8;, =0 (3.1.25¢)

durumlan belirten S matrisinin Giniterligini invaryant birakir. (3.1.25b) denklemi agik¢a
soldan veya sagdan sag¢ilma durumlari i¢in
R+T=1 (3.1.26)

denklemine esittir. (3.1.25a) denklemi de asagidaki ifadeye esdegerdir
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Rsol | =

Rsag

(3.1.27)
7.

sol

T.;ag

Fakat R T, +T.,R.

sol " sag sol *¥sag

=0 demek olan (3.1.25¢) denklemi bdyle agik degildir.

Potansiyel reel oldufunda zaman tersinirligi invaryant kalir. Bu demektir ki,

zamandan-bagimsiz Schrédinger denkleminin genel yapidaki (3.1.7) ¢oziimii diginda
v"(x) ile gosterilen zaman tersinir dalga fonksiyonu da bir ¢oziimdiir. y*(x) ¢oziimii

(3.1.7) denkleminde 4 <> B*, G <> F" koyulmasiyla

B*e™ + Be™™* X — —oo
W (x) = (3.1.28)
Fe™ + F*e ™ X — oo

elde edilebilir. y*(x) ¢oziimiine gore giden dalgay1 gelen dalga terimlerinde birlestiren

matris gosterimi

B _ Sy Sp B
Fl S, SulF

yapisindadir. Bu denklemden

S =8,
yani,

R, =R, (3.1.29)
bulunur.

Eger V(x) potansiyeli orijin etrafinda simetrik, yani V' (x)=V(-x) ise bu kez
zamandan bagimsiz Schrédinger denkleminin genel yapidaki (3.1.7) ¢ozlimiine ilave
olarak y(-x) de bir ¢6ziim olacaktir. y(-x) ¢oziimii (3.1.7) de x yerine —x
koyulmasiyla

Ae™™ + Be™ X —> +oo
V(-x)= (3.1.30)
Fe™ + Ge™ X —> —oo
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bulunur. (3.1.7) ile (3.1.30) ¢6ziimlerini kargilastirdigimizda pargacigin  hareket

dogrultusunun tersine dondiigli goriiriiz. Bu ¢6ziimde soldan sa¢ilma 6zel durumu igin
Ge™ potansiyel bolgesine gelen dalgayr, Be™ gecen dalgayr ve Fe™ ise yanstyan
dalgay1 belirtir. Sagdan sagilma 6zel durumu igin ise Ade™ potansiyel bolgesine gelen
dalgayr, Fe™ gegen dalgayr ve Be™ ise yansiyan dalgayr belirtir. Bu durumda

A< G, B F degisimi yapilirsa matris gosterimiyle

FY (S, S,YG
B) |S, S,|l4

esitligi bulunur. Bu ifade

s 521e)

F) S, S;)\G

olarak da yazilabilir. Buradan
S, =8,

yani,

T,

sol

=T, (3.1.31)

bulunur. Bundan &tiirii simetri bagintilar1 yansima altinda invaryanstir yani, degismeden

kalir. Ttim bahsedilenlerin 1s181nda iiniter olan sagilma matrisinin genel yapisi

R T
S=(T R] (3.1.32)

olarak tanimlanir.

Sagilma deneylerinin sonuglar1 tesir kesitleri cinsinden verilir. Bir-boyutta
olasilik akisi yerine tesir kesiti bakig agisimin kullammu pedagojik olarak c¢ok
avantajlidir. Ornegin sagilma hakkinda tiim boyutlar igin ayni1 ifade tarzim kullanmak
sagilma konusunu Ogrenmeye g¢aligirken {ig-boyutlu potansiyel sagilmasiyla ilgili
kiiresel Bessel fonksiyonlari, Legendre polinomlar1 ve analitik malzemenin geri
kalanlartyla kargilagmadan 6nce kuantum sagilma analizine agina olunmasini saglar.
Bir-boyutlu sagilmada olasilik akisi ile tesir kesitleri arasinda siki bir iligki vardir. Bu
iligki s6yledir: bir-boyuttaki sagilma gelen dalgadaki pargacik akisiyla orantiliydi. Birim
pargacik akisi olan dalgadaki bir pargacifin sagilma olasilii yani, bir noktadan bir
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parcacigin birim zamandaki gecisi sagilma tesir kesiti olarak bilinir ve 0'(8), £=+,— ile
gosterilir. Burada + ve — sagilmanin incelendigi yar eksenin yoniinii belirtir. Genellikle
sagilma problemlerinde sagilma matrisini belirlemek igin bulunmak istenen toplam
sagilma olasilig1 ile birlikte pargaciklarin 6zel bir yondeki sagilma olasiligidir. Sagiima
yonii olarak {ig-boyutta 6zel olarak segebilecegimiz bir ¢ok ydn varken, bir-boyutta
yalmizca iki yon (O°,1 80") vardir.

Sagilma tesir kesiti, pargacik akisina sahip soldan gelen bir dalga igin

ole)=|fE) (3.1.33)

olarak tanimlanmr. Burada f(g) niceligi pozitif veya negatif yan eksende sagilan

dalgalarin goreli genliklerini belirtir. Potansiyelle etkilestikten sonra pozitif yar1 eksen
boyunca ilerleyen dalganin sagilma olasilik genligi

f(+)=§,

geriye dogru (negatif yar1 eksen boyunca) yansiyan dalganin sagilma olasilik genligi
olarak da

B

f(—)=z

alindifinda toplam sagilma tesir kesiti

Crp. =)+ FE) (3.1.34)
yani
F[* |B[
o-tap. = —A— + Z

olur. Buradan (3.1.26) g6z Oniine alinarak toplam sagilma tesir kesiti

0, =T+R=1 (3.1.32)

top.

olarak ifade edilir.
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3.2 Weyl-Ozdes Temel Temsillerin Intertwining Operatorii

SO(2,]) ’in Weyl-6zdes temel temsillerinin intertwining operatdrlerinin hesabina
gecmezden Once Bolim 2.1°de verilen SO(2,1)’in temel seri temsillerini kisaca

hatirlayalm. SO(2,1)’in temel serisi ) =(p,€) ikilisiyle nitelendirilir. Burada
0<p<oo iken €, 0 veya % ye esittir. ¥ =(p,€) ve X =(—p,€) niteleyicileri ile

belirtilen temsiller Weyl-6zdestir. Bu 6zdeslik 4 operatorleri ile veriliyorsa

AdU*(X)=dU*(X)A tim Xe g icin (1.4)
veya
AU*(g)=U%(g)4 tim ge G igin (1.5)

bagntilar saglanir. Burada dU* ve dU* g cebrinin Weyl-6zdes temel seri temsilleri

iken; U%* ve U? g cebrine sahip G grubunun kargilik gelen temsillerini belirtir.
Burada A operatorii intertwining operatoriidiir. (1.4) ve (1.5) bagntilan o kadar
kisitlayicidir ki eger temsiller verilmisse (1.4) ve (1.5) denklemleri 4 matrisinin bir
sabit farkiyla hesaplanmasina imkan tanir.

A intertwining operatoriiniin matris elemanlarimin hesab1 iki farkli yolla
yapilabilir.

Birinci yol: eger genel sagilma bazlarinda so(2,1) cebrinin temel serisi
biliniyorsa (1.4) denkleminin her iki yam baz vektdrlerine uygulanarak intertwining
operatdriiniin matris elemanlar1 i¢in rekiirans bagintilan: elde edilir. Rekiirans bagintilar
gozillerek so(2,1) cebrinin temsilini belirleyen parametrelerin fonksiyonu olarak
intertwining operatSriiniin matrisinin agik yapist bulunur [46, 53].

Ikinci yol: (1.5) denkleminin kullamlmasidir. Belirli fonksiyonlarin uygun
Hilbert uzaylarinda so(2,1) cebrinin temel seri realizasyonu kullanilarak (1.5) denklemi
vasitasiyla intertwining operatoriiniin gekirdegi igin fonksiyonel bagmntilar tiiretilebilir.
Bu yaklasim intertwining operatoriiniin matris elemanlar1 igin integral ifadesinin

bulunmasina izin verir.
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Birinci yolu érneklemek i¢in (Boliim 2.1°de ifade edildigi gibi) (1.4) bagintisini

g0z Oniine alalim. Baz vektorleri olarak so(2,1) cebrinin a, bazina karsilik gelen

J =dU*(a,)

J* baz  vektoriiniin |m> Ozvektorlerini  baz olarak alalim, burada

m=¢€+n, n=0£1%2,... ile tammlamr. J*, J¥*, J¥ ve C operatorlerinin spektrum
ozellikleri incelenirken

JE=iJFFJ?
olarak belirlenen merdiven operatdrleri kullamilir. J*, J*, J*, J%, J* ve JZ

operatorlerinin |m) baz vektorleri lizerine etkisi asagidaki gibidir

J¥|m) = m|m) (2.1.19a)

( \
J¥|m)= L ip+m m+1) (2.1.19b)

\2 )

1 )
J¥my=|=—ip—m |m-1) (2.1.19c)

\2 J

veE

JE|m) = m|m) (2.1.20a)

aon (1. )
JE|m)y=[=+ip+m |m+1) (2.1.20b)

\2 )

N (1 )
JEmy=|=+ip—-m [m-1). (2.1.20¢c)

\2 )

Burada J* ve J* islemcileri m igin, sirasiyla yiikseltme ve algaltma operatorleridir
(kolaylik i¢in € =0 oldugu temsilleri diisiindiik).
Bu yolla S matrisinin hesaplanmas: i¢in (1.4) bagintisini agik¢a yazalim

SJ* = J(;'?S 3.2.1)

SJ% = JX§ (3.2.2)
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SJ* = JIS . (3.2.3)
Eger (3.2.1) esitliginin her iki yanina |m) baz vektorii uygulanirsa

.

SJ*

m)=JxS

veya

mS|m) = JZS

m) (3.2.4)
elde edilir. (3.2.4) den S|m> *nin de JZ¥’nm bir 6zvektdri oldugu goriiliir. S|m>
Ozvektorii [m) Ozvektoriinden

S|m) =S,,|m) (3.2.5)

bir sabit kadar farklidir. Bu nedenle,

m) bazinda S operatOr matrisi

(m’ S

m)y=S5,06, (3.2.6)

m-mm

kosegendir. Bu matrisin kogegen elemanlarmin degeri (3.2.2) veya (3.2.3) den elde
edilir. Ornegin, (3.2.2) denkleminin her iki yam |m) baz vektoriine uygulandifinda

SJ%|m) = JZS|m)

veya

(_;.—ip+m}9lm+1>=JfS|m)

bulunur. (3.2.5) bagintisindan dolay1
(%——ip+m}5'm+1|m+l)=Jme|m>

veya JZ igin (2.1.20b) bagintis1 g6z Sniine alnarak

(%—z’p +m)5‘m+1|m+1) =Sm(%+ip+m)m+l)

bulunur. Bu esitlikten
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(1-tpsm (Lo,

rekiirans bagintis1 belirlenir. Bu esitlik

veya

|
[5 +ip+m-— 1]
S, = S, (3.2.7)

" l—z'p+m-—1
2

formunda ifade edilir. (3.2.7) rekiirans formunun ¢6ziimii

S,

m

(3.2.8)

gibi yazilabilir. Burada ¢(p) modiil=1"li bir sabittir. Enerjiye bagli p parametresi,
H Hamiltonyeni ve C Casimir operatorii arasindaki iligkiyi belirler.

Simdi de ikinci yolu Ornekleyelim. Bu yol igin (1.5) denklemi g6z oniine
alinacaktir. Boliim 2.1°de bahsedildigi gibi SO(2,1) grubu ii¢ alt gruba sahiptir. Bunlar
sirastyla J,, J; ve N =J,—J, ile iiretilen SO(2), SO(1,1) ve E(1) gruplandir. [53] de
SO(2), SO(L,1) ve E(1) gruplarina gore SO(2,1) grubunun indirgemelerine karsilik
gelen SO(2,1) grubunun bir-boyutlu sagilma problemlerinin {i¢ smfi oldugu
gosterilmigti. Simdi boyle sistemler igin SO(2,1) > SO(2), SO(2,1) > SO(L,1) ve
SO(2,1) o E(1) indirgemelerine karsilik gelen bazlarda intertwining operatériiniin
matris yapisinin hesabim sunalim [53]. Ama 6énce SO(2,1) grubunun U# elemanter
(veya iiniter olmayan temel seri) temsillerini kisaca tanimlayalim.

U* temsillerini j, jeC dereceli homojen, {?-{?-¢2=0, ¢, >0 iki
boyutlu koninin iist kolunda F({) sonsuz kez tiirevlenebilen fonksiyonlarn uzayinda
dtsiinelim [59]
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F(a¢)=a’F(), a>0. (3.2.9)
SO(2,1) grubunun U#* temsil operatorii

U*(g)F(¢)=F(Cg) (3.2.10)

ile tammlanir. SO(2,1) grubunun,
[C’n]= Cono —Clnl - C2n2

bilineer forma sahip, i boyutlu, reel, lineer R*>' pstdo-Oklityen uzayina sagdan etki
ettigi diistintildtigiinde buna uygun olarak uzaydaki vektorler ¢ =(¢ ,¢,,¢,) satr

yapisinda yazilir.
Genel olarak, koni iizerinde bir ¢ok farkli koordinat sistemi segilebilir.

Ayrilabilir ortogonal koordinat sistemlerinin farkli segimleri SO(2,1) grubunun farkli
alt grup indirgemelerine gétiiriir. Simdi SO(2,1) grubunun SO(2), SO(1,1) ve E(1) alt
grup indirgemeleri i¢in intertwining operatériintin matris yapisinin hesabint verebiliriz
[53].

S0O(2,1) o SO(2) indirgemesi:

Konideki kiiresel koordinatlarin tamtilmas: SO(2,1) > SO(2) grup indirgemesini
belirtir. SO(2,1) © SO(2) indirgemesi icin uygun kiiresel koordinat sistemi

{=on, n=(Lcosg,sing) (3.2.11)

ile verilir, burada 0<w<e, 0<@<2m dir. Ger¢ekten, bu koordinatlarda (3.2.10)

temsilinin J, sonsuz kiiciik operatorii

J =i (3.2.12)

09
dir. (3.2.9) denkleminden izlendigi gibi, homojen fonksiyon {,=1 diizlemiyle

¢2-¢2-¢2=0, ¢, >0 konisinin kesiti olan ne S', n=(l,cos@,singp) cemberi
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iizerindeki degerleri vasitasiyla tammlanir. Bu sebeple SO(2,1) grubunun elemanter
(initer olmayan temel seri) temsilleri S' de f(n)=F(l,cos@,sing) sonsuz kez

tiirevlenebilen fonksiyonlarin C~ uzaymda diistiniilebilecektir. Bu temsilleri agikga
ifade edebiliriz. (3.2.10) bagintisinda (3.2.11)’deki { = wn esitligini kullanarak

U*(e)f @m = f(on,)
veya
U*(g)f @ = @,) £(n,)
yazabiliriz. Ayrica (3.2.10) bagintisim da
U*(g)f (@n)= (@Y U*(g)f ()
formunda ifade edebiliriz. Son iki bagintinin esitlifinden yukarida s6zii edilen temsiller
U*(g)f(n)= (%I fln,) (3.2.13)
olarak bulunur. Burada ®, ve n,, 4 ¢ = {g 'nin (3.2.11) parametrizasyonundan

belirlenir. j = —%+ ip igin (3.2.13) formiili

(7)== [ @) o

ic carpima sahip LZ(SI) Hilbert uzayinda SO(2,1)’in U*, x=(p,0) temel serisini
tamlar. Agiktirki, ¥ ve ¥ (j ve —1- j) ile simflanan temsiller 6zdestir.

U?* ve U7 temsilleri arasindaki 4 intertwining operatorii ¢ekirdek teoreminden

dolay1

(Af Yr)= |, K, )f (i (3.2.14)
seklinde gosterilir. Burada dn=d¢ S' deki invaryant lglimdiir.
AU*(g)=U*(g)4

(aU*(g)f )= U7 ()41 ) (3.2.16)
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yazabiliriz. U* ve U* tammim géz 6niine alirsak (bak (3.2.13) ifadesi) K(n,n")
cekirdegi icin
( ) ) 1+ j w, 1+ j
Kin o )=| =% £ | K(nn 3.2.17
(%) (%) s 3217

fonksiyonel bagintiy1 buluruz. (3.2.17) denklemini elde ederken

=
dn, = (—w—‘g) dn
0]
iligkisini kullandik. (3.2.17) den dolay1 K ¢ekirdegi

K(n,n)=x()nn’T" (3.2.18)

ile verilir. Burada [n,n’]=nn, —nn,—nn,, k() de j’ye bagh herhangi bir sabittir.
(3.2.18) bagintisimin dogrulanmasi

AR ( )( )[n 7] (3.2.19)

iligkisine dayanir. Son ifade iyi bilinen |§ N |=1¢.,¢7] esitliginin sonucudur, burada
[.-] (2.1.1) ile tanimlanir ve £, =g, §,={% dir.

k() sabitinin modiili

I[* = % p tanhmp (3.2.20)

verilen normalizasyon bagmtisiyla belirlenir. Boylece

(4f Yo)= j;; r{ (11+ j).)cz,fdfp'[l ~cosp-¢ ) 1) (3.221)
—_— J 0
2

dir. Burada ¢ faz carpamdir. Gosterim kolaylign igin n=(l,cos@,sing) deki f
fonksiyonunun degeri f(¢) ile tamtihir.

|m) =¢™ fonksiyonlariin I? (S ‘) de SO(2) grubunun bazlar1 yapisinda oldugu
g6z Oniine alinarak

YOKSEKOBRETIiA KURULG
nn“mmmmvma ReRE7!
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(m'|4m)=8,,S (3.2.22)

m

elde edilir, burada S,, asagidaki yapiya sahiptir

—2-2

e""do . (3.2.23)

27

._j CI

Sin-—
2

(3.2.24)

bulunur.

SO(2,1) o SO(L)) indirgemesi:

Konideki hiperbolik koordinatlarin tamitilmast  SO(2,1) > SO(1,1) grup
indirgemesini belirtir. SO(2,1) > SO(1,1) indirgemesi i¢in uygun hiperbolik koordinat

sistemi

¢ =w(cosha,sinh o, 7) (3.2.25)

ile verilir. Burada 0S@<oe , —co <X <00 VE

1 eger{,>0ise

-1 eger{, <Oise
dir. Bu koordinatlarda (3.2.10) temsilinin J; sonsuz kiictik operatorii

-0 (3.2.26)
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dir. (3.2.9) denkleminden izlendigi gibi, homojen fonksiyon {,=%1 diizlemleriyle
§2-¢2~C7=0, {,>0 konisinin kesiti olan hiperboloidin iist kolu iizerindeki

degerleri vasttasiyla tammlanir. Bu sebeple, (3.2.9) homojenlik durumuna uyan,
SO(2,)) grubunun elemanter temsilleri (f, (), f (), f.(&)=F(cosha,sinhe,7)

fonksiyonlarinin uzayinda gergeklenebilecektir. Bu realizasyonda U*(g) operatorleri

(U"(g)fl(a)=(%jﬂ(ag), j=—§+z‘p (32.27)

ile verilir, burada @, , &, ve ©’ {, ={g nin (3.2.25) parametrizasyonundan belirlenir

ve i¢ garpim

(7.8)= 51;2 |7 k. ()a (3.2.28)

yapisindadir. (3.2.21) ifadesini bulmak i¢in kullamilanlara benzer diisiincelerle bu

gerceklemedeki 4 operatorii

(4f). )— 2 _T0+)) Jda [cosh(e - o) -7’ £.() (3.2.29)
R Em Pt

olarak yazilabilir. Burada ¢ faz ¢arpamdir.

ipo 0
|ﬂ+)=[e0 ) |u—)=(e,.y,,) (3.2.30)

g0z Oniine alinarak

(Wr'|Apr)=6(u-w)s,, (3.2.31)
elde edilir. Burada

2 T(+))

BRI

j docosha —1)~/ g4e (3.2.32)
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j o =3
S.,=8,_= 2 _T(+)) c Jda(cosha +1) ke (3.2.33)
'J; - l — j ~c0
2
yapisindadir. S i¢in agik ifade [64] iin 3.542(1) formiiliinden yararlanilarak
c | |
S,,=8_= ;cosh(ny)l‘(i +ip+il )’(5 +ip — z,u) (3.2.34)
.C . | 1 . .
S.=8_= —z—smh(np)l'(— +ip+iu )l‘(— +ip — z,u) (3.2.35)
T 2 2
bulunur.

SO2,1) o E(l) indirgemesi:

Konideki parabolik (horispherical) koordinatlarin tamtilmasi SO(2,1) o E(1)
grup indirgemesini belirtir. SO(2,1) > E(1) indirgemesi i¢in uygun parabolik koordinat

sistemi

1+x* 1-x*
=W , , 3.2.36
({22120 s

ile verilir, burada 0 <W < , —oo < x <oo dir. Bu koordinatlarda (3.2.10) temsilinin N
sonsuz kiigiik operatorii

N=—i —a— (3.2.37)
ox

dir. (3.2.9) denkleminden izlendigi gibi, homojen fonksiyon §,+&, =1 diizlemiyle

¢2-¢2-¢2=0, ¢,>0 konisinin kesitindeki degerleri vasitastyla tanimlamr. Bu

sebeple SO(2,1) grubunun temel serisi karesi integrallenebilir

f(x)*=‘F[1+x2 ’l-xz ’xJ

2 2
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fonksiyonunun I*(R) Hilbert uzayinda realize edilebilir. I¢ garpim
(F.1)= 55 [T Gy (3238)
yapisindadir. (3.2.9) ve (3.2.10) denklemlerinden izlendigi gibi temsil operatérleri
U@ f)x) = [ ]f (x,) (3.2.39)

yapisini alir. Burada W, ve x,, 4 ¢ = {g nin (3.2.36) parametrizasyonundan belirlenir.

Bu gerceklemede 4 operatorii

(Af)(x)=j%r( 1+J)]j| X[ f () (3.2.40)
—=—

ile verilir. Boylece (3.2.40) ifadesiyle E(1) bazlarinda 4 ’nin matris elemaninin integral
temsili bulunabilir. E(1)’deki A4’nin matris elemam |/1> bazlarinda agagidaki gibi

verilir

(X|4

A)=8(A-1)S,. (3.2.41)

Burada

s, =2 r(“f ) jdx| 2% gt (3.2.42)

yapisindadir. Integralin ¢6ziimii igin [64] {in 3.761(9) bagintisindan yararlamlarak

S, =cA? (3.2.43)

bulunur.
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BOLUM 4
SO(2,1) GRUBUNUN TEMEL SERISiNE
BAGLI SACILMA SiSTEMLERI

Bu béliimde SO(2,1) dinamik grubuna bagli sa¢ilma sistemlerini ele alarak H

Hamiltonyenleri ile SO(2,1) grubunun C Casimir operatdrii arasinda

[c-jG+D],, =0H=B) . j=-3—ip 19)

iligkisini koruyan Hamiltonyenleri bulmaya ¢aligacagiz. Boyle sistemler igin
Schrédinger enerji 6zdeger denklemi

Cf =JG+DS, J==5=ip

bagintisinin saglanmasim gerektirir. Dolayisiyla Schrodinger enerji 6zdeger denklemi
SO(2,1) grubunun temsil uzayimn indirgenemezlik kosulundan bagka bir sey degildir.
Bu yilizden (1.9) iliskisini saglayan Hamiltonyenleri bulurken temel serisinin {initer
indirgenemez temsillerini kapsayan SO(2,1) grubunun indirgenebilir temsiline (SO(2,1)
grubunun quasiregiiler temsili) bakildi. Boylece temel seri temsilleri SO(2,1) grubunun
quasiregiiler temsilinin alt temsili gibi diislintildii. Quasiregiiler temsil

E=S0(2,1)/ SO(2) hiperboloidinin

602_612_522=1’ §o>0

tist kolunda karesi integrallenebilir fonksiyonlarm I*(Z,du) Hilbert uzaymnda
gergeklendi. Farkli hacim elemanli quasiregiiler temsiller matematiksel olarak iiniter
6zdes olmalarma ragmen, farkli fiziksel problemlerle ilgili olabilirler. Bu nedenle farkl
hacim elemanli quasiregiiler temsilleri diistindiik. Burada SO(2,1) grubunun temsil

uzaymm SO(2,1)  SO(2), SO(2,1)>SO(L1) ve SO(2,1) > E(1) indirgemelerindeki
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potansiyelleri ve dalga fonksiyonlarini belirleyecegiz. Bunu yaparken birinci kisimda
SO(2,]) grubunun temsil uzaymin SO(2,1) > SO(2) indirgemesinde du hacim
elemanim SO(2) donlisimleri altinda, ikinci kisimda SO(2,1) > SO(1,1) indirgemesinde
dy  quasi-invaryant hacim elemamm g,(#)e SO(1,]) dontistimleri altinda, {igiincii
kisimda ise SO(2,1) o E(1) indirgemesinde du quasi-invaryant hacim elemanim

n(t)e E(1) donilisimleri altinda invaryant olacak sekilde sectik.

4.1. SO(2,1)> SO(2) indirgemesine Bagh Potansiyeller Sinifi

Bu indirgemeye uygun olarak dy hacim elemanim SO(2) doniistimleri altinda

invaryant olacak sekilde segecegiz. Bundan 6tlirii hacim elemantm, genelligi bozmadan,

du(&)=v(,)d¢ 4.1.1)

alacagiz. Burada

vE,)=(e2+&2)"

yapisindadir ve dé E hiperboloidi iizerindeki invaryant hacim elemanidir. Bu hacim

eleman yalmzca

v(€,)=0 (4.12)

durumunda quasi-invaryant hacim elemanina karsilik gelir. Boyle tanimli, 7 ile

adlandirdigimiz quaziregiiler temsil tabii ki 7 temsiline tiniter olarak zdestir. Bu

Ozdeslik W {initer tasviri ile asagidaki gibi verilir

W:f— f=0"%f. (4.1.3)

Gergekten (2.2.2) ve (2.2.3) den goriiliir ki , T ile T temsilleri tiniter olarak Ozdestir.

Simdi bunu gdsterelim.



49

(£.1)= [ 7@ &)au(€)
ifadesinde

T(g)f €)= s ()

temsil tamimini kullanirsak

(@) f.T(@) )= [TEf E)du)= [ ) E)au(E)

buluruz. Burada (4.1.3) tasvirini géz dniine aldigimizda

(1@ f.T(g) )= [v"" f Eew'" f"E)du(E)
@)f.7@)f)= [ flEey b v ey bu)
w(@)f. 1) )= ey rlee) ue)

(T () fT(Q)f")= [ &S E-)duE)

(T f.T()f)= [T fET () E)du()

elde ederiz. Buradan yine
(£,.1)=[FEf ©du)

buluruz. Boylece goriiniir ki T ile 7 temsilleri tiniter olarak dzdestir.

Quasiregiiler temsilin J;, J,, J, tireticileri ve C Casimir operatorii igin

Vg, )oJ 00 (g, )=, =02
V7€, )e Cov'?(E,)=C

esitliklerini ve J,, J,, J, ve C nin sirasiyla (2.3.9), (2.3.11), (2.3.13) ve (2.3.14)
denklemlerini kullanarak asagidaki ifadeleri agik¢a buluruz.

J,=v7"*(,)e J, 00" (E,)

ifadesinde (2.3.9) bagintisim kullanip,

v B ] N7HHIDER 8
a‘A..: ks HRHRE 3.
A K AN R 9 s |

\. \ A ™

.L.Mziué fuot

EL:
14
0y SRTRE,
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R G e

operatdr ¢arpimi yaptigimizda

—152 3E, 161 5 [ézaél 5]852] (4.1.4a)

buluruz. Benzer sekilde J; icin

~

Ji=v7""%(E, )0, 00"*(¢,)

ifadesinde (2.3.11) esitligini kullanip, operatdr ¢arpimu yaptigimizda

J =o€ {zé‘ 55—}“2(: )

_.e O l§ v
J =it ot (4.1.4b)

elde ederiz. Yine aym yolla J, i¢in

J, =v_1/2(§0)° jz 001/2(50)

bagintisinda (2.3.13)’1 kullandigimizda

- [ie5g e

zé ov

h=it sy 2 w3,

(4.1.4c)

buluruz. C Casimir operatorii i¢in de benzer yol izlenerek

=v7"%(,)eCov"*(t,)

ifadesinde (2.3.14) bagmntisini kullandigimizda

o2 92 172
3 )[a,; (o 52852]@ 2+, 52] €)

ve operatdr ¢arpimi yaptifimizda
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_ 9’ a9’ 62 av(
T (‘5‘ a¢1+5zaéz] ot ’52a¢2)

ee-11 M 1(wY 20-3)
" [52 93, élea@] £E:- ;aél @13

& ve &, degiskenlerini = hiperboloidi iizerinde bagimsiz degiskenler olarak

elde ederiz.

sectigimizden dolay (bak bsliim 2.3)

() _&, 9v¢,)
o) o (4.1.6)
o8, & 9
simetrisinden yararlanarak (4.1.4) iireticilerini ve (4.1.5) Casimir operat6riinti
) 0
J =i, ——iE — 4.1.7
o 162 aél lél 852 ( a)
i€, Jv
= [ERC 4.1.7
=ik, 38 2w (4-1.70)
J, =g, S 1 185 OV (4.1.7¢)
= 3E T 2w 3
ve
82 &2 v é 62—1
C=—+— —+1+A
9E? aéz [51 3 ]A
2 2 _ag?
S L 1 wY 2(12 325,,) v “18)
EE, 0806, E\3E ) EEIEI-1)d€,
yapisinda yeniden diizenleriz, burada
A=
61 aél +§2 agz
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J, jeneratdriinii diyagonal se¢mek istedigimizden dolayi, & ve &,

degiskenlerinden asagidaki gibi tamimli yeni x ve ¢ degiskenlerine gegeriz

_1+z(x)
S = 1-z(x)"

;- 2

= , 4.1.9
: l—z(x)COS(p ( )

Burada ¢ ve x swasiyla, 0S¢ <27, 0<x<oco aralifinda degisir. z(x) [0,1]
araliinda deger alan R* da tiirevlenebilen bir fonksiyondur. Yaptigimiz degisken

degisimi sonucunda & ve &,’ye gore tiirev operatorleri agagidaki yapiya sahip olur,

i:——(l_z)zﬁcos¢i—(I_Z)sin(pi
o8 z(l+z) ox 24z YY)

0 =(1_Z)2stin¢‘a——(l_Z)c 0
o, i(l+z) ox 24z 29

Boylece x ve ¢ degiskenlerine bagh olarak (4.1.7) deki tireticiler

J =i (4.1.10a)
o9
| Vz(- 0 l+z ., 0
J, =z|:——Z(TZ—)cosgog—2——ésm(p5(; (4.1.10b)
[Vz-2) . o 1+ P
J2=z[—2%—i)sm¢a—x+5ﬁcos¢% . (4.1.10c)

yapisinda olur. (2.3.9) bagmtisindaki J, jeneratoriinde (4.1.9) daki degisken degisimi

kullanildiginda J, ile J, arasinda
< .0

J,=J, =—i—
o o la¢
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iliskisi oldugu goriiliir. (4.1.8) deki Casimir operatorii de

é)—- = ——(1 — Z)Z& CoOSQp—
o, zi(1+2) ¢ ox

w  (1-2%z . v
=—— sInQp—
€, :i(l+2) ox

oldugu goz 6niine alinarak

2 . .. . .2 2 2 . .
c-=2f ] (v z Yo & & 1], o (% )
b4 ox* \v 2z z)ox 4z°dp* 2v 2v \2 z
4.1.11)
yapisinda bulunur. Burada (ve daha sonraki ifadelerde) iis olarak yazilan noktalar x’e
d’z

gore tiirevi ifade eder yani, Z = %, Z= e vs. dir. (4.1.11) denklemiyle verilen C

Casimir operatoriindeki birinci tiirevi igeren terimi yok etmek igin

Y ZiZo0 4.1.12)
vV z zZ

sartim kosariz. Bu denklemi ¢6zdiigiimiizde
V==zz"

buluruz. v ’nin (4.1.2) den dolay1 pozitif olmasi gerektiginden z >0 aliriz. Béylece
=2z (4.1.13)

olur. (4.1.13) denklemini (4.1.11) de yerine yazip diizenleme yaptigimizda

Al-zf| 9 1% 3(iY 2 0
= S [T IV 4.1.14
¢ 22 [ax2+2z' 4(2’)+4z2 +8(p2 ( )

elde ederiz. Boylece, SO(2) bazlarinda SO(2,1) grubunun temel serisi C ve J,

islemcilerinin 6z fonksiyonlar1 tarafindan gerilen Hilbert uzayinda gergeklenebilecektir

cro = (_%_ p? )/,;D (4.1.15)
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JfO =mfP. (4.1.16)

Burada C Casimir operatorii (4.1.14) denklemiyle verilir ve

J =il (4.1.108)
dp

dir. Verilen m igin f" fonksiyonunun gerdigi bir-boyutlu alt uzay1 %, ile gosterelim.
Ayrica C islemcisinin bu alt uzaya kisitlanmasim1 da C, ile belirtelim. Boylece

(4.1.14) de, (4.1.16) ve (4.1.10a) bagintilarim g6z niine alarak

a2
a—z'f,,gl) =-m* £
¢

esitligini kullandigimizda %, ye kisitlanan C Casimir islemcisi yalmzca x’e bagh bir

diferansiyel islemci olur. Bu durumda C islemcisi agsagidaki yapiya sahip olur

o_20-=zf| & 1% 3(2Y 2 ( & .
n 2? [ax2+22 4\ z +422 1+8(p2 T

Zl-zP| 9* 1% 3(:Y 2#(1-m’
C, = Sy ENE : 4.1.17
" # [ax2 2z 4\:z 4z* ( )

Artik sunu sOyleyebiliriz ki eger

2
2(1722) _1 (4.1.18)
zZ

ise C, operatorii Schrodinger tipindedir. (4.1.18) denkleminden 2z >0 kosulunu géz

Oniine alarak z’yi

z=tanh2§ | (4.1.19)

buluruz. Bu ¢6ziimii (4.1.17) de yerine koyup diizenleme yaptifimizda C,, operatorii ile
H,, Hamiltonyeni arasindaki iligkinin H, = —(Cm +%) oldugunu goriirtiz. Burada H,,

(2M =1 =1 kullamlarak)
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2 1
d2 m _Z
Hm ='—w+ Sinh? x (4.1.20)

Poschl-Teller Hamiltonyenidir. Bu suretle, (4.1.20) Poschl-Teller Hamiltonyeni
SO(2,1) grup yapisina sahiptir. Ayni enerjili ama farkli potansiyel siddetine sahip
sagtima durumlan SO(2,1) grubunun temel serisinin iiniter indirgenemez temsiliyle
iligkilidir. Ama, Hamiltonyenlerin bu simfi i¢in (1.9) bagintis1 enerjinin bir fonksiyonu

olan m® ve p*’nin uygun segimiyle saglanabilecektir. Bunun igin

C, -jiG+D), j =—%—ip ifadesini

z

2 2 20 \2 .2
Corbapr o2 12 32V, 2
4 ox* 2z 4|z 4z°(1-2z)

x[(l—z)2 -(1-2)m’ —4z(i+ pz)]} 4.1.21)

olarak buluruz. Burada m* ve p” icin
l1-m*=c,E~h, (4.1.22a)
1+4p*>=cE~h (4.1.22b)

bagintilarini alip diizenleme yaptifimizda

1, z(1-2?|d* 1% 3(:Y
C,+—+p°= +=== =
nty TP 7 |ox? 2z 4|z

z

=2

z
+ yETEa [E (c,2% +(c, - 2¢,)z+c, )- (2% + (I — 2h)z + B, )]}
elde ederiz. Buradan
2
(Cm + p2 +%)= - zd -ZZ) [H - E] (4.1.23)
Z

iligkisi oldugunu gbriirtiz. Bu iliskiyi degismez birakan Hamiltonyenler agagidaki
formdadir
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2 2 _ 21 _
d +hoz +(n 2h0)z+ho+1+z(1 z)f

H=-
dx’ R R?
x co+2("1 ~¢,)i+2¢,~¢, 54 4.1.24)
z(z - 1) 4R
burada

R(z)=c,z* +(c,~2c,)z+c,,
A=cl —4c,c,
yapisindadir ve z(x)

i= 2z(1-z) (4.1.25)

R(z)
bagintisini saglar.

Sonu¢ olarak H # f (C)| ,  liskisinden dolay: (4.1.24) Hamiltonyenlerinin

simetri kirilmasina sahip oldugunu sOyleyebiliriz. Fakat, bunun yam sira (4.1.24)
Hamiltonyenleri bir bagka cebirsel yapiya sahiptir yani, (4.1.23) den

(c +p? +%Lm =Q(x)(H - E)

oldugunu goriiriiz. Burada m ve p (4.1.22) ile verilmisti ve

z(1-z)
Z-2

O(x)=-

yapisindadir. (4.1.24) denklemiyle verilen Hamiltonyenler sinifi $zel bir durumda yani,

c,=0, ¢, =4 ve h =-1 oldugunda Poschl-Teller Hamiltonyenini igerir

Poschl-Teller Hamiltonyeninin potansiyel grubu olarak SO(2,1) grubuna sahip oldugu

zaten bilinmektedir. Aym zamanda, (islem yaparken [65, 66] nin notasyonunu kapal1 bir
sekilde izlendigimiz) (4.1.24) ile verilen etkilesme potansiyelleri f, &,, &, a, ¢, ve ¢
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parametrelerine bagli olan Natanzon hipergeometrik potansiyelleri sinifina aittir [29, 67-
69]. Natanzon hipergeometrik potansiyelleri [65, 66]

V)= fz(z—1)+l';(1—z)+ he z2(1R - z) {H[a NG _2?2)5212)_1)— 251_%]}

yapisindadir. Burada
R(z)=az(z-1)+c,(1-z)+ ¢z

veya bir bagka sekilde, b, =¢, —c, —a ve b, =a+c, —c, olmak lizere

R(z)= az’ + bz+c,= a(z - l)2 +b, (z - 1)+ G
A=(a—c,—c,) -4cc, =b’ —4ac, =b’ - 4ac,

ile tammlanir. Bu potansiyelde a =c, ve f =h, alindigimizda (4.1.24) de buldugumuz

potansiyelleri elde ederiz.
Bu suretle, dort parametreye bagli olan Natanzon hipergeometrik

potansiyellerinin kisith smifimn § matrisi, (3.2.24) deki intertwining matrisinin

S

m

Ny A
4 =———ip 1CIn
J 2 p ¢

diyagonal elemanlar ile belirlenirken, dalga fonksiyonlar1 f®(£) baz fonksiyonlarina

baghdir. f"(£) baz fonksiyonlarimin hesabina gegmezden once (2.2.2) tarafindan

tiretilen temel seri temsillerinin baz fonksiyonlar: i¢in integral temsilini verelim.

SO(2,1) grubunun en kiiglik parabolik alt grubu ile tiretilen SO(2,1) grubunun
temel serileri ile baglayalim. Bu ger¢eklestirme igin baz fonksiyonlar: 6zellikle basit bir
yapiya sahiptir. Bu halde bu gergeklestirmeler arasindaki iligki baz fonksiyonlar1 igin
integral temsilini bulmamiza izin verir. Simdi Béliim 3.2°deki SO(2,1) grubunun temel
seri temsilleri hakkindaki birkag ifadeyi tekrar hatirlayarak f(£) baz fonksiyonlarmmn

hesabina gegelim.
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x=(p,0), 0<p<e vasttasiyla simflanan SO(2,1)’in U* temel seri

temsillerini j =—%-ip dereceli homojen

F(@al)=a’F(), a>0 (3.2.9)

§2-¢2-¢2=0, ¢,>0 iki boyutlu koninin iist kolunda F({) sonsuz kez

tiirevlenebilen fonksiyonlarin uzayinda diigtinelim. U#* temsili

U*(g)F(¢)=F(g) (3.2.10)

ile tammlanir. Konideki homojen fonksiyonlar bir noktada her bir T egrisiyle kesigen

koniyi olugturan her bir dogrulardaki degerleri vasitasiyla belirlenir. Bu nedenle, U* bu
egrilerdeki fonksiyonlarin uzaylarinda gergeklesebilecektir. (bak [45] in eki). (2.2.2)

denklemi vasitasiyla iiretilen temel seri temsili ve bu temsil arasindaki kargilikli iligki

F© = [In 12" F(n)n = (IF)E) (4.1.26)

Gelfand-Graev integral doniistimiiyle [53] verilir. Burada [,-] (2.1.1) ile tammlamr. T

egrisi koniyi olusturan her bir dogruyu bir kez kesen konideki keyfi egridir ve dn
I"’daki quasi-invaryant §lglimdiir. Ayrica agsagidaki intertwining bagintisi

IU=TI 4.1.27)

degismeden kalir. Boylece, (4.1.26) denklemi (2.2.2) ile iiretilen temel seri temsillerinin
baz fonksiyonlari i¢in integral temsilinin bulunmasina izin verir.

SO(2,1) > SO(2) indirgemesi igin (4.1.26) da I'=T, alalim, burada T, {, =1
diizlemiyle koninin kesitini tanimlar. Bu kesit bir ¢emberdir. Konideki kiiresel
koordinatlar (3.2.11) de belirtildigi gibi

¢ =awn, n=(1,cosq,sinp)

olarak tammlayalim, burada O0<w<e, 0<@<2r dir. (3.29) dan F()
fonksiyonlarinin

T, ={n=(,cosp,sinp)0< o <27}
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¢emberindeki degerleriyle belirlendigi izlenir.

(2)F(n)=(w,) Fln,) (4.1.28)
burada ®, ve n, ng nin (3.2.11) parametrizasyonundan yani n.g=w,n, den
belirlenir. (3.2.10) temsilinin Casimir operatorii C =—p? —% birim katsayisiyla aynmidir.
(4.1.28) temsilinin tagindigi uzayda uygun bazlar SO(2,1) D SO(2) indirgemesiyle
verilir. J, =—i% oldugundan dolay1, uygun baz fonksiyonlar1 F’(n)=¢™° dir. O

halde, (4.1.26) ifadesine uygun olarak, (2.2.2) vasitasiyla iiretilen temel seri

temsillerinin baz fonksiyonlari i¢in integral temsili

-1-j

)= J[né‘ e do (4.1.29)

olur. £® baz fonksiyonlan gergekten C ve J,

=z - N & I
O’ =JG+Df"s j==7+ip (4.1.30)
jof,f,l) A mf,,fl) (4.1.31)

komiitasyon operatorler kiimesinin 6z fonksiyonlaridir. Burada C, (2.3.14) ile verilen
T *nin Casimir operatoriidiir ve .70 *da (2.3.9) ile verilen SO(2) ye kargilik gelen T ’nin

sonsuz kiiciik operatoriidiir.
(4.1.29) denkleminde 7 = (I,cos8,sin8) ve & = (&, ,£,,&,) aldigimizda

—1-j

foE)= j(ﬁ —& cos@—E&,sinB) e™do (4.1.32)

buluruz. (4.1.9) daki koordinatlar1 (4.1.32) de yazip diizenleme yaptigimizda

27, , 7 1=/
706)=| [‘ +7 27 - <p)) ¢ do
ol1—2z 1-z
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elde ederiz. (4.1.3) deki W tasvirini kullandigimzda f”(£) baz fonksiyonlarim

asagidaki yapida buluruz

1
fOE)= ( )7 I(1+ z cos(@ qo)) e™do . (4.1.33)
(4.1.33) deki integralin ¢6ziimii igin

1+z 7 27
y=1 , yz— = ’,

-z 1-z

se¢imini yaptifimizda

fO(E)= ( ij+ y*—1cos( - (p)I_ei'”edG

buluruz. [70] de (cilt I sayfa 157, (16) bagntist) verilen yapiya uygun olarak integralin

¢Oziimii

2z —1-J
| (y+,/y2—1cos(9—<p)) e d = zﬂ}(l“L]J_)m_) mepn_ () (4.1.34)
0

dir. Burada P7

—1-j

(v) birinci tip Legendre fonksiyonudur. [70] de (cilt I sayfa 140,
(1),(2); sayfa 124 (14); sayfa 102 (18); sayfa 105 (4)) ifadelerini kullanarak ve P’ j(y)

fonksiyonunun standart hipergeometrik fonksiyonlari cinsinden

" ml2 1_ 1+ ) ) . 1 .
Rl_j(y)=z—r((1-::2)—zﬁ](l+],1+]+m;1+m;z), ==5-ip

ifadesini kullanarak, f"(¢) baz fonksiyonlar: igin asagidaki yapiy1 elde ederiz

+m
o\~ T i im F_ ] . .
fPE)=2m()z 2 (1-2)e "’F(_j_fn)’r)(lm)zf;(1+J,1+J+m;1+m;z).

(4.1.35)

Bu ifadeyi

JPE€)=e""¥(x)
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olarak yazabiliriz. Burada

1+m .
el/2 o ) I'(- , .
Y(x)=2m(z)"?z 2 (1-2z) ’r(_j_;){_‘)(1+m)2ﬁ;(1+],l+]+m;1+m;z)

(4.1.36)

yapisindadir. Bundan dolayi, (4.1.24) de verilen kisitli Natanzon potansiyellerinin dalga
fonksiyonlan igin

1+m

W(x)oc (2)22 2 (1=2)* 2 E(1+ 1+ j+ml +m;z) (4.1.37)

iligkisini buluruz.

4.2.SO(2,1)> SO(1,1) Indirgemesine Bagh Potansiyeller Sinifi

Bu indirgemede du quazi-invaryant hacim elemammnin agagida verilen

g,(H)e SO(L,]) déniistimleri altinda invaryant olmasin istiyoruz

cosht sinhtz O
g,(#)=| sinht coshr O |.
0 0 1

Bunun igin, hacim elemanim

dp =v(&,)d¢ (4.2.1)

aliriz. Burada v(§,)

o) =[+&)"

yapisindadir. Ifade kolayhg saglamak icin, bu durumun quasiregiiler temsil

jeneratorlerini ve Casimir operatdriinii sirastyla J_, J,, J, ve C ile tamtacagz. J,, J,,

J, ve C igin
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=V _1/2( 2) ji°v”2( 2)’ i=0,12

C=012(E,)o Cov'™(E,)

esitliklerinden yararlanarak (Boliim 4.1° de yapilana benzer olarak) asagidaki ifadeleri

buluruz
J =it é‘l_ 5{%% ;’ZJ (4.2.2a)
—ig 2 = (4.2.2b)
J, =i "agz 125” 3;’2 (4.2.2¢)
ve

2

e g
1dv 9 (1+§2) Y 26, Jv
TVE 3, 2 [ag; 21)(862) 1+& agz] @23

J, islemcisini diyagonal se¢mek istedigimizden dolayi, & ve &, degiskenlerinden

9 L0 10v
- {osron 5] g g g S by

asagidaki yapiya sahip yeni x, f degigkenlerine gegeriz

cosh 8

l—zz(x)

E = sinh B 4.2.4)

1-20)

<€)
- 1-22(x)

burada B ve x, —=< B <o ve —oo< x< oo aralifinda degisir; z(x) [-1.1] araliginda

& =

deger alan, R de tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Yaptigimiz degisken degisimi
sonucunda & ve &, degiskenlerine gore tiirev operatdrii yeni x, B degiskenleri

cinsinden asagidaki yapiya sahip olur

|
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0 \ll—zzi

0, coshfB df
a _ (1_22)3/2 a _ — _a—
3L, = P ™ zVl-2z tanhﬁaﬂ.

Boylece x ve B degiskenlerine bagl olarak, (4.2.2) deki jeneratorleri bu diferansiyel

islemciler vasitastyla

J, = z'(— sinhﬂ%+ zcosh[)’%], (4.2.5a)
., 0
J = i (4.2.5b)
J, =i coshﬂi—zsinhﬂi ' (4.2.5¢)
2 ox oB -

buluruz. (4.2.3) denklemiyle verilen Casimir iglemcisinde

M _o

08,

v _(1- z*)*? 9v
d¢, z ox

bagintilarin1 g6z 6niine alip, diizenleme yaptigimizda

o =2f [ (v iz )3
22 ox> \v 2z 1-2% Jox

2 9 1. v (% ),
= —|-—-| % 4.2.6
+1—z28[32+2v[v 2v (z‘+l—z2}']} (#:20)

elde ederiz. Burada (ve daha sonraki ifadelerde) iis olarak yazilan noktalar x’e gore

tiirevi ifade eder yani z'—ﬁ 4 —d—zz-
? dx 1 dx2 seee

Casimir operatoriinde x’e gore birinci tiirevi iceren terimi yok etmek icin

vs. dir. (4.2.6) denklemiyle verilen C

VE__Z @.2.7)
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kosulunu koyariz. (4.2.7) bagintisindan v fonksiyonunu
v=+z(1-2*)"?

buluruz. Burada v’nin (4.1.2) den dolay1 pozitif olmasi gerekir. Bu nedenle z>0

olmalidir. Dolayisiyla

v=2(1-2z>)"? (4.2.8)

olur. (4.2.8) c¢Oziimiinii (4.2.6) Casimir operatériinde yerine yazip, diizenleme

yaptigimizda

=2F 1w 3(iY 2R+ £
C= [ ( )+ . T 4.2.9)

elde ederiz. Boylece SO(2,1) grubunun temel serisinin SO(2,1) > SO(L,1) indirgemesine

kars: gelen baz fonksiyonlar1 C ve J; islemciler kiimesinin 6z fonksiyonlaridir

oo - (_%_ p? }/v(f’ (4.2.102)
IO =y @, (4.2.10b)
Burada
. d
=i (4.2.5b)

idi ve C Casimir iglemcisi de (4.2.9) ile verilmisti. v ve 7 ile belirlenen f®
fonksiyonunun gerdigi bir-boyutlu alt uzay1 #, ile gosterelim. Ayrica C islemcisinin

bu alt uzaya kisitlanmasim da C, ile tamitalim. O halde (4.2.9) da

0" @) __,2.0)
W‘fw =-v f;r

esitligini kullandigimizda #,’ye kisitlanan Casimir islemcisi yalmzca x’e bagli bir

diferansiyel iglemci olur ve agagidaki yapiy: alir



1-2°f{ 9> 17 3(:Y 2°Q+z)) 2 d°
R R arer

z ox> 2z 4\:z

2 2 - \2 .2 2 .22
cv=(1 z )z[a—+lz—,—3(3) A G WA } (4.2.11)
(4.2.11) den diyebiliriz ki, eger

(-2f ‘;)2 —1 4.2.12)

ise C, islemcisi Schrodinger tipindedir. (4.2.12) denkleminden z>0 kosulunu goz

Oniine alarak z’yi

z=tanhx (4.2.13)

elde ederiz. Bu z c¢Oziimiinii (4.2.11) ile verilen C, de yerine yazip, diizenleme

yaparsak

C,=—v-— 4 __ (4.2.14)

ile C, Casimir iglemcisi arasinda agagidaki iligkiyi buluruz

Hv=-(C+—1~] .
4 o,

Hamiltonyenlerin bu simfi i¢in (1.9) iliskisi v ve p”’nin uygun secimiyle
saplanabilecektir. Bu segim v? ve pz’nin E enerjisinin lineer bir fonksiyonu oldugu

g6z oniine alinarak asagidaki gibidir

1+v?=aE+b, (4.2.15a)

1+ p*=a,E+b,. (4.2.15b)
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Buna gore C, — j(j+1), j=—%—z’p ifadesini

z

><[2+z2 —41-22)? +4&+ pz)]} (4.2.16)

yapisinda buluruz. Burada v? ve p? igin (4.2.15) de verilen bagintilari kullanirsak

SR (55 {az +sz_z(z)2+_z‘2_
4 4(

. ;T(li_z)z[(alz“ +(a, - )2 JE- ((b‘ * %}2 =)0 )]}

ifadesinde,

(CV + p? +%)= —(l;jz)—z-[ﬂ -E] (4.2.17)
Z

iligkisinin saglandifim goriiriiz. Bu iligkiyi degismez birakan Hamiltonyenler agagidaki
gibidir

4’ bz*(1- zz)—%(l— 22)—b,7* +1

H=———+
dx R
41 232 2
L20=2) (a]+a,+zaz(22z n_sA) @218
R L Z7(z" -1 4R
Burada
R(z)=az* +(a, - a)
4.2.19)

A= (al _a2)2

yapisindadir. Bu tiir sistemler
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i= 2(1-2) (4.2.20)

diferansiyel denklemini saglayan z(x) i¢in (4.2.17) bagintisint degistirmeden biraktig
diislincesiyle SO(2,1) ’e baghdur.
Sonug olarak H # f (C)|H iligkisinden dolay1 (4.2.18) Hamiltonyenlerinin de

simetri kinlmasina sahip oldugunu sdyleyebiliriz. Ancak, (4.2.18) Hamiltonyenleri de
bir bagka cebirsel yapiya sahiptir, yani (4.2.17) den

(C+p2+1] = Q,()H-E)
4 L,
oldugu goriiliir. Burada v ve p (4.2.15) ile verilmisti ve

o,=-=21

22
¥4

yapisindadir.
Coziilebilir potansiyellerin bu smifi 6zel bir durum olarak Ginocchio

potansiyeller [71] ailesini kapsar. Ginocchio potansiyelleri

6= {180 +D+ 5 l-r -~ (-7 +20- )

yapisindadir. Bu potansiyeller orijinde sonlu, sonsuzda sifir, orijin etrafinda simetriktir,

Gergekten, ¥ <1, 8(0 +1) 2% olmak lizere (4.2.18) de

1 1 1 3
a]=7—7’ a2=7, b2=1, b1=6(6+1)+z (4.2.21)
alindifinda ve
Z 4.2.22)

y:
V2 +7A(1-2%)

esitligi ile Ginocchio’ nun notasyonundaki y degiskenine gecildiginde

2 2 2
H=—%+726(6 +1)(1—y2)+———(1—y l(l"” o 32—+ 50-91)y"]
(4.2.23)
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elde edilir. (4.2.20) ve (4.2.22) den
d
2 = a-»h-a-rw] (4224)

oldugu izlenir. Eger ¥y =1 secilirse (4.2.23) deki Hamiltonyenler potansiyel grubu
olarak SO(2,1) grubuna sahip Poschl-Teller Hamiltonyenine sadelesir

0(6+1)

cosh® x

V(x)=

Diger cebirsel yapilara nazaran, burada kullandiimiz cebirsel yap: (4.1.26) da
verilen dalga fonksiyonlar1 i¢in integral temsilini saglar. Bu siniflamadaki (4.1.26)
integral dontisimiinde I' egrisi olarak I'=T, alacagiz. Burada I},: {,=%1
diizlemleriyle {2 ~¢2 -2 =0, ¢, >0 konisinin kesitidir, yani H' hiperboloidinin iist
koludur. Buna gore, konideki hiperbolik koordinat sistemi agagidaki yapidadir

¢ =am_, n,=(cosha,sinha,7), (4.2.25)
burada 0 <@ <oo, —0 S < ve T = sign{, dir. (3.2.9) dan F({) fonksiyonlarinin

T, = {nf = (cosha,sinh(x,’t‘)l—oo SQ<oo,T= signcz}

hiperboliindeki degerleriyle belirlendigi izlenir. I';, uzaymdaki U*, y =(p,0) temsili
asagidaki bagintiy1 saglar

U*(g)F (n)= o, Fln,)
burada @, ve n, ng nin (4.2.25) parametrizasyonundan, yani ng=@,n, den

belirlenir. (3.2.9) temsilinin Casimir operatéri C =-p’ —-LII dir. U* temsilinin

tagindifi uzayda uygun bazlar SO(2,1) 5 SO(L1) indirgemesiyle verilir. J, _lﬁ
oldugundan dolay1, (4.1.26) daki uygun baz fonksiyonlart F(n)=e™™* dir. (4.1.26)
ifadesine uygun olarak, (2.2.2) vasitasiyla iretilen temel seri temsillerinin baz

fonksiyonlar igin integral temsili agagidaki gibi olur
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N]_ j
FoE) j e da. (4.2.26)
7® baz fonksiyonlar: gergekten birbirleriyle yer degistirebilen C ve J, operatdr
ciftinin, yani {C‘,jl} kiimesinin 6z fonksiyonlandir. Burada C, (2.3.14) ile verilen
T ’nin Casimir operatériidiir ve J,, (2.3.11) ile verilen g,(¢) has Lorentz doniistimiine

karsilik gelen T *nin sonsuz kiigiik operatoriidiir. Ayrica C ve .7, operatérleri agagidaki

bagintilar1 saglar:
G2 =jG+DfP, j= —%+ ip 4.2.27)
LD =i, (4.2.28)

(4.2.26) denkleminde 7, = (cosha,sinha,7) ve & = (,,£,,,) yi yazdigimizda

- -1-j
foE)= j (&, cosha —& sinha —&,7) e da (4.2.29)
buluruz. (4.2.29) da

_coshf§ __sinh _sinhf8 z2(x)

1/ -z (x 1/ -2z (x \fl—zz(x)

burada —eo< B <oo ve —oo< x<oo aralifinda degisir, koordinatlarim yerine yazip

(4.2.4)

diizenleme yaptigimizda
Z@) T cosha zw ) v+ B)
@)= | e (4.2.30)
\V1—2z ~z

elde ederiz. (4.1.3) deki W tasvirine gére SO(2,1) > SO(1,]) indirgemesi igin

v=21-2*)"" tammm kullandigimzda

iv(:) =52(1 _Zz)~1/4fv(12) “4.2.31)

buluruz. (4.2.31) ifadesini (4.2.30) da yazarsak
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1o (1 z )/4 o cosha zr Y —iva
€)= j - ~ | e™da (4.2.32)
zZ

-2 1-

elde ederiz. f® baz fonksiyonlarim

—00

(2) (5)_ -ivBp ' (x) (4.2.32)

olarak yazabiliriz, burada

/4 o
¥ (x) = (-2 | ( coshax e dot (4.2.33)

ozt "
«/ZT ,ox/l—zz N1-22

yapisindadir.

Vi-22 J1i-z22 A 1=z2 1-22

esitligini kullandigimizda (4.2.32) denklemi

—00

oo h -1-j ©o h —l_j
J-(cos a  z ) e—ivada=2J'( coshar  z7 ) coshivodo

i

£ (1 z )/4 i cosha " 2T ,
D)= j 1- coshivodor .

cosho

haline gelir. Burada [59] da (sayfa 345) ki bagintiya gore

(1_ 2T )"l'j il“(1+ j+x)( =zt )"

cosha =T+ j)k! kcosha
0<s——=<1, [4<1
cosha

esitligini kullanarak diizenleme yaptigimizda

fO(E)= ( J_)— -Wﬁzrlgl(;_] ';K;)(zr)‘j(cosha) ™ coshivoda

(4.2.34)

buluruz. Bu ifadedeki integralin ¢oziimii [64] de 3.512 den

% ) jr-1 . . . .
_"(coshot)_l_’_'c coshivodo =4 2 B(l"'f +2K+’V ’1"‘] +2K' lV)
]

yapisindadir. Burada,
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I+ j+K+iv I+ j+x—iv
B(l+j+1c+iv 1+j+1<-—iv]_ 2 2

2 ’ 2 I+ j+x)

[64] deki 8.384-1 tanimim kullanirsak integralimiz asagidaki ¢dziime sahip olur:

r(1+j+1c+iv )]_(l+j+1c—z‘v)
(cosha )™~ coshivoder = 2/~ 2 2 . (4.2.35)

T+ j+x)

O ey §

(4.2.35) ¢oziimiinii (4.2.32) de yerine yazip, diizenleme yaptigimizda

@ (£) — (l"zzfj%s e'"2/

(4.2.35)

buluruz. Burada D

=T QR2) 1+ j+x+iv Y {1+ j+Kk—iv
D-Zo x! 1'( 2 2

olarak tanimlanir. D’deki x lizerinden toplama islemini x *nin tek ve ¢ift degerleri i¢in

ayri ayr1 yazip; kK 'mun ¢ift degerleri i¢in k¥ y1 2m ile, x 'nin tek degerleri i¢in «’y1

2m+1 ile nitelendirirsek D i¢in asagidaki yapiy1 buluruz:

D=i72m(22)2m; L+ j+iv  {1+j-iv
(2m)! 2 2

m=0

0o a2m+] 2m-+1 LT f—1
+37 C2INE Y PR PO Ll LA | (4.2.37)
2 @em+1) 2 2

[64] deki 8.335 ifadesini kullandigimizda

oo 2m 2m . e : .
D=r? 2 T (22)1 F(1+J2+lv+m)]‘(—lij—2—l—v+m)
”’=°m!l'[m+—)

2

oo 12m+1 (22)2m+1

+y . r(1+ J +2"’ +m)'(1+ J "2"’ +m) (4.2.38)
m=0 m!r(m+§)
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elde ederiz. Gamma fonksiyonlar1 ile &1 hipergeometrik fonksiyonlar arasindaki

iligkiden dolay:

l11+j+iv )
oo 2m . . . .
Z z ' l+]+zv+m 1+ lV+m - 2
'”=°m!l'{m+l) 2 2

2

xp{ LHi-iv I lm,if;w. L., (4.2.392)
2 2 2 "2

ve

) . . ‘ 1_,_J'f-lV
Z z T11+ ]+lv+m 1+ +m
"0 i 43 2 é
2 2
xI‘(1+ J ;ZV}F(H- J ‘;"’ 1+2 ‘2”’;3;22 ) (4.2.39b)

yazabiliriz. (4.2.39) denklemin; (4.2.38) denkleminde yazarak diizenleme yaptigimizda

D=gp{ 1t +iv Y {1+ j~iv £ 1+J+zv,l+j—zv;l;zz
2 2 2 2 2
+72m12a 1+ L2V ) S Fl1+4{2% J+d=V.3. (4.2.40)
2 2 2 2 2

buluruz. (4.2.40) ifadesini (4.2.36) da yerine yazarsak O ) fonksiyonlarim

2 ( 2133 e i)/
O )

% 1+ j+iv I+ j—~iv F 1+j+lV’1+j—lV;_l_;Zz
2 2 2 2 2
+222T) 14+ L2 g, SV Fl1+{2Y 1, o 3, 4.2.41)
2 2 2 2 "2

buluroz. Boylece (4.2.3 3) de tanimlanan ¥.(x), t=+1 fonksiyonlan i¢in
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2j+3

1
¥ (x) o (2)2(1-22) ¢
y JHiv+l Y j—-iv+1 F J+’V+1,J_’V+1;_l_;z2
2 2 2 2 2
0 Jriv+2 Y (j—iv+2 F, ]+1V+2’]—1V+2;§;22
2 2 2 2 2

(4.2.42)

iligkisini buluruz.

Sonug olarak diyebiliriz ki: bu simifa ait potansiyel fonksiyonlar1 enerjinin her
pozitif degeri i¢in dalga fonksiyonunun iki kat dejenereligine sahiptir. Gergekte SO(L1)
grubunun her bir iiniter indirgenemez temsiline karsilik gelen iki kat dejenerelik,
SO(2,1)’in iiniter indirgenemez temsilinin temel serilerindeki iki kat dejenereliktir. Bu
yiizden, potansiyel tarafindan kismi olarak gegirilen ve kismi olarak yansitilan dalga
paketleri diizenlenebilir. ¥, fonksiyonu soldan gelen dalgay: temsil eder. Potansiyel
engelinde yansima olur ama aym zamanda saga dogru gegis de olur. ¥,, fonksiyonu

i¢in yorum benzer sekildedir. Bu fonksiyon sagdan gelen dalgay: temsil eder. Potansiyel

engelinden yansima olmasina ragmen sola dogru gegis de olur. (3.1.32) den

SV=(RV T)
T, R,

ifadesine gére, yansima ve gegme Katsayilar1 agagidaki gibidir

cosh’mv
R =————; (4.2.43)
cosh” v +sinh” 7p
12
T = — S 7 (4.2.44)

cosh’ v +sinh’7p
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4.3.SO(2,1)> E(1) indirgemesine Bagh Potansiyellerin Simifi

SO(2,1) o E(1) indirgemesi icin (2.2.2) deki quazi-invaryans hacim elemanini,
&, =& +& olmak iizere

du =v(&, )& (4.3.1)
olarak secelim, burada

v,)=E€, +&)"
yapisindadir. Boyle bir 6l¢tim agagida verilen doniisiim altinda invaryanttir

1+£2/2 —-1*/2 ¢
nt)=| £#/2 1-£/2 t|.
t -t 1

Bu realizasyonda quasiregiiler temsil jeneratorlerini ve Casimir operatoriinii sirasiyla

J,, Jy, J, ve C ile tanttacagiz. J,, J,, J, jeneratorleri igin

v?(&,)e J0v?(E,) =1, i=02

v2(,)0 Cov'?(,)=C

esitliklerinden yararlanarak (Boliim 4.1 dekine benzer olarak) asagidaki ifadeleri

buluruz

= 162 aél lél aéz [52 aél §1 aéz ) (4.3.23)
_ 1§ v

u’,‘o TR (4.3.2b)
_ 16 v

ig, 2 TR 4.3.20)

v(€,) min & ve &, depiskenlerine gore diferansiyellerini goz 6niine aldigimizda
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9v(&.)_¢, av(&,)
tL= 2 . (4.3.3)
o5 & 9,
iligkisini buluruz. (4.3.3) bagmtlslm kullanarak (4.3.2) quasiregiiler temsil
jeneratorlerini
z.’,‘ oV
o =1 ~1 4.3.4a)
bag R ‘
. 156 ov
J, =i, (4.3.4b)
R A 71
_je O 15,00
Sy =16, = AT (4.3.4c)

ve dolayisiyla ve C Casimir operatdriinii

_9 £, +&)ov , , 2
3 8512 " a52 [ 52 862 51 agl +€2 aéz +1](€l 851 +§2 862)

LL 9w B+ Pv € +E) v, (8,+8)dv
EVOE % 2Ly |0G3E  2%m |9 & 3|

(4.3.5)

buluruz. () doniisimlerine gére N =.J, —J, den

- 9
1(52 T ) (4.3.6)

sonsuz kiiciik operatoriinii diyagonallestirmek istiyoruz. Bu sebeple, & ve &,
degigskenlerinden —oco<x<oo, —oco< fB<oo araliklarinda dedisen yeni x ve B

degiskenlerine gegelim

14 2%(x)+ B>

S = 2z(x)

?

1-z%(x)- B>
& = = To2l) 4.3.7)
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Burada z(x), R* daki degerleriyle R de diferansiyellenebilir bir fonksiyondur.

Yaptifimiz degigsken degisimi sonucunda & ve &,’ye gore diferansiyel operatorleri

asagidaki yapiya sahip olur

3 222 3 28 9

o8, z(l+Z2+PBY)ox (1+2°+B>) B

J _ 22°B J z(1+2*-B*) o

agz__z'(1+z2+ﬂ2)ax (1+2°+ B o’

x ve B degiskenlerine bagl olarak (4.3.4) jeneratorlerini yeniden yazalim

J = zﬁ d (1—22+ﬁ2) 0
° z ax 2 o

r{5a3)

| zB 0 (1+zz—ﬂ2)a
J2= [zax+ 2 aﬁ]‘

Bu durumda N =J, —J, sonsuz kii¢lik operatorii

0
N= —la—ﬁ—

yapisinda olur. (4.3.5) deki C Casimir operatorii

_8£=_ 22° v
06, z(1+z*+p>) ox

ov _ 22’8 dv
06, z(1+z°+p>) ox

oldugu g6z 6niine alinarak

C= az —+ 2_._2. 9 + 28_2.+.L 1)
2l v z)ox 9B’

2 .
52 _%,
20 z

I

(4.3.8a)

(4.3.8b)

(4.3.9a)

(4.3.9b)

(4.3.9¢)

(4.3.10)

(4.3.11)
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yapisinda bulunur. Burada (ve daha sonraki ifadelerde) iis olarak yazilan noktalar x’e

d’z

gore tiirevi ifade eder yani, z‘=%, Z =a2- vs.. (4.3.11) denklemiyle verilen C

Casimir operatoriindeki birinci tiirevi igeren terimi yok etmek icin

V2, 4.1.12)

kosulunu koyariz. Bu kogulu saglayan v ¢6ziimii
v==%z
dir. Burada v nin azalan oldugu
v=—2 (4.3.13)

¢oziimiinti sececegiz. Ciinkii (4.1.2) den dolayr v nin pozitif olmasi kosulu z<0
olmasim gerektirir. (4.3.13) ¢oziimiinii (4.3.11) denkleminde yazip, diizenleme yaparsak

2| 9* 1% 3(ZY, ., 0
c=4| L 2L 22 43.14
22[8x2+2z' 4(2) TP @319

elde ederiz. Boylece SO(2,1) grubunun temel serilerinin SO(2,1) © E(1) indirgemesine

karsilik gelen baz fonksiyonlart C ve N islemciler kiimesinin 6z fonksiyonlaridir

1
P = (_ e p? ]/p (4.3.15)
NP =22, (4.3.16)

burada N =-i a—aﬂ— idi ve C Casimir iglemcisi de (4.3.14) ile verilmigti. SO(2,1) > E(1)

indirgemesine karsilik gelen bazlarda verilen A igin f{” fonksiyonunun gerdigi bir
boyutlu alt uzay1 %, ile gosterelim. Ayrica C islemcisinin bu alt uzaya kisitlanmasim
da C, ile belirtelim. Boylece (4.3.14) de (4.3.16) ve (4.3.10) bagintilan géz &niine
alarak

2
0" Lo _

aﬁz A —A'Z ;3)
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esitligini kullandifimizda #, ya kisitlanan Casimir islemcisi yalmzca x’e bagl bir

diferansiyel islemci olur ve asagidaki yapiy alir

209 1% 3(5Y . ., &
crd =219 412 2lZ],2 9% |/®
2 Zz[axz 2z 4(2) ‘BT

219 17 3(:Y ..
G=7lartazmalz) Y 10
Eger
2
Z =1 (4.3.18)
z

ise C, islemcisi Schrodinger tipindedir. (4.3.18) denkleminden Z <0 kosulu g6z &ntine

alinarak z ¢oziildtiglinde

z=e" (4.3.19)

bulunur. Bu ¢oziimii (4.3.17) de yerine yazip, diizenleme yaptigimizda C, Casimir

operatorii ile /i, Hamiltonyeni arasinda

1
H,=—C,+—
={e+3)

iligkisini buluruz, burada
2 2
H, =—%+ ; (4.3.20)

Toda Hamiltonyenidir. Bu sebeple, H, Toda Hamiltonyeni SO(2,1) grup yapisina
sahiptir. Ayn1 enerjili ama farkli potansiyel siddetine sahip sag¢ilma durumlart SO(2,1)
grubunun temel serisinin tiniter indirgenemez temsilleriyle iligkilidir. Ancak (1.9)
bagintisim saglayan Hamiltonyenler simfi i¢in enerjinin bir fonksiyonu olarak A* ve

p”’nin se¢imi agagidaki gibidir:
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43 =g,~0,E (4.3.21a)

1+4p*=c,E—h,. (4.3.21b)

Buna gore (1.9) daki C, — j(j+1), j= —%+ ip ifadesinde

1, 2|9 1% 3(:Y #[ ., 1(1
C,+—+p ==d—5+——-H|=| ——|-XF+=5| =+
AT z'z{ax2 2z 4(2) 4z* 2\a* P
(4.3.21) bagintilarin: kullanirsak

1 2 az 1% 3(3 2 22
Cortep —{a—g—z(—) 2l +ozz2)E-(h,,+gzzz)]} @32)

2
C,+p’ +%= ~Z (H-E) (4.3.23)
Z

iligkisinin saglandiin1 goriirtiz. (4.3.23) bagintisini degismez birakan Hamiltonyenler

d2
H =—"—2+V(JC),
2 2
8,2 +h+1 z 50,c,
Vi) = A SN N PP 4.3.24
(%) R R2( 2t ( )

yapisindadir. Burada
R(z)=c, +0,7°
dir ve z(x)

2z

bagintisim saglar.

(4.3.25)

Elde ettigimiz potansiyel yapisi ([65, 66] da verilen notasyona yakin bir

notasyon izleyerek) h, , c,, g,, O, parametrelerinin terimlerinde tanimlanan simrh

konfluent Natanzon hipergeometrik potansiyeller sinifina aittir. Konfluent Natanzon
hipergeometrik potansiyeli [65, 66]
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_82C2+81C+h0+1 Cz o, _ 5A
vk~ el th el Lo o, 2

yapisindadir. Burada

RE)=0L*+0f +c,
A=0]-40,c,

olarak tamimlanir. Edindigimiz bulgular 1sifinda H # f (C)| o, iligkisinden dolay1

2
H =-57+V(x) tam ¢oziilebilir Hamiltonyenlerin simetri kirilmasina sahip oldugu

sOylenebilir. Fakat bu Hamiltonyenler

(C+p2+1] = Q)(H-E)
4 o,

yapisindaki bir bagka cebirsel yapiya sahiptir. Burada A ve p (4.3.21) bagntilariyla

verilmigsti ve

22

0. =-

2-2
yapisindadir. (4.3.24) de 6zel bir durum olarak 0, =0, ¢, =4 ve h, =—1 segtigimizde
z(x)=e""
olur. V(x) de

V(x) =%e"2" (4.3.26)

Toda potansiyelini saglar.
Boylece dort parametreye bagli Natanzon  konfluent hipergeometrik
potansiyelinin kisith sinifinin S -matrisi intertwining matrisinin (3.2.43) deki

S, =c(p }ll‘ﬁp
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diyagonal elemanlan ile belirlenirken, dalga fonksiyonlan f*(£) baz fonksiyonlarina

baglhidur.

Diger cebirsel yapilara nazaran, burada kullandigimiz cebirsel yap: (4.1.26) da
verilen dalga fonksiyonlar1 igin integral temsilini saglar. Bu simflamadaki (4.1.26)
integral dénlisimiinde T egrisi olarak I'=T, alacagiz. Burada T,: { +{ =1
diizlemiyle {>-¢2~¢?=0, {,>0 konisinin kesitidir, yani R' dir. Buna gbre,

konideki parabolik (veya horispherical) koordinat sistemi

1+ 1-¢
=wn, n= , oL |, 4.3.27
¢ (2 . ) @327)

olarak tanitilir, burada 0 < @ < oo, —o0 <t < oo dir. (3.2.9) dan F({) fonksiyonlarimin

2 2
I,=4n= 1+1 ,1 ! 0 |—oe<t<oo
2 2

deki degerleriyle tek olarak belirlendigi izlenir. I', uzaymdaki U*, y =(p,0) temsili

asagidaki bagintiy1 saglar

U*(g)F(n)= (o, ) Flon, ),
burada @, ve n, ng nin (4.3.27) parametrizasyonundan yani ng =®,n, den belirlenir.
(3.2.10) temsilinin Casimir operatérii C =~p> —% dir. U* temsilinin tagindig1 uzayda

uygun bazlar SO(2,1) o E(1) indirgemesiyle verilir.

Ne—il (4.3.10)
oldugundan dolay1, (4.1.26) daki uygun baz fonksiyonlan F(n)=e” dir. (4.1.26)
ifadesine uygun olarak, (2.2.2) vasitasiyla tiretilen temel seri temsillerinin baz

fonksiyonlari i¢in integral temsili agagidaki yapidadir

—-1-j

€)= T[é,n] edt. (4.3.28)
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@ baz fonksiyonlar aslinda birbirleriyle yer degistirebilen C ve N operator ciftinin,
oz fonksiyonlaridir. Burada C, T ’nin Casimir operatoriidiir ve N g (t) has Lorentz

dontisimiine karsihk gelen 7 ’nin sonsuz kigiik operatoriidiir; ayrica C ve N

islemcileri
G =i +0f, = —% -ip (4.3.29)
NP =22 (4.3.30)

bagmtilarim saglar. Burada C (2.3.14) ile verilmisti ve N (4.3.10) ile tammlanmigti.

(4.3.28) denkleminde n-(“; = 2’

) ve & =(£,.8,,¢,) vi yerine yazdigimizda

. 1+, 1-£ ey
f,{”(é)=,f( 6 él—téz] e™dt 4.331)

buluruz. (4.3.31) de

gozlliM, £ = I_Z_ZM £ =

B_
2z(x) 2z(x) 27 2(x) “43.7)

—o0< f<oo, —oc0o<x<o0;

koordinatlarini yerine yazip, diizenleme yaptigimizda

€)= J( ’)2 ) e dt (4.3.32)

elde ederiz. (4.1.3) deki W tasvirine gére SO(2,1) > E(1) indirgemesi i¢in v =-2
tanimim kullandidimizda

fO=(2)" 2 (4.3.33)

olur ve (4.3.33) ifadesini (4.3.32) de yazdigimizda

= (2405 e

2z
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buluruz. Burada B —¢=r déniigiimii yapildiginda

-1-j

FOE)=(2)7@a)e® [ 4r) o ar

elde ederiz. Integral icindeki » degigkenini ¢ olarak adlandiralm ve f}

fonksiyonlarim

D)=, x)
olarak yazalim, burada
—1-j

‘I‘A(x)=(—z)”2(2z)‘”j(zz+r2) et

dir. (4.3.34) denkleminde

- 1o o -i-j
J.(z2 +£) eMdt= 2I (>+#*)  cosiud
0

—oc0

esitligini kullandigimizda
-1-j

1(3)(5)= (_ Z-)l/ZZl+j22+jeilﬂI(22 +t2) cos Atdt
0

buluruz. Burada A ’nin iki durumu s6z konusudur: 4 >0 ve A <0.

A>0 igin:

(4.3.36) ifadesindeki integralde Ar=y doniisimii yapalim.

integralimiz

—1-j o -1-j
(22 + t2) cosAtdt = A+ I(lzzz + yz) cos ydy

0

© Gy §

haline gelir. [70] (IL Cilt sayfa 83, (27)) den (4.3.37) nin ¢oziimii

fer ) 2
rz*+y? = -K
‘([ z°+y cos ydy 1"(1+j)(222)”2” %‘U'( )

(3)

(4.3.34)

(4.3.35)

(4.3.36)

O  zaman,

(4.3.37)

(4.3.38)
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yapisindadir. Burada K, tiglinci tiir degigtirilmis Bessel fonksiyonlaridir. Bu ¢dzlimii

(6.3.34) de yazip, diizenleme yaptigimizda
J ,w 1/2
[E)=2"m (” (—i) K, (Az), A>0 (6.3.39)
+J

F(1+ ) 3
1 1
Rel ~+j |[>-=,
e[2+])> !

elde ederiz.

argﬂz|<%

A <0 igin:
(4.3.36) daki integralde cos(At)=cos(~As) alabilecegimizden bu durum igin
integralin ¢6ziimii A >0 i¢in bulunan ¢bziimle aymdir. Bu sebeple (4.3.34) lin ¢dziimil

B)(£) = 13/2 (‘A')%ﬁeiw _Zz 2 2
OE)=2"n ) ( Z) K% (~4z), A<0 (4.3.40)

olur. Bu iki durumu da igeren genel ifade

1/2
fOE)=2""Vr PR | K, (2 4.3.41
€)= ‘/_r(1+ )( ) 1, () (4:341)
yapisina sahiptir. Boylece ¥ dalga fonksiyonu igin
1/2 .
Toc[-i,) K, () (4.3.42)
z 7+

oldugunu belirtebiliriz.
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BOLUM 5
TARTISMA VE SONUC

Bu tezde Hamiltonyenleri (1.9) bagmntisii saglayan sagilma sistemlerini

aragtirdik. SO(2,1) grubunun quasiregiiler temsillerinin Casimir operatoriinii

hesaplayarak (1.9) bagmntisi1 saglayan Hamiltonyenlerin genel yapisim (4.1.24),
(4.2.18), (4.3.24) olarak bulduk. Elde edilen sistemlerin potansiyelleri dort parametreye
baghdir. (1.9) bagintisindan dolay:r bu sistemlerin nicelikleri: sagilma matrisi, dalga
fonksiyonu vs. grup yOntemiyle hesaplanabilir. Buna gore, [46] da sunulan giincel
metodu kullanarak (4.1.24), (4.2.18), (4.3.24) Hamiltonyenleri i¢in sagilma matrislerini
hesapladik. Ayrica grup yontemiyle, bu Hamiltonyenlerin 6z fonksiyonlar i¢in integral
temsiller bulduk ve onlar1 6zel fonksiyonlar cinsinden hesapladik. Bununla birlikte,

SO(2,1) grubuna bagli sagilma problemlerinin iti¢ siifa ayrildigim tespit ettik. Bu
simflar Casimir operatoriinin SO(2,1) © SO(2), SO(2,1) > S0(1,1) ve SO(2,1) > E(1)
indirgemelerine karsihik gelmektedir.

SO(2,1) > SO(2) indirgemesine bagh (4.1.24) potansiyellerin, Natanzon
hipergeometrik potansiyeller ailesine ait oldugunu belirledik. Ayrica bu potansiyellere

bagli parametrelerin 6zel degerlerinde Poschl-Teller [41] potansiyelini elde ettik. Bu
potansiyel fizikteki degisik problemlerde: Korteweg-de Vries denkleminin soliton
¢Ozlimlerinde [72], sine-Gordon denkleminin nonrelativistik limitinde [73] ve
integrallenebilir ¢cok-pargacikl bir-boyutlu Calogero-Sutherland sistemlerinde [74] iki-
parcacik etkilesme potansiyeli olarak ortaya gikar.

SO(2,1) > S0O(1,1) indirgemesine bagli (4.2.18) potansiyellerin, Ginocchio
potansiyeller ailesinin [71] bir genellestirilmesi oldugunu tespit ettik. Belirtelim ki,
Ginocchio potansiyelleri ¢ekirdeklerin dzelliklerinin incelenmesinde kullamilir [75, 76].

SO(2,1) o E(1) indirgemesine bagli (4.3.24) potansiyellerin, Natanzon konfluent
hipergeometrik potansiyeller ailesine ait oldugunu belirledik. Dort parametreye bagli
olan bu potansiyellerin parametrelerin 6zel bir deferinde Toda potansiyeline
indirgendigini gosterdik. Bu potansiyel, bir-boyutlu ¢ok-pargacikl Toda sisteminde iki-
parcacik etkilesmesini tamimlar [77, 78].
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Elde ettigimiz ti¢ simif sagilma sistemleri arasindaki yapisal farklilik, soyle ifade
edilebilir. SO2,)>S0(2) ve SO(2,1)> E(1) indirgemelerine karsilik gelen
sistemlerin sagilma matrisi modiilii bir olan kompleks sayidir. Dolayisiyla bu tiir
sistemlerde potansiyel bolgesine gelen parcacik yalnizca yanstr, potansiyelden gecis
yapmaz. SO(2,1) o SO(1,1) indirgemesine bagh sistemlerin S matrisi 2x2 lik iiniter
matristir. Bu yiizden bu tiir sistemlerde potansiyel bolgesine gelen pargaciklarin bir
kismi yansir ve bir kismi da potansiyel engelini asar. Ayrica belirtelim ki, (4.1.24),

(4.2.18) ve (4.3.24) deki potansiyeller i¢in bagli durum ¢oziimleri yoktur.
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