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Yiksek Lisans Tezi
Fonksiyon Cisimleri ve Kodlar Hakkinda
T.U. Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal1

OZET

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Ik béliimde, tezin yaziminda kullanilacak olan
fonksiyon cismi teorisine cebirsel yaklasim hakkinda bilgi verilmistir. Kodlama teorisinin
tarihsel gelisim siireci hakkinda bilgi verildikten sonra, fonksiyon cismi teorisiyle olan
iligkisinden bahsedilmistir. Son olarak, cebirsel geometrik kodlarin o6zellikleri ve

kodlama teorisindeki yeri ve dneminden bahsedilmistir.

fkinci boliimde, cebirsel yaklasim kullanilarak fonksiyon cismi teorisinin temel
kavramlar1 ve teoremleri verilmistir. Bu b6limde ana amag¢ Riemann-Roch teoreminin
kanitin1 vermektir. EK olarak, cebirsel geometrik kodlarin insas1 i¢in gerekli olan altyapi

olusturulmustur.

Uciincii bolimde, kodlama teorisiyle ilgili temel bilgiler verildikten sonra, cebirsel
geometrik kodlar incelenmistir ve parametreleriyle ilgili temel bilgiler verilmistir. Reed-
Solomon, BCH ve "klasik" Goppa kodlarinin, cebirsel geometrik kodlar olarak temsil
edilebilecegi gosterilmistir. Ardindan, kodlarin asimptotik teorisiyle 1ilgili temel
kavramlar ve sinirlar verildikten sonra asimptotik Tsfasman-Vladut-Zink Siniri
verilmistir. Son olarak, bir divizoriin tabani kavrami incelenmistir ve bu kavram
yardimiyla cebirsel geometrik kodlarin tasarlanmis uzakligi tizerinde elde edilen

literatiirdeki bir dizi gelisme incelenmistir.
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Geometrik Kodlar, Reed-Solomon Kodlari, BCH Kodlari, Goppa Kodlari, Kodlarin

Asimptotik Teorisi, Cebirsel Geometrik Kodlarin Minimum Uzaklig1
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Wp : w Weil diferansiyelinin yerel bileseni
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BOLUM 1

GIRIS

Fonksiyon cismi teorisine cebirsel ve geometrik olmak tizere iki farkli yaklagim
mevcuttur. Cebirsel yaklasim, geometrik yaklasimdan daha elementer olmakla birlikte
teorinin temel sonuglarinin daha kolay bir sekilde elde edilmesini saglamaktadir. Cebirsel
yaklagim belirgin olarak ilk defa R. Dedekind ve H. Weber tarafindan [1] de verilmistir.
Bu daha sonra K. Hensel ve G. Landsberg tarafindan Theorie der algebraischen
Funktionen einer Variabeln (Leipzig, 1902) adli kitabin yazilmasma ilham vermistir.
Yirminci yiizyilin ilk yarisinda bu konu E. Artin, H. Hasse, F. K. Schmidt ve A. Weil

tarafindan gelistirilmistir. Glnlimuzde en fazla kullanilan kaynaklar [2], [3] ve [4] dur.

Bu yaklagimin diger bir avantaji, fonksiyon cismi teorisinin kodlama teorisi ile

olan iligkisinin sunumunu kolaylastirmasidir.

1948 yilinda Claude Shannon tarafindan yazilan "A mathematical theory of
communication" adli makalede guriltili bir iletisim kanalinda uygun sifreleme ve
desifreleme teknikleri kullanilirsa saglikli bir iletisim kurulabileceginden bahsedilmistir.
Bu kodlama teorisinin baslangici olarak kabul edilir. Kodlama teorisi verilerin bir
noktadan diger bir noktaya aktarimi ve bu aktarim sirasinda bozulan verilerin onarilmasi
ile ilgilenir. Bu nedenle kodlama teorisi ¢ogu uygulamada matematik, bilgisayar bilimi

ve mithendisligin bulusma noktast olmustur.

Tim kodlar matematiksel bir yap1 kullanilarak olusturulur. Kodlama teorisi
19401 yillarin sonunda basladiginda kullanilan ana matematiksel teknik lineer cebirdi.
Daha sonra halka teorisi kullanildi, 6zellikle polinom halkalar1 ve kesir halkalar: teorisi.
1970'li yillarda V. D. Goppa cebirsel fonksiyon cisimlerinin belli divizorleri ile kodlarin

iligskilendirilebilecegini gostermistir [5]. Boylece cebirsel geometrinin bu eski



disipliniyle, kodlama teorisi arasinda bir iligskinin oldugunu gostermistir. Bu nedenle bu
kodlara, cebirsel geometrik kodlar denir. Bu giizel kesif, Reed-Solomon, BCH ve "klasik"
Goppa kodlarinin olas1 genellestirmelerinin uzun seneler diisiiniilmesi sonucu meydana

gelmistir.

Cebirsel geometrik kodlarin 6zellikleri, ilgili fonksiyon cisminin 6zellikleri ile
yakindan ilgilidir. Bu da ilgili fonksiyon cismi uygun bir sekilde secildiginde ¢ok iyi
parametrelere sahip kodlarin elde edilmesini saglamaktadir. Cebirsel geometrik kodlarin
diger bir 6zelligi de parametreleri hakkinda, iinlii Riemann-Roch teoremi yardimiyla bir
yorumda bulunulabilmesidir. Tim fonksiyon cismi teorisi agirlikli olarak Riemann-Roch

teoremine dayanmaktadir.

Kodlarin asimptotik teorisi, bir kodun goreceli minimum uzaklig1 ve haberlesme
orani arasindaki birlesik iligkinin dogal limitlerinin belirlenmesi ile ilgilenir. Kodlarin
asimptotik teorisindeki en Onemli konulardan biri iyi parametrelere sahip kodlarin
varliginin belirlenmesidir. Asimptotik Gilbert-Varshamov Sinir1 1952'de bulunmusgtur.
Bu simir iyi parametrelere sahip kodlarin varligin1 kanitlamaktadir. Bu kesiften sonraki
30 yi1l boyunca bu sinir1 gegebilecek herhangi bir kod ailesi bulunamamaistir. Bu nedenle
kodlama teorisiyle ilgilenen ¢ogu bilim insani bu sinirin gegilemeyecegini diistinmiistiir.
1982 yilinda M. A. Tsfasman, S. G. Vladut ve T. Zink tarafindan belli cebirsel geometrik
kodlarin bu sinir1 gegtigi gosterilmistir [6]. Cebirsel geometrik kodlarin bircok ilging
0zelligi olsa da 6nemi bu noktadan sonra anlagilmistir ve bu tarihten itibaren kodlama

teorisiyle ilgilenen bilim insanlari tarafindan yogun olarak ¢alisilmistir.

Ikinci boliimde fonksiyon cismi teorisine cebirsel yaklasimda bulunularak temel
kavramlar ve teoremler verilecektir. Genel anlamda fonksiyon cisimleri igin verilen
kavramlar rasyonel fonksiyon cisimleri Uzerinde incelenecekdir. Bu bolimdeki temel
ama¢ Riemann-Roch teoremini ve kanitin1 vermektir. Daha sonra Rieman-Roch
teoreminin sonuglari iizerinde durulacaktir. Bu boliimdeki diger bir amag cebirsel

geometrik kodlarin ingasinda kullanilacak alt yapiy1 hazirlamaktir.

Uclincli bolimde kodlama teorisi ile ilgili gerekli bilgiler verildikten sonra Reed-
Solomon kodlar1 tanitilacaktir. Reed-Solomon kodlari, cebirsel geometrik kodlarin
yapisinin anlasilabilmesi agisindan ¢ok dnemlidir. Bunun ardindan cebirsel geometrik

kodlar incelenmis ve bu kodlarin paremetreleri {izerindeki temel sinirlar verilmistir.



Bu asamadan sonra rasyonel fonksiyon cisimlerinden alinan divizorler ile
olusturulan rasyonel cebirsel geometrik kodlar incelenecektir. Rasyonel fonksiyon
cisminin, fonksiyon cisimlerinin en basit 6rnegi olmasi nedeniyle bu kodlar ¢ok daha
somut ve ayrintili olarak incelenebilecektir. Burada Reed-Solomon, BCH ve "klasik"

Goppa kodlarinin, rasyonel cebirsel kod olarak temsil edilebilecegi gosterilecektir.

Uclincti boltimdeki en temel amaglardan biri de Tsfasman-Vladut-Zink Sinir1 ve
kanitin1 vermektir. Bu amagla kodlarin asimptotik teorisi ile ilgili temel kavram ve sinirlar
verilmistir. Daha sonra Tsfasman-Vladut-Zink Siniriin, Gilbert-Varshamov Sinirini

gectigi gosterilmistir.

Cebirsel geometrik kodlarin, tasarlanmis uzakligimi gelistirmek icin kullanilan
baslica iki yontem vardir. Ugiincii boliimiin son kisminda bu yéntemlerden biri olan taban
sinirt incelenecektir. Taban smirinin temeli, farkl divizorlerin Riemann-Roch uzayinin
ayni olmasina dayanmaktadir. Bu nedenle taban sinirinin kanitinda Riemann-Roch
teoremi ¢ok 6nemli bir rol oynamaktadir. Ayrica yine bu kisimda taban sinir1 (izerinde
elde edilen bir dizi gelisme verilmistir. Bu gelismelerde fonksiyon cismi teorisinin temel

tanim ve teoremlerinin yani sira, divizorler tizerindeki ¢esitli varsayimlar kullanilmistir.

Bu ¢alisma boyunca [2] de verilen notasyonlar kullanilacaktir.



BOLUM 2

FONKSIYON CIiSIMLERI

Bu bolimde cebirsel fonksiyon cismi teorisinin temel tanimlar1 ve sonuglari

tizerinde durulacaktir. Bu bolim boyunca K herhangi bir cismi gosterecektir.
2.1 Fonksiyon Cisimleri

2.1.1 Tanim: x € F, K cismi Uzerinde transandant bir eleman olmak Uzere, F,
K(x) cisminin sonlu bir cebirsel genislemesi ise F cismine K cismi Uzerinde tek
degiskenli bir cebirsel fonksiyon cismi denir. Bu cebirsel fonksiyon cismi F /K ile

gosterilir ve kisaca fonksiyon cismi denir [2].

Cebirsel elemanlarin toplamlari, ¢arpimlar1 ve tersleri de cebirsel oldugundan
K ={z € F |z, K iizerinde cebirsel bir elemandir } kiimesi F nin bir alt cismidir.
K, F / K nin sabitlerinin cismi olarak isimlendirilir. K € K € F olmakla beraber F / K,
K iizerinde bir fonksiyon cismidir. Eger K = K ise K, F te cebirsel olarak kapalidir ( veya

K, F nin tam sabit cismidir ) denir.

2.1.2 Not: F / K bir fonksiyon cismi ve z € F olmak (zere, z nin K (zerinde

transandant olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul F / K(z) genislemesinin sonlu olmasidir
[2].

2.1.3 Tamim: K Uzerinde transandant olan herhangi bir x € F elemani igin F =

K(x) ise F / K fonksiyon cismine, rasyonel fonksiyon cismi denir [2].

Degerlendirme, place ve ayrik degerlendirme kavramlari herhangi bir cisim
izerinde tanimlanabilmesine ragmen bu c¢alismada yalnizca fonksiyon cismi {lizerinde

tanimlanacaktir.



2.1.4 Tanim: F / K fonksiyon cisminin asagidaki 6zellikleri saglayan bir O € F

halkasina degerlendirme halkasi denir:
(DKESOGF
(2)Herz € Ficinz € O veya z~! € 0 dir [2].

215 Ornek: K(x)/K bir rasyonel fonksiyon cismi  olmak

uzere, herhangi bir p(x) € K[x] monik indirgenemez polinomu verilsin.

Op(x) = {;E—z; | f(x), g(x) € K[x], p(x) + g(x) } kimesi tamimlansm. Oy € K(x)

f1(x) f2(x)
g1(x)  g2(x)

oldugu agiktir. Her € Opy ICiNp(x) tgi(x) ve px)1tg(x)

A0 L0 [1(0).92(0)-12(%).91 ()
91(x)  g2(%) 91(x).g2(x)

oldugundan p(x) t g,(x).g,(x) olur. Boylece

fix) folx) — f1(x).f2(x)
91() "g2(x)  g1(x).g2(x)

€ Op(x) Olur. Bu da Oy in bir halka oldugunu gosterir. Oy in

K(x) /K rasyonel fonksiyon cisminin bir degerlendirme halkast oldugu

gosterilecektir. x € K oldugundan K & Op(y) Ve p(i & Op(x) oldugundan Oy & K(x)

x)

olur. Herhangi bir % € K(x) elemani goz 6niine alnsin. (£(x), g(x)) = 1 oldugu kabul

edilebilir. % & Op(x) Olsun. Budurumda p(x) | g(x) olacagindan en az bir q(x) € K[x]

icin g(x) = p(x).q(x) olur. (f(x),g(x)) =1 oldugundan p(x) t f(x) olur. Bdylece

900 ) b(x) Olacagindan istenen elde edilir [2].

2.1.6 Onerme: O, F / K fonksiyon cisminin bir degerlendirme halkasi olsun. O

zaman agagidakiler saglanir:

a) O bir yerel halkadir. Bu O degerlendirme halkasmin teklikle belirli bir
maksimal ideale sahip olmasi demektir. Gergekten, O nun birimsel elemanlarinin grubu
0* ={z€O0]enazbirw € 0 eleman i¢in z.w = 1 } olmak lizere P = 0 \ 0%, O nun

teklikle belirli maksimal idealidir.

b) Herhangi bir x € F, x # 0 eleman1 géz oniine alinsin. O zaman x € P olmasi

icin gerekli ve yeterli kosul x~1 ¢ O olmasidir.

¢) F /K fonksiyon cisminin sabitlerinin cismi K olmak lzere K € 0O

ve K n P = {0} dir [2].



2.1.7 Teorem: O, F / K fonksiyon cisminin herhangi bir degerlendirme halkasi

olsun ve P, O halkasinin tek maksimal idealini gostersin. O zaman asagidakiler saglanir:
a) P, O nun bir esas idealidir.

b) P = t. O olmak (izere herhangi bir z € F, z # 0 elemani en azbirn € Zve u €

O0* igin z = t™. u olacak sekilde teklikle belirli olarak yazilir.

c) O bir esas ideal bolgesidir. Daha agik olarak, eger P = t. O ise herhangi bir I €
0, 1 # {0} ideali icin I = t™0 olacak sekilde en az bir n € N elemani vardir [2].

2.1.7 Teorem’deki 6zellikleri saglayan bir halkaya ayrik degerlendirme halkasi

denir.

2.1.8 Tammm: F / K fonksiyon cisminin herhangi bir O degerlendirme halkasinin
tek maksimal ideali P ye F / K fonksiyon cisminin bir place’i denir. F / K fonksiyon
cisminin butln placelerinin kiimesi Py ile gosterilecektir. P = t. O olacak sekildeki her

t € P elemanina P place’i i¢in bir asal eleman denir [2].

0, F / K fonksiyon cisminin herhangi bir degerlendirme halkasi olsun ve P, O
halkasinin tek maksimal idealini gostersin. 2.1.6 Onerme b) geregince 0 = {z €
F |z ! & P} oldugundan O, P tarafindan teklikle belirlidir. Bu nedenle F / K fonksiyon
cisminin bir P place’i verildiginde bu place’e karsilik gelen degerlendirme halkasi Op ile

gosterilecektir.

2.1.9 Tammm: Asagidaki kosullart saglayan bir v: F — Z U {oo} fonksiyonuna

F / K fonksiyon cisminin bir ayrik degerlendirmesi denir [2].
Mvx) == x=0
(2) Her x,y € Ficin v(x.y) = v(x) + v(y)
(3) Herx,y e Figinv(x + y) = min{v(x),v(y)}
(4)Enazbirze Figinv(z) =1

(5)Hera e K,a#0icinv(a) =0



Burada oo semboliihern,m € Ziginoo + 0 = +n=n+o0c =ocoveoo >m
olmak Uzere Z de olmayan bir eleman1 gostermektedir. (2) ve (4) ten v fonksiyonunun

orten oldugu goriilmektedir. (3) 6zelligine tiggen esitsizligi denir.

2.1.10 Lemma: v, F / K fonksiyon cisminin herhangi bir ayrik degerlendirmesi

olsun. O zaman herhangi x,y € F elemanlan i¢in v(x) # v(y) ise v(x+y) =
min{v(x),v(y)} olur [2].

2.1.11 Tammm: 2.1.7 Teorem b) den herhangi bir P € Py place’i i¢in P = t.Op
olmak Uizere, herhangi bir z € F, z # 0 elemaninm en azbirn € Zve u € 0p " igin z =
t™. u seklinde teklikle belirli olarak yazildig: biliniyor. Béylece F / K fonksiyon cisminin
P place’ine karsilik v,:F — Z U {0}, v,(0) = o0, z # 0 olmak (zere z € F igin
v,(z) =n olacak sekilde bir fonksiyon tanimhidir. Bu fonksiyon bir ayrik
degerlendirmedir ve P place’ine karsilik gelen ayrik degerlendirme olarak

isimlendirilecektir [2].

Bu fonksiyonun sadece P place’inin se¢imine bagh oldugu goriilecektir. t’, P
place’i igin bagka bir asal eleman olsun. Béylece P = t.Op = t'Op olur. O halde en az
bir w € Of elemam i¢in t =t".w olur. Bu nedenle w™u € 0f olmak uzere

z=t"u=(t".w)"u=(t")".w". u olarak yazilabileceginden istenen elde edilir.
2.1.12 Teorem: F / K bir fonksiyon cismi olsun.
a) Herhangi bir P € Py place’i igin Op, Op, P asagidaki gibi yazilabilir:
Op={z€F|v,(2) =0}
O ={z€F|v,(2) =0}
P={z€F|v,(z) >0}

b) Herhangi bir x € F eleman1 géz oniine alinsin. x elemanimnin P place’inin bir

asal eleman1 olmast igin gerek ve yeter kosul v,(x) = 1 olmasidur.

c) v, F /K fonksiyon cisminin bir ayrik degerlendirmesi olsun. O zaman
P={zeF|v(z)>0} kimesi F /K fonksiyon cisminin bir place’i dir ve
Op ={z€F|v(z)=0}olur.



d) F / K fonksiyon cisminin her degerlendirme halkas1 O, F nin 6z maksimal alt
halkasidir [2].

P, F /K fonksiyon cisminin bir place’i ve Op bu place’e karsilik gelen
degerlendirme halkasi olsun. P maksimal ideal ve Op degismeli ve birimli bir halka
oldugundan Op / P kesir halkas1 bir cisimdir. Herhangi bir x € Op elemani igin x in
modilo P ye gore kalan sinifi x(P) ile gosterilsin. 2.1.6 Onerme ¢) den K € O ve K N
P = {0} oldugu biliniyor. @:K — Op /P, ¢@(x) = x(P) seklinde bir doniisim

tanimlansin. ¢ doniisiimii iyi tanimli, kapali ve bir homomorfizmadir.

¢ donisiimiiniin birebir oldugu gosterilecektir. Herhangi x;, x, € K elemanlari
icin @(x;) = @(x,) olsun. Bu sebeple x;(P) = x,(P) olacagindan x; — x, € P dir.
X; — x5 € K oldugu da g6z énunde bulundurulursa K N P = {0} oldugundan x; = x,

elde edilir. O halde ¢ doéniisiimii birebirdir.

Sonug olarak ¢ dontisiimiiniin bir dogal gomme dontisiimii oldugu goriiliir. Bu
dogal gomme doniisimii yardimiyla K, Op /P cisminin bir alt cismi olarak
diisiiniilecektir. Benzer sekilde K cismi de Op /P cisminin bir alt cismi olarak

disiiniilebilir.
2.1.13 Tamim: Herhangi bir P € Pr place’i gdz oniine alinsin.

a) Fp = Op / P cismine P place'inin rezudi cismi denilir. ¢p: F — Fp U {0}, x €
Op icin @(x) = x(P) ve x € F\ Op igin ¢(x) = oo geklinde tanimli doniisiime P
place'ine gore reziidii doniistimii denir ( Burada co semboli yine 2.1.9 Tanim’da oldugu
gibi farkli bir anlamda kullanilmistir ). Herhangi bir x € Op elemani igin bazen x + P =

x(P) notasyonu kullanilacaktir.

b) [Fp: K] genislemesinin derecesine P place'inin derecesi denir ve degP ile
gosterilir. F / K fonksiyon cisminin derecesi bir olan herhangi bir place'ine rasyonel place
denir [2].

2.1.14 Onerme: P, F / K fonksiyon cisminin herhangi bir place’i olsun. O zaman

herhangi bir x € P, x # 0 elemani i¢in degP < [F: K(x)] < oo olur [2].

2.1.15 Sonug: F / K fonksiyon cisminin sabitlerinin cismi K, K cisminin sonlu

bir cisim genislemesidir [2].



2.1.16 Not: F / K fonksiyon cisminin herhangi bir P rasyonel place’i g6z éniine
alinsin. Bu durumda [Fp: K] = degP = 1 olacagindan P place'ine gore reziidii dontisiimii
F kiimesinden K U {oo} kiimesine tanimlanmis olur. [Fp: K] < o oldugundan Fp / K bir
cebirsel cisim genislemesidir. Bu sebeple K cebirsel olarak kapali bir cisimse F / K

fonksiyon cisminin her place’i bir rasyonel placedir. Boylece herhangi bir z € F elemant,
z:Prp > K U {0}, P — z(P) (2.1)

seklinde bir fonksiyon olarak diisiiniilebilir. Bu nedenle F / K fonksiyon cismi olarak
isimlendirilir. K cisminin elemanlar1 (2.1) anlaminda sabit fonksiyon oldugundan K, F

nin sabit cismi olarak isimlendirilir [2].

2.1.17 Tamm: Herhangi bir z € F eleman1 ve P € Py place’i géz oniine alinsin.
Eger v,(z) > 0 ise P place'ine z elemanmin bir kokil, v,(z) <0 ise P place'ine z

elemaninin bir kutbu denir [2].

2.1.18 Teorem: F / K bir fonksiyon cismi ve R, F cisminin K € R € F olacak
sekilde bir alt halkasi olsun. I € R, I # {0} kimesinin R halkasinin herhangi bir 6z ideali
oldugu varsayilsin. O zaman I € P ve R € Op olacak sekilde en az bir P € Py place’i
vardir [2].

2.1.19 Sonug: F / K bir fonksiyon cismi ve z € F, K cismi Uzerinde transandant
bir eleman olsun. O zaman z € F elemani en az bir koke ve kutba sahiptir. Ozel olarak
Pr #+ @ dir [2].

2.1.20 Sonug sayesinde (2.1) anlaminda F / K fonksiyon cisminin sabit cismi K

da olmayan her z € F elemani sabit olmayan bir fonksiyon olarak yorumlanabilir.

2.1.20 Teorem ( Zayif Yaklasim Teoremi ): F / K bir fonksiyon cismi ve
Py, P, ...,B, € Pr, F /K fonksiyon cisminin ikiser ikiser birbirinden farkli placeleri
olsun. O zaman x4, x5 ..., x, € F ve ry,1, ..., 1, € Z olmak Ulzere her i € {1,2, ...,n} i¢in

vp,(x — x;) = 1; olacak sekilde en az bir x € F elemani vardir [2].

2.1.21 Sonug: Her fonksiyon cismi sonsuz tane place’e sahiptir [2].

2.1.22 Sonug: F / K bir fonksiyon cismi olsun. O zaman her x € F, x # 0

elemani sonlu sayida koke ve kutba sahiptir [2].



2.2 Rasyonel Fonksiyon Cismi

K Uzerinde transandant olan herhangi bir x € F eleman: igin F = K(x) olmak
Uzere F / K rasyonel fonksiyon cismi goz Oniine alinsin. Bu kisimda fonksiyon cismi

tizerinde tanimlanan kavramlar rasyonel fonksiyon cismi iizerinde incelenecektir.

Herhangi bir p(x) € K[x] monik indirgenemez polinomu igin,

Opry = (22 | F(x), gx) € K[x], p(x) + g(x) } 2.2)

g(x)

kiimesi F /K rasyonel fonksiyon cisminin bir degerlendirme halkasidir. Bu

degerlendirme halkasinin tek maksimal ideali,

Poioy = {22 | F(x), 9(x) € K[x], p(x) | £(x), p(x) + 9(x) } 2.3)

g(x)
kimesidir [2].

Herhangi bir a € K eleman: i¢in p(x) = x — a seklinde ise P, = P,_, € Pp

notasyonu kullanilacaktir.

F / K rasyonel fonksiyon cisminin diger bir degerlendirme halkasi,

o = (L8| f(), g(x) € K[x], degf (x) < degg(x) } (24)

kiimesidir. Bu degerlendirme halkasinin tek maksimal ideali,

P = (EB 1 £(), () € KIx], degf (x) < degg ()} (25)

kiimesidir. Bu place’e F / K rasyonel fonksiyon cisminin sonsuzdaki place’i denir [2].
2.2.1 Onerme: K(x) /K bir rasyonel fonksiyon cismi olsun. Herhangi bir

p(x) € K[x] monik indirgenemez polinomu igin (2.3) de tamimlanan Ppy) € Py(x)

place’i goz 6niine almsm. O zaman p(x) polinomu Py, place'inin bir asal elemanidir.

Boylece herhangi bir z € K(x) \ {0} elemanienazn € Z, f(x), g(x) € K[x] elemanlar

icin p(x) f f(x) ve p(x)tg(x) olmak lzere z=p()"™. (f(x)/g(x)) seklinde
yazilabilir ve vp . (2) = n olur. Ustelik K(X)p, . = Op, / Ppxy OlMak Uzere,

¢:K[x] / (p(x)) = K(X)p,,,, f(X) + (0(X)) = f () (Pp)) (2.6)
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seklinde tamiml1 doniisiim bir izomorfizmadir. Sonug olarak degPy ) = degp(x) olur
[2].

2.2.2 Onerme: K(x) / K bir rasyonel fonksiyon cismi olsun. Ozel olarak en az
bir « € K elemant igin p(x) = x — a seklinde ise degP, ) = degp(x) =1 olur. O

zaman Py, place'ine gore rezidi doniistimi,
@:K(x) — K U {oo}, z(x) — z(a) (2.7)

seklindedir. Burada z(a) su sekilde tanimlidir: z(x) € K(x) oldugundan z(x) = pre

ve (f(x),g(x)) =1 olacak sekilde en az f(x), g(x) € K[x] polinomlar1 oldugu géz

()
(

onldnde bulundurulursa,

f(@)
2= 0
2@) = o 9@ F 2.8)
oo ’ g(a) =0
seklinde olur [2].

2.2.3 Onerme: K(x) / K bir rasyonel fonksiyon cismi olmak tizere (2.5) da
verilen P,, place’i goz 6niine alinsin. degP,, = 1 dir. t = i € P, eleman1 P, place’i i¢in

bir asal elemandir. P, place'ine karsilik gelen ayrik degerlendirme f(x), g(x) € K[x]

olmak (izere vp_ (%) =degg(x) —degf(x) seklinde tanimhdir. P, place'ine gore
reziidii doniisiimii,
@:K(x) — K U {0}, z(x) — z(x)(Py) = z(0) (2.9)

seklindedir. Burada z(0) su sekilde tanimhdir: z(x) € K (x) oldugundan en az a,,, b,, €

anx™+---+ag

K, a,, b,, # 0 elemanlan i¢in z(x) = PR
Xt by

seklindedir. Bu durum g6z oniinde

bulundurulursa,

Z—; ,n=m
Z(®)=90 ,n<m (2.10)
© ,n>m

seklinde olur [2].
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2.2.4 Onerme: K(x) / K bir rasyonel fonksiyon cismi olsun. K cismi, K(x) / K

rasyonel fonksiyon cisminin tam sabit cismidir [2].

2.2.5 Onerme: K (x) / K rasyonel fonksiyon cisminin sirasiyla (2.3) ve (2.5) da

tamimlanan Py, Ve P, place'inden baska bir place’i yoktur [2].

2.3 Riemann-Roch Teoremi

F / K bir fonksiyon cismi olsun. 2.1.15 Sonugtan F / K fonksiyon cisminin
sabitlerinin cismi K, K cisminin sonlu bir cisim genislemesidir. Bu nedenle F, K cismi
tizerinde bir fonksiyon cismi olarak diisiiniilebilir. Boylece F / K fonksiyon cisminin,
sabitlerinin cismi K olan tek degiskenli bir fonksiyon cismi olarak kabul edilmesi teorik

acidan bir sorun teskil etmeyecektir. Bu kisimdan itibaren bu varsayim kabul edilecektir.

2.3.1 Tammm: F / K fonksiyon cisminin divizér grubu F / K fonksiyon cisminin
placeleri tarafindan iiretilen toplamsal olarak yazilmig serbest abelian grup olarak
tanimlanir ve Div(F) ile gosterilir. Div(F) grubunun elemanlarma F / K fonksiyon
cisminin divizorleri denir. Herhangi bir D € Div(F) divizorii np € Z ve hemen hemen
her np = 0 olmak (izere D = Y.pep, np. P Olarak tanimlanir. Herhangi bir P € P place’i

icin D = P seklindeki bir divizOre asal divizor denir [2].

2.3.2 Tamm: Herhangi bir D € Div(F) divizori icin
suppD = {P € Pp | np # 0} seklinde tamimlanan kiimeye D divizdrinlin support'u
denir. Genelde D, suppD < S olacak sekildeki sonlu bir alt kiime S € P olmak Uzere

D = Y pesnp. P seklinde gosterilecektir [2].

Iki divizériin toplami; D; = Ypep,np.P Ve Dy = Ypep, mp. P olmak lizere

Dy + D; = Ypep,(np + mp). P seklindedir.

Div(F) divizOr grubunun sifir elemani her P € P i¢in rp, = 0 olmak Uzere

0 = Ypep, Tp- P seklinde tanimhidir.

Herhangi bir Q € P place’i igin D = Y pesnp. P € Div(F) olmak (zere

vo: Div(F) — Z, vo(D) = ny seklinde tamml1 fonksiyon géz oniine alinsin. Boylece

12



suppD ={P € Pr|vp(D) #0} Ve D = YpesupppVp(D).P € Div(F) seklinde

yazilabilir.
Div(F) kiimesi tizerinde agagidaki gibi bir kismi siralama bagintist tanimlidir:
D; < D, < her P € Pg place’iigin vp(D;) < vp(Dy) (2.11)

D, < D, ve D; # D, oldugunda D; < D, yazilacaktir. D > 0 ise D diviz6ru pozitif veya

efektif olarak isimlendirilir.

2.3.3 Tammm: Herhangi bir D € Div(F) diviz0ri gbéz Oniine alinsin.
degD = Ypep, vp(D).degP tam sayisina D divizOrinin derecesi denir. Boylece

deg: Div(F) — Z, D » degD seklinde bir homomorfizma tanimlidir [2].

F / K bir fonksiyon cismi olmak Uzere herhangi bir x € F, x # 0 elemaninin
2.1.22 Sonug geregince sonlu sayida koke ve kutba sahip oldugu biliniyor. Bu sebeple

asagidaki tanim verilebilir.

2.3.4 Tamim: Herhangi bir x € F, x # 0 elemaninin koklerinin kiimesi Z ve

kutuplarinin kiimesi V' olmak (zere,

(X)o = Xpez Vp(x). P, x elemaninin kok divizori (2.12)
(e = Xpen(—vp(x)). P, x elemaninin kutup divizori (2.13)
(x) = ()9 — (%) w0, x elemaninin esas divizori (2.14)

olarak tanimlanir [2].
Tanimlar geregince (x)g = 0, (X)o = 0 Ve (x) = Xpep, vp(x). P olur.

2.3.5 Teorem: F / K bir fonksiyon cismi olmak Uzere herhangi bir x € F, x # 0

elemaninin K cisminin elemani olmast igin gerekli ve yeterli kosul (x) = 0 olmasidir [2].

2.3.6 Tamm: Princ(F) ={(x)|x€F ve x #0} kimesi F /K fonksiyon

cisminin esas divizorlerinin grubu olarak isimlendirilir [2].

1 € F oldugundan (1) € Princ(F) olur. Boylece Princ(F) # @ dir. Herhangi
(x), (y) € Princ(F) elemanlar i¢in x.y~1 € F olup (x) — (y) = (x.y™ 1) € Princ(F)
olur. Boylece Princ(F), Div(F) grubunun bir alt grubudur. Div(F) bir abelyan grup
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oldugundan her alt grubu normal alt gruptur. Bdylece CI(F) = Div(F) / Princ(F)

boliim grubu tanimlidir.

2.3.7 Tammm: CI(F) grubuna F / K fonksiyon cisminin divizor siniflar1 grubu
denir. Herhangi bir D € Div(F) divizérine CI(F) divizor siniflar1 grubunda karsilik
gelen elemana D nin divizor sinifi denir ve [D] ile gosterilir. Herhangi iki D;, D, €
Div(F) divizorl icin [D;] = [D,] oluyorsa bu divizérler denktir denir ve bu durum

D, ~D, ile gosterilir. Ayrica bu bir denklik bagintisidir [2].

2.3.8 Tamim: Herhangi bir A € Div(F) diviz0ri igin,
LA ={x€eF|(x)=2—-A}u{0} (2.15)
seklinde tanimlanan kiimeye A divizorinin Riemann-Roch uzayi denir [2].

Herhangi bir x € F verildiginde x € L(A) olmasi igin gerekli ve yeterli kosulun

her P € P place’i i¢in vp(x) = —vp(A) olmasi olduguna dikkat edilmelidir.

2.3.9 Teorem: Herhangi bir A € Div(F) diviz0rii goz oniine alinsin. L(A) # {0 }
olmasi igin gerekli ve yeterli kosul B~A ve B > 0 olacak sekilde en az bir B € Div(F)

divizoriniin var olmasidir [2].
2.3.10 Lemma: Herhangi bir A € Div(F) divizorii géz 6niine alinsin. O zaman,
a) L(A), K tizerinde bir vektor uzayidir.
b) Herhangi bir B € Div(F) divizori icin B~A ise L(B) =~ L(A) olur [2].
2.3.11 Lemma:
a) L(0) = K dur.
b) Herhangi bir A € Div(F) divizor igin A < 0 ise L(A) = {0} olur [2].

V, K tizerinde herhangi bir vektor uzayi ise boyutu dimV ile gosterilecektir. Simdi
herhangi bir A € Div(F) divizoru igin L(A) nin K cismi {izerinde sonlu bir vektor uzayi

oldugu gosterilecektir.

2.3.12 Lemma: A, B € Div(F), F / K fonksiyon cisminin herhangi iki divizori
olsun. A < Bise L(A) € L(B) ve dim(L(B)/L(A)) < degB — degA dir [2].
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2.3.13 Onerme: Herhangi bir A € Div(F) divizori icin A, ve A_ pozitif
divizorler olmak Uzere A = A, — A_ ise dimL(A) < degA, + 1 olur. Boylece L(A), K

cismi Uzerinde sonlu boyutlu bir vektor uzay1 olur [2].

2.3.14 Tanmm: Herhangi bir A € Div(F) divizoru icin £(A) = dimL(A) tam

sayisina A divizérinin boyutu denir [2].

Cebirsel fonksiyon cismi teorisindeki en énemli problemlerden birisi bir divizérin

boyutunun hesaplanmasidir. Bu kisimdan sonra bu problemle ilgilenilecektir.

2.3.15 Onerme: Herhangi bir F / K fonksiyon cismi goz dniine alinsin. Herhangi
bir x € F \ K elemani i¢in (x),, x elemaninin kok divizorl ve (x)4, x elemaninin kutup
divizori olmak Uzere deg(x)y = deg(x)e = [F: K(x)] olur. Bu nedenle tim esas

divizorlerin derecesi sifirdir [2].

2.3.15 Onerme geregince herhangi bir x € F, x # 0 elemaninin kék ve kutup

sayilar birbirine esittir.

2.3.16 Sonug: Herhangi iki A, B € Div(F) divizor i¢in A~B olsun. O zaman
?(A) = £(B) ve degA = degB olur [2].

2.3.17 Sonug: Herhangi bir A € Div(F) divizorl icin degA < 0ise £(A) = 0 dir
[2].

2.3.18 Sonug: Herhangi bir A € Div(F) divizori icin degA = 0 olsun. Bu
durumda asagidaki ifadeler denktir [2].

(1) A esas divizordir.
)24 =1
324 =1

Herhangi bir F / K fonksiyon cismi g6z Oniine alinsin. A > 0 olacak sekildeki
herhangi bir A € Div(F) divizoru igin 2.3.13 Onerme geregince £(4) < degA + 1
oldugu biliniyor. Simdi bu esitsizligin derecesi sifirdan biiyiik olan herhangi bir divizor

icin de gergeklendigi gosterilecektir.
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2.3.19 Onerme: Herhangi bir A € Div(F) divizorQ icin degA =0 ise
2(A) < degA + 1dir [2].

Simdi herhangi bir A € Div(F) divizori verildiginde £(A) igin bir alt sinirin var

oldugu gosterilecektir.

2.3.20 Onerme: Herhangi bir F / K fonksiyon cismi gdz oniine alinsin. Her
A € Div(F) divizoru igin degA — ¢(A) <y olacak sekilde yalnizca F / K fonksiyon

cismine bagli olan en az bir y tam sayis1 vardir [2].
Bu 6nerme sayesinde siradaki tanim anlamli olacaktir.
2.3.21 Onerme: Herhangi bir F / K fonksiyon cismi gdz 6niine alinsin.
g = max{degA —¢(A)+ 1| A € Div(F) } (2.16)

tamsayisina F / K fonksiyon cisminin cinsi denir. Cins bir fonksiyon cisminin en 6nemli

degismezidir [2].

2.3.22 Teorem: Herhangi bir F / K fonksiyon cisminin cinsi g > 0 olacak sekilde

bir tamsayidir [2].

2.3.23 Teorem ( Riemann Teoremi ): F / K bir fonksiyon cismi ve bu fonksiyon

cisminin cinsi g olsun. O zaman,
a) Her A € Div(F) divizoru icin £(A) = degA + 1 — g dir.

b) Herhangi bir A € Div(F) divizéri icin degA =c¢ oldugunda
2(A) = degA + 1 — g olacak sekilde yalnizca F / K fonksiyon cismine bagh bir ¢

tamsayisi vardir [2].

2.3.24 Ornek: K(x) /K rasyonel fonksiyon cisminin cinsinin sifir oldugu

gosterilecektir. x elemaninin tek kutbu P, place’i oldugundan,

(V)er =~y (). s = U, (3) . Poo = Py (2.17)

x
bulunur. Herhangi bir r > 0 tamsayisi i¢in L(r.P,) Riemann-Roch uzay1 géz 6niine

alinsmn. L(7. P,,) min tammindan dolay1 1, x, x2, ..., x” € L(r. P,,) olur. Bu elemanlarin K
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cismi Uzerinde lineer bagimsiz olduguna dikkat edilirse 2.3.23 Teorem b) geregince yeteri

kadar biyUk bir r > 0 tamsayisi igin,
r+1<¢(r.P,) =deg(r.Py)+1—g=r+1—g (2.18)

elde edilir. Boylece g < 0 bulunur. 2.3.22 Teorem geregince g = 0 oldugundan g = 0

bulunur. Dolayisiyla istenilen elde edilmis olur [2].

Genel olarak bir fonksiyon cisminin cinsini belirlemek zordur. Bu kisimda bu

konu ile ilgilenilecektir.

2.3.25 Tamm: F / K fonksiyon cisminin cinsi g olmak Uzere herhangi bir
A € Div(F) divizoru igin i(4) = £(A) —degA+ g — 1 tamsayisina A nin ozellik
indeksi denir [2].

2.3.23 Teorem a) geregince i(A) tamsayisi negatif degildir. Yine 2.3.23 Teorem
b) geregince degA yeterince biiylik olacak sekildeki bir A € Div(F) divizOri igin
i(A) =0 dir.

Simdiki bolimde belli vektor uzaylarinin boyutu olarak i(A) hakkinda birkag

yorumda bulunulacaktir.

2.3.26 Tammm: F / K herhangi bir fonksiyon cismi olsun. Hemen hemen her
P € Pr place’i i¢in ap € Op olmak Uzere a: Pr — F, P = ap seklindeki bir doniisiime
adele denir [2].

Bir adele [[pep, F direk carpiminin bir elemani olarak diisiiniilebilir. Bu nedenle

a = (ap)pep, notasyonu kullanilabilir veya daha kisa olarak a = (ap) yazilabilir.

2.3.27 Tamm: A = { a | a, F/K fonksiyon cisminin bir adele'idir } kiimesine

F /K nm adele uzayi denir. Ag, K tizerinde bir vektor uzayi olarak diistinilebilir [2].

F /K bir fonksiyon cismi olmak tizere herhangi bir x € F elemaninin 2.1.22 Sonug

geregince sonlu sayida kutbu oldugundan siradaki tanim anlamlidir.

2.3.28 Tamim: F /K bir fonksiyon cismi olmak (izere herhangi bir x € F elemanm

g0z Oniline alinsin. Tiim bilesenleri x elemanina esit olan adele'e x elemaninin esas adele'i

denir [2].
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2.3.28 Tanim yardimiyla F — A seklinde bir gdmme doniisiimii tanimlanabilir.
Boylece F/K fonksiyon cisminin ayrik degerlendirmeleri herhangi bir @ € Ay igin
vp(a) = vp(ap) alinarak Ap ye genisletilebilir. Burada ap, a adele'inin P inci
bilesenidir. a adele'inin tanimindan dolayr sonlu sayidaki eleman hari¢ her P € Pg

elemani i¢in vp(a) = 0 olur.

2.3.29 Tammm: Herhangi bir A € Div(F) divizOrii goz 6niine alinsin.
Ap(A) ={a € Ap | her P € Pr elemani igin vp(a) = —vp(A) } (2.19)
seklinde tanimlanir. A (A) kiimesi A nin bir alt vektor uzayidir [2].

2.3.30 Teorem: Herhangi bir A € Div(F) divizoru igin Az(A) N F = L(A) dir

[2].

2.3.31 Teorem: Herhangi bir A € Div(F) divizora icin,
i(4) = dim(Ap / (Ap(A) + F)) (2.20)
dir [2].

Burada dim ile K-vektor uzay: olarak boyut kastedilmektedir. Ap, Ap(A) ve F
kiimeleri K Uzerinde sonsuz boyutlu vektér uzaylar1 olmalarina ragmen bu teoremin
Ar / (Ar(A) + F) bolim uzaymin K {izerinde sonlu boyutlu bir vektor uzayi oldugunu
belirttigine dikkat edilmelidir.

Bu teorem her A € Div(F) divizoru igin,
?(A) =degA+1—g+dim(Ap / (Ap(A) + F)) (2.21)
seklinde de ifade edilebilir.

Bu teorem sayesinde F / K fonksiyon cisminin cinsi baska bir sekilde ifade

edilebilecektir.

2.3.32 Sonug: F /K herhangi bir fonksiyon cismi olsun. F /K fonksiyon
cisminin cinsi g olmak uzere g = dim(Ag / (Ar(0) + F)) dir [2].
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2333 Tamm: En az bir A€ Div(F) divizbri igin w:Ap — K,
w(Ap(A) + F) = 0 seklindeki bir K-lineer doniisiime F / K fonksiyon cisminin bir Weil
diferansiyeli denir [2].

2.3.34 Tammm: F / K herhangi bir fonksiyon cismi olsun.
Qr = {w | w, F/K nin bir Weil diferansiyelidir } (2.22)
kiimesine F / K fonksiyon cisminin Weil diferansiyellerinin modalu denir [2].

Qp, K cismi tizerinde bir vektor uzayidir.

2.3.35 Tamim: Herhangi bir A € Div(F) divizori goz oniine alinsin.
Qr(A) ={w € Q| w(A(A) +F) =0} (2.23)
seklinde tanimlanir. Qr(A), QF nin bir alt vektor uzayidir [2].

2.3.36 Lemma: Herhangi bir A € Div(F) divizOrii goz oniine alinsin. K cismi

tizerinde vektor uzayi olan Qr(A) ve Ap / (Ap(A) + F) uzaylar birbirine izomorftur

[2].
2.3.37 Teorem: Herhangi bir A € Div(F) divizorligin dimQg(A) = i(A) dir [2].

Yukaridaki teoremin basit bir sonucu olarak Qp # 0 oldugu gosterilecektir.
degA < —2 olacak sekilde bir A € Div(F) divizori segilsin. £(A) >0 ve g=>0
olduguna dikkat edilirse dimQg(A) = i(4A) = £(A) —degA + g — 1 > 1 olacagindan
Qr(A) # 0 olur. Boylece Qf # 0 oldugu goriilmiis olur.

2.3.38 Tamim: Herhangi bir x € F ve w € Qf ic¢in xw: Ar — K doniistimii

(xw)(a) = w(xa) olarak tanimlanir [2].

2.3.39 Teorem: Herhangi bir x € F ve w € Q icin xw, F / K fonksiyon cisminin
bir Weil diferansiyelidir [2].

Yukaridaki teorem yardimiyla Qp, F cismi lizerinde bir vektor uzayr olarak

diistiniilebilecektir.

2.3.40 Onerme: Q, F cismi lzerinde bir boyutlu bir vektor uzayidir [2].

Simdi her Weil diferansiyeli w # 0 bir divizor ile iliskilendirilecektir. Bu amagla,
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M(w) ={A € Div(F) | w(Ap(A) + F) =0} (2.24)
seklinde tanimlanan kiime kullanilacaktir.

2.3.41 Lemma: Herhangi bir w € Qp, w # 0 Weil diferansiyeli géz 6nine
alinsim. O zaman her A € M(w) divizori icin A < W olacak sekilde teklikle belirli bir
W € M(w) divizorii vardir [2].

Yukaridaki lemma sayesinde simdi yapilacak olan tanimlar anlamlidir.
2.3.42 Tamim:

a) Bir Weil diferansiyelinin w # 0, (w) divizorii asagidaki kosullar1 saglayan,

F / K fonksiyon cisminin teklikle belirli bir divizoraddr.
(1) w(Ar((w)) +F) =0
(2) Herhangi bir A € Div(F) divizori igin w(Ap(A) + F) =0ise A < (w) dur.

b) Herhangi bir w € Qp, w # 0 Weil diferansiyeli g6z 6niine alinsin. Her P € Pg

place'i i¢in vp(w) = vp((w)) olarak tanimlanir.

¢) Herhangi bir P € P place'i goz 6niine alinsin. vp(w) > 0 ise P place'ine w nin
bir kdki denir. vp(w) < 0 ise P place'ine w nin bir kutbu denir. vp(w) = 0 ise w Weil
diferansiyeli P place'inde dizenli denir. w Weil diferansiyeli her P € P place'inde

diizenli ise w ye duzenli ( ya da holomorfik ) denir.

d) Herhangi bir W € Div(F) divizoru igin W = (w) olacak sekilde en az bir w €

Qr Weil diferansiyeli var ise W bir dogal divizordir denir [2].

2.3.43 Not: Yukarida belirtilen tanimlardan dolayz,

Qp(A) ={weQr|w=0veya(w)=A4} (2.25)
ve
Qp(0) = { w € Qf | w dizenlidir } (2.26)
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seklinde yazilabilir.

Ayrica 2.3.37 Teorem ve 2.3.25 Tanim geregince dimQz(0) = i(0) = g elde
edilir [2].

2.3.44 Onerme: Herhangi bir x €F, x # 0 ve w € O, w # 0 eleman: igin
(xw) = (x) + (w) dir [2].

2.3.45 Onerme: F / K fonksiyon cisminin herhangi iki dogal divizor( denktir [2].

2.3.46 Tamm: 2.3.45 Onerme F / K fonksiyon cisminin dogal divizorlerinin,
CL(F) divizor simif grubunda bir sinif olusturdugunu gosterir. Bu divizor sinifina F / K

fonksiyon cisminin dogal smifi denir [2].

Siradaki teorem Riemann-Roch Teoreminin kaniti i¢in dnemli oldugundan

kanitiyla birlikte verilmistir.

2.3.47 Teorem: A, F /K nm herhangi bir divizéri ve W = (w), F /K nin

herhangi bir dogal divizori olsun. O zaman,
p: LW —A) — Qp(4), x » xw (2.27)

doniisiimii K -vektdr uzaylarimnn bir izomorfizmasidir. Ozel olarak i(A) = ¢(W — A) olur

[2].
Kanit:
¢ doniisiimii iyi tanimli, K-lineer ve birebirdir.

Once ¢ déniisiimiiniin kapali oldugu gosterilecektir. Herhangi bir x € L(W — A)
eleman1 goz oniine alinsin. L(W — A) nin tanimi geregince (x) = —W + A olur. Ayrica
2.3.44 Onerme geregince (xw) = (x) + (w) olur. Bu sebeple (xw) = (x) + (w) =
—W+A+ (w)=-W+A+W = A elde edilir. 2.3.43 Not geregince xw € Qg(A)

olur. Boylece ¢ doniisiimiiniin kapali oldugu goriilmiis olur.

Simdi ¢ doniisiimiiniin 6rten oldugu gosterilecektir. Herhangi bir w; € Qg (A4)

Weil diferansiyeli g6z oniine alinsin. w; =0 ise 0 € LW — A) icin ¢(0) = w,
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olacagindan w, # 0 oldugu varsayilabilir. 2.3.43 Not geregince (w;) = A olur. 2.3.40
Onerme geregince w; = xw olacak sekilde en az bir x € F, x # 0 elemani vardir. 2.3.44
Onerme geregince (w;) = (xw) = (x) + (w) = (x) + W > A olur. Boylece (x) >
—(W — A) elde edileceginden x € L(W — A) olur. ¢(x) = xw olacagindan istenilen

elde edilir.

Sonug olarak ¢ doniisiimiiniin K-vektor uzaylarinin bir izomorfizmasi oldugu
goriilmiis olur. Boylece 2.3.37 Teorem geregince i(A) = £(W — A) oldugu da goriilmiis
olur [2].

Bu bolimde elde edilen sonuglar kullanilarak Riemann-Roch Teoremi
kanitlanacaktir. Bu teorem cebirsel fonksiyon cismi teorisindeki agik ara en Onemli

teoremdir. Bu nedenle kanitiyla birlikte verilmistir.

2.3.48 Teorem ( Riemann-Roch Teoremi ): W, F /K fonksiyon cisminin

herhangi bir dogal divizori olsun. O zaman her A € Div(F) diviz0ri igin,
(A) =degA+1—g+¢(W —A) (2.28)
olur [2].

Kanit:

Herhangi bir A € Div(F) divizori ve F / K fonksiyon cisminin herhangi bir dogal
divizori W igin 2.3.47 Teorem geregince i(4) = #(W — A) oldugu biliniyor. 2.3.25
Tanim geregince i(A) = £(A) —degA+ g —1 olduguna dikkat edilirse ¢(A4) =
degA+1— g+ £(W — A) elde edilir. Boylece teorem kanitlanmis olur [2].

2.3.49 Sonug: F /K fonksiyon cisminin herhangi bir dogal divizori W igin
degW =2g —2vet(W) = g dir [2].

Kanit:

0 € Div(F) divizoru icin 2.3.48 Teorem geregince ¢(0) =deg0+1—g +
£(W) olur. Boylece #(W) = g elde edilir.
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W € Div(F) divizorl icin 2.3.48 Teorem geregince (W) = degW +1—g +
£(0) olur. Boylece degWW = 2g — 2 elde edilir.

Sonug olarak kanit tamamlanmis olur.

Herhangi bir A € Div(F) divizoru igin 2.3.23 Teorem b) geregince degA = ¢
oldugunda i(A) = 0 olacak sekilde yalmzca F /K fonksiyon cismine bagli bir c
tamsayisinin oldugu biliniyor. Simdi bu sabitin nasil segilebilecegine dair daha kesin bir

yontem verilecektir.

2.3.50 Teorem: Herhangi bir A € Div(F) divizorl icin degA = 2g — 1 ise
2(A) = degA+1—gdir[2].

Herhangi bir W dogal divizori igin 2.3.49 Sonug geregince degW = 2g — 2 ve
£(W) > degW + 1 — g oldugundan yukaridaki teoremdeki 2g — 1 sinirt miimkiin olan

en iyi sinirdir.

Simdi Riemann-Roch teoreminin F /K fonksiyon cisminin dogal simifinin
yaninda cinsini de karakterize ettigi gosterilecektir. Siradaki 6nerme kanitiyla birlikte

verilmistir.

2.3.51 Onerme: g, € Z ve W, € Div(F) olmak uzere her A € Div(F) divizorii
icin £(A) =degA+1—g,++4(W,—A) olsun. O zaman g, = g ve W, bir dogal

divizor olur [2].
Kamt:

0 € Div(F) divizori icin hipotez geregince £(0) = deg0 + 1 — gy + £(W,)
olur. Boylece £(W,) = g, elde edilir.

W, € Div(F) divizori igin hipotez geregince £(W,) = degW, + 1 — gy + £(0)
olur. Boylece degW, = 2g, — 2 elde edilir.

degA > max{2g — 2, 2g, — 2} olacak sekilde bir A € Div(F) divizori goz
ontine almsin. degA > 2g — 1 olacagindan 2.3.50 Teorem geregince £(A) = degA +
1—g elde edilir. Ayrica deg(W, —A) <0 oldugundan 2.3.17 Sonu¢ geregince
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£(W, — A) = 0 bulunur. Hipotez geregince £(A) = degA + 1 — g, olur. Boylece g =
go elde edilir.

W, F / K fonksiyon cisminin herhangi bir dogal divizérii olmak Uzere hipotez
geregince Y(W) =degW +1—g+ (W, —W) elde edilir. W dogal bir divizor
oldugundan 2.3.49 Sonug¢ geregince degW =2g—2 ve ¢(W) =g dir. Boylece
(W, — W) =1 olur. Ayrica g = g, oldugundan dolay1 deg(W, — W) = 0 olduguna
dikkat edilirse 2.3.18 Sonug geregince W, — W bir esas divizordir. Bu sebeple en az bir
x €F, x # 0 igin W, =W + (x) olur. Bu durumda 2.3.44 Onerme geregince W, bir
dogal divizordir [2].

Sonug olarak kanit tamamlanmis olur.

Herhangi bir F / K fonksiyon cismi goz Oniine alinsin. Herhangi bir A € Div(F)
divizori icin degA < 0 ise 2.3.17 Sonug geregince £(A) = 0 oldugu biliniyor. degA >
2g — 1 ise 2.3.50 Teorem geregince £(A) = degA + 1 — g oldugu biliniyor. Yani bu

durumlarda A divizorinin boyutu degA ya baglidir.

Simdi 0<degA<2g—2 olmast durumunda A divizOrinin boyutu

arastirilacaktir.

ise #(A) + £(B) <1+ 4(A+ B) dir [2].
Siradaki teorem kanitiyla birlikte verilmistir.

2.3.53 Teorem ( Clifford Teoremi ): Herhangi bir A € Div(F) divizort icin 0 <
degA < 2g — 2ise £(A) < 1 +—degA dir [2].

Kamt:
£(A) = 0 oldugu varsayilsin. Budurumda #(4) < 1 + %de gA esitsizligi saglanir.

Simdi herhangi bir W € Div(F) dogal divizori icin £(W — A) = 0 oldugu kabul
edilsin. Bu sebeple 2.3.48 Teorem geregince #(A) =degA+1—g+4(W —A) =
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degA+1—g=1+ %degA +%(degA — 2g) elde edilir. degA < 2g — 2 oldugundan

(A) <1+ %degA olur. Boylece istenilen elde edilir.

Son olarak ¢(A) >0 ve ¢(W —A) >0 oldugunda esitsizligin saglandigi
gosterilecektir. 2.3.52 Lemma geregince ¢(A) + (W — A) <1+ (W) olur. 2.3.49
Sonug geregince £(W) = g olduguna dikkat edilirse #(W — A) <1+ g —£(A) elde
edilir. Ayrica 2.3.48 Teorem geregince £(A) = degA + 1 — g + £(W — A) oldugundan
£(A) < degA+1— g+ 1+ g — £(A) bulunur. Boylece £(4) < 1+ degA esitsizligi

saglandigindan kanit tamamlanmis olur [2].

2.4 Weil Diferansiyellerinin Yerel Bilesenleri

2.4.1 Tammm: Herhangi bir P € P place'i goz oniine alinsin. Herhangi bir x € F

IGin tp(x) € Ap, P inci bileseni x, diger bilesenleri 0 € F olan adele olarak tanimlanir
[2].

2.4.2 Tanmm: Herhangi bir P € P, place'i ve w € Qp Weil diferansiyeli g6z
ontine alinsin. wp: F — K, wp(x) = w(tp(x)) seklinde tanimlanan doniisiime w Weil

diferansiyelinin yerel bileseni denir [2].
wp bir K-lineer doniisimdr.

2.4.3 Onerme: Herhangi bir w € Q5 Weil diferansiyeli ve a = (ap) € Ay adele'i
g0z Oniine alinsin. O zaman en fazla sonlu sayida P € Py place'i igin wp(ap) # 0 dir ve

w(@) = Ypep, wp(ap) olur. Ozel olarak 1 € F icin ¥pep, wp(1) = 0 dir [2].

Simdi bir Weil diferansiyelinin, yerel bilesenlerinin her biri tarafindan teklikle

belirli oldugu gosterilecektir.

2.4.4 Onerme: Herhangi bir P € Py place'i ve w € Qr, w # 0 Weil diferansiyeli

g0z Oniine alinsin. O zaman,
vp(w) = max{r € Z| vp(x) = —r olacak sekildeki her x € F i¢in wp(x) = 0 dir }

olur. Ozel olarak wp # 0 dir [2].
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2.4.4 Onerme geregince r € Z olmak (izere,
vp(w) =1 & vp(x) = —r olacak sekildeki her x € F igin wp(x) = 0 (2.29)
yazilabilir.

2.4.5 Onerme: K(x) / K bir rasyonel fonksiyon cismi olsun.

a) —2P,, bir dogal divizordar.

b) () = —2P, venp, (x~') = —1 olacak sekilde teklikle belirli birn € Qr Weil

diferansiyeli vardir.

) Yukaridaki n Weil diferansiyelinin yerel bilesenleri np ve a € K igin np,

olmak tzere,

o(@-om={_] "I (230)
ve

mG-am={ ] "I (231

olur [2].
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BOLUM 3

CEBIRSEL GEOMETRIK KODLAR

Bu béliimde cebirsel fonksiyon cisimleri kullanilarak Goppa'nin hata-duzeltici

kodlarmin yapisi ifade edilecektir.
3.1 Kodlar

Fq, q elemanli herhangi bir sonlu cisim olsun. Herhangi bir elemani, a; € F,
olmak Uzere a = (a4, ay, ..., ay) seklinde olan FF, Gzerinde n-boyutlu bir vektdr uzay:

F," gz oniine alinsin.

3.1.1 Tamm: Herhangi iki a = (ay,ay, ..,a,), b= (by,by, .. ,by) €F,"
elemani igin d(a,b) = |{i|a; # b; }| seklinde tanimli d fonksiyonuna F," Uzerinde

Hamming uzaklig1 denir [2].
Hamming uzakhigi F," tizerinde bir metriktir.

3.1.2 Tamim: Herhangi bir a € F," eleman i¢in wt(a) = d(a,0) = |{i|a; #

0 }| degerine a nin agirhigi denir [2].

3.1.3 Tamm: F," vekt6r uzayinin herhangi bir alt vektor uzayna C kod denir. €
kodunun herhangi bir elemanina kod sézciigii denir. Bu durumda € kodunun uzunlugu n

olarak tamimlanir. C kodunun [F,-vektdr uzay: olarak boyutu dimC ile gosterilir [2].
Uzunlugu n ve boyutu k olan bir kod [n, k] ile gosterilecektir.
3.1.4 Tamim: Herhangi bir C # 0 kodu goz oniine alinsin.

d(C) =min{d(a,b) |a,beCvea#b}=min{wt(c)|c€C,c#0} (3.1)
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degerine C kodunun minimum uzakligi denir [2].
Minimum uzaklig1 d olan bir [n, k] kodu [n, k, d] ile gOsterilecektir.

3.1.5 Tamim: Herhangi bir € # 0 kodunun minimum uzaklig1 d olmak lzere t =
[(d — 1) / 2] olsun. O zaman C bir t-hata duzeltici koddur denir [2].

Herhangi bir C kodunu agik bir sekilde ifade etmenin basit bir yolu [F,, tzerindeki

tabanin1 goz ontline almaktir.

3.1.6 Tamm: C, FF, Uzerinde bir [n, k] kod olsun. Satirlar1 C kodunun tabani olan

k x n lik matrise C nin bir irete¢ matrisi denir [2].

3.1.7 Tamm: Herhangi iki a = (aj,ay, ..,a,), b= (by, by, .., by) €F,"
elemani goz Oniine alinsm. F," Gzerinde < a,b >= ¥, a;.b; seklinde taniml i¢

carpima dogal i¢ ¢arpim denir [2].

3.1.8 Tamm: C S F," herhangi bir kod olmak Uzere,
Ct={u€eF," |herceCicin<u,c>=0} (3.2)
kiimesi C nin duali olarak isimlendirilir. (C1)* = C dir [2].

C = C* ise C kodu self-dual olarak adlandirilir. C € C* ise C kodu self-ortogonal

olarak adlandirilir.

Herhangi bir [n,k] kodunun duali [n,n—k] kodudur. Ozel olarak n

uzunlugundaki bir self-dual kodun boyutu n / 2 dir.

3.1.9 Tamim: Herhangi bir C kodu goz éniine alinsm. H, C*+ kodunun bir treteg

matrisi olsun. Bu durumda H, C kodunun bir parity check matrisi olarak isimlendirilir [2].

Herhangi bir [n, k] kodunun parity check matrisi, ranki n — k olan (n — k) X n
lik bir matristir. Ayrica herhangi bir u € F," vektoriiniin transpozu u® ile gésterilmek

lizere C={u€F,"|Hu"=0} seklinde yazlabilir. Boylece bir parity check
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matrisinin, herhangi bir u € ;™ vektoriiniin kod s6zciigii olup olmadigini kontrol etmek

i¢in kullanilabilecegi gosterilmis olur.

Olabildigince fazla hata diizeltebilmek i¢in uzunlugu ve boyutu verilen bir kodun
minimum uzakliginin olabildigince biiyiik olmasi istenir. Benzer sekilde olabildigince
fazla veri gonderebilmek icin uzunlugu ve minimum uzakligi verilen bir kodun
boyutunun olabildigince biiyiik olmasi istenir. Bu nedenle cebirsel kod teorisindeki temel
problemlerden biri sonlu bir [F, cismi {izerinde boyutu ve minimum uzaklig1, uzunlugu
ile karsilastirildiginda biiyiik olan kodlar inga edebilmektir. Ancak bu bazi kisitlamalari
beraberinde getirir. Kabaca ifade edilecek olursa, bir kodun boyutu uzunluguna kiyasla

biiyiikse minimum uzakligi kiiglk olur. Simdi en basit sinir verilecektir.

3.1.10 Onerme ( Singleton Smmr1 ): Herhangi bir [n,k,d] kodu goz 6niine

alinsin. O zaman k + d < n + 1 olur [2].

Singleton siirmin F, cisminin eleman sayisindan bagimsiz olduguna dikkat

edilmelidir.

3.1.11 Onerme: k + d = n + 1 ézelligini saglayan herhangi bir koda, maksimum
uzaklik ayrilabilir (MDS) kod denir [2].

Genel olarak bir kod veya kodlarin bir sinifi verildiginde minimum uzaklik i¢in
alt sinirlar elde etmek ¢ok daha zor bir problemdir. Sonraki kisimda tanimlanacak olan
cebirsel geometrik kodlarla ilgilenilmesinin nedenlerinden biri bu kodlarin minimum

uzaklig1 i¢in iyi bir alt sinirin elde edilmis olmasidir.

3.2 Cebirsel Geometrik Kodlar

Cebirsel geometrik kodlar (AG kodlar), V.D. Goppa tarafindan tanitilmistir. Bu
nedenle bazen geometrik Goppa kodlar1 olarak da isimlendirilirler. Bu kodlarin yapisinin
daha iyi anlagilabilmesi i¢in Oncelikle [, Uzerinde tanimlanan Reed-Solomon kodlar
tizerinde durulacaktir. Kodlarin bu Onemli smifi, kod teorisinde uzun siiredir
bilinmektedir. Cebirsel geometrik kodlar, Reed-Solomon kodlarmin dogal bir

genellestirilmesidir.
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n=gq—1vep €F, eleman, carpimsal F; grubunun ilkel bir eleman1 olsun.

1 < k < n olmak (izere herhangi bir k tamsayisi igin k-boyutlu,
Ly ={f €Fylx]|degf <k-—-1} (3.3)
vektor uzayi ve

p: L = F" f o (f(B), f(B?), ... f(B™) 3.4)
doniistimii gbz Oniine alinsin.

@ doniisiimii iyi tanimli ve kapalidir. ¢ nin bir Fg-lineer doniisiim oldugu
gosterilecektir. Herhangi f, g € £, ve k € K elemanlar1 goz Oniine alinsin. @(f +

k.g)=((f+k.g)B),(f +k.g)B?,...(f +k.9)(BM) = (fB)fB?), ... f(B™)
+k.(g(B),g(B?),...,g(B™) = ¢(f) + k. p(g) oldugundan istenilen elde edilir.

¢ doniisiimiiniin birebir oldugu goriilecektir. Bunun icin kero = {0} oldugunu
gostermek yeterlidir. 0 € £, icin ¢(0) = (0,0,...,0) € F,™ oldugundan {0} €
kerq olur. Diger taraftan herhangi bir f € kerg elemani géz oniine alinsin ve f # 0

oldugu kabul edilsin. f € kerg oldugundan @(f) = (F(B),f(B?),..,f(BM)) =
(0,0, ...,0) olur. B,B%,...,B™ elemanlan ikiserli olarak farkli oldugundan degf =>n
bulunur. Ancak degf < k oldugundan degf < n dir. Boylece bir ¢eligki elde edilmis
olur. O halde f = 0 dir ve ker¢o < {0} elde edilir. Bu durumda ker¢g = {0} olacagindan

¢ doniisiimiiniin birebir oldugu goriilmiis olur.

¢ doniigiimiiniin tammu1  geregince C, = { (F(B), fF(B?), ... fF(B™)) | f € Ly }
kmesi IF, Uzerinde bir [n, k] koddur.

3.2.1 Tamm: n =q — 1 ve B € F, eleman, ¢arpimsal 7 grubunun ilkel bir
eleman: olsun. F, tzerinde C, = { (f(B), f(B?), ... f(B™) | f € Ly } seklinde tanimli
koda bir Reed-Solomon kodu denir [2].

Reed-Solomon kodunun, herhangi bir ¢ = ¢(f) € Cx, ¢ # 0 kod sdzciigiiniin

agirhig,
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wt(c) =n—|{i€{1,..,n}|f(B) = 0}] (3.5)
seklinde tanimlanabilir.

degf > |{i€{1,..,n}| f(BY) =0} vedegf < k — 1 olduguna dikkat edilirse
wt(c) =n—degf =n— (k—1) elde edilir. Béylece C; kodunun minimum uzaklig
d > n— (k — 1) esitsizligini saglar. Diger yandan 3.1.10 Onerme geregince d < n +
1 — k oldugundan d + k = n + 1 esitligi elde edilir. Bu nedenle Reed-Solomon kodlari,
F, iizerinde MDS kodlaridir. Ancak n = g — 1 oldugundan Reed-Solomon kodlarinin

uzunlugunun, [F, cisminin eleman sayisina kiyasla kiigiik olduguna dikkat edilmelidir.

Uyar: Siradaki ifadeler boliim boyunca gegerli olacaktir. F / IF, cinsi g olan bir
fonksiyon cismidir. P;, P,, ..., B, € Py ikiser ikiser ayrik rasyonel placeler olmak iizere
D =P, +P,+ -+ P, seklinde tammlanir. G, F /F, fonksiyon cisminin suppG n

suppD = @ olacak sekilde bir divizérudur.

op: L(G) = F", ¢p(x) = (x(Py), x(Py), ..., x(P,)) seklinde tanimli doniisiim
g0z Oniine alinsin. ¢p doniisimii iyi tanimhdir. ¢, doniisiimiiniin kapali oldugu
gosterilecektir. Herhangi bir x € L(G) eleman1 gz 6niine alinsin. suppG N suppD = @
oldugundan her i € {1,2,...,n} icin vp (x) = 0 dir. Boylece x(P;) € Fp, olur. 2.1.13
Tamm b) geregince [Fp;:[Fq] = degP; =1 oldugundan x(P;) € F, olur. Bu sebeple
(x(Py), x(Py), ..., x(B,)) € F," olacagindan, ¢, doniisiimiiniin kapali oldugu goriilmiis

olur.

@p doniisiimiiniin bir [F,-lineer déniisiim oldugunun gésterilmesi icin herhangi
x,y € L(G) ve k € F, elemanlar1 g6z oniine alinsin. ¢p(x + k.y) = ((x + k. y)(Py),
(x+k.y)(Py), ... (x + k.y)(B)) = (x(P),x(Py), ..., x(B)) + (k(Py).y(Py), k(P,).
y(P2), ..., k(B,).y(B,)) bulunur. Her i € {1,2,...,n} igin Fg, Fp, cisminin bir alt cismi
olarak diisiiniilebileceginden k(P;) = k(P,) = -+ = k(B,) = k olacagna dikkat edilirse
(k(Py).y(P), k(Py).y(Py), ..., k(B,).y(B,)) = k. (y(Py),y(P,), ..., y(B,)) elde edilir.
Boylece ¢p(x + k.y) = ¢p(x) + k. pp(y) olacagindan ¢p nin bir [F,-lineer doniisiim

oldugu goriilmiis olur.
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@p doniistimii geregince Impp = { (x(Py), x(Py), ...,x(B)) | x € L(G) } € F"

kimesi [F, iizerinde bir kod olacagindan siradaki tanim anlamlidr:

3.2.2 Tamm: F, Gzerinde C;(D, G) = { (x(P1), x(P2), ..., x(Py)) | x € L(G) } €
F," seklinde tanimli koda, D ve G divizorleri ile iliskili bir fonksiyonel cebirsel

geometrik kod denir [2].

Cebirsel geometrik kodlar ve Reed-Solomon kodlarinin tanimlanis bigimlerinin
benzerligi aciktir. Ustelik, F / [F, fonksiyon cismi ile birlikte D ve G divizorleri uygun
bir sekilde segilirse Reed-Solomon kodlarinin, cebirsel geometrik kodlarin 6zel bir

durumu oldugu goriilebilir.

Cebirsel geometrik kodlarin en 6nemli 6zelliklerinden biri, bu koda ait n,
k ve d parametreleri hakkinda 2.3.48 Teorem ( Riemann-Roch Teoremi ) yardimiyla
yorumda bulunulabilmesidir. Ayrica bu kodlarin minimum uzakliklar1 igin asikar
olmayan bir alt sinir mevcuttur. Siradaki teorem ve sonucu kod yapisimin daha iyi

anlasilabilmesi i¢in kanitiyla birlikte verilmistir.

3.2.3 Teorem: C,(D,G), k = £(G) — (G — D) ve d = n — degG olmak Uzere
bir [n, k, d] koddur [2].

Kanit:

Oncelikle k = #(G) — £(G — D) oldugu gosterilecektir. @p: L(G) — C;(D,G),
@p(x) = (x(P1), x(Py), ..., x(P,)) seklinde tanimli doniisiimiin iyi tanimli, kapali, [Fg-

lineer ve 6rten oldugu biliniyor.

Kerpp = L(G — D) oldugu gosterilecektir. Herhangi bir x € Kergp elemani
g6z oOniine alinsin. O halde @p(x) = (x(Py),x(Py), ..., x(B)) = ((Py), (Py), ..., (B))
olacagindan her i € {1,2,...,n} icin vp (x) = 1 bulunur. Béylece, suppG N suppD = @
olduguna dikkat edilirse L(G — D) nin tanim1 geregince x € L(G — D) elde edilir. Diger
taraftan herhangi bir x € £L(G — D) eleman1 géz 6niine alinsin. £(G — D) nin tanimi
geregince i € {1,2,..,n} igin vp (x) =1 olacagindan (x(Py),x(Py),...,x(P,)) =
((Py), (Py), ..., (P,)) elde edilir. Bu sebeple x € Ker¢p olacagindan istenilen elde edilir.
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Boylece k = dimC;(D,G) = €(G) — (G — D) oldugu gosterilmis olur.

Simdi d > n — degG oldugu gosterilecektir. Bu esitsizligin anlamli olabilmesi
icin C;(D, G) # 0 oldugu varsayilacaktir. wt(¢@p(x)) = d olacak sekilde bir x € L(G)
eleman1 goz Oniine alinsin. BOylece x elemanmin kokii olacak sekilde n —d tane
Py, P, ..., P, _, € suppD place vardir. Boylece x € L(G — (P;, + P, + -+ P;_ _,))
olur. x # 0 oldugundan 2.3.17 Sonug geregince deg(G — (P;, + P, + -+ P; ) =0
olur. Boylece deg(G — (P;, + P, + -+ P; _,)) = degG — (n — d) olduguna dikkat

edilirse d > n — degG esitsizliginin saglandigi goriilmis olur [2].
3.2.4 Sonug: degG < n olsun. O zaman,

a) k=4(G) 2degG+1—g ve d >n—degG olmak uzere C;(D,G) bir
[n, k, d] koddur. Béylece k +d =n+ 1 — g olur.

b) Ozel olarak, 2g — 2 < degG <nise k = degG + 1 — g dur.

C) {x1, X3, ..., xx } kKimesi, £L(G) Riemann-Roch uzayinin bir tabani olmak {izere,

x1(P) x1(P2) - x1(Py)
M=< Ll - ) @5)

Xe(P)  xe(P2) - xi(Py)
matrisi C;(D, G) kodu i¢in bir Urete¢ matrisidir [2].

Kanit:

a) 3.2.3 Teorem geregince d > n —degG oldugu bilinmektedir. degG <n
oldugundan deg(G — D) = degG — n < 0 olur. 2.3.17 Sonug geregince £(G — D) =0
elde edilir. 3.2.3 Teorem geregince k = #(G) — £(G — D) oldugundan k = ¢(G)
bulunur. Ayrica 2.3.23 Teorem a) geregince £(G) = degG + 1 — g olduguna dikkat

edilirse istenilen elde edilir.

b) a) geregince k = £(G) oldugu biliniyor. 2g — 2 < degG oldugundan 2.3.50
Teorem geregince £(G) = degG + 1 — g olur. Boylece k = £(G) =degG+1—g

olacagindan istenilen elde edilmis olur.
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c) Herhangi bir (x(P,),x(P,),...,x(B,)) € C.(D,G) elemanm g6z Oniine
alinsm. Burada x € L(G) dir. {x;, x5, ...,x;} kimesi, £L(G) Riemann-Roch uzaymin
bir tabami oldugundan x = c¢;.x; + 3. X5 + - + k. X, ¢; € Fy yazilabilir. Boylece
(x(Py), x(P2), ., x(B)) = c1.(x1(P1), x1(P2), o, X1 (P)) + co. (x2(Py), x2(P2), .o
X2(By)) + -+ + . (1 (P1), X1 (Py), ..., X (B,)) yazilabilir. Bu sebeple {(x;(P;),x1(P;)
e X1 (B), (2(Py), x2(P2), vy x2(B)) vy (g (Py), i (P2), o, X (By))} KUmesi
C.(D, G) vektor uzayini iretmektedir. Ayrica bu kiimenin elemanlarinin lineer bagimsiz
olduguna dikkat edilirse, C;(D,G) vektér uzaymin bir tabanini olusturacaklarindan

istenilen elde edilir [2].

Boylece 3.2.4 Sonug kanitlanmis olur.

Herhangi bir C.(D, G) kodu goz dniine alinsin ve degG < n olsun. 3.1.10 Onerme
geregince k + d < n + 1 oldugu biliniyor. Diger taraftan 3.2.4 Sonug geregince k + d >
n+ 1 — g olur. Bu nedenle F / K fonksiyon cisminin cinsi sifir ise k + d = n + 1 elde
edilir. Boylece degG < n olmak tizere F,(z) / IF, rasyonel fonksiyon cismi anlaminda

olusturulan cebirsel geometrik kodlar daima MDS kodlar1 olacaktir.

3.2.3 Teorem geregince herhangi bir C,(D, G) kodunun minimum uzaklig: i¢in
d > n —degQG esitsizligi saglanir. Bu nedenle C;(D, G) kodunun minimum uzakliginin

anlaml bir alt sinirin1 elde edebilmek i¢in genellikle degG < n oldugu varsayilacaktir.

3.2.5 Tanm: d* =n—degG tamsayisina C;(D,G) kodunun tasarlanmig

uzakligi denir [2].

3.2.3 Teorem geregince bir cebirsel geometrik kodun minimum uzakligi onun
tasarlanmis uzakligindan daha kiigiik olamaz. Simdi d* = d veya d* < d olma durumlari

incelenecektir.

Simdi Weil diferansiyellerinin yerel bilesenleri kullanilarak, G ve D divizorleri ile
iliskili diger bir kod tanimlanacaktir. Bu nedenle Weil diferansiyelleri ile ilgili birkag
hatirlatma yapilacaktir. Herhangi bir A € Div(F) divizori igin Qg(4), (w) = A olacak
sekildeki Weil diferansiyellerinin uzayidir. 2.3.37 Teorem geregince Qr(A), I, lzerinde

boyutu i(A4) olan sonlu boyutlu bir vektér uzayidir. Herhangi bir w € Qr Weil
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diferansiyeli ve P € Pr place'i i¢in wp: F — F, doniisiimii w nin, P place'indeki yerel

bilesenini gosterir.

326 Tamm: [, (zerinde Cq(D,G) = { (wp, (1), wp,(1),..,wp (1)) |w €
Qr(G—D)} S F," seklinde tammli koda, D ve G divizérleri ile iliskili bir rezidi

cebirsel geometrik kod denir [2].

Siradaki teorem kod yapisinin daha iyi anlasilabilmesi i¢in kaniti ile birlikte

verilmistir.

3.2.7 Teorem: Cq(D,G), k'=i(G—D)—i(G) ve d' =degG— (29 —2)
olmak tzere bir [n, k', d'] koddur. Ozel olarak degG > 2g — 2isek’ = i(G— D) >n +
g —1—degG olur. Ayrica 2g —2 < degG <nisek’'=n+g—1-—degG dir [2].

Kanit:

Oncelikle herhangi bir w € QF, w # 0 Weil diferansiyeli ve birinci dereceden P €

Pr place'iicin vp(w) = —1 ise,
wp(1) =0 vp(w) =0 (3.7)
oldugu gosterilecektir.

=: wp(1) = 0olsun. vp(x) > 0 olacak sekildeki herhangi bir x € F eleman1 géz
ontine alinsmn. 2.1.13 Tanim b) geregince [Fp:F,] = degP = 1 oldugundan x = a +y
olacak sekilde en az bir a € F; ve y € P elemam vardir. wp, bir [F, lineer doniisiim
oldugundan wp(a) = a.wp(1) =0 bulunur. Ayrica vp(w) =—-1 ve vp(y)=>1
oldugundan (2.29) geregince wp(y) = 0 olacagindan wp(x) = wp(a) + wp(y) =0+
0 = 0 elde edilir. Boylece (2.29) geregince vp(w) = 0 elde edilir.

&: vp(w) = 0 olsun. vp(1) = 0 oldugundan (2.29) geregince wp(1) = 0 olur.
Simdi teorem kanitlanacaktir.

¢p:Qp(G = D) — Co(D,6), w = (wp, (1), wp, (1), .., wp, (1)) (3.8)
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seklinde tanimlanan doniisiim géz 6niine alinsin. ¢, iyi tanimli, kapali, IF-lineer ve Grten

bir doniisiimdiir.

Kerpp = Qp(G) oldugunun gosterilmesi icin herhangi bir w € Kergp eleman
g6z Oniine alinsin. w # 0 oldugu kabul edilebilir. w € Qz(G — D) oldugundan her i €
{1,..,n}icin vp (w) = —1dir. w € Kerg,, oldugundan her i € {1, ..., n} icin wp (1) =
0 dir. Béylece (3.7) geregince vp (w) = 0 olur. suppG N suppD = @ oldugundan (w) =
G elde edilir. Bu nedenle w € Qg (G) olur. Diger taraftan herhangi bir w € Qz(G) Weil
diferansiyeli géz oniine alinsin. @ # 0 oldugu kabul edilebilir. (w) = G olacagindan her
i €{1,..,n}icin vp (w) = 0 olur. (3.7) geregince wp,(1) = 0 olur. Béylece ¢p(w) =
(wp, (1), wp, (1), ..., wp_ (1)) = (0,0, ...,0) olacagindan w € Kergp, olur. Sonug olarak
Kerop = Qp(G) oldugu gosterilmis olur.

@p donistimiiniin tanim1 geregince k' = dimQg(G — D) — dimQg(G) = i(G —
D) —i(G) elde edilir.

Simdi d' > degG — (2g — 2) oldugu gosterilecektir. Bu esitsizligin anlaml
olabilmesi igin Cq (D, G) # 0 oldugu varsayilacaktir. Agirligi m > 0 olan herhangi bir
kod sozcigi ¢p(w) € Cq(D,G) goz oniine alinsin. O zaman belli i = ij,iy, ..., in—m
indisleri igin wp (1) = 0 olur. Boylece (w) =G —D + X7." P;; oldugundan w €
2p(G—D+ X" P;,) elde edilir. w # 0 oldugundan dim2:(G —D + Xis1 P;) =
i(G—D+Xi" P;;) # 0 olur. i(G —D + Xis1 P;;) min tammu geregince i(G — D +
Xis1 P;) # 0 oldugundan £(G —D + Xis1 P;) # deg(G —D + Xis1 P)+1-g
olur. Bu nedenle 2.3.50 Teorem geregince deg (G — D + X721" Pi;) < 2g — 2 elde edilir.

deg(G — D + X" P;;) = degG — n + n —m oldugundan istenilen elde edilir.

Ozel olarak degG >2g—2 ise k' =i(G—D)>n+g—1—degG oldugu
gosterilecektir. degG > 2g — 2 oldugundan 2.3.50 Teorem geregince £(G) = degG +
1 — g olur. Boylece i(G) = #(G) —degG + g —1 = 0 olacagindan k' = i(G — D) —
i(G)=i(G—D) olur. ¢(G—D)=0 ve k' =i(G—D)=4(G—D)—degG+n+
g —1 olduguna dikkat edilirse k' =i(G—D)>n+g—1—degG olacagindan

istenilen elde edilir.

36



Son olarak 2g —2 < degG <n oldugunda k' =n+g—1—degG olacagi
gOsterilecektir. 2g — 2 < degG ise k' = i(G — D) oldugu biliniyor. Ayrica degG < n
oldugundan deg(G — D) = degG —n < 0 olur. Boylece 2.3.17 Sonu¢ geregince
¢(G—D)=0olur. k' =i(G—D)=4(G—D)—degG +n+ g— 1 olduguna dikkat

edilirse k" =n+ g — 1 — degG olacagindan istenilen elde edilir.
Sonug olarak teorem kanitlanmis olur [2].

3.2.8 Tanmm: d* = degG — (2g — 2) tamsayisina Cq (D, G) kodunun tasarlanmig
uzakligi denir [2].

Simdi C.(D,G) ve Cq(D,G) kodlart arasinda yakin bir iliski oldugu

gosterilecektir.

3.29 Teorem: C.(D, G) ve Cq(D, G) kodlar1 birbirinin dualidir. Yani Cq (D, G) =
C.(D,G)* dir [2].

Simdi uygun bir H € Div(F) divizoru ile Cq(D, G) kodunun C;(D, H) seklinde

temsil edilebilecegi gosterilecektir.

3.2.10 Lemma: i = 1,...,n igin vp,(7) = —1 ve np,(1) = 1 olacak sekilde bir
n € Qp Weil diferansiyeli vardir [2].

3.2110nerme: i = 1,..,niginvp,(n) = —1ven, (1) = 1 olacak sekildekin €
Qp Weil diferansiyeli géz Oniine alinsin. O zaman H =D — G + () olmak Uzere
Ca(D,G) = C,(D,H) dir [2].

3.2.12 Not: 3.2.11 Onerme kullanilarak 3.2.7 Teorem, 3.2.3 Teorem seklinde
ifade edilebilir. Boylece 3.2.7 Teorem farkli bir sekilde kanitlanmis olur. Bu nedenle
herhangi bir cebirsel geometrik kodun minimum uzaklig: igin belirlenen alt sinirlar,

kodun temsil se¢giminden bagimsizdir [2].

37



3.3 Rasyonel Cebirsel Geometrik Kodlar

Bu kisimda rasyonel fonksiyon cisminin divizorleri ile iligkili cebirsel geometrik
kodlar incelenecektir. Kod teorisinde kodlarin bu sinifi, genellestirilmis Reed-Solomon
kodlar1 olarak bilinir. Pratikte kullanilan en 6nemli kodlardan bazilar1 ( BCH ve Goppa
kodlar1 gibi ) genellestirilmis Reed-Solomon kodlarinin alt cisim alt kodlar1 olarak temsil

edilebilir.

3.3.1 Tamm: F,(z) / F, rasyonel fonksiyon cisminin G ve D divizorleri ile
iliskili bir cebirsel geometrik koda C,(D,G), rasyonel kod denir. Burada G ve D

divizorleri Bolim 3.2 de oldugu gibi tanimlanmaktadir [2].

3.3.2 Teorem: C.(D,G), F, Uzerinde parametreleri n, k ve d olan bir rasyonel

cebirsel geometrik kod olsun. O zaman asagidakiler saglanir.
an<qg+1
b)k =0 < degG <0
C)k=n&<degG >n—2
d)0<degG <n-2isek=1+degGved =n—degG dir [2].

Simdi rasyonel cebirsel geometrik kodlarm Urete¢ matrisleri incelenecektir.

Burada degG < n oldugu varsayilacaktir. Siradaki teorem kanitiyla birlikte verilmistir.

3.3.3 Teorem: C = C.(D,G), F, Uzerinde parametreleri n, k ve d olan bir

rasyonel cebirsel geometrik kod olsun. O zaman asagidakiler saglanir.
a)n < q ise,
C={(f(a), vz f(@2), ., Vn-f(@n)) | f € Fglz] vedegf <k —1} (3.9)

olacak sekilde ikiser ikiser farkli aq,ay,...,an € Fy Ve vq,v;,..,v, € ]Ff; ( farkli

olmalar1 gerekmez ) elemanlari vardir. Ayrica,
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‘Ul 172 ‘Un
a1V AUy - AnUn

M=| afv; ajv, - afv, ) (3.10)
k-1 k-1 k-1
a;y V1 Ay "V - Op Uy

matrisi C kodu icin bir Grete¢ matrisidir.

byn=q+1ise F, = {ay, .., an_1} Ve vy, vy, ..., v, € Fy olmak lzere,

vy vy Vp-1 0
a1V, AV -+ Ap_qVp—q O
2 2
M= k atv, adv, - A’ v,, 0 | (3.11)
k-1 k-1 i )
ai vy ay v, - aklly, 1

matrisi C kodu icin bir Grete¢ matrisidir [2].
Kanit:

a) D=P, +P,+--+P, olsun. 2.2.1 Onerme ve 2.2.5 Onerme geregince
rasyonel fonksiyon cisminin g + 1 tane birinci dereceden place'i olduguna dikkat edilirse,

P & suppD olacak sekilde birinci dereceden en az bir P place'i vardir.

Herhangi bir Q € {P,, P,, ..., B,} place'i géz oniine alinsin. deg(Q —P) =0 >
—1 oldugundan 2.3.50 Teorem geregince ¢(Q —P) =deg(Q —P)+1—g olur.
Rasyonel fonksiyon cisminin cinsi sifir oldugundan #(Q — P) = deg(Q —P)+1=1

elde edilir. Boylece 2.3.18 Sonug geregince Q — P esas divizordur.

O halde en az bir z € F, z # 0 elemani igin Q — P = (z) olur. vp(z) = —1,
vo(z) =1 ve heri € {1,...,n} icin P; # Q olmak Uzere vp (z) = 0 oldugundan z € F
elemani, rasyonel fonksiyon cisminin [F, Uzerinde bir Uretecidir. Burada P, z € F

elemaninin kutup divizorii oldugundan P = P,, yazilacaktir.

Simdi degG =k —1 =0 oldugunun varsayilabilecegi gosterilecektir. k = 0
oldugunda teoremin kanit1 agikar olacagindan k > 0 oldugu varsayilacaktir. Bu nedenle
3.3.2 Teorem b) geregince degG = 0 olur. degG < n oldugu biliniyor. 0 < degG < n —
2ise 3.3.2 Teorem d) geregince degG = k — 1 = O olur. degG = n — 1 oldugu durumda
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ise 3.3.2 Teorem c) geregince k = n olacagindan yine degG = k — 1 = 0 elde edilir. Bu

nedenle degG = k — 1 > 0 oldugunun varsayilabilecegi gosterilmis olur.

Boylece deg((k—1).P,—G)=0 olur. deg((k—1).P,—G)=>-1
oldugundan 2.3.50 Teorem geregince ¢((k —1).Pp, — G) =deg((k—1).P, — G) +
1 — g olur. Rasyonel fonksiyon cisminin cinsi sifir oldugundan ¢((k —1).Pp, — G) =
deg((k—1).P, —G)+1=1 elde edilir. Boylece 2.3.18 Sonu¢ geregince (k —
1). P, — G esas divizordlr. O halde (k — 1).P, — G = (u) olacak sekilde en az bir u €

F, u # 0 eleman vardir.

L(G) nin tammi  geregince U, z.u,..,z° .u € L(G) olur. Ayrica

Zk—l

u,z.u, .., .u elemanlari Fq iizerinde lineer bagimsizdir.

degG = k — 1 = 0 oldugundan 2.3.50 Teorem geregince £(G) = degG +1—g
elde edilir. F,(z) / F, rasyonel fonksiyon cisminin cinsinin sifir olduguna dikkat
edilirse £(G) = degG + 1 =k — 1+ 1 = k olur. Boylece {u,z.u, ..., z*1.u} kimesi,
L(G) Riemann-Roch uzaymm [, iizerinde bir tabanidir. Bu sebeple L(G) =
{u.f(2) | f € Fylz] vedegf < k — 1} olur.

i=1,..,n icin a; =z(P;) ve v; =u(P;) denilsin. z € F elemani, rasyonel
fonksiyon cisminin [, {izerinde bir iirete¢ elemani oldugundan a4, ay, ..., a, elemanlart

ikili olarak farklidir. Ayrica her i € {1, ...,n} i¢in vp,(u) = 0 oldugundan v; € Fy olur.

Boylece (u.f(2))(P) = u(P).f(z(P;)) = v;. f(a;) olacagindan C;(D,G) =
{ (V1. f(@1),v2. f(az), oo, V- f(a)) | f € Fylz] vedegf < k — 1} olur.

Ayrica herhangi bir j € {1, ...,k — 1} icin z/.u € L(G) elemanina karsilik gelen
kod sozcligi ((x{.vl, aé'.vz, ...,a,jl.vn) oldugundan, (3.10) deki matris C kodu igin bir

Urete¢ matrisidir.

Sonug olarak a) kanitlanmis olur.
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b) D =P, + P, + -+ B, olsun. n = q + 1 oldugundan kutbu P, = P,, olacak
sekilde en az bir z € F, z # 0 elemani segilebilir. a) da yapildigi1 gibidegG =k —1 >0

oldugu varsayilabilir.

O halde (k —1).P, — G = (u) olacak sekilde en az bir u € F, u # 0 eleman1

vardir.

L(G) nin tammi  geregince u,z.u,..,z° t.u € L(G) olur. Ayrica

Zk—l

u,z.u, .., .u elemanlan Fq iizerinde lineer bagimsizdir.

degG = k —1 = 0 oldugundan 2.3.50 Teorem geregince £(G) = degG+1—g
elde edilir. F,(z) / F, rasyonel fonksiyon cisminin cinsinin sifir olduguna dikkat
edilirse #(G) =degG+1=k—1+1=k olur. Boylece {u,zu,..,z"%u}

kiimesi, L(G) Riemann-Roch uzaymnin [, {izerinde bir tabamdir.

Her1<i<n-1=gqi¢in a; = z(P;) ve v; = u(P;) denilsin. z € F elemani,
rasyonel fonksiyon cisminin [, iizerinde bir iirete¢ elemam oldugundan ay, ay, ..., @p—4
elemanlar ikiser ikiser farklidir. Bu sebeple F, = {ay, ..., @y} olur. Ayrica her i €

{1,..,n =1} icin vp,(u) = 0 oldugundan v; € Fy olur.

0<j<k-2 icin vp_(z.w) = jvp (2)+vp, (W) = j.(-D+ (k-1
=k—j—1>0 oldugundan z/.u € L(G) elemanma karsilik gelen kod sozciigii
(a{.vl,ag.vz, ...,arjl_l.vn_l,O) olur. j =k —1 icgin vpoo(zj.u) = j.vp (2) + vp, (W)
=j.(-1)+(k—1)=0 oldugundan en az bir y €F,;, y #0 eleman igin
(z7.u)(Py) =y olur. Teoremin kanitinda u € F elemam yerine y~1.u € F elemam
alimrsa (277 "L w)(Py) = ¥ 1 (Py). (2. u)(P,) =y L.y =1 olacagindan z/.u €
L(G) elemanina karsilik gelen kod sozciigii (af ™. vy, a¥ L v,, ..., akZ1. v,_1,1) olur.

Boylece C kodunun Urete¢ matrisi, (3.11) deki gibi olur [2].
Bu durumda teoremin kanit1 tamamlanmis olur.

3.3.4 Tamm: a,,ay, ..., a, € F, ikiser ikiser farkli elemanlar olmak lizere a =
{ay,...,an} V& vy,V,,...,v, € Fy olmak iizere ( farkli olmalari gerekmez ) v =

{v1, ..., vy} olarak tamimlansm. Herhangi bir 0 < k < n tamsayis1 igin, [F, Uzerinde
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GRSk (a,v) = { (v1.f (1), V2. f(a2), ., Vn. f (@) | f(2) € Fylz] vedegf <k —1}
seklinde tanimli koda bir genellestirilmis Reed-Solomon kodu denir [2].

GRSy (a, v) bir [n, k] koddur.

n=gq—1ve p €F, elemani, carpimsal Fy grubunun ilkel bir eleman: olmak
tzere, « = {B,B%, ..., "} ve v = {1, ...,1} olmasi durumunda ise GRS, (a, v), bir Reed-

Solomon kodudur.

3.3.3 Teorem a) geregince [, lizerinde, uzunlugu n < q olacak sekildeki her

rasyonel cebirsel geometrik kod bir genellestirilmis Reed-Solomon kodudur. Simdi her
genellestirilmis Reed-Solomon kodunun bir rasyonel cebirsel geometrik kod oldugu

gosterilecektir.

3.3.5 Teorem: Her genellestirilmis Reed-Solomon kodu GRSy, («, v), bir rasyonel

cebirsel geometrik kod olarak temsil edilebilir [2].
Kanit:

Herhangi bir genellestirilmis Reed-Solomon kodu GRSy(a,v) ve F,(z) / F,
rasyonel fonksiyon cismi gbz oniine almsin. z € F,(z) elemanmin kutbu P, ve i =

1,..,nigin z — a; € F,(z) elemaninimn kokii P; ile gosterilsin.

Zayif yaklasim teoremi (2.1.20 Teorem) geregince i = 1, ...,n i¢in u(P;) = v;

olacak sekilde en az bir u € F elemani vardir.

D=P +P,+-+PB,ve G=(k—1).P, — (u) denilsin. 3.3.3 Teorem a) nin
kanit1 geregince C(D, G) = GRSy (a, v) olacagindan istenilen elde edilir [2].

Benzer sekilde, [, lizerinde uzunlugu n = q + 1 ve Urete¢ matrisi (3.11) seklinde
olan bir kodun da, rasyonel cebirsel geometrik kod olarak temsil edilebilecegi

gosterilebilir.

Bundan sonraki kissmda BCH ve Goppa kodlarinin, rasyonel cebirsel geometrik
kodlar tarafindan temsil edilebilecegi gosterilecektir. Bunun igin dnce asagidaki tanim

verilecektir.
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3.3.6 Tamm: [, cisminin bir cisim genislemesi [F;m ve Fym lizerinde uzunlugu

n olan bir € kodu goz 6niine alnsm. O zaman Clg, = € N F," kiimesi FF, zerinde bir

koddur. Bu koda, C kodunun alt cisim alt kodu veya C kodunun F, ya kisitlanis1 denir

[2].

dimC|g, < dimC olduguna dikkat edilmelidir.

3.3.7 Tammm: n|(q™ — 1) ve € Fym eleman, birimin n inci ilkel koki olsun.

leZved €Z,6 = 2olmak lizere [F,m Uzerinde Urete¢ matrisi,

1 ,Bl BZl B(n—l)l
I+1 2(1+1) (n-1)(1+1) \
H=1 £ B B (3.12)
i Bl+.6—2 32(14'-8—2) B(n—l)'(l+5—2)/

olan bir C(n,l,§) kodu tanimlansin. C = C(n, [, 6)l|ﬁ:q koduna tasarlanmis uzakligi &

olan bir BCH kodu denir [2].

Ayrica herhangi bir ¢ € F," vektdriiniin transpozu ct ile gosterilmek iizere C =

{c € F," | H.ct = 0} seklinde yazilabilir.

3.3.8 Lemma: F,(z) / F, rasyonel fonksiyon cismi ve n farkli ay, a5, ..., a, €
[F, eleman1 goz Oniine alinsm. i = 1,..,n i¢in z — a; € F,(z) elemanmin kokii P; €
Pry(2) place'i ile gosterilsin ve h(z) = [[iL;(z — a;) olsun. Herhangi bir y € F,(z)
elemani [ = 1,...,n igin y(P;) = 1 dzelligini saglasm. O zaman F,(z) / F, rasyonel
fonksiyon cisminin i =1,..,n icin vp (w)=-1, wp (1) =1 ve (w)=()+
(h'(2)) — (h(2)) — 2.P,, Ozelligine sahip bir Weil diferansiyeli vardir. Burada h'(z) €

[, [z] polinomu h(z) polinomunun tirevini ifade etmektedir [2].
Siradaki 6nerme kanitiyla birlikte verilmistir.

3.3.9 Onerme: n|(g™ — 1) ve B € F,m eleman, birimin n inci ilkel kdki olsun
ve Fym(z) / Fym rasyonel fonksiyon cismi gbz 6niine alinsin. z € Fym(z) elemaninin

kutbu P,,, kokii P, ile gésterilsin.i = 1, ...,nicinz— gt € [Fqm(z) elemaninin kokii P;
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ile gosterilsin ve Dg = P; + P, + --- + B, olsun. Herhangi iki a, b € Z tamsayis1 i¢in 0 <

a+ b < n— 2 ozelligi saglansin.
a)l=—aved =a+b+2olmak lzere C;(Dg,a.Py + b.Py) = C(n,1,6) olur.
b)r = —(a+ 1) ves =n—b —1olmak Gizere,

Cc(Dg,a.Py + b.Poy)* = Cc(Dg, 7. Py + 5. Pyy) (3.13)

olur. Boylece C(n,1,8)*|g, BCH kodu, r =1—1ve s =n+1-48—1 olmak Uzere

C;(Dg, 7. Py + 5. Py ) kodunun F,, ya bir kisitlanisidir [2].

Kanit:

a)0 <a+b <n-—2olmaklzere C;(Dg, a.Py + b.Py) kodu goz 6niine alinsim.
L(a.Py + b.P,) nin tammi geregince, 0 < j < a + b olmak lizere z=%.z/ € L(a.P, +
b.P,) olur. Ayrica 0 < j < a+ b olmak iizere z=%.z/ € L(a.P, + b. P,,) elemanlar

[F4m lizerinde lineer bagimsizdir.

deg(a.Py + b.P,) = a + b = 0 oldugundan 2.3.50 Teorem geregince ¢(a. P, +
b.P,) = deg(a.Py + b.Py) +1—g elde edilir. Fym(z) /F,m rasyonel fonksiyon
cisminin cinsinin sifir olduguna dikkat edilirse #(a. Py + b.P,) = deg(a.Py + b.P,) +
1=a+b+1olur. Béylece 0 < j < a + b olmak izere z=%.z/ elemanlar1, L(a. P, +

b.P,) Riemann-Roch uzaymin [F;m {izerinde bir tabanidir.

Boylece C;(Dg,a.Py + b.P,) rasyonel cebirsel geometrik kodunun Ureteg

matrisi,

z7%P)  z7%(P)  z(P3) e Z27(R)

Z_a+1(P1) Z—a+1(P2) Z—a+1(P3) Z—a+1(Pn)

H= (3.14)

z°(Py) z°(Py) z°(P) v ZP(B)
seklinde olur.

Boylece (3.14) de verilen matris,
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/1 L= prco ... ph-1.(a)

o= 1 'B_le BZ.(—'a+1) B(n—l):(—a+1) (3.15)
\1 ,Bb BZb 'B(n—l)b

seklinde yazilabilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,
/1 ﬁ—a B—Za (ﬁ(n—l))—a

o= 1 ﬁ—f1+1 B—Z'a+2 (ﬁ(n—l.))—a+1 (3,16)
\1 'B—a-l-'(a+b) B—2a+'2(a+b) (B(n—l)).—a+(a+b)

elde edilir.l = —ave § = a + b + 2 alinirsa, (3.12) da verilen matris elde edileceginden
Cc(Dg,a.Py + b.P,) = C(n,1,6) olur.

Boylece a) kanitlanmis olur.

b)y =z ve h(z) =[IL,(z— B 1) = z" — 1 olsun. 3.3.8 Lemma da verilen
(w) = ) + (W(2)) — (h(2)) — 2. P, ozelligine sahip Weil diferansiyeli g6z Oniine

alinsin.

3.3.8 Lemma geregince i =1,...,n i¢in vp (w) = —1 ve wp,(1) =1 oldugu
biliniyor. Bu nedenle H = Dg — (a.Py + b. Py) + (w) olmak uzere, 3.2.11 Onerme ve
3.2.9 Teorem geregince C;(Dg, a. Py + b. POt = C:(Dg, H) yazilabilir.

H =Dz — (a.Py + b.Py) + (w) =Dg — (a.Py + b.Py) + (z7™) + (h'(2)) —
(h(2)) = 2.Pyy = Dg — (@.Py + b.Po) + 1. (P — Po) + (n — 1).(Py — Py ) — (D —
n.Py)—2.Po=(—a—1).Py+ (n—b —1).P, olacagindan, r = —(a+ 1) ve s=n
— b — 1 olmak iizere C;(Dg, a. Py + b. Pu)* = C(Dg, 7. Py + 5. P,,) olur.

Ayrica a) geregince | =—a ve 6 =a+b+ 2 olduguna dikkat edilirse,
C(n,l, 6)l|pq BCH kodunun, r=1—-1 ve s=n+1-§—-1 olmak Uzere

C:(Dg, 7. Py + 5. Py ) kodunun [, ya bir kisitlanisi oldugu goriilmiis olur.

Boylece 3.3.9 Onerme kanitlanmis olur [2].

Simdi Goppa kodlar1 tanitilacaktir.
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3.3.10 Tamm: L ={ay,..,a,} EFm olsun. 1<t<n-1 olmak Uzere
derecesi t ve her a; € L i¢in g(a;) # 0 olacak sekilde bir g(z) € F;m[z] polinomu géz

oOniine almsin. [F,m Uzerinde Urete¢ matrisi,

gla)™ gla)™ - glap)™
H = al-g(:al)_l az.g(:az)_l an.g(zan)_l (3.17)
ai tgla)™ aztgla)™ - aftgan)™

olan bir C(L,g(z)) kodu tanimlansin. I'(L, g(2)) = C(L,g(z))lhgq koduna, Goppa

polinomu g(z) olan bir Goppa kodu denir [2].

Ayrica herhangi bir ¢ € F," vektoriinin transpozu ct ile gosterilmek tizere

r(L,g(z)) ={c€F,"|H.c' = 0} seklinde yazilabilir.

Simdi Goppa kodlarmin, rasyonel cebirsel geometrik kodlarla iliskisi
incelenecektir. Bu iliskinin daha iyi anlagilabilmesi i¢in siradaki 6nerme kanit1 ile birlikte

verilmigtir.

3.3.11 Onerme: [Fqm(z) / Fym rasyonel fonksiyon cismi goz Oniine alinsin. z €
FF4m(z) elemaninin kutbu P, ile gosterilsin.i = 1, ...,ni¢in a; € L olmak Uzere,z — a; €
Fgqm(z) elemaninin kokii P; ile gosterilsin ve D, = P; + P, + -+ B, olsun. g(z) €
Fym(z) elemanmnin kok divizorl G, ile gosterilsin. O zaman h(z) = [,e.(z — a;) Ve

A = (h'(2)) + (n — 1). P, olmak Uzere,

C(L,g(2)) = Cc(Dy, Go — P) = Cc(Dy, A= Go)* (3.18)
ve
I'(L,g(2)) = Cc(Dy, Go — Poo)*|r, = Co(D1, A = Go)lp, (3.19)
olur [2].

Kamt:

Sadece C(L,g(z)) = C;(Dy, Gy — Py) = Cr(Dy, A — Go)t oldugunu gostermek

yeterli olacaktir.
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Her j € {0,...,t — 1} icin (2. g(2)™) = j.(Py — P,,) — (Gy — t.Py,) = —Gy +
P,, oldugundan, £(G, — P.,) nin tamim1 geregince z/. g(z)~* € L(G, — P ) olur. Ayrica
0<j<t—1 olmak tzere z/.g(z)™* € L(G, — P,,) elemanlar1 F,m (izerinde lineer

bagimsizdir.

g(z) € Fgm(z) elemani Fym (zerinde transandant oldugundan 2.1.19 Sonug
geregince en az bir kdke ve kutba sahiptir. Boylece degG, > 0 olacagindan deg(G, —
P,) =0 olur. 2.3.50 Teorem geregince £(Gy — Py) = deg(Gy — P,) +1— g elde
edilir. Fym(z) / Fym rasyonel fonksiyon cisminin cinsinin sifir olduguna dikkat edilirse

£(Gy — P) = deg(Gy — Py) + 1 = degG, olur.

2.3.15 Onerme geregince g(z) € F,m(z) elemaninin esas divizorinin derecesi

sifir oldugundan deg(Gy, —t.P,) =0 dir. Bu sebeple degG, =t olacagindan
(G, — P,) = t bulunur.

Boylece 0 < j <t — 1 olmak lizere z/. g(z)~* elemanlar, £L(G, — P.,) Riemann-
Roch uzaymin F,m iizerinde bir tabanidir. Bu sebeple (3.17) de verilen matris,
C;(D;, Gy — Py) kodunun iirete¢ matrisi olacagindan C (L, g(z)) = C,(D;, Gy, — P) elde

edilir.

Simdi C;(D;, Gy — P,,) = C;(Dy, A — Gy)* oldugu gosterilecektir. 3.3.8 Lemma
daverilen (w) = (h'(2)) — (h(2)) — 2. P,, dzelligine sahip Weil diferansiyeli g6z 6niine
alinsm. Burada i = 1, ...,n i¢in y(P;) = 1 ozelligini saglayan y € F,m(z) eleman1 y =

1 olarak alinmustir.

3.3.8 Lemma geregince i =1,...,n i¢in vp (w) = —1 ve wp,(1) =1 oldugu
biliniyor. Bu nedenle H = D, — (G, — P,,) + (w) olmak iizere, 3.2.11 Onerme ve 3.2.9
Teorem geregince C; (D, Gy — Po)* = C;(D,, H) yazilabilir.

H =D, — (Gy— Po) + (@) =D, = (G — Po) + (W'(2)) — (h(2)) — 2.Ps =
D,—Gy+P,+A-—(n—-1).P,— (D, —n.Py,) —2.P, = A — Gy oldugundan kanit

tamamlanmisg olur [2].
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3.3.9 Onerme ve 3.3.11 Onerme yardimiyla, rasyonel cebirsel geometrik kodlarin
minimum uzaklig i¢in elde edilen sonuglar, BCH ve Goppa kodlarinin minimum uzakligt

icin kullanilabilir. Siradaki sonug kaniti ile birlikte verilmistir.
3.3.12 Sonug:

a) ( BCH simur1 ) Tasarlanmis uzakligi § olan bir BCH kodunun minimum uzakligi

enaz § dir.

b) ( Goppa Sinir1 ) Bir Goppa kodunun I'(L, g(z)) minimum uzakligi en az 1 +
degg(z) dir [2].

Kanit:

a) 3.3.9 Onerme de verilen notasyon goz oniine alinsin.r =l —1ves =n+1—

& — L olmak tizere herhangi bir C;(Dg, 1. Py + 5. Po) |, BCH kodu verilsin.

Cc(Dg,7.Py +5.Py) kodunun minimum uzakligi bulunacaktir. deg(r.P, +
s.Py)=r+s=1l—-1+n+1-86—1=n-—4 olur. 3.3.2 Teorem b) geregince k =
0 & deg(r.Py + s5.P,) < 0 oldugundan deg(r.P, + s.P,) = 0 oldugu varsayilabilir.
3.3.7 Tanim geregince § € Z, § = 2 oldugundan 0 < n — & < n — 2 olur. Boylece 3.3.2
Teorem d) gereginced =n —deg(r.Py +s.P,) =n—n+ 4§ = § olur.

Bu durumda C;(Dg, 7. Py + s. Ps) |, kodunun minimum uzakhigi § degerinden

kiiclik olamayacagindan istenilen elde edilir.

b) 3.3.11 Onerme de verilen notasyon gdz oniine alinsin. h(z) = [laer(z — ay)
ve A = (h'(2)) + (n — 1). P, olmak lizere herhangi bir C.(D,, A — Go)|r, Goppa kodu

verilsin.

C;(D;,A—Gy) kodunun minimum uzakligi bulunacaktir. deg(A4 — Gy) =
n—1)—t=m—-1)—degg(z) dir. 3.3.2 Teorem b) geregince k = 0 < deg(A —
Go) < 0 oldugundan deg(A — Gy) = 0 oldugu varsayilabilir. 1 < degg(z) oldugundan
oldugundan 0 < (n — 1) — degg(z) < n — 2 olur. Boylece 3.3.2 Teorem d) geregince
d=n—-deg(A—Gy) =n—((n—1) —degg(z)) =1+ degg(z) olur.
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Bu durumda C;(D., A — Go)lp, kodunun minimum uzakhigr 1+ degg(z)
degerinden kiiciik olamayacagindan istenilen elde edilir [2].

3.3.13 Not: Cebirsel acgidan rasyonel fonksiyon cismi, bir cebirsel fonksiyon
cisminin en acik Ornegidir. Buna ragmen bu kisimda, rasyonel fonksiyon cisminin
divizorleri ile iligkili rasyonel cebirsel geometrik kodlarin, halihazirda bilininen ve yaygin

olarak kullanilan kodlar1 temsil edebildigi goriilmiistiir. Bu da rasyonel olmayan

fonksiyon cisimlerinin divizorleri ile iliskili kodlarin arastirilmasini cazip kilmaktadir [2].

3.4 Tsfasman-Vladut-Zink Teoremi

3.4.1 Tamm: C, [, lzerinde bir [n, k, d] kod olsun. R = R(C) = k / n sayisia
C kodunun haberlesme orani denir. § = §(C) = d / n sayisina da C kodunun goreceli

minimum uzaklig1 denir [2].

Vi ={(6(),R(O)E [0,1]? | C, FF, tzerinde bir koddur } kiimesi tanimlansimn.

V; kiimesinin limit noktalarinin kiimesi U, < [0,1]? ile gosterilsin.

3.4.2 Onerme: U, ={(6,R)€[0,1]*|0< 86 <1ve0 <R < a,(6)} olacak
sekilde siirekli bir ag:[0,1] — [0,1] fonksiyon vardir. @,(0) =1, 1-¢g7 ' <6 <1
olmak tizere e, (8) = 0 dur. Ayrica a, fonksiyonu [0,1 — g~*] araliginda artmayandir [2,
7].

0 < & < 1—qtigina, (&) nin degeri tam olarak bilinmemektedir. Ancak birkag

ist ve alt sinir mevcuttur. Bu kisimda, bu sinirlardan birkaci verilecektir.

3.4.3 Tamm: H,:[0,1 —q7'] = R, Hy(0) =0ve 0 < x < 1—gq~"igin Hy(x)
= x.logg(q — 1) — x.logg(x) — (1 — x).log,(1 — x) seklinde tammlanan fonksiyona

q-entropi fonksiyonu denir [2].
3.4.4 Onerme: aq(6) icin asagidaki tist sinirlar saglanr:
a) (Plotkin Smin )0 < § <1—-q tigine,(6) <1—-q.(g— 1716 dir.

b) (Hamming Sinir1 ) 0 < § < 1igin ag(8) <1 —H,(6 / 2) dur.
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) ( Bassalygo-Elias Stniri ) 0< 8 <6 =1-q" icin a,(8) <1—H, (6 -
Jo.@-5))[2].

Verilen bu li¢ sinirdan, Bassalygo-Elias Sinir1 daima en iyisidir.

a4(8) iin asikar olmayan her alt smir, [F, cismi Uzerinde iyi parametrelere sahip
kodlarmn varligini garantilemektedir. Bu nedenle a, (&) igin, iist smirlara oranla alt sinirlar

daha fazla 6nem arz etmektedir.

3.4.5 Onerme ( Gilbert-Varshamov Smir1 ): 0 <6 <1 —qg~* igin a,(8) =
1—H,(6) dir [2].

Gilbert-Varshamov Smiri, a,(8) icin en iyi alt sinirdir.
Sekil 3.1 de g = 2 i¢in bu sinirlar verilmistir.

Bu kisimdaki amag, Gilbert-Varshamov Sinirimi gelistirmek olacaktir. Bunun igin

biiyiik uzunluga sahip cebirsel geometrik kodlar g6z 6niine alinacaktir.

Herhangi bir F / F, fonksiyon cismi géz oniine alinsm. Bu fonksiyon cisminin
birinci dereceden place'lerinin sayis1 N = N (F) ile gosterilsin. F / IF, fonksiyon cisminin
D ve G divizorleri ile iliskili, herhangi bir cebirsel geometrik kod C.(D, G) ( sirasiyla
Ca(D, G)) olsun.

3.4.6 Lemma: F / F, fonksiyon cisminin ikiger ikiser birbirinden farkli, birinci
dereceden P, ..., P, placeleri gbz Oniine alinsin. O zaman her r > 0 tamsayist i¢in

degG =rve P; & suppG (i =1, ...,n) olacak sekilde bir G divizOrii vardir [2].

3.4.6 Lemma C.(D, G) ( swrastyla Cq(D, G) ) kodunun uzunlugu tizerindeki tek

kisitlamanin, N kiimesinin eleman sayis1 oldugunu gostermektedir.
3.4.7 Tammm: Herhangi bir g > 0 tamsayist igin,
N, (g) = max{ N(F) | F /F, cinsi g olan bir fonksiyon cismidir } (3.20)

olarak tanimlansin.

A(q) = lim suquT(g) (3.21)
g—)OO
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Gilbert-Varshamov
Bassalygo-Elias
Plotkin

Hamming

Sekil 3.1 g = 2 i¢in sinirlar [2].

reel sayisina Ihara sabiti denir [2].
Siradaki 6nerme kanit1 ile birlikte verilmistir.

3.4.8 Onerme: A(q) > 1 oldugu varsayilsin. O zaman 0 < § < 1 — A(q)~* i¢in
a,(8) =>1—A(q)"r =6 dir [2].
q q

Kanit:

Herhangi bir § € [0,1 — A(q)~!] sayis1 g6z 6niine alinsm. i — oo igin,

gi > o ve ? - A(q) (3.22)

ozelligine sahip fonksiyon cisimlerinin bir dizisi F; /IF, olsun.

T
N(Fy)

51-6 (3.23)
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olacak sekilde bir {r;} € R* dizisi segilsin. i » oo i¢in N(F;) - o oldugundan boyle bir
dizinin segilebilecegine dikkat edilmelidir. F;/IF, fonksiyon cisminin birinci dereceden

tiim placelerinin toplami D; ile gosterilsin. Bu durumda degD; = N(F;) olur.

3.4.6 Lemma geregince her i > 1 igin, F;/FF, fonksiyon cisminin degG; = r; ve
suppG; N suppD; = @ olacak sekilde bir G; divizorii vardir. Boylece heri > 1 igin C; =
C.(D;, G;) kodu tanimlidir. Her i > 1 igin C; kodunun uzunlugu degD; = N(F;) dir. Her
i =1 i¢in C; kodunun boyutu k;, minimum uzakligi d; ile gosterilsin. 3.2.4 Sonug

geregince C; kodunun parametreleri,

ki>degGi+1—g;,=7r+1—g; (3.24)
ve
di > N(Fl) - degGi = N(Fl) -1 (325)

esitsizliklerini saglar. BOylece,

R, =R(C) =12 — 9 yeg, =6(C)>1—- -4

N(F) N(F) N(F)) (3.26)

elde edilir. Genellestirme kaybina ugramaksizin (R;);»; Ve (C;);»1 dizilerinin yakinsak
oldugu varsayilabilir. Diger durumda uygun bir alt dizi secilir. R; —» R ve §; — § oldugu
kabul edilsin. (3.26) de verilen esitsizliklerde i — oo i¢in limite gecilirse, (3.22) ve (3.23)
geregince R > 1— 8 — A(q)~* ve § = 6 elde edilir.

Her i > 1 igin 8; < 1 oldugundan § < 1 dir. Bdylece a4 fonksiyonunun tanimi
geregince aq(S) >R>1-6—A(q)"! olur. 3.4.2 Onerme geregince a4 fonksiyonu
artmayan oldugundan «,(8) = a,(6) =1—6 —A(g)™* bulunur. Boylece 3.4.8

Onerme kanitlanmis olur [2].
3.4.9 Lemma: En az bir [ > 0 tamsayis1 igin ¢ = 12 ise A(q) = q*/? — 1 dir [2].

Siradaki teorem kanitiyla birlikte verilmistir.
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3.4.10 Teorem ( Tsfasman-Vladut-Zink Sinir1): En az bir [ > 0 tamsayisi i¢in
g =12 olsun. O zaman 0 < § < 1 — (g2 — 1)~1 igin g (8) = 1 — (g2 —1)"" =6
dir [2,6].

Kanit:

En az bir [ > 0 tamsayis1 i¢in ¢ = [? oldugundan 3.4.9 Lemma geregince A(q) =
q*/? —1 dir. Bu durumda q > 2 olacagindan A(q) > 1 dir. Boylece 3.4.8 Onerme
geregince 0<6<1-(qg"2-1)"' icin a,(8)=1-(q"/?- 1)_1 — 6 elde
edileceginden kanit tamamlanir.

q = 1? > 49 olacak sekildeki her [ > 0 tamsayis1 icin Tsfasman-Vladut-Zink

Sinir1, Gilbert-Varshamov Sinirini belli bir aralikta gelistirmektedir. Sekil 3.2 de ¢ = 64

icin bu sinirlar gosterilmistir [2].
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Sekil 3.2 g = 64 igin sinirlar [2].

3.5 Cebirsel Geometrik Kodlarm Minimum Uzakhg i¢cin Taban Simirlar:

Cebirsel geometrik kodlarin, tasarlanmis uzakligini gelistirmek igin g¢esitli
metodlar kullanilmistir. Bu metodlar iki ana kategoriye ayrilabilir. Bunlardan ilki mertebe

siiridir. Mertebe sinirmin temeli, Feng ve Rao'nun tnli [8] makalesine dayanmaktadir.

Kullanilan diger metod ise taban smiridir. Bir kaci harig, cebirsel geometrik
kodlarin minimum uzaklig1 i¢in bilinen tiim alt sinirlar bu iki metodun 6zel hali olarak

ifade edilebilir. Bu kisimda taban sinir1 incelenecektir.

Bir divizOriin "tabani" ilk olarak Maharaj ve Matthews tarafindan [9] de
tanimlanmistir. Daha sonra bu tanim yardimiyla cebirsel geometrik kodlarin tasarlanmis
uzaklig1 tizerinde bir dizi gelisme elde edilmistir. Bu nedenle bu sinirlar literatiirde taban

sinirlar olarak bilinmektedir.
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3.5.1 Tammm: F / FF, fonksiyon cisminin herhangi iki A, B € Div(F) divizori géz
oniine almsm. gcd(4, B) = Y pep, min{vp(A),vp(B)}. P divizorine, A ve B nin en

blyuk ortak divizort denir [10].

3.5.2 Onerme: F / F, fonksiyon cisminin £(G) > 0 ézelligine sahip herhangi bir
G € Div(F) diviz0rii g6z 6niine alinsin. F / IF, fonksiyon cisminin L(G) = L(G") olacak
sekildeki, minimum dereceye sahip divizori G' € Div(F) olsun. O zaman G = G' dir.
Ustelik, bu 6zelliklere sahip olan G’ € Div(F) divizori tek sekilde belirlidir [10].

3.5.3 Tamm: F / F, fonksiyon cisminin £(G) > 0 dzelligine sahip herhangi bir
G € Div(F) diviz0rii g6z 6niine alinsin. F / IF, fonksiyon cisminin L(G) = L(G") olacak
sekildeki, minimum dereceye sahip ve teklikle belirli G’ € Div(F) divizorine, G

divizOriniin tabani denir ve G € Div(F) divizOriniin tabani |G| ile gosterilir [10].

Simdi verilen bir divizoriin tabanin1 bulmaya yardimci olabilecek birkag¢ sonug

verilecektir.

3.5.4 Onerme: F / F, fonksiyon cisminin £(G) > 0 dzelligine sahip herhangi bir
G € Div(F) divizori goz oniine alinsin. E = gcd(G + (x) | x € L(G) \ {0}) efektif

diviz0ri tanimlansin. O zaman |G| = G — E dir [10].

Taban kavraminin daha iyi anlasilabilmesi i¢in siradaki teorem kanitiyla birlikte

verilmistir.

3.5.5 Teorem: F / FF, fonksiyon cisminin efektif bir ¢ € Div(F) divizoru géz

Ontine alinsin. O zaman |G| divizori de efektiftir. Ayrica supp|G]| S suppG dir [10].
Kanit:

E =gcd(G+ (x) | x € L(G) \ {0}) efektif divizOrii g6z oniine alinsin. Herhangi

bir P € Py place'i igin _min v, (x) = —1,(G — E) oldugu biliniyor. 3.5.4 Onerme

L6 0y

geregince |G| = G — E oldugundan xEZ?Gl)ri{O} v, (x) = —v,(|G]) olur.

G = 0 oldugundan, Riemann-Roch uzaymin tammindan F, < £(G) olur. Bu

' <
sebeple xe%)r{{o} vp(x) < 0 dir.
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Boylece her P € Pr place'i icin v,(G) = v,(|G]) = — n v,(x) =0

mi
x€L(G)\{0}

olacagindan kanit tamamlanmis olur [10].

Bir divizoriin taban1 kavrami Uzerinde calisilmasinin temel amaci, bir cebirsel
geometrik kodun minimum uzakligi lizerinde gelisme elde edebilmektedir. Simdi bu

kavram kullanilarak elde edilebilecek en basit gelisme verilecektir.

C:(D, G) kodunun minimum uzakliginin anlamli bir alt sinirim1 elde edebilmek

icin degG < n oldugu varsayilacaktir. Boylece C.(D, G) # 0 olacagindan £(G) > 0 dur.

3.5.6 Teorem: k > degG — g + 1 ved > n — deg|G] olmak Uzere C.(D, G) bir
[n, k, d] koddur [10].

Simdi bir divizérin tabani kavrami kullanilarak elde edilen ilk 6nemli sonug

verilecektir.

Cqo(D, G) kodunun minimum uzakligimin anlamli bir alt sinirin1 elde edebilmek
icin bundan sonraki kisimda degG > 2g —2 oldugu varsayilacaktir. Boylece
Ca(D, G) # 0 dir. Siradaki teorem kanitiyla birlikte verilmistir.

3.5.7 Teorem ( Maharaj-Matthews-Pirsic Stmir1 ): Her i € {1, ...,n} i¢in P; &
suppH olacak sekilde efektif bir H € Div(F) divizorii géz oniine alinsin ve G = H +
|H] ve Ey = H — |H] divizorleri tanimlansin. O zaman Cq(D,G), k > n —degG + g —
1ved=>degG— (2g —2) +degEy = 2.degH — (2g — 2) olmak Uzere bir [n, k,d]
koddur [10].

Kanit:

degG > 2g — 2 oldugundan 3.2.7 Teorem geregince k >n—degG +g—1

olur.

Simdi d > 2degH — (2g — 2) oldugu gosterilecektir. Co(D, G) # 0 oldugundan
en az bir w € Qp(G — D), w # 0 Weil diferansiyeli icin, minimum agirliga sahip olacak
sekilde en az bir (wp, (1), wp, (1), ..., wp, (1)) kod sozciigii vardir. Bu kod sdzciigiiniin
agirhgr d > 0 olsun. (wp, (1), wp, (1), ...,wp, (1)) kod sdzciigiiniin ilk d bileseninin

sifirdan farkli ve digerlerinin sifir oldugu varsayilabilir.
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D' = Y% . P; divizrii goz oniine alinsin. (w) = G — D' oldugu gosterilecektir.
w € Qp(G — D), w # 0 oldugundan 2.3.43 Not geregince (w) = G — D olur. Boylece
[ =lgs1,lgezs o ln iGN vp (w) = —1 bulunur. Ayrica @ =igpq,igen rin iGN
wp,(1) = 0 oldugundan (3.7) geregince vp,(w) = 0 olur. Bu sebeple (w) =G — D’

oldugu goriilmiis olur.

Simdi i = iy,i3,...,1g i¢in vp (w) = —1 oldugu gosterilecektir. (w) =G — D
oldugundan vp (w) = —1 olur. Ayrica i = iy, iy, ..., 4 i¢in wp, (1) # 0 oldugundan (3.7)
geregince vp,(w) < —1 olur. Bu sebeple i =iy, iy, ..,ig i¢in vp (w) =—1 oldugu

gOriilmiis olur.

Boylece i = iy, iy, ..., g iCin P; & suppA olmak lzere, (w) = G — D' + A olacak
sekilde en az bir A € Div(F), A = 0 divizorii vardir. Bir dogal divizérin derecesinin

2g — 2 olacagi goz oniinde bulundurulursa, d = degG — (2g — 2) + degA elde edilir.

Istenilen esitsizligin saglandigin1 gdstermek i¢in degA > degEy oldugunu
gostermek yeterlidir, H+ A > H oldugundan 2.3.12 Lemma geregince degA >
¢(H + A) — £(H) elde edilir. #(H) = ¢(|H]) oldugundan degA = ¢(H + A) — ¢(|H])
olur. A+ |H]| > |H] oldugundan 2.3.12 Lemma geregince L(|H|) S L(A + |H])
olacagindan ¢(|H|) < ¢(A + |H]) olur. Boylece degA = #(H + A) — £(A + [H]) elde

edilir.

Son olarak degEy = ¢(H + A) — €(A + |H]) oldugu gosterilecektir. (w) bir
dogal divizor oldugundan Riemann-Roch Teoremi ( 2.3.48 Teorem ) geregince,

t(H+A) =deg(H+A) +1—g+¢((0)—H—A) (3.27)
ve
A+ |H]) =deg(A+HD+1—g+¢((w) — A—H]) (3.28)

olur. (3.27) ve (3.28) geregince ¥(H + A) — ¢(A + |H|) = degEy + ((w) —H — A) —
?((w) —A—[H]) =degEy + ¢(|H] — D) — €(H — D") bulunur.
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Bu nedenle degEy = ¢(H + A) — (A + |H)) oldugunu gostermek igin £(|H| —
D") = ¢(H — D") oldugunu gostermek yeterli olacaktir. H — D' < H oldugundan 2.3.12
Lemma geregince L(H —D") € L(H) = L(|H|) olur. Béylece L(H—-D") = L(H —
DYNn L(|H]) = L(gcd(H — D', |H])) olur.

H > 0 oldugundan 3.5.5 Teorem geregince supp|H] S suppH dir. Ayrica 3.5.2
Onerme geregince H > |H| ve hipotez geregince suppH N suppD = @ oldugundan
gcd(H — D', |H]) = |H| — D' olur.

Boylece L(H — D") = L(|H] — D") olacagindan 3.5.7 Teorem kanitlanmig olur
[10].

Simdi Maharaj-Matthews-Pirsic smirmnin sonuglar1 tizerinde durulacaktir. Bu

amagla siradaki 6nerme verilecektir.

3.5.8 Onerme: ny, ..., n,, = 0 tam sayilar1 ve F / F, fonksiyon cisminin ikiser

ikigser farkli Qy, ..., Q,, rasyonel placeleri géz oniine alinsin. (ny,...,n,,) elemaninin,
(Q4, ---, @) placelerinin Weierstrass bosluk kiimesinin bir elemani olmasi igin gerekli ve
yeterli kosul (X2, n;. Q) = £((nj — 1).Q; + X% ;1. Q) olacak sekilde bir j €

{1, ..., m} elemaninin var olmasidir [10].

Herhangi bir place'in Weierstrass bosluk kiimesi klasik olarak ¢alisilan bir konu
olmakla beraber, iki farkli place'in Weierstrass bosluk kiimesi [11] de ve iki veya daha

fazla farkli place'in Weierstrass bosluk kiimesi [12] de tanimlanmustir.

Weierstrass bosluk kiimeleri kullanilarak, cebirsel geometrik kodlarin minimum
uzaklig1 tizerinde gelismeler elde edilmistir [13, Teorem 3.3, 14, Teorem 3.4]. [13,
Teorem 3.3] ve [14, Teorem 3.4], 3.6.8 Teoreminin 6zel durumlaridir [10]. Sekil 3.3 de

bu gelismeler verilmistir.
Simdi bir 6rnek verilecektir.

3.5.9 Ornek: y& —y = x10 — x3 esitligi ile tanimlanan Fg(x,y) / Fg fonksiyon

cismi g6z Oniine alinsin. Bu fonksiyon cismi bazen Fg Gizerinde Suzuki fonksiyon cismi
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3.6.8 Teorem

[14, Teorem 3.4]

[13, Teorem 3.3]

Sekil 3.3

olarak da isimlendirilir ve cinsi g = 14 tur. Fg(x,y) / Fg fonksiyon cisminin a, 5 € Fg

icin P, p ve P,, olmak (izere 65 tane rasyonel place'i vardir [10].

G = 27.P, + 22. Py, olsun. Fg(x,y) / Fg fonksiyon cisminin, P, ve Py, dan
farkli rasyonel placelerinin toplami1 D = P; + -+ 4+ Pg3 olmak lzere Cq(D, G) cebirsel

geometrik kodu goz 6niine alinsin.

3.5.7 Teoreminin kullanilabilmesi i¢in, G = H + |H| olacak sekilde bir H €
Div(Fg(x,y)) divizOrinin bulunmasi1 gerekmektedir. H = 14.P,, + 11. Py, divizori
icin |H| = 13. P, + 11. Py, dir [10]. Boylece 3.5.7 Teorem geregince d > 2.degH —
(2g — 2) = 2.25 — (2.14 — 2) = 24 olur.

Ayrica 2g—2=26<deglG =49 <n =63 oldugundan 3.2.7 Teorem
geregincek =n+g—1—degG =63+ 14 —1—49 = 27 olur.

Boylece uzunlugu 63 olan Cq(D,G) cebirsel geometrik kodunun boyutu 27,
minimum uzakligi en az 24 tlr. Cq(D, G) kodu, Fg tizerinde uzunlugu 63 ve boyutu 27
olan kodlar arasinda bilinen en iyi koddur [10]. Ayrica [13, Teorem 3.3] ve [14, Teorem

3.4] bu koda uygulanamamaktadir.
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Maharaj-Matthews-Pirsic siniri, B. Lundell ve J. McCullough tarafindan

gelistirilmistir [15]. Siradaki teorem kanitiyla birlikte verilmistir.

3.5.10 Teorem ( Lundell-McCullough Simin1 ): Z >0, L(A) = L(A - Z),
L(B) = L(B + Z) kosullarini saglayan A, B, Z € Div(F) divizorleri goz oniine alinsin.
(suppA U suppB U suppZ) N suppD = @ olsun. O zaman G = A+ B olmak Uzere,
d(Cq(D,G)) = degG — (2.g — 2) + degZ dir [15].

Kanit:

Cq(D, G) # 0 oldugundan en az bir w € Qg (G — D), w # 0 Weil diferansiyeli
i¢in, minimum agirhiga sahip olacak sekilde en az bir (wp, (1), wp,(1), ..., wp (1)) kod
sozciigii vardir. Bu kod sézciigiiniin agirhgr d > 0 olsun. (wp, (1), wp, (1), ..., wp (1))

kod s6zciigiiniin ilk d bileseninin sifirdan farkli ve digerlerinin sifir oldugu varsayilabilir.

D' = Y% . P; divizorii goz oniine alnsin. 3.5.7 Teoremde de oldugu gibi i =
i1,02, ., ig iCIN P; & suppE olmak lizere, (w) = G — D' + E olacak sekilde en az bir E €
Div(F), E = 0 divizori vardir. Bir dogal divizorin derecesinin 2g — 2 olacagi goz

onunde bulundurulursa, d = degG — (2. g — 2) + degE elde edilir.

Istenilen esitsizligin saglandigim gostermek icin degE = degZ oldugunu
gostermek yeterlidir. A+ E > A oldugundan 2.3.12 Lemma geregince degE >
?(A+E)—2(A) olur. £(A) = (A —Z) oldugundan degE = ¢(A+E)—+¢(A—Z)
bulunur. A+ E—-Z > A -7 oldugundan 2.3.12 Lemma geregince L(A—Z) S
L(A+E —Z) olacagindan £(A—Z2) < ¢(A+ E —Z) olur. Boylece degE = ¢(A +
E)—4(A+E —Z)olur.

Son olarak degZ = ¢(A+ E) — (A + E — Z) oldugu gosterilecektir. (w) bir
dogal divizor oldugundan Riemann-Roch Teoremi ( 2.3.48 Teorem ) geregince,

P(A+E)=deg(A+E)+1—-g+¢((w)—A—E) (3.29)
ve
P(A+E—-Z)=deg(A+E—-2)+1—-g+¢t(w)—A—E+2) (3.30)
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olur. (3.29) ve (3.30) esitlikleri geregince #(A + E) —¢(A+ E — Z) = degZ + *((w) —
A—E)—¢(w)—A—E+Z)=degZ+ ¢(B—D")—+¢(B+ Z — D") bulunur.

Bu nedenle degZ = #(A + E) — ¢(A + E — Z) oldugunu gostermek i¢in #(B —
D"y =4(B+Z—D'") oldugunu gostermek yeterli olacaktir. B+Z —D'<B+Z
oldugundan 2.3.12 Lemma geregince L(B + Z — D') € L(B + Z) = L(B) olur. Bdylece
LB+Z—-D")=LB+Z-D")NnL(B)=L(gcd(B+ Z — D’',B)) bulunur.

(suppB U suppZ) N suppD = @ ve Z = 0 oldugundan gcd(B+Z — D',B) =
B — D' dir.

Boylece L(B+ Z — D') = L(B — D") olacagindan (B —D') =¢(B+Z —D")
olur. Dolayisiyla 3.5.10 Teorem kanitlanmis olur [15].

Simdi Lundell-McCullough smirinin sonuglari tizerinde durulacaktir.

3.5.11 Sonu¢: Maharaj-Matthews-Pirsic sinir1, Lundell-McCullough smirinin

Ozel bir durumudur [15].
Kanit:

A=H, B=|H| ve Z=H— |H] divizorleri géz 6niine alinsm. 3.5.2 Onerme
geregince H > |H| oldugundan Z > 0 dir. Ayrica L(A) = L(A—Z), L(B) =L(B+ Z)
dir.

H > 0 oldugundan 3.5.5 Teorem geregince supp|H| S suppH dir. Her i €
{1,...,n} igin P; ¢ suppH oldugundan (suppA U suppB U suppZ) N suppD = @ dir.

Boylece 3.5.10 Teoreminin 6n kosullart saglanmis olur.

3.5.10 Teorem geregince G = A+ B olmak uzere, d(Cq(D,G)) = degG —
(2g — 2) +degZ = 2.degH — (2g — 2) oldugundan istenilen elde edilir.

Sonug olarak 3.5.11 Sonug kanitlanmis olur.

Herhangi bir G € Div(F) divizorii verildiginde, G = H + |H| olacak sekilde bir

H € Div(F), H = 0 divizori bulunamayabilir. Bu nedenle Maharaj-Matthews-Pirsic
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siirinin kullanilamayacagi durumlar vardir. Ancak A = G ve B = Z = 0 olarak alinirsa,

Lundell-McCullough sinirt daima kullanilabilir.

C. Kirfel ve R. Pellikaan, bir P € P place'inin Weierstrass bosluk dizisini
kullanarak, cebirsel geometrik kodlarin minimum uzakligi {izerinde gelisme elde

etmislerdir [16].

3.5.12 Tammm: Herhangi bir P € P place'i ve A € Div(F) divizori géz énine
alinsin. L(A+ a.P) = L(A+ (a —1).P) olacak sekildeki bir a € Z tamsayisina, P
place'inde bir A-bosluk denir [15].

3.5.13 Teorem ( Kirfel-Pellikaan Sinir1): Her i € {1, ...,n} icin P # P; olacak
sekilde bir P € P place'i ve (suppF U suppG) N suppD = @ kosulunu saglayan F, G €
Div(F) divizorleri géz oniine alinsin. @, ¢ + 1, ..., @ + t € Z tamsayilarinin her biri, P
place'inde bir F-boslukve f — t,f —t + 1, ..., B € Z tamsayilarinin her biri, P place'inde
bir G-bosluk olsun. O zaman H = F + G + (a + § — 1). P olmak Uzere, d(Cq(D, G)) =
degH — (2g — 2) + (t + 1) dir [15].

Siradaki sonug kanitiyla birlikte verilmistir.

3.5.14 Sonug: Kirfel-Pellikaan siniri, Lundell-McCullough sinirinin 6zel bir
durumudur [15].

Kanit:

A=F+(a+t).P, B=G+ (B —-t—1).P ve Z = (t+ 1).P divizorleri goz
onune alinsin. Z > 0 dir. Ayrica (suppA U suppB U suppZ) N suppD = @ dir.

a,a+1,..,a+t€Z tamsayillarinin her biri, P place'inde bir F-bosluk
oldugundan L(F + (a + t).P)=L(A+ (a+t—1).P)=-+ =L(F + (e — 1).P) olur.
Boylece L(A) = L(A — Z) elde edilir.

B—t,f—t+1,.., B €Z tamsayillarmin her biri, P place'inde bir G-bosluk
oldugundan L(G+B.P) = L(G+(B—1).P) == L(G+ (B—t—1).P) olur.
Boylece L(B) = L(B + Z) elde edilir.
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O zaman 3.5.10 Teorem geregince G = A + B olmak Uzere, d(Cq(D,G)) =
degG — (29 —2) +degZ =deg(F+ G+ (a+ —1).P) — (29 —2) + (t + 1) olur.

Bdylece 3.5.14 Sonu¢ kanitlanmis olur [15].

Bunlara ek olarak [17, Teorem 2.1],[13, Teorem 3.4] ve [14, Teorem 3.3], 3.5.10

Teoreminin 6zel durumlaridir [18]. Sekil 3.4 de bu gelismeler verilmistir.

Simdi Lundell-McCullough sinirinin, kodlara nasil uygulanacagina dair 6rnekler

verilecektir. Bu amacla 6nce siradaki tanim verilecektir.

3.5.15 Tamm: y? +y = x9*" esitligi ile tammlanan F 2(x,y) / F,2 fonksiyon

cismine Hermitian fonksiyon cismi denir ve cinsi g = q.(q — 1) / 2 dir [10].

Her a € F 2 elemani igin, B9 + 8 = a?*! esitligini saglayan tam olarak q tane
B € Fy 2 elemam vardir. Fg2(x,y) / F,2 Hermitian fonksiyon cisminin bu sekildeki «,
B € F,2 elemanlarina karsilik bir P, g rasyonel place'i vardir. Boylece Fz(x,y) / F2
Hermitian fonksiyon cisminin, x ve y elemanlarinin ortak kutbu P,, da dahil olmak tizere

toplam g3 + 1 tane rasyonel place'i vardir.

3.5.16 Ornek: y* +y = x° esitligi ile tanimlanan Fy4(x,y) / F;e Hermitian
fonksiyon cismi g6z oniine alinsin. Bu fonksiyon cisminin cinsi 6 dir ve 65 tane rasyonel
place'i vardir. Ayrica L(11.P,) = £L(10.P,) ve L(7.P,) = L(6.P,) dur.

A=11.P,, B = 6.P, ve Z = P, olsun. F,4(x,y) / [F,¢ fonksiyon cisminin, P,
dan farkli rasyonel placelerinin toplami D = P; + -+ + Py, ile g6sterilsin. O zaman G =
A+ B olmak (zere 3.5.10 Teorem geregince d(Cq(D,G)) = degG — (29 —2) +
degZ =17 — (2.6 —2) + 1 = 8 olur.

Co(D, G) kodunun tasarlanmis uzaklhigi degG — (2g —2) =17 - (2.6 —2) =7
dir. Boylece Lundell-McCullough sinirt kullanilarak, tasarlanmis uzaklik {izerinde 1
birim gelisme elde edildigi gosterilmis olur. Bu gelisme Kirfel-Pellikaan simir1
kullanilarak da elde edilebilir. Ancak G = H + |H| olacak sekilde bir H €
Div(F44(x,y)) divizbrii olmadigindan, Maharaj-Matthews-Pirsic sinir1 bu koda

uygulanamamaktadir.

63



3.6.11 Teorem

|

3.6.14 Teorem 3.6.8 Teorem [14, Teorem 3.3]
[17, Teorem 2.1] [13, Teorem 3.4]
Sekil 3.4

[19] geregince Cq(D,G) kodunun minimum uzakhig 8 dir. Boylece Lundell-

McCullough ve Kirfel-Pellikaan sinirt minimum uzakligi karsilamaktadir [15].

3.5.17 Ornek: 3.6.17 Ornekte verilen F,¢(x,y) / [F1¢ fonksiyon cismi g6z 6niine
almsm. Fy4(x,y) / F1¢ fonksiyon cisminin, Py, Ve P, dan farkli rasyonel placelerinin
toplam1 D = P; + ---+ Pg3 ile gosterilsin. G = 2. Py + 8. P, olmak uzere Cq(D,G)

kodu g6z oniine alinsin.

L(2.Pyo+ 6.Py) = L(5.Py) Ve L(2.Py + 3.Pp) = L(2.P,) dir. A = 2. Py +
6.Po, B=2.P, ve Z=2.Pyy+P, olmak lzere 3.6.11 Teorem geregince
d(Cq(D,G)) = degG — (2g —2) + degZ = 10 — (2.6 — 2) + 3 = 3 elde edilir.

Cq(D, G) kodunun tasarlanmis uzakligi degG — (2g —2) =10 - (2.6 —2) =0
dir. Boylece Lundell-McCullough sinir1 kullanilarak, tasarlanmis uzaklik {izerinde 3

birim gelisme elde edildigi gosterilmis olur [15].

Efektif divizorlerin kullanilmasi durumunda, Maharaj-Matthews-Pirsic sinir1 ve
Kirfel-Pellikaan sinir1 bu gelismeyi saglayamamaktadir. G = H + |H] olacak sekildeki
en iyi H € Div(F4(x,y)) divizorinin secimi, H = 2. Py, + 4. P, dir. Bu durumda
Maharaj-Matthews-Pirsic st geregince d > 2.degH — (29 —2) = 2.6 — (2.6 —

2) = 2 elde edilir. Benzer sekilde Kirfel-Pellikaan simiri i¢in en ideal secgimler
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yapildiginda F =G = 2.Pyg+4.Py, P =Py, a =1, f =1 ve t =1 olmak uzere
Cq(D, G) kodunun minimum uzakligi i¢in d > 2 elde edilir [15].

A ve B divizorlerinin efektif oldugu durumlarda Lundell-McCullough siniri,
tasarlanmis uzaklik ilizerinde genellikle iyi sonuglar vermektedir. Simdi A veya B
divizorlerinin efektif olmadigi durumlarda Lundell-McCullough sinirinin daha iyi

sonuglar verebilecegi gosterilecektir.

3.5.18 Ornek: 3.5.9 Ornekte verilen Fg(x,y) / Fg Suzuki fonksiyon cismi goz
Ontine alinsmn. P, dan farkli rasyonel placelerinin toplami D = P; + -+ 4 Py, ile

gosterilsin. G = 32. P,, olmak izere Co (D, G) kodu gz 6niine alinsin.

L(=5.Pyo + 17.P,) = L(=5.Pyo + 15.Py) Ve L(5. Py + 15.P,,) = L(5.Py
+ 13.P,) dir. Béylece A = 5.Pyy + 15. P, B = —5.Py, + 17.P,ve Z = 2. P, olmak
Uzere 3.5.10 Teorem geregince d(Cq(D,G)) = degG — (29 — 2) + degZ = 32 —
(2.14 — 2) + 2 = 8 elde edilir.

A ve B divizorleri efektif olacak sekilde en ideal se¢imler yapildiginda, Cq (D, G)

kodunun minimum uzakligi i¢in d > 7 elde edilir [15].

Lundell-McCullough sinir1 C. Giineri, H. Stichtenoth ve I. Taskin tarafindan
gelistirilmistir [18].

Siradaki lemma kanitiyla birlikte verilmistir.

3.5.19 Lemma: L(A) € L(B), H = 0 ve her P € suppH place'i icin vp(A) =
vp(B) olacak sekildeki A, B ve H € Div(F) divizorleri géz 6niine alinsin. O zaman
L(A—H) S £(B - H) dir [18].

Kanit:

Herhangi bir x € L(A—H), x # 0 eleman1i goz Oniine alinsin. L(A — H)

Riemann-Roch uzaymnin tanimi geregince (x) = —A + H dir.

Herhangi bir P € suppH place'i icin vp(A) = vp(B) oldugundan vp(x) =
—vp(A) + vp(H) = —vp(B) + vp(H) olur. Boylece x € L(B — H) olur.
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Simdi herhangi bir P € suppH place'i goz oniine alinsin. H = 0 oldugundan A —
H < A dir. 2.3.12 Lemma geregince L(A — H) S L(A) € L(B) elde edilir. Boylece x €
L(B) dir. P & suppH oldugundan vp(H) = 0 olacagina dikkat edilirse vp(x) =
—vp(B) = —vp(B) + vp(H) bulunur. Béylece x € L(B — H) olur.

Sonug olarak L(A — H) € L(B — H) oldugu goriilmiis olur [18].

3.5.20 Sonug: L(A) = L(B), H =0 ve her P € suppH place'i icin vp(4) =
vp(B) olacak sekildeki A, B ve H € Div(F) divizorleri géz 6niine alinsin. O zaman
L(A—H)=L(B—H) dir [18].

3.5.21 Not: L(A) € L(B) ve H =0 olacak sekildeki A, B ve H € Div(F)
divizorleri g6z oniine alinsin. En az bir P € suppH place'i i¢in vp(A) # vp(B) olsun. Bu

durumda 3.5.19 Lemmanin ger¢eklenemeyebilecegi gosterilecektir.

A = P ve £(A) = 1 olacak sekilde bir P € Py place'i goz 6niine alinsin. B = 0 ve
H = P olsun. £(4) = 1 oldugundan L(A) = [, dir. Ayrica B = 0 oldugundan 2.3.11
Lemma a) geregince L(B) = F, dir. Bu durumda L(A) € L(B) olur.

Ancak L(A—H) = L(0) =F, ve 23.11 Lemma b) geregince L(B —H) =
L(—P) = {0} oldugundan L(A — H) € L(B — H) dir [18].

Siradaki teorem kanitiyla birlikte verilmistir.

3.5.22 Teorem ( Guneri-Stichtenoth-Taskin Simir1 ): (suppA U suppB U
suppC U suppZ) N suppD =@, L(A) =L(A—-2Z), LB)=L(B+Z) ve L(C)=
L(B) olacak sekildeki A, B, C ve Z € Div(F) divizorleri gbz oniine alinsin. O zaman
G = A+ B olmak Uzere d(Cq(D,G)) = degG — (2.g —2) +degZ + (i(A) —i(G —
C)) dir [18].

Kanit:

Cqo(D, G) # 0 oldugundan en az bir w € Qz(G — D), w # 0 Weil diferansiyeli
i¢in, minimum agirhia sahip olacak sekilde en az bir (wp, (1), wp,(1), ..., wp (1)) kod
sozciigii vardir. Bu kod sézciigiiniin agirhgr d > 0 olsun. (wp, (1), wp, (1), ..., wp (1))

kod s6zciigiiniin ilk d bileseninin sifirdan farkli ve digerlerinin sifir oldugu varsayilabilir.
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D' = Y% . P; divizorii goz oniine almsm. 3.5.7 Teoremde de oldugu gibi i =
i1,13, ..., Iq iCIN P; & suppE olmak Uzere, (w) = G — D' + E olacak sekilde enaz bir E €
Div(F), E = 0 divizorii vardir. Bir dogal divizorin derecesinin 2g — 2 olacagi goz

onunde bulundurulursa, d = degG — (2. g — 2) + degE elde edilir.

degE = degZ + (i(A) —i(G — C)) oldugu gosterilecektir. 2.3.25 Tanim
geregince i(A) =¢(A) —degA+g—1 ve i((A+E)=¢(A+E)—deg(A+E)+
g — 1 dir. Boylece degE = (Y(A+ E) —4(A)) + (i(A) —i(A + E)) dir.

Simdi ¢(A+E)—¢(A) = degZ oldugu gosterilecektir. 4(A) = ¥(A—Z)
oldugundan ¢(A+ E) —¢(A) = ¢(A+ E) — £(A—Z) olur. E = 0 oldugundan 2.3.12
Lemma geregince ¢(A+E)—¢(A—Z)=>¢(A+E)—¢((A—Z)+E) elde edilir.

Riemann-Roch Teoremi ( 2.3.48 Teorem ) geregince,

LA+E)=deg(A+E)+1—g+¢((w) —A—E) (3.31)
ve
L((A-Z2)+E)=deg(A-Z)+E)+1—g +2((w) — (A—Z) — E) (3.32)

oldugundan (A +E) — £((A—2) + E) = degZ + ¢((w) — A — E) — £((w) — (A —
Z) — E) olur. (w) = G — D' + E oldugundan degZ + £((w) — A — E) — £((w) — (A —
Z)—E) =degZ + ¢(B—D")— ¢((B + Z) — D') olur.

L(B)=L(B+Z) ve her PesuppD’ place'i icin vp(B) =vp(B+Z)
oldugundan 3.5.20 Sonug geregince (B — D') = £((B + Z) — D") olur. Boylece £(4 +
E) —4(A) = degZ oldugu goriilmiis olur.

Simdi i(G —C) = i(A+ E) oldugu gosterilecektir. 2.3.47 Teorem geregince
i(G—C)=*¢((w)—G+C) dir. (w) =G — D"+ E oldugu goz oniinde bulundurulursa
?((w)—G+C)=4(C—D"+E) elde edilirr E >0 oldugundan 2.3.12 Lemma
geregince £(C — D'+ E) = ¢(C — D") olur. L(C) = L(B) ve her P € suppD' place'i
icin vp(C) = vp(B) oldugundan 3.5.20 Sonug geregince £(C — D') = #(B —D") dir.
(w) =G — D'+ E oldugu goz oniinde bulundurulursa #(B — D") = £((w) —A — E)
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olur. 2.3.47 Teorem geregince i(A+ E) = £((w) — A — E) oldugundan i(G — C) =
i(A + E) oldugu goriilmiis olur.

Sonug olarak #(A+ E) — £(A) = degZ ve i(G—C) = i(A+ E) oldugundan
degE > degZ + (i(A) —i(G — C)) oldugu gorilmis olur. Boylece 3.5.22 Teorem
kanitlanmis olur [18].

3.5.23 Not: 3.5.22 Teorem goz oniine alinsin. € = B oldugu varsayilsin. G = A +
B oldugundan i(4) —i(G — C) = i(A) — i(4) = 0 olur. Boylece i(4) —i(G—C) =0
oldugu varsayilabilir [18].

3.5.24 Sonug: Lundell-McCullough sinir1, Gineri-Stichtenoth-Tagkin sinirinin
Ozel bir durumudur [18].

Kanit:

Z=>0,L(A)=L(A-2Z), L(B) = L(B + Z) olacak sekildeki A, B, Z € Div(F)
divizorleri goz oniine alinsin. (suppA U suppB U suppZ) N suppD = Pve G = A+ B

olsun. € = B olarak tanimlanirsa 3.5.22 Teoreminin 6n kosullar1 saglanmis olur.

Boylece 3.5.22 Teorem geregince d(Cq(D,G)) = degG — (2.g — 2) + degZ +
(i(A) — i(G — C)) olur. C = B oldugundan i(4) — i(G — C) = i(A) — i(A) = 0 dir. Bu
durumda d(Cq (D, G)) = degG — (2. g — 2) + degZ olacagindan istenilen elde edilir.

3.5.25 Ornek: 3.5.9 Ornekte verilen Fg(x,y) / Fg fonksiyon cismi gz 6niine

alinsin.

G = 17.P, + 11. Py olsun. Fg(x,y) / Fg fonksiyon cisminin, P, ve Py, dan
farkli rasyonel placelerinin toplami D = P; + -+ + Pg3 olmak Uzere Co(D, G) cebirsel

geometrik kodu goz oniine alinsin.

L(13.Py +3.Py9) = L(15.P, + 3.Pyp) Ve L(8.Pyp) = L(2.P, +8.Pyp) =
L(4.P, +8.Py,) dir. Bunedenle A = 15.P,, + 3.Pyo, B =2.P,, +8.Pyo, C =8.P,
ve Z = 2.P,, olarak tanimlanirsa 3.5.22 Teoreminin 6n kosullar1 saglanmis olur. Boylece
3.5.22 Teorem geregince d(Cq(D,G)) = degG — (2.9 — 2) + degZ + (i(A) —i(G —
C)) =28—-(2.14—-2)+ 2+ 1 =5 elde edilir.
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Lundell-McCullough smir1  bu gelismeyi saglayamamaktadir.  Lundell-
McCullough sinir1 geregince, C (D, G) kodunun minimum uzakligi i¢in d = 4 elde edilir
[18].

3.5.26 Not: 3.5.22 Teorem goz Oniine alinsin. L(A) = L(A — Z) oldugundan
2.3.25 Tanim geregince i(A —Z) —i(A) =¢(A—Z) —deg(A—Z)+g—1—+¢(A) +
degA —g+1=degZ olur.

Boylece degZ +i(A) —i(G—C) =i(A—Z)—i(G—C) elde edilir. 2.3.23
Teorem a) geregince i(G — C) = 0 oldugundan degZ + i(A) —i(G —C) <i(A—Z)
bulunur. Bu nedenle Giineri-Stichtenoth-Tagkin sinirt kullanilarak bir cebirsel geometrik
kodun tasarlanmis uzakligi iizerinde elde edilebilecek gelisme i(A — Z) sayist ile

siirhdir [18].

Guneri-Stichtenoth-Taskin sinir1, I. Duursma ve S. Park tarafindan gelistirilmistir
[20].

Siradaki lemma kanitiyla birlikte verilmistir.

3.5.27 Lemma: D', E = 0 ve suppE N suppD’ = @ olmak Uzere, (w) =G —
D' + E olacak sekilde bir w € Qp, w # 0 Weil diferansiyeli g6z oniine alinsin. Z > 0 ve
suppZ N suppD' = @ olmak lzere, G = A+ B + Z olsun. O zaman degD’ = ¢(A) —
¢(A—D")+¢(B) — ¢(B — D") dir [20].

Kanit:

@0 LA/ LA-D") — LIA+E)/LA+E—-D"), x + LA —-D)— x+
L(A+ E — D) seklinde tanimli doniisiim g6z oniine alinsin. ¢, doniisiimii iyi tanimli,

kapali ve FF,-lineerdir.

Kerg, = {L(A — D")} oldugu gosterilecektir. ¢,(L(A—D")) = L(A+E —D")
oldugundan L(A — D") € Ker¢; dir. Diger taraftan herhangi bir x + L(A — D") € Ker¢g,

eleman1 g6z oniine alinsin ve x € L(A — D) oldugu kabul edilsin.

x € L(A) oldugundan en az bir P € suppD' place'i icin vp(x) < —vp(A —D')
dir. Ayrica x + L(A—D") € Kerp; oldugundan x € L(A+ E — D") dir. Boylece
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vp(x) = —vp(A+ E — D") elde edilir. suppE N suppD’' = @ oldugundan vp(E) = 0
dir. Bu sebeple vp(x) = —vp(A — D) elde edilir. Ancak bu vp(x) < —vp(A —D")
olmasi ile gelisir. Bu nedenle x € L(A — D") dir. Béylece x + L(A — D") € {L(A — D)}

olacagindan istenilen elde edilir.
Kerg, = {L(A — D")} oldugundan ¢, doniisiimii birebirdir.

¢,:L(B)/L(B—-D") > LB+Z2Z)/L(B+Z—-D"), x + LB —-—D)—x+
L(B + Z — D') seklinde tanimli doniisiim g6z oniine alinsin. ¢, doéniisiimi iyi tanimli,

kapali ve [F-lineerdir. ¢, doniisiimiiniin birebir oldugu benzer sekilde gosterilebilir.

2.3.25 Tanim geregince i(A+E) =¢(A+E) —deg(A+E)+g—1vei(A+
E—-D")=¢(A+E—-D")—deg(A+E—D")+g—1 dir. Boylece degD' = ¢(A +
E)—¢(A+E—-D)+i(A+E —D") —i(A+ E) elde edilir.

2.3.47 Teorem geregince i(A+ E — D) =¢#((w) —A—E+ D) ve i(A+E)
?((w) — A —E) dir. (w) =G — D'+ E oldugu goz 6ntinde bulundurulursa degD’ =
Y(A+E)—¢(A+E-D")+¢(B+Z%2)—¢(B+Z—D")olur.

@1 Ve @, doniisiimleri birebir oldugundan sirasiyla,

LA+ E)—¢(A+E—D')>¢(4)— ¢(A—D") (3.33)
ve
¢(B+Z)—¢(B+Z—D')>4¢B)—£(B-D") (3.34)

olur. Boylece degD' = ¢(A)—¢(A—D")+¢(B)—¢(B—D") olacagindan kanit

tamamlanmis olur [20].

3.5.28 Not: 3.5.27 Lemma g6z 6niine alinsin. Z > 0 sart1 daha zayif olan L(B) <
L(B + Z) sart1 ile degistirilebilir. Ancak bu degD' i¢in daha iyi bir alt sinirin elde

edilmesini saglamaz.

L(B) € L(B + Z) ve suppZ N suppD’ = @ olmak Uizere, G = A + B + Z olsun.
Z*,Z= =0 ve suppZ* nsuppZ~ = @ olmak lzere Z = Z* — Z~ yazilabilir. Bdylece
Riemann-Roch uzay:1 tanimi geregince L(B) = L(B)NL(B+Z) = L(B—Z~) olur.
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Ayrica suppZ N suppD’ = @ oldugundan her P € suppD’ place'i icin vp(B) =
vp(B — Z7) dir. Boylece 3.5.20 Sonug geregince L(B — D") = L(B — Z~ — D") dir.

Zt >0 ve suppZ®nsuppD' =@ olmak lUzere G=A+B-2")+2Z*
seklinde yazilabileceginden 3.5.27 Lemma geregince degD' > ¢(A) —¢(A—D') +
¢(B—Z7)—#(B—27Z"—D")=4(A)—£(A—D") + £(B) — £(B — D') olur [20].

Siradaki teorem kanitiyla birlikte verilmistir.

3.5.29 Teorem ( ABZ Smr1 ): Z>0 ve (suppAU suppB U suppZ) N
suppD = @ olmak lzere, G = A + B + Z olsun. O zaman W € Div(F) bir dogal divizor

ve C = G — W olmak Uzere,
d(Cq(D,G)) =2¢(A) —¢(A—-C)++4(B)—¢(B—-0C) (3.35)
dir [20].

Kanit:

Cq(D, G) # 0 oldugundan en az bir w € Qg (G — D), w # 0 Weil diferansiyeli
i¢in, minimum agirhiga sahip olacak sekilde en az bir (wp, (1), wp,(1), ..., wp (1)) kod
sozciigli vardir. Bu kod sozciigiiniin agirhgi d > 0 olsun. (wp, (1), wp, (1), ..., wp, (1))

kod s6zciigiiniin ilk d bileseninin sifirdan farkli ve digerlerinin sifir oldugu varsayilabilir.

D' = Y& . P; divizorii goz 6niine almsm. 3.5.7 Teoremde de oldugu gibi w €
Qp(G —D") dir ve i =1iy,iy,..,04 i¢Cin P; & suppE olmak lzere, (w) =G—D'+E

olacak sekilde en az bir E € Div(F), E = 0 diviz0rii vardir.

Ayrica Z >0, suppZ NsuppD =@ ve G =A+ B+ Z oldugundan 3.5.27
Lemma geregince degD’ = £(A) — ¢(A—D') + £(B) — £(B — D) olur.

Simdi C = G — (w) olmak Ulzere degD’ = ¢(A) —¢(A—C) + £(B) —¢(B —
C) oldugu gosterilecektir. 2.3.47 Teorem geregince Qz(G —D") =~ L((w) — G + D")
olur. (w) —G + D' =D'—C dir. Ayrica w € Qg(G — D"), w # 0 oldugundan L(D' —
C) # {0} dir. 2.3.9 Teorem geregince H~D' — C ve H > 0 olacak sekilde en az bir H €
Div(F) divizoru vardir. Bu durumda A — C~A — D' + H olacagindan 2.3.10 Lemma b)
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geregince (A — C) =¢(A— D'+ H) olur. H = 0 oldugundan 2.3.12 Lemma geregince
¢(A—C)=+4(A—D") olur. Benzer sekilde ¢(B—C)=#¢(B—D') oldugu da
gosterilebilir. Sonug olarak degD' = #(A) — ¢(A—C) + £(B) — (B — C) oldugu

goriilmiis olur.
d(Cq(D,G)) = degD' oldugundan 3.5.29 Teorem kanitlanmis olur [20].

3.5.30 Not: 3.5.29 Teorem goz Oniine alinsin. ABZ siir1 kullanilarak bir cebirsel
geometrik kodun minimum uzakligi tizerinde elde edilebilecek gelismenin degC + degZ

say1st ile siirli olacagi gosterilecektir.

2.3.25 Tanim geregince i(A) =(A) —degA+g—1 ve i(A—C) =+4(A—
C) —deg(A—C)+ g—1dir. Boylece £(A) —¢(A—C)+¢(B) —4(B—C) =degC
+i(A) —i(A—-C)+¢(B)—4(B —C) olur. 2.3.47 Teorem geregince i(A) = ¢(W —
A)vei(A—=C)=¢(W —-A+C)dir. W = G — C oldugu da goz 6niinde bulundurulursa
2(A)—4(A—-C)+¢4(B)—4(B—-C)=degC+¢(B+Z—-C)—+¥¢B+2)+4B) —
£(B — C) bulunur. Yine 2.3.25 Tanim geregince i(B+Z—-C)=4(B+Z—-C) —
deg(B+Z—-C)+g—1vei(B—C) =¢(B —C)—deg(B—C)+ g —1oldugundan
2(A) —(A—C)+£(B)—£(B—C) =degC +degZ +i(B+Z—C) — £(B+2) +
¢(B) — i(B — C) olur. 2.3.47 Teorem geregince i(B+Z —C) =¢(W —-B —-Z + C) ve
i((B—C)=¢(W—-B+C) dir. Yine W = G — C oldugu goz 6niinde bulundurulursa
2(A) —4(A—C)++4(B)—¢(B—C) =degC +degZ +¢(A) —¢(A+Z2) + £(B) —
€(B + Z) elde edilir.

Z = 0 oldugundan 2.3.12 Lemma geregince Y(A+Z) = ¢(A) ve ¢(B+Z) =
£(B) olur. Boylece istenilen elde edilir [20].

3.5.31 Sonug: Guneri-Stichtenoth-Tagkin smiri, ABZ Sinirinin  6zel bir
durumudur [20].

Kanit:

(suppA U suppB U suppC U suppZ) N suppD = @, L(A) =L(A—Z),L(B) =
L(B + Z) ve L(C) = L(B) olacak sekilde 4, B, C ve Z € Div(F) divizorleri goz dnune

alimsmm ve G = A + B olsun.

72



Eger gerekli ise C divizorl, gcd(C, B + Z) divizoriiyle degistirilerek C < B + Z
oldugu varsayilabilir. Boylece en az bir H € Div(F), H = 0 divizori igcinC + H = B +
Z olur. Bu durumda G = (A—Z)+ C + H scklinde yazilabilir. Ayrica H >0 ve
(supp(A — Z) U suppC U suppH) N suppD = @ oldugundan 3.5.29 Teoreminin 0On
kosullar1 saglanmis olur. O zaman W € Div(F) bir dogal divizor ve T = G — W olmak
Uzere 3.5.29 Teorem geregince d(Cq(D,G)) =¢(A—2)—¢(A—Z—T)+£(C) —
2(C — T) olur. 3.5.30 Nottakine benzer bir sekilde (A —Z) —¢(A—Z —T) + £(C) —
¢(C—T)=degT + degH + ¢(A—Z2) —¢(A—Z + H) + ¢(C) — £(C + H) oldugu

gosterilebilir.

H=B+Z-C, L(B)=L(B+Z) ve L(C)=L(B) oldugu goz Oniinde
bulundurulursa £(C) — ¢(C + H) = 0 olur.

LA =LA-Z)veG=(A—Z)+ C+ Holdugundan (A —2) —¢(A—Z +
H) =4(A) — £(G — C) olur. 2.3.25 Tanim geregince i(A) = £(4) —degA+ g —1ve
i(G—-C)=4(G—-C)—deg(G—C)+ g —1 oldugundan ¢(A) — (G — C) = i(4) —
i(G—C)+degZ — degH elde edilir.

Ayrica T =G — W ve 2.3.49 Sonug geregince degW = 2g — 2 oldugundan
degT = degG — 2g + 2 dir.

Sonug olarak d(Cq(D,G)) = degG —2g + 2+ degZ + i(A) —i(G — C) elde

edileceginden kanit tamamlanir [20].

3.5.9 Ornekte verilen Fg(x,y) / Fg fonksiyon cismi goz oniine almsin. Fg(x, y) /
[Fg fonksiyon cisminin, P,, ve Py o dan farkli rasyonel placelerinin toplam1 D = P; + --- +
Pg3 ile gosterilsin. Lundell-McCullough, Giineri-Stichtenoth-Taskin ve ABZ sinir1 igin
en uygun se¢imler yapilarak elde edilen gelismeler sirasiyla djy, dgsr V€ dapyz ile
gosterilmek izere Tablo 3.1 de bu gelismeler verilmistir. dgop ile bu geometrik cebirsel

kodlarin tasarlanmis uzakliklar1 gosterilmektedir.
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Kod dgop dim dgsr dapz
Ca(D,G =22.P, +4.Py,) O 3 4 4
Ca(D,G =21.Py +5.Py9) O 3 4 4
Ca(D,G =20.Py +6.Pyg) O 4 5 5
Ca(D,G =20.P, +7.Py,) 1 4 5 5
Ca(D,G =23.P, +4.Py,) 1 4 5 5
Ca(D,G =21.P, +6.Py,) 1 4 5 5
Ca(D,G = 22.Py +6.Py) 2 5 6 6
Ca(D,G = 24.Py + 4.Py) 2 4 5 5
Ca(D,G = 24.P, +5.Py,) 3 5 6 6
Ca(D,G = 24.P, +6.Py,) 4 6 7 7
Ca(D,G = 26.P, +4.Py) 4 6 7 7
Ca(D,G = 24.P, +3.Pyo) 1 3 3 3
Co(D,G = 27.P,) 1 2 2 2
Ca(D,G = 30.P, + 1.Py,) 5 7 7 8
Ca(D,G =32.P, + 1.Pyy) 7 9 9 10
Co(D, G = 40.P,) 14 15 15 15

Tablo 3.1 [20].
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BOLUM 4

SONUCLAR VE TARTISMA

Bu ¢alismada, fonksiyon cismi teorisi ile kodlama teorisi arasindaki literatiirde
verilen iliski incelenmistir. Cebirsel geometrik kodlarin parametreleri hakkinda,
fonksiyon cismi teorisinin en 6nemli teoremi olan Riemann-Roch teoremi yardimiyla
yorumda bulunulabilir ve boylece iyi parametrelere sahip kodlar elde edilebilir. Reed-
Solomon, BCH ve "klasik" Goppa kodlar1 gibi pratikte kullanilan en dnemli kodlardan
bazilar1 cebirsel geometrik kodlar olarak temsil edilebilir. Belli cebirsel geometrik kodlar,
asimptotik Gilbert-Varshamov Sinirin1 gegmektedir. Ayrica bir divisoriin taban1 kavrami
yardimiyla cebirsel geometrik kodlarin tasarlanmis uzakligi tizerinde bir dizi gelisme elde

edilebilmektedir.
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