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OZET

Bu ¢alismada, birinci bolimde SU(2) ve SU(1,1) gruplar, bu gruplarn
parametrizasyonu , SU(2) ile SO(3) grubu ve SU(1,1) ile SL(2,R), SO(1,2)
gruplary arasindaki homomorfizma verildi. Tkinci  ve idgiinci  boliimde
asagidaki tiirden olan potansiyeller icin  verilen kuantum sistemlere
bakildi. Verilen kuantum sistemlerin hal fonksiyonlar, spektralari ve S-
matrisleri  bulundu. Ek A ‘da gruplarla baglanuli Homojen ve Simetrik
uzaylar, Laplace-Beltrami operatorii ve Integrallenebilir Kuantum Sistemler
hakkinda bilgi verildi. Ek B'de teorik ve pratik arastirmalarda énemli rol
oynayan ozel fonksiyonlar anlatldi. Ek C'de parg'aczglh dalga fonksiyonunu
veren Schrodinger denklemi, normallegtirme ve spektrum verildi.
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SUMMARY

In this study, the SU(2) and SU(1,1) groups, the parametrization of
these groups, the homomorphism between SU(2) and SO(3), SU(1,1) and
both SL(2,R), SO(1,2) groups are given in the first section. In section 2
and 3, quantum systems related to the potentials considered below are
analysed. The state functions, spectra and S-matrices of the given
quantum systems are found. The homogeneous and symmetric spaces,
Laplace-Beltrami operator and quantum integrable system connected to
groups are given in appendix A. The special functions which are
important in theoretical and practical researches are described in
appendix B. Finally in appendix C, the Schrodinger equation giving the
wave function of the particle, normalization and spectrum are presented.
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GIRIS

SU2) ve SU(1, 1) gruplarmn simetrik yiizeylerine bagh bir boyutlu tam
¢ozillebilen kuantum  sistemler ele alnmigtir. Bu  kuantum  sistemler,

genellestirilmig Péschl-Teller, Toda ve Morse potansiyellerini igermektedir.
A, , operatori X simetrik yiizeyinde tammlanmig Laplace-Beltrami

operatérii olup, serbest pargacifin Hamiltonyeni, 1 serbest pargacifin enerjisi,
ftx) hal fonksiyonu olmak iizere, X simetrik yiizeyinde verilmig serbest
parcacik hal denkleminin

AL,Bf(x):A./‘(x) , xeX
yiizeyde verilmis koordinat sistemine uygun gelen “radyal” kismu bir boyutlu
Schrodinger denklemine dénistiiriiliir. Bu  doniigiim J? =det(hij), (hij), X

yiizeyinde tanunlanmg metrik matris, H operatorii, V' potansiyeline sahip bir
boyutlu sistemin Hamiltonyeni olmak iizere

l .
A, = —— HT +sabit
R JJ

seklinde verilir. } potansiyelin ifadesi X yiizeyine ve bu yiizeyde segilmig
koordinat sistemine baghdir. # Hamiltonyeni ile verilen bir boyutlu kuantum
sistemin tam ¢Oziimiiniin varligi ve onun agik ifadesi, serbest pargacidin
simetri teorisinden belli ¢6zimiine dayamr. Bir boyutlu tam g¢ozilebilen
kuantum sistemlerin varhigi yiiksek boyutlu yiizeyde serbest pargacifin sahip
oldugu simetrinin bozulmas: sonucu gibi algilanmalidir.

F.Calogero ile baglayan bir boyutlu n pargacikli kuantum sistemlerin tam
¢oziimlerinin varhgnm genel ispati M.A. Olshanetsky ve M.A. Perelomov
[3] tarafindan Lie Cebiri teorisine dayanarak verilmistir. Bu ¢aliymada
sagilma hallerine sahip kuantum sistemler ele alindigr halde , bu tezde hem
sagilma hem de bagli hallere sahip kuantum sistemler ele alinmaktadur.



1. SU(2) ve SU(1,1) GRUPLARI
1.1. Grup.
G =@ bir kime, bu kimede o:GxG-G bir ikili islem verilmis olsun.

Vua,b (s igin aob eG, kapalilik 6zelligi
Va,b,c€G 1¢in (acb)oc=ao(boc), birlegme Ozelligi

o islemine gore G ’de bir birim eleman vardir.
JeeG 3 VaeG 1gin doe=¢eoq=gq dir
o islemine gore verilen her elemanim bir tersi vardir.

log=aqoa=l=¢ dir

VaeG igin JaleG >a
Bu oOzellikler1 saglayan (G,o) cebirsel yapisina grup denir. Ayrica, o
iglemine gore degisme oOzelligi var, Va,beG igin acb=boa ise gruba
Komutatf veya Abel grubu denir. Kompleks sayilar kiimesi C, toplama
iglemine goére grup olugturur, C, = C——{O} kiimesi de garpma islemine gére
grup olusturur. (R,+) kiimesi bir degigsmeli gruptur. Uzayda donmeler,
otelemeler, simetriler toplulugu da hareketler grubunu olusturur.

G grubunun eleman sayist # ise buna grubun mertebesi denir ve n=|G|
ile gosterilir. Sonlu sayida elemanm1 olan gruba sonlu grup, sonlu sayida
elemani olmayan bir gruba da sonsuz grup denir. Sonsuz grubun mertebesi de
sonsuz olarak tanmimlanir.

Grubun elemanlart reel parametrelerin bir kiimesiyle karakterize edilebilirse
gruba sirekli grup denir ve grubun mertebesi de bagimsiz parametrelerin
sayist olarak tamimlamir. Her bir donme (a,f,6) ii¢ bagimsiz parametreyle
verilebilir ki bunlar Euler agilandir ve bu kiime donmelerin  siirekli
grubudur.  x'=ax+b donisiimlerinin  kiimesi grup olusturur ve ab
parametreleri (—o,0) arah@inda tanimh oldugundan grup iki parametreli
siirekli grup olur.

G bir grup, H, G grubunun bog olmayan bir alt kiimesi olsun. H da
grup ise buna G 'nin bir altgrubu denir. F''n G grubunun bir altgrubu
olmast igin gerek ve yeter kosul Va,beH igin ab'eH olmasidir. e, G
grubunun birimi ise G ve {('}, G grubunun asikar altgruplandir.

H ve H, G grubunun iki altgrubu  olsun. H nH, = {e},
heH , hyeH, , geG is¢ g=hh olarak tek gekilde ifade edilsin ve
hh, =hh ise G grubu H, ve H, gruplarmin direkt ¢arpmmu olarak



yazilabilir, G=H, x H, = {(h1 h,)

birim eleman e = (e,,¢,) ve ters eleman g=(h,h), g =(h,h)" ="' dir
H, G grubunun bir altgrubu olsun. VheH ve VgeG igin ghg™ eH ise

h, €H,,h, € H,}. Direkt garpim uzaymnda

H altgrubuna invaryant veya normal altgrup denir.
geH , geG olmak izere gH = {ghg e(,h e H} kiimesine G de H

"n denklik simflar1 denir. Farkli g 'ler igin farkli denklik siniflann alinz. iki
denklik simifi ya ¢akisir yada kesigimleri bos kiimedir. Bu denklik smiflan G
grubunun bir aynsunm  olustururlar. A invaryant altgrup, H,aH,bH,...,
altkiimelerine grubun elemanlart olarak bakilabilir, bu durumda G/H grubu
boliim grubu olarak tammlanir.

G,,G, iki grup, f:G, —G, bir doniisim olmak iizere, g,heG, i¢in
f(gh)=f(g)f(h) isef doniigimine bir homomorfizma denir. G,,G, gruplan

arasindaki bire-bir homomorfizmaya izomorfizma denir ve bu iki grubun
izomorf oldugu séylenir, G, =G,. G, grubunun kendisine bir izomorfizmas:
otomorfizma olarak tamimlanir. G, grubunun g¢egitli elemanlan G, grubunun
ayni elemanina kars:1 gelebilir, 6zellikle G, grubunun e’ birim elemanmna. G,
grubunun e e,,... elemanlarin kiimesini £ ile gosterirsek bu G, grubunun
invaryant bir altgrubudur ve G,/£ bélim grubu G, grubuna izomorftur. E
altgrubu homomorfizmanin gekirdegi olarak tanimlanir.

Bir topolojik grubun parametrik uzayr R" uzayinda kompakt ise topolojik
grup kompakttir denir. Euclidean uzayda bir bolge kapali yani simirhi ve limit
noktalarim1 igeriyorsa kompakttir denir. Bununla beraber grupla parametrik
bolge topolojik esyapilh  olmahdir, baska sozle grubun elemanlarimn
komguluguna parametrik uzayda noktalarn komgulugu karsihk gelmelidir.
Topolojik grup yukanidaki ozelligi saglamiyorsa kompakt degildir denir.
U(n),8U (n),0(n),SO(n),Sp(n) gruplart  kompakt, GL(n),SL(n), U(p.q-p).
O(p.q - p),SU(p.q - p),S0(p,q - p) gruplart kompakt degildir.

G sirekli bir grup , a,beG . a b elemanlarina grubun parametrik
uzayinda A, B noktalan karsi gelsin. Eger 4, B noktalan verilen bolgede
siirekli bir yolla baglantilh ise, a, b elemanlart da G grubunda siirekli bir
yolla baglantili oldugu soylenir. Efer G grubunun herhangi iki elemam bu
sekilde bagl ise G grubuna baglantilidir denir.
GL(n,C),SL(n,C),SL(n,R),U(n),SU(n,)SO),U(p,q-p),SU(p,q—-p) gruplan .
baglantih , GL(n,R),0(n),SO(p,q— p),O0(p,q—-p) gruplart baglantilli degildir.
Baglantili bir G grubunda, eger herhangi kapali bir egri bir noktaya siirekli



sekilde Dbiiziilebilirse, grup basit baglantili, Dbiizillemiyorsa grubun ¢ok
baglantili oldugu sdylenir. G grubunda tiim kapali yollar belirli tiirden
siniflara ayrilirsa herbiri diferine siirekli olarak deforme edilebilir. Farkli
simiflarin sayist m ise QG gfubu m defa baglantilidir denir. SU(n) grubu
basit baglantili, SO(3) grubu iki defa baglantihdir.

Matrislerin  gruplar1 olarak tamimlanan siirekli lineer doniigiim gruplan
fiziksel uygulamalarda 6nemli rol oynar. Bu tiirden olan » boyutlu gruplan
ele alwsak ki her bir eleman » adet reel parametreyle verilebilir. Bu
durumda bu grubun elemanlan ile n-boyutlu reel Euclidean R” uzaym bir
bélgesinin  noktalart arasinda Dbire-bir uygunluk olusturmak miimkiindiir.
Grubun parametrelerinin verildigi bolge parametrik uzay olarak tanimlanir.
Belirli bir grup dogal olarak bir ¢ok koordinat sistemi kabul eder. Bunlarin
her biri grubun bir parametrizasyonu olarak tanimlanir.

G bir grup ;
- G bir analitik manifold,
- x> x”' doniigiimii analitik,
- GxG— G donigiimil de analitikse G grubuna bir Lie grubu denir.
R reel sayilar kiimesi bir Lie grubu olugturur. Manifold kompleks ise grup
kompleks Lie grubu olur. n-boyutlu kompleks Lie grubu 2n-boyutlu reel Lie
grubu olarak alinir. Lie grubunun boyutu manifoldun boyutuna esittir. Her
bir Lie grubu ayni zamanda bir topolojik gruptur.

nxn matris gruplanmn listesimi  verelim ki bunlar ayni zamanda Lie
gruplanidir.

GL(n,C) : M, kompleks regiiler matrislerin genel lineer grubu, detM =0,
boyutu r=2n" dir.
SL(n,C) : Ozel lineer grup, GL(n,(C) grubunun bir altgrubudur, detM =1,
boyutu r=2(n*-1) dir.
GL(nR) : M reel regiiler matrislerin genel lineer grubudur, detM =0,
boyutu r=n* dir.
SL(nR) : Ozel lineer grup, GL(nR) grubunun bir altgrubudur, detM =1,
boyutu r=#n*-1 dir
Um) : uu' =u'u=1 kosulunu saglayan kompleks matrislerin tniter
grubudur. ' de u matrisinin kompleks eslenigidir, boyutu » =n* dir.
SU(n) : Ozel initer grup, U(n) grubunun bir altgrubudur, detu =1,
boyutu r=n*-1 dir.



O(n,C): AA" =1 kosulunu saglayan 4 kompleks matrislerin ortogonal
grubudur, detA=%1, boyutu r=n(n-1) dir.
O(nR): AA"=1 kosulunu saglayan 4 reel matrislerin ortogonal
grubudur, det A=+1, boyutu r=n(m-1)/2 dir.
SO(n) : n boyutlu ozel ortogonal grup veya dénme grubu O(n) grubunun
bir altgrubudur, det 4=1, boyutu r=n(m-1)/2 dir.
Sp(n) : Simplektik grup, u'4u=4 kosulunu saglayan nxn iiniter matrislerin
grubudur. Burada A4 singiiler olmayan anti-simetrik matris , »* de
u matrisinin transpozudur, boyutu r=n(n+1)/2 dir.
Ulm,n-m) : AgA' = A kosulunu saglayan 4 kompleks matrislerin pseudo-
initer grubudur. Burada g, g, =-1, p+l<k<q ve g, =1,
1<k <p elemanh diagonal matristir, boyutu r=#n* dir.
SU(m,n-m) : Ozel pseudo-iiniter grup {(m,n-m) grubunun bir altgrubudur,
det A=1, boyutu r=n*-1 dir.
O(m,n-m) : AgAd' = A kosulunu saglayan A reel matrislerin pseudo-ortogonal
grubudur, boyutu r=n(m-1)/2 dir.
SO(m,n-m) : Ozel pseudo-ortogonal grup O(m,n-m) grubunun bir altgrubudur,
det A=1, boyutu r=n(n-1)/2 dir.
GL(n,C) grubunun her elemam 2»* boyutlu R . reel Euclidean uzayda bir

noktaya kargt gelir. Diger bitin gruplar GL(n,C) grubunun bir altgrubudur
ve uygun parametrik uzaylar R , uzaymin altuzaylandir.

1.2. SU@) Grubu.

Ozel uniter grup SU(2),
- Unimodiilerlik kosulu : detg=1,
- Uniterlik kosulu: g'g=1,
kogullanm saglayan 2x2, g matrislerinin grubudur. Burada g‘, g matrisinin
hermitik eglenigidir. Ug parametreli SU(2) grubu detg=1 olan tim 2x2
kompleks matrisleri igeren SL(2,C) o6zel lineer grubun bir altgrubudur.

g-—-(a ﬂ) e SL(2,C)
y 0

Uniterlik kosulundan &=a , y=4 ve iinimodiilerlik kosulundan da

2 q?zl

+

(24

“



alimr. Boylece SU(2) grubunun elemanlari
a p

g=| - _|eSUQ0O),
-f «

formunda ikinci mertebeden  inimodiler iiniter matrisler olup (@,
kompleks say1 giftiyle tek gsekilde belirlenir. a=x, +ix, ,8=x,-ix, geklinde
alrsak |of +|4" =1 kosulundan | =x?+xZ+x?+x?=1  bulunur.

X, +ix, —x, +ix4)

4 =1 (1.1

2
+

(74

xed, dx)eSUR) , D x= (x,,%,,X,,x,) ——>( _ .
x, +ix, X, —ix,

bire-bir ve orten donigim olmak iizere |x|' =det®(x)=1 kosulu saglanir.

Boylece SU(2) grubu bir topolojik uzay olarak , R* dért boyutlu reel uzayda
S birim kiiresine homomorf olur. Burada SU(2) grubunun manifolduyla S$*
birim kiiresinin 6zdes oldugu soylenir.

1.2.1. SU(2) Grubunun Parametrizasyonu.

Grubu ayni anda birden fazla parametreyle incelemek giictiir. Bu nedenle
grubun bir parametreli altgruplani verilir. Grubun bir parametreli altgruplarini
vermek demek grubun manifoldunda koordinat sistemi vermek demektir. Grup
bir gok koordinat sistemi kabul eder ki bunlarin her biri grubun bir
parametrizasyonu  olarak tamimlanir.  Yukanda verilen (a,5) kompleks
sayllan , |af, arg(a),arg(B) gibi ii¢ reel parametreyle verilebilir. a@.f#0 ise
(¢,0,) parametrelerini almak daha uygundur ki bu parametreler Euler

agilart olarak bilinir ve SU(2) grubunun elemanlarinin parametrizasyonunda
kullamilir. Bu parametrelerle ||, arg(a),arg(f) arasindaki bagmtilar

|a| = cos(8/2),|8 = sin(6/2) , arg(a) = (p+ )/ 2,arg(B) = (p— W+ m)/ 2
formiilleri ile verilir. (¢,0,y) parametreleri 0< (27, 0< &w, —27< Y27
seklinde tamimlansin. (a,8) — (@, 0y) déniigimii  bire-bir dir. Boylece
(¢,6, ¥) parametrizasyonu SU(2) grubunun her yerinde tanimlidir.

Euler agilaniyla SU(2) grubunun bir elemani
0 (cos(ﬂ/Z)e"“’W“ isin(B/Z)e"“’“”“]
8(0.0.9) = isin(8/2)e' " cos(8/2)e' @

seklinde verilir. Bu SU(2) grubunun bir parametrizasyonudur. Grubun bagka
parametrizasyonlarin1 da  vermek mimkiindiir . (1.2) ifadesi

(1.2)



£(9.0,v) =g(9,0,0) g(0,6,0) (0,0, v)

_(ew 0 )(005(6/2) isin(@/Z))(e”’”z 0 J
Lo e \isin(0/2) cos(@/2) N0 e

seklinde carpimsal formda yazilabilir ve bu SU(2) grubunun bir parametreli
altgruplarma Cartan agilimidir.

1.2.2. SU(2) Grubunun Diger Gruplarla Baglantisi.

SU2) ve SO(3) gruplan arasindaki iligkiyi verelim. x=(x,x,,x;) iig
boyutlu R’ uzaymn her bir vektériine karsi ikinci mertebeden
X X +ix
h, =( P : 2) , —deth =x+x}+x] (1.3)
X, —ix, -—x,
formunda kompleks matrisler verilebilir. Bu matrisler izi sifir olan Hermityen
matrislerdir. SU(2) grubunun her bir g elemamyla baglantili 7(g) déniisiimii
h, matrisini 7(g)h, = ghg' formundaki matrise doniigtirir.  7(g)h, matrisi
Hermityen ve izi sifirdir.
trghg' =wrg'gh =trh, =0 , detghg' =detg deth detg' =deth,

Boylece
+iy,
T(g)hx=(y3 ROt
=, =X

olurki y=(y,y.,y;) g boyutlu R* uzaymin bir vektoriidir. 7(g) ii¢ boyutlu
uzayda bir lineer doniigim olarak bakilabili, 7(g)x=y. Bu doniigiim bir
donmedir, deth, =—x; —x; —x; , h, =det{T(g)h,]. Buradan T(g) dénigiimiiyle

j =/’ly , —deth, =y’ +y; +yi (1.9

Euclidean uzayda noktalar arasindaki uzakhk degismez kalir,  Boylece
7(g) €SO(3) olur. Her geSU(2) matrisi igin  T(g) eSO3) doniigiimii
verilir ki bu doéniisim SU(2) ile SO(3) gruplan arasinda bir homomorfizma
tamumlar. Homomorfizmanin g¢ekirdeginde {e,—e} matrisleri bulunur , yani
SU(2) grubunun iki elemanma karsilik SO(3) grubunda bir eleman karsilik
gelir. SU(2) ve SO(3) gruplan lokal olarak izomorftur, SU(2)/ {e,—e} = SO(3)

ve SUR2) grubu  SO(3) grubunu iki defa orter. SU(2) grubu basit
baglantili oldugundan SO(3) grubu da iki kere baglantilidir.



1.3. SU(1,1) Grubu.

Ozel pseudo-iiniter grup SU(1 1),
- Unimodiilerlik kosulu : detg=1,
1 0
- Pseudo-iiniterlik kosulu: g'og=0, o= (0 J ,
kosullarim1  saglayan 2x2 , g matrislerinin  grubudur. SU(7,1) grubunun
elemanlarn ,

a p
y=| _ SU(LD,
g (ﬂ 5)6 (LD

Q|

-l =1 (1.5)

formunda ikinci mertebeden pseudo-iiniter tnimodiler matrisler olup (a,f)
kompleks sayr g¢iftiyle tek sekilde belirlenir. a=x, +ix, ,f=x,—-ix, geklinde
alisak  |af |4’ =1 kogulundan

xP+xl-x}-x;=1 (1.6)
bulunur. Bu R;,, dort boyutlu reel pseudo-Euclidean uzayda tek oyuklu bir
Hiperboloid tanimlar. Buradan SU(1,1) grubunun manifolduyla R;, uzaymndaki
bir oyuklu Hiperboloidin 6zdes oldugu soylenir. (1.6) denkleminden SU(1,1)
grubu kompakt degildir.

1.3.1. SU(1,1) Grubunun Parametrizasyonu.

SU(1,1) grubunun parametrizasyonu SU(2) grubuna benzer gekilde verilir.
SU(1,1) grubu iginde (¢,6,y) reel parametreleri alabiliriz. SU(2) grubunun
her elemam igin @=it , teR donigimi yapilarak SU(1,1) grubunun bir
elemanina doniigtiiriilir.

cos@/2 isinf/2
u(0,0,0)=| = .
isind/2 cosf/2

0.0.0) = (cosht/Z sinht/2] SUALD
8(0,1.0)= sinh#/2 cosh@/2 © ’

buluruz. Buradan, 0<¢@(27, 0((0 , -27< w(27x olmak iizere (9,6, v)
parametreleriyle SU(/,1) grubunun bir elemam

cosh(¢/2) &'®¥"  sinh(1/2) "
g(¢’t’W) = - (y-p)2 ~i(ptry)2
sinh(¢/2) e™™ cosh(z/2) e

) eSU(2), 0=irt alrsak

(1.7)



seklinde verilir. Bu SU(1,1) grubunun bir parametrizasyonudur. (1.7) ifadesi
g(p.1, ) = g(9.0,0) £(0,£,0) £(0,0,y)

_(e"”” 0 ](00511(1/2) sinh(t/2))(e'”’2 0 )

Lo e \sinh(¢/2) cosh(t/2) \o  ev®

seklinde ¢arpimsal formda yazlabilir. Bu SU(/,1) grubunun bir parametreli
altgruplarina Cartan agilimidur.

1.3.2. SU(1,1) Grubunun Diger Gruplarla Baglantisi.

e 1 .
unl ?

iinimodiller matris olmak iizere g=chc' iiniter doniigiimilyle
(a b] SUQY) , |af ~[p" =1
=1 - —-| € > > 4| — =
& b a

pseudo-iiniter iinimodiller g matrisini buluruz. Boylece SU(l,1) grubu,
elemanlan reel inimodiler olan 2x2 matrisler grubu SL(2,R) ‘a izomorftur.
SL(2,R) grubunun bir A elemani,

h(6, ¢, v)=nh(6,0,0) (0, p,0) h(0,0, )

_(005(0/2) sin(8/2) )(c 0 )(] «,/)
“-sin(8/2) cos(@/2))\o e )0 1

formunda yazilabilir. Bu 4 eSL(2,R) grubunun Iwasawa agilimidir,

SL(2,R) grubundan SU(1,1) grubuna verilen gh—che' izomorfizmastyla
SU(1,1) grubunun elemanlart ¢ farklh bir parametreli altgruplar geklinde
verilir.

elU/Z O
g,=chc' = (O _W) (Eliptik tiir),
i

) (cosh(go /2) sinh(p/ 2))

=Ccn ¢ =

& ¢ sinh(¢ /2) cosh(p/2)
1+iy/2 —iy/2 )

iy /2 =iy /2

(Hiperbolik tiir),

g, = Chw ¢! _—.( (Parabolik tiir).

Eliptik tir SU(1,1) grubunun maksimum kompakt altgrubu, hiperbolik ve
parabolik tiirler ise kompakt olmayan altgruplardir.



Uniter inimodiiler SU(2) grubu SO(3) dénme grubuna homomorf, pseudo-
iiniter dnimodiller SU(1,1) grubu ise ¢ boyutlu SO(1,2) Lorentz grubuna

homomorftur.
SO(1,2) grubu, R}, ii¢ boyutlu pseudo-Euclidean veya A* Minkowski

uzaymda, x = (x,,x,,x,) vektor, [x,x]=x;—x/ —x; skaler carpmmyla det4=1
olan x'= Ax déniigiimlerinin  bir grubudur. SO(7,2) grubunda bir lineer
doniigiim skaler garpimui invaryant birakir, [/, x']=[x,x] .

M* uzayinda [x,x]=0 konisi ii¢ kisma ayrilir,
1- [x,x] >0, koninin dig1,
2- [x,x]=0, koninin yiizeyi,
3- [x.x] <0, koninin igi.
Koninin 1¢ bélgesi, x,)0 iist yarim bolge, x,(0 alt yarnm bélge olmak
iizere iki kisma aynlr. SO(1,2) grubu [x,x]=0 konisinde , [x,x]=-c(0
ise, bir oyuklu hiperboloidte , [x,x]=c)0 ise iki oyuklu hiperboloidte
gegisglidir. x:x > x(x,,x,,x,) = x,/ +x,0, +x,0,, donisimiinii alalm, burada

/ (l OJ (0 l) (O —-l) g
= = s G',,= .
oy 2o %7L o "

x'=(x},x/,x), M* uzaymnda bir vektor olmak iizere, geSU(1,1) ise
x' = gxg' doniigiimiinden bir pseudo-iiniter matris bulunur. detx’ = detx =[x, x]
ve x,)0 ise x;)0, x,{0 ise x/(0 dir. Boylece SU(1,1) grubunun g elemamyla
M’ uzayindaki x’'= A(g)x lineer déniigiimi SO(1,2) grubunun elemam olur.
Bu SU(1,1) grubu ile SO(1,2) grubu arasinda bir homomorfizma teskil eder.
Homomorfizmanin g¢ekirdeginde {[ —1 } elemanlann bulunur. Yani SU(1,1)
grubunun iki elemanma karsiik SO(7,2) grubunun bir elemam karsihk gelir
ve SU(1,1) grubu SO(1,2) grubunu iki defa orter, SU(1,1)/ {i 1} = S0(1,2) .
SU(1,1) ve SL(2,R) gruplant veya SU(2) ve SL(2,C) gruplann kompleks
diizlemin bir dogrusal kesir doniigiimiine homomorftur.

g=(;{ ?) eSL(2,C) , Z€E=C'u{w}, w(g):z—-)gzz?zzig .

SU(1,1) grubunun elemanlarn ile verilen dogrusal kesir doniigiim birim
¢emberi yine kendisine donigtiirar. SL(2,R) grubunun elemanlartyla verilen
dogrusal kesir doniigiim alt ve iist yanim diizlemleri kendisine déniigtiiriir.

Ozel olarak, w(c):z——)cz:z—:_ dogrusal kesir doniigiimiinii alalm ki bu
Zti

doniigim Cayley doniigimii olarak tanmimlanir. Bu doniigimle st yarim
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diizlem birim ¢embere doniigir ve SU(l,1) ile SL(2,R) gruplan arasindaki
izomorfizma olusturulabilir.

SU(2) grubu kompakt, SU(1,1) grubu kompakt degildir. SU2) ve SU(1,1)
gruplarint  birlestirilmis  halde ifade etmek miimkiindiir.Bunun igin grup

elemanlan g =( ) formunda yazilabilir. Bu durumda iinimodiilerlik

-8 a
kosulu |of* +&’|d’ =1olur. Buradan , e=1 ahmrsa SU(2) grubunun, &=-i

alimirsa SU(1,1) grubunun elemani olur.

Yyt =1 X*+yt-z2 -t =1
SU(2) SuU(LD)

SU@2) ve SU(LD Gruplaruun Manifoldu

2. SU(2) GRUBU iLE BAGLANTILI KUANTUM SiSTEMLER

SU/(2) grubunun homojen simetrik uzayinda gesitli koordinat sistemleri
verilebilir. Homojen simetrik uzayda verilen farkhh koordinat sistemleri farkh
kuantum sistemler verecektir. Burada dort boyutlu uzayda verilmig iig
boyutlu kiirede iki farkhi koordinat sistemi ele alacagiz.

1. Bikiiresel Koordinat Sistemi.
R* dort boyutlu Euclidean uzayda bikiiresel koordinat sistemi agagidaki

gibi verilir.
x, =rcosf@cosp, , x,=rcosfsing, , x,=rsinfcosy, , x,=rsinfsing, (2.1)

11



0(r(w , 0< 93? 0<o,p, <27

x=(X,%,%5,%,) , [x,x]le2 +x; +x; +x; =+ olmak iizere [x,x]=a denklemi R*
Euclidean uzayda yerlesmis S8 Kkiiresini tanimlar, burada a bir sabittir.. Kiire
iizerinde =9, =9, =0, r=1 igin x=(1,0,0,0); x noktasim yerinde saklayan

doniigiimlerin  SO(3) altgrubu oldugu agiktir.
g (w),i,j=1..4, (ij dizleminde  agis1 kadar donme olmak iizere

kire iizerinde keyfi nokta x, [x,x] kuadratik formunu invaryant saklayan

SO(4) grubunun g, =g,(9,)g,:(0)g, (p,) elemam ile x:;gx seklinde ifade
edilir. Bir parametrik altgruplar jeodesik yollart tanimladigindan ¢ ,0,¢,, §°
kiiresinin jeodesik yollarinin koordinatlaridir.

Bikiiresel koordinatlarda (g,) metrik matrisi bulalim . Yiizey iizerinde
metrik matris yiizeye teget vektorlerin skaler garpimiyla tanimlanir ve

(gab )= [X xb] a, b=1.., 4 (2.2)
bagmntisiyla bulunur. Buradan bikiiresel koordinatlarda metrik matris
(2., )= a’iag(l,r’,r2 cos’ @,r* sin’ 9) (2.3)

seklinde bulunur. Bu metrik matrisin tersi (gab)_] =(g“”)
g=det(g,)=r"cos’ @ sin® & olmak iizere
o\ _ (Cof g,)
(¢ ”)=( . )

(2.4)

bagintisindan

(¢*)= dlag(,rlzu ! : ) 2.5)

ricos’ 8 risin’ 0

seklinde bulunur.
Metrik  matristen  istifade ederek bikiiresel koordinatlarda Laplace
operatoriinil ifade edersek

AD = —— (J_ “"5‘12 , ab=1,.4 (2.6)
J’a“ Ox

I & 300 1 1 o o0 1 d%0 1 d%e
A® = ——r" —— +— | ——————sin#b cosf +—> 5+ 3
r> Or  Or p“|sinfBcosf o0 20  cos 90"¢I sin 95(02
(2.7

olur. Laplace operatoriinii

ACD:—%—‘?— 390, 1, A, @
r’or  Or i
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seklinde yazarsak , ilk terim laplace operatoriiniin radyal par¢asim, A, &
de yiizey izerinde tanimlannug Laplace-Beltrami operatoriinii olugturur.
Burada

1 0o 5@ 1 &'d 1 J*® .
A, ,b=—————sinfcosf - —+— > dir.
b nOeos66 - 20 56 T cost 6 Ay} sin® 6 8¢; '
A,y ®(0,0,,0.)=-1(1+2)D(0,0,,p,) (2.8)

denklemini degigkenlerine ayirma metoduna gore
D0, 0,,0,)=V () ™" ™
seklinde bir ¢6ziimiinii arayalim. Bu durumda (2.8) denklemini diizenlersek

2 dV
60— tan B|— — V==l(1+2)V .
[COI tan ]dH (cos 6 sin’ ) (I+2) (2.9)

eys

[4
d&
denklemini buluruz. 0< Hsg aralifinda (O’E) noktalar1 bu denklemin

singiiler noktalaridir. (2.9) denklemini bilinen tiirden denklemlere doniigtiirelim.
Bunun igin denklemde

V(6) = tan* @ cos™ O w(8)=sin* 6 cos™™ Ow(8) (2.10)
doniisimii yapalim. Buradan % , Z; tirev ifadelerini bulur ve (2.9)
denkleminde yazarsak denklem
d’w cosd sind |dw

[(2/1] + l) ind ~(24, -24, +1) —{—)‘]E
x| A2 cos” 0 “2A,(Ay —A) =24, =204y = ) + (Mg = A)° sin"g _ o, +H+2) w=0
sin ¢ ; B . cos® ¢ 0052 6 sin’é@
2.11)
denklemine doniigiir. Bu denklemde z=—tan’ 6  degigken doniigiimii

yapalim. Bu doéniigiime gore (O,g) singiiler noktalanmiz ~ (0,0)  singiiler

noktalarina donigiir.

—po ] s 1-z_ 1
© cos*0  cos’ B ’ z sm 6
——2\/?2(1—2)5'ﬁ , Zg‘z"=—4h(1—z) ———(2 ~62)(1- z)—

turev bagmtilarmi (2.11) denkleminde yazarsal\
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d*w
dz®

—4z(1-2z)° -2(1- z)[—(32— D+(24, +1)+(24, -24, +1)]%+

Xl:n'—ﬂ; COAA A2 24 (A —A)z—mi(l-2) = + I +2/)]w=0

(2.12)

denklemini buluruz. Denklemde A, =n,A4,=/ alrsak denklem singiler
noktalart (0,1,) olan

2 2y N2
z(l—z)d[?}+[(n+])—(~—/+n+l)z]%w——%n-)—w:o (2.13)
dz / -

Hipergeometrik denkleme doniisir. Bu denklemi
z(l—-z)%+[c—(a+b+l)z]—z-g-—abu=0 (2.14)

Hipergeometrik denklemiyle kargilagtirirsak parametreler

~l+m+n ~l-m+n
c=n+1, a+b+l==l+n+l , a= 5 , b= 5

olur. Buradan (2.13) Hipergeometrik denkleminin z=0 civarindaki regiiler

¢Ozimi ,
cz-n ,n=0,12,.. Iise,
~l+m+n —l—m+r
w(z) = F(a,b;c,z) = F( ! ;” n’ / ;" n;n+1;z)
c=-n ,n=0,12,...1se, (2.15)

~l+m-n -l-m=-n
, n+1;2)
2 2

olur. Ikinci ¢bziim regiler olmast kosulunu saglamadigindan ¢6ziim olarak

alinmaz. Bu durumda (2.13) denkleminin ¢6ziimii

w(z)=c, F( ! +;"+" , _I—;'H-” 1 z) (2.16)

L

w(z)=z"“Fla-c+,b-c+1,2~c,z) =z " F(

olur. Buradan (2.9) denkleminin ¢6ziimii
~l+m+n ~l-m+n

V(6) = c, tan" 8 cos' 6 F( > , 5 ;n+1;—tan® ) (2.17)
olarak bulunur. Coéziimiin 9=—;—r noktasinda regiiler olmas1 kogulundan lnl(l
alinz .

Hipergeometrik fonksiyonun Jacobi polinomuyla ifadesi
~1 -n
a2 =1 (rta (z'+1) @f)ron
F(-r,-r ﬂ,a+l,z,+1)—( , ) > ) BTPE) (2.18)
seklinde verilir.
;lj—;’liﬁz—k , —{=-2k-m-n ve z'=cos26 doniigiimii yapalhm.
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5 l+2z z'—1
z=—tan" @, z'= , Z=
-2 z'+1

Bu durumda (0,%) singiller noktalari (1,-1) singiiler noktalarma doéniigiir.

(2.17)  ¢ozimiindeki  Hipergeometrik fonksiyonu (2.18) formunda ifade
edersek , r=k ,a=n, f=m

- z'—1 k+n I(Z"i']j—k (n,m) ¢ 14
i*(—k,—k—m,n+l,z,+l)—( kj 5 P (2" (2.19)

seklinde olur. Bu ifadeyi (2.17) ¢oziminde yazarsak ¢o6ziimiin Jacobi
polinomuyla ifadesi

V(B):c KIT(n+1)
"T(h+k+1)

olarak bulunur. Simdi ¢o6ziimdeki ¢, sabitini belirleyelim.

sin” B cos™ 8 P"™ (cos26) (2.20)

Jacobi polinomlan igin ortogonallik kosulu
1
I(l ~2)“ (1+2) PP 2) PP (2) dz = h, (2.21)
-1
1

seklinde verilir. [

-1

L”(9)|2dz’=§“, kosulundan ¢, sabiti

s i (k +”J3 -~
- hk k ( )

seklinde bulunur. Burada 4,
@ +a+B+ ) T +a+B+Dh, =2 T(n' +a+ DI +4+1)  (2.23)
ifadesinden , a=un,B=m,n" =k
2" Tk +n+ DIk +m+1)
£ Qk+n+m+Dk'T(k+n+m+1)
Simdi (2.9) denklemini Schrédinger denklemine getirelim,

I d dv
md—a(‘](ﬁ)%) (2.24)

|c1

alinir.

denkleminde
1

NG

donisimii yaparsak

1) I 1(1;)2
d29+2{ 72\ JLP (2.26)

V= p (2.25)

denklemini buluruz . Bu denkleme (2.9) denklemindeki geri kalan terimleri de
ilave edersek bir boyutlu Schrodinger denklemini



T AT
d29+2[ J+2 ¥, J‘P_ I(1+2)¥ (2.27)

buluruz. Burada J(#) hacim elemamdir. Problemimizde S°  kiiresinde
hacim elemant \[g dx = r* cos@ sin 6 d0dgp, dp,  seklinde olup J(6) = cosf sin &

dir. (2.27) denkleminden Schrédinger denklemi

d*¥ | 1/4-m* 1/4-n® \
70 +[ oo eno +({+1) ]‘P—O (2.28)
seklinde bulunur. Burada potansiyel
1/4-m* 1/4-n
0) = 2.29
v(6) oS0 | sin’0 (2.29)
ve enetji
E=-(+1)*  dir. (2.30)

2. Kiiresel Koordinat Sistemi.

R' dort boyutlu Euclidean uzayda kiiresel koordinat sistemi agagidaki
gib1 verilir.
X, =rcosy ,x,=rsinycosf,x,=rsinysinfcosg, x, =rsin ysinfsing (2.31)

Or{wo , 0O y<m, 0S <2z
x=0x,%,,05,%,) , [x.x]=x]+x; +x] +x{ =r* olmak iizere [r,x]=d denklemi
R* Euclidean uzayda yerlesmis S* kiiresini tammlar, burada d bir sabittir,

Kiiresel koordinatlarda (g,) metrik matrisi bulalim. (2.2) bagmtisindan
kiiresel koordinatlarda metrik matris

(g”b )= diaé,gr(l,rz,r2 sin® w,r* sin® y sin® 9) (2.32)

seklinde bulunur. Bu metrik matrisin tersi (ga,,)ﬁl =(g*)

g= det(gu,,) =r°sin* y sin®@  olmak iizere (2.4) bagmntisindan

(&)= diag(l,r—l;, | : ] (2.33)

2 . 2 . 9 -
r*sin® y ' r*sin® ysin® @

olarak bulunur.
Metrik  matristen  istifade ederek kiiresel koordinatlarda Laplace
operatoriinii ifade edersek (2.6) ifadesinden
2
A(l)=—l—-—f?-r3—ﬁg—)+iq 17 2 in? -@+——~——21 2 sinelL > ]‘2 ‘9?
P or dr  pilsiny Oy Ay sin’ ysind 66 86  sin® ysin® 0 Ap

(2.34)
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olur. Laplace operatdrinii

A(D——l—ﬁ o0 l—;ALu(D
r* or o"r r' '

seklinde yazarsak , ilk terim Laplace operatoriiniin radyal pargasim, A, ,®

de vyiizey iizerinde tammlanmig Laplace-Beltrami operatériinii  olugturur.
Burada

é’d) 1[15.5@ 1 8@

sin’ 1//0’7;// fy azy sin® | sin@ 96 959 +sin295¢2] (2.35)

A, D=

dir.
ALy®(y, 6,90) =-L(L+2)D(y, 0,9) (2.36)
denklemini deg@iskenlerine ayirma metoduna gore
O(0,9,,9,) =V (W)U(O) ™
seklinde bir ¢6ziimiini arayalim. Buradan

o° % 1 (2 o | 52) |
7 +2cot - 0—— V(y)U " =
l:a'»”" +2co Wc”’t//+sm'¢/[0”9 + cot 0,,9+ "6 09" J (wyU@e

—L(L+2V (p)U(8)e™ (2.37)

denklemini diizenlersek iki adet adi diferensiyel denklem elde ederiz.

dU dU m’
cot & U =-i(l+NHU(O
do* do sin’@ 2 I+DU(O)

(2.38)

dv av l(l+1)
2cot y——~—

dy* aco Wdy/ sin® y

0< H,st araliginda (0, 7) noktalar1 bu denklemlerin singiiler noktalandir.

2
Ik once,

V(y)=-L(L+2)V (y)

4

d-u au  m

+cot —— {/(B)=-1(I+1)U(8 2.39

a5 T g gl (0= U DU (239
denkleminin ¢Oziimiini aragtiralim. z=cos@ doniigiimii yapalim. Bu durumda

(0, 7) singiiler noktalann (1,-1) singiiler noktalarina doniigiir.

2 dU d*U AU dU
=—4/]1-2z°"— =(l1-2
" o oae T e T
tirev ifadeleri (2.39) denkleminde yazilirsa
0-94Y 2,98 M Gy =i+ )UG) (2.40)

dz’ dz  (1-2°)
denklemini buluruz. Bu denklem Legendre diferensiyel denklemidir. Bu
denklemi Hipergeometrik denkleme getirelim. Bunun igin
Uz)=(1-2)"*w(z)
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doniigiimii yapalim.

U. dw
=m 22 _ 1 m/’.!—lzw + 22 _ l mi2 T
7 ( ) (z"-1) o

d-L,/ =(z" -1)™ ‘—[# +2m(z* -1 zfﬁ'i + [Zm(m/ 2-1)(22-1)"* 2 e m(2® - l)m/z"]w
dz” dz” dz
tirev ifadelerini (2.40) denkleminde yazarsak
(=2)4Y o+ l)z—i—liw—+(l—m)(l+m+ Dw(z)=0 (2.41)
az- z

denklemini buluruz. Bu denklemde ¢& =l—;—i degisken doniigiimii yapalim. Bu

durumda  (1,-1) singiler noktalart (0,1) singiiler noktalarina doéniigiir.
dv _ ldw d’w _1d*w

2 2dE’ dif  4dE
ve denklemi diizenlersek singiiler noktalart (0,1,00) olan
E1-2) Z;: +[(m+ -2(m+ 1)4‘]—‘3—; ~m-DH(l+m+Dw(&)=0 (2.42)
Hipergeometrik denklemi buluruz. Bu denklem (2.14)  Hipergeometrik
denklemin aynisidir. ki denklemi karsilastinrsak katsayilar
c=m+l,a=m-1,b=l+m+1
olur. (2.42) denkleminin ¢oziimii hipergeometrik fonksiyonlarla verilir.
Denklemin ¢&=0 civarindaki regiler ¢éziimii
w=F(a,b,c;)=Fm-11+m+1;m+1,¢) (2.43)
w=E"° Fla-c+L,b—-c+1;2-¢; &) =E"F(=LI+1;1-m; &)
olur. Ik ¢6ziim regiiler olmadifindan ¢6ziim olarak alinmaz. Ikinci ¢6ziim
regiller oldugundan (2.42) denkleminin ¢6ziimii olarak
w=c, E"F(=L1+11-m; &)
¢ozimil alinir. Bu durumda (2.39) denkleminin ¢6ziimii

tirev bagintilanm (2.41) denkleminde yazar

U(z) = ¢, (22 -1) (1;_2) F(-L1+1] —m;l—;—f) (2.44)

olarak bulunur. Bu ¢6ziimii Legendre fonksiyonu ile ifade edelim.
Hipergeometrik fonksiyonla Legendre fonksiyonu arasindaki

1 (l+z)”/2 1-z
By — ol _ 1=y —
P! (z) ra-m\i-z F(-v,v+Ll-u 2 )

bu bagmtidan, u=m , v=1, ¢, alirsak (2.44) ¢6ziimiiniin Legendre

“T(-m)
fonksiyonuyla ifadesi
U(z)=F"(2) (2.45)
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seklinde olur.
Legendre fonksiyonlar igin ortogonallik kosulu asagidaki gibi verilir,
. 0 , 1=l
[Pr@) Br@ydz=1 20 +m) (2.46)
ol 1 +1) (I —m)!

Ikinci olarak
L”; +2cot l//ﬁli— [(,I:L D
dy- dy sin” y

denkleminin ¢6ziimiinii aragtiralim.

V(y)=-L(L+2)V(y) (2.47)

Gegenbauer polinomlarn ;

n-2 n-2

e (x,lr) ,  A@'C? (x,/r))=0, Harmoniklik kosulu, r yangap,
6,,...,6, agilar olmak iuzere,

A=r"" ﬁr""' »—0’)—-+r”2 sin®" g, —isin"‘2 0, —&-+ ,
or or o0, o6, ,
6, ,1<k<n-2, 3:—': cosf, ,,n-2=2p ahrsak
‘?; C,ﬁ;(cos 6, ,)+(n-2)cot b, ﬁc‘,ﬁ?l'(cos 6, )+i(n+1- 2)0,153 (cosb, ) =0,
o6, o0
cos@, =t degisken doniisiimiiyle
(1 _,:):;; Cr()-Q2p+ I)t—;itC,"(t) +Q2p+DCE()=0 (2.48)

denkleminin ¢6ziimleri olacaktir, Bu denklem Gegenbauer denklemi olarak
tamimlanir. (2.47) denkleminde

V(w)=sin' y C(cosy)
doniigiimii yapalim.

J1
CLERyFWE w cos wC +sin’ y/fi—g ,
v dy
2 2
3'; =I(I-1)sin"? y cos’ wC~Isin’ wC+2Isin"" y cos Wj—i+sin’ y/j;
tirev ifadelerini (2.47) denkleminde yazar ve denklemi diizenlersek

Pl

Z‘; +2(/+1)cot y/g—g+(L—l)(L+l+2)C=0 (2.49)

denklemini buluruz. Bu denklem

2 2 n-2 n-2
-;éiqz (cos @, ) +(n—-2)cot b, —é%C,,z (cos@, )+!'(n+1'-2)C,? (cosB,,)=0

Gegenbauer denklemiyle aym olur. Boyut n=+ olmak iizere iki denklem
karsilastinilirsa n-2=2(/+1), I'=L-! bulunur.
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Benzer iglemleri  boyut #n=3 olmas1 durumunda 6 degiskeni igin yapalim,

Bunun ig¢in
U(6) =sin* 8 C(cosb)

donilgtimii yapahm

du —— = ksin* ' B cosf C +sin Bf-lg— ,
do

[

2 2
d l{ =k(k—1)sin*? @ cos® OC— ksin* § C+2ksin*"' 0 cos BdC rsint 04 C
d6 do dé
tirev ifadelerini (2.39) denkleminde yazar ve denklemi diizenlersek, k=m
almirsa

(2.50)

denklemini buluruz. Bu denklem

2 62 n-2
}%CL? (cos@,_,)+(n—-2)cotf, ;:;C ? (cos@, )+ L'(n+L'-2)C, 2 (cosf,,)=0
Gegenbauer denklemiyle ayni oldufundan mukayese edersek
n-2=2m+1, L' =(I-m) buluruz.

Boylece (2.49) ve (2.50) denklemlerinin ¢oziilleri Gegenbauer polinomlar

olacaktir. Gegenbauer denkleminin ¢oziimleri genel olarak n-boyutta

n~1—7

B, (x)= 4] ’]_[C "(cosd, ) sin g, et 2.51)

seklinde N.Ja. Vllenkm | 8 | tarafindan verilmigtir. Burada & tamsayilarin bir
dizisini, C?(cosf) Gegenbauer polinomunu gosterir.

I=k, 2k 2.2k, )0 , (k,...thk, ), r'=1.
Buradan bizim ¢6ziimiimiiz boyut n=+ olmak iizere,
0,=y,0,=0,08=0,k,=L k=10 k=m,

1
B (x)= AL Cli(cosy) Cﬁ_l,iil(cosﬂ) sin’ y sin" @ &' (2.52)
seklinde olur. Coziimdeki A

Im
igin ortogonallik kosulu asagldaki gibi verilir.
I L (¥) Ep(x)dx =5, 8, (2.53)

b'l

I'(n/2)
7f”1
hacim elemamdir. Boyutu n=+ alirsak bu, 8, =¢,0,=6, 6,= vy,

dx = 1;(23) sin® y sin @ dpdBdy  olur. J'IE,f" (x)l2 dx=1  kogulundan,

katsayisim1 belirleyelim. Gegenbauer polinomlar:

Burada dx = sin"* @, ,..sin6, d6,..d6, , §"! birim kiire iizerinde
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(4n) [k ool e =1

R

bulunur. Burada katsayis1 genel olarak

lm
¢y 0 - , -Jj-2

( A I_i22"*‘ )4(k1.—kj+|)|(H—j+2k,—2)r2(£—é-“—+kj“)
A - r(n/z) A VT Tk, +k,, +1- j—2)

formilinden hesaplanir. Bizim ¢o6ziimimiizde bu katsayi, boyut n=4 olmak
izere, (L-N=T(-1+1), (L-|m)=T(~|m+1) ,

(4 = 12X DL 1+ )T = lm+ )+ LYA+ 2D T2 A+ D21/ 2 +|ml)

m) T T(2) VT T(L+1+2)T( +m+1)

seklinde bulunur.

(2.54)

(2.39) denklemini Schrédinger denklemine getirelim. Problemimizde §°
kiiresinde hacim elemani /g dx = r*sin’ y sin @ dyd6dp seklinde  olup

J(6)=sin8 dir. (2.24) ve (2 25) bagntilarinda Schrédinger denklemi

d*¥ 1—4
g [ , +(l+1/2)J (2.55)
seklinde bulunur. Burada potansiyel
| - 4nt*
0) = ——— 2.56
2 4sin’ @ (2.56)
ve enerji
E=~(+1/2) dir. (2.57)

Benzer sekilde (2.47) denklemini Schrodinger denklemine getirelim.
J(w)=sin" y olmak iizere Schrodinger denklemi

d*\¥ 1(1+1) ,
3 T¥=0 .58
d“t//J{ sin? +(L+1) ]‘P (2.58)
seklinde bulunur. Burada potansiyel
Wy =D (2.59)
sin®
ve enerjl
E=~(L+1)* dir (2.60)
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3. SU(1,1) GRUBU iLE BAGLANTILI KUANTUM SiISTEMLER

SU(1,1) grubunun manifoldu dort boyutlu uzayda ii¢ boyutlu hiperboloidtir :
[x,x]=x]+x] -x; -x{ =1, xeR), Buhiperboloid iizerinde ii¢ farkli koordinat

sistemi ele alacagiz. Bunlar bikiiresel, hiperbolik ve parabolik (Horikiiresel)
koordinat sistemleridir.

1. Bikiiresel Koordinat Sistemi.

R}, pseudo-Euclidean uzayda bikiiresel koordinat sistemi asagidaki gibi
verilir.
x, =rcosha cosg, , x, =rcoshasing, , x, =rsinh a cosg, , x, =rsinha sing, (3.1)

O(r(w,0<ao , 0<¢@,,p, <27 .

Bikiiresel koordinatlarda (g, ) metrik matrisi bulalim. Metrik matris (2.2)

bagintisindan
(2., ) = diag(1,~r,r* cosh® a,~r? sinh® a) (3.2)

seklinde bulunur. Bu metrik matrisin tersi  (g,)" = (g*)
g= det(gab) =r°cosh’a olmak iizere (2.4) bagntisindan

(¢ )= diag{ 1. —— o (33)

r*’rlcosh’ @’ rsinh’a

olarak bulunur.
Dort boyutlu pseudo-Euclidean uzayda Laplace operatorii
7 . A
oxt  Oxi Ox; Ox]
seklinde verilir. Metrik matristen istifade ederek bikiiresel koordinatlarda
Laplace operatoriinii ifade edersek (2.6) bagintisindan

Apo L2 00 1 -1 O ohasinng 2L 2@ 1 o'P
TP or’ or Tr*|coshasinha da O da  cosh’ @ d¢p! sinh’a J¢;
(3.4)
seklinde bulunur. Laplace operatoriinii
1 0 ;00 1
Aq)zr—3—5;r3—+;7AL_Bd>

22



seklinde yazarsak, ilk terim Laplace operatoriiniin radyal pargasin, A, ;P

de yiizey iizerinde tamimlanmis Laplace-Beltrami operatoriinii  olusturur,
Burada

-1 o , ob [IZAC 1 '
A, ,®=———————cosha sinha + > >+ —— 5
' cosha sinh a da Ja  cosh” a Ap;  sinh® a S¢?
dir. A, ,® operatériiniin 6zfonksiyonlarimin 6zdeger problemini ele alalim.
A, O(a,9,,0,)=~0(c+2)D(a,p,,p,) (3.5)

diferensiyel denklemini degiskenlerine ayirma metoduna gére ¢oziimiiniin
O(a,0,,0,)=V(a) " ™
seklinde  aranacags agiktr. Burada fonksiyonlarm tek degerli olmasi
kosulundan m ve n tam degerler almas1 zorunludur.
~1 . 1 2? A
[cosha sinha %cosha sinh & da | cosh’ a oo} " sinh? g o9}

“‘O’(O"i‘ Z)L,(a) um/wl emwz

JV (a)e"™ " =

denklemini diizenlersek
d-V+[cotha+tanha]£+( m'2 - .n;

a cosh"a sinh’a
denklemini buluruz. O0<afo  arahfinda  (0,0) noktalann bu denklemin
singiiler  noktalandir.  (3.6) denklemini  bilinen tirden denklemlere
doniigtiirelim. Bunun i¢in denklemde

V(a)=tanh® @ cosh™ @ w(a) = sinh* o cosh ™ a w(a)

v dv
da’ da®

W(a)= o(c+2)V (3.6)

1,2

doniisimii yapalim. Buradan tirev ifadelerini bulur ve (3.6)

denkleminde yazarsak denklem

d*w cosha sinha |aw
da’ +[(22' ) sinh & t(24, -24 +1) cosha]da *
cosh® a ‘ sinh? @ m? n?
2 Ny =N 2 _ ﬁ) - 2 _ —_ =
* [’1‘ sinh & 244, =24 424 (= 4) cosh’a ' cosh®a  sinh’ @ ola+2)w=0
3.7

denklemine doniigiir. Bu denklemde z = tanh’ & degisken doniigimii yapalim. Bu
doniigiime gore (0,) singiiler noktalarimiz (0,1) singiiler noktalarina déniigiir.

coshza:—l— sinh®g=——

-z 1-z
dw dw d*w L dw , aw
=2z (1-2)= =4z(1-2)* = +[2(1-2)* - 4z(1- )| =
=07, o =4z )dzz[( )2 - 4z( )]dz

tirev bagmtilarim (3.7)  denkleminde yazarsak, denkelem A, =n,i,=0c
olmak iizere singiiler noktalari (0,1,0) olan
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d*w dw (—c+m+n\-c-m+n
z(l-2) 7 +[(n+l)—(—a+n+l)z]E—( 2 )( > )w=0

Hipergeometrik denkleme donigiir. Bu denklemi (2.14) Hipergeometrik

denklemiyle kargilastirirsak parametreler
—o+m+n ~o—-m+n

c=n+l ,a=————— , b=
2 2
olur. Hipergeometrik denklemin z-0 civarindaki regiler g¢oziimi, (2.15)

bagintisindan

w(z) = F(a,b;c,z) = F(—a+2m+n’—a—2m+n;n+ 1;z) (3.8)
w(z)=z"*Fla-c+1,b-c+1,2~¢c;2)=2z" F(—G—I_m_”,_a—m—n;l—n;z)

2 2
olur. Coézimde o—-0-2 ve m igin simetri var.
Fa,b,c;2)=(1-2)"""? F(¢c-a,c-b;c;z)

o-m+n+2 otm+n+2
c-a-b=o+l, c-a=————, c—b:————;————

AL yP=-0(0+2)®=~(~0-2)(~0-2+2)P =~0(c+2)D.
(3.6) denkleminin ¢o6ziimii A, =n, 1, = o olmak iizere,

m0 igin, n=12,...
—j + — o %
V(a)=c tanh” a cosh® a F( a+2m n’ o 2m+n ;n+1;tanh” @)

n(0 igin, n=-1,-2,..
~-o+m-n —oc-m-n

V(a)=c, tanh™ a cosh” a F( 5 , 5 ;1-n;tanh’ )

olur. Bu iki ¢ozami tek sekilde

V(a) = ¢, tanh"” @ cosh® a F(_Cﬁlgz| + , —J-tﬂl i ;|n| +1;tanh’® ) (3.9)

gibi ifade edilebilir.
o 'nin siirekli degerlerinde ¢, normallestirme katsayisim belirleyelim.

o 'nin sirekli degerlerinde ortogonallik kosulu

i
Hipergeometrik fonksiyonun analitik devam bagintisi

Fa,bye;z)= AF(a,bya+b—c+L1-2)+ A, (1-2)“F(c-a,c-b,c—a-b+1;1-2)
larg(1- 2)[K7 (3.10)

‘dx=8(p-p’)  olarak verilir.

seklinde verilir. Burada katsayilar
_T)I'(c-a-b) 4 ___I'(c)l"(a+b—c) dir
Y re-a)T(¢c-b) " ? C(@)'(b) '




e —o+|m| +|n] p- —o—|m|+|n| =+,
2 2
0'—|m|+|n|+2 b= o+ |m|+|n|+2 ’
2 2
c-a-b+l=0+2 ,c-a-b=1+0, a+b-c=-0-1,

a+b-c+l=~-0,c-a=

ifadelerini (3.10) analitik devam bagintisinda yazarsak Hipergeometrik
fonksiyonun analitik devam ifadesi

—o+|m|+]n| - ~o+|m|+|n| —a—|m|+|n|.__o_ 1

},‘ o- l'nl + lnl . 1 anh'l - A 1;-
1 o o—lm++2 o +|m+ ]+ 2 1
A, (—-——.,—) F , N T .

* 2 cosh® & ( 2 2 T Cosh? a) ’ (.11
katsayilar da , o=-1+ip , 0w
4 = L+ )T (ip) 4 = L'(jnl + ) (=ip)

: ip=|ml+|nl+ 1\ _(ip+lm +n +1) > 2 —ip+lm +n+1\ _(~ip—|m|+n +1
r 5 r 5 I > r >

seklinde bulunur.
Simdi asimptotu bulalim. (3.9) ¢o6ziimiinde Hipergeometrik fonksiyonun
(3.11) analitik devam ifadesini yazarsak ¢6ziim

—o+m+in —o~im+|n 1
V(a) = ¢, tanh" o cosh"a{A,F( ,2 4] I |2 4] ,;_G;coshz a)+
arl
—iml+n+2 o+m+inl+2 1
VI g 21 1 25 UETE U W
© “\cosh"a 2 2 cosh” a
seklinde olur. Bu ¢oziimin - o durumunda limitine bakalin.
~o +m+n| -o~|m+n| 1
LimV (a) = Limc, tanh"™ & cosh® a4, F , =0, +
Lim (@) Lame, { F( 5 5 e a)
1 X' o=+ +2 o+|m+lnl+2 1
A(-—,—) F , [0+ 2; , 3.12
* 2\ cosh? a ( 2 2 cosh® a) (3.12)
o=-1+ip , Limtanha =11, a—> « durumunda Hipergeometrik fonksiyonlar
—o+m+n —o—|ml+
ki o+|m| |n|’ o—|m| |n|;_o_’ 17 y=1
2 2 cosh” a
o~|m\+n o+|m|+in
gl el v
2 2 cosh” a

1 o+l . ' o
olur. Limcosha =« , Lime® = o | ( i a) = ¢ " Buradan (3.12) ifadesinin
PR a-sw cosh”

limitini hesaplarsak, /(@) ¢Oziimiinden asimptot
LimV(a)=c, e"“[AI e + 4, e"“"‘] (3.13)

[7 5 124
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seklinde bulunur,
Hiperboloid iizerindeki invaryant hacim elemani dx,
Jedx = r’sinh a cosh adadp, dp, seklinde verilir.

fVmwmnmmaadea:&p—ﬁ)

mteg,ralmde (3 13) ifadesini yazarsak

[L,I(p Py il p)u]da 5(p-p")

buluruz. Buxada d-kronecker delta fonksiyonunun
L e da=5(p - p) (3.14)
27 -,

e .. 2 1
ozelligini kullanwrsak ¢, sabiti, |¢,['=———— olarak bulunur,
i

h 1
I'( /1] +1)I'(ip)
(ip—lml || +1 JI( 1p+|m|2+|n|+l)

F(zx/—)l“(wl\/— |m| In|+l —1\/_+|m|+]nl+1

Burada , A(m,n,p) = oldugundan

S-matris S= 4 = olur
A r(- IJ_)F(IJ— |m|+|n|+l 1 E+|m| |n|+1

2

o=1 ree] degerler alsin. Bu dulumda . 9) ¢Ozimii

-1
+|;ﬂ! +|'7|’ I’Z"I tlnl ;|n +1;tanh? @) (3.15)

seklinde olur. Bu ¢oziimii Jacobi polinomuyla ifade edelim. Jacobi
polinomlarinimm Hipergeometrik fonksiyonla ifadesi

[ -1 -n'
1 (n'+a "+1
F=n'-n'-Ba+1; z, )= ( ) ) (Z il ) PP (2" (3.16)

z'+1 n 2

V(a)=¢, tanh" & cosh’' & F(

seklinde verilir.

?

z -1, z+]

Z+177 1=z
z=1, z/=w, z=0,z'=1 ve z=w ,2z'=-1 olur ki (0,«) singiiler noktalar

z=tanh>a , z'=cosh2a, z=

(1,-1) singiiler noktalarina doniigiir.
-1+ |ml + Inl

2
Hipergeometrik fonksiyonu (3.16) gibi ifade edersek , a=|i|, A=|m,n' =%

=-k , —1=—2k—|m|-~|nl doniigimiiyle (3.15) ¢oziimiindeki

olmak iizere
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- z'—1 K+ 'z 1\ -
1*(~k,—k—|m|;|n|+1;z’+l)=( L J ( > ) prnly 51y

seklinde bulunur. Bunu (3.15) ¢6zimiinde yazarsak V(a) ¢Oziiminiin Jacobi
polinomuyla ifadesi

(k) ol po(inl i)
V(a)=¢, A sinh™ & cosh™ e POI)  (cosh2a) 3B.17)

—l+lm]+

olarak bulunur. ¢ normallegtirme katsaylsml belirleyelim. Jacobi polinomlar
igin ortogonallik kosulu agagidaki gibi verilir.
1

JQ= 2y Qe 2y Bt @) PSP (21 = b, (3.18)
-1

1
Bunu kullanirsak , Ill"|2dx=l, ¢, normallestirme katsayisi
-1

) 2 |mj+1n|

2 k +n\’
]E, = ( k|ng olarak bulunur. Burada 5, katsayisi
k

Qn'+a+B+ D' tT(' +a+ B+ Dh, =2 T + a+ DI’ +f+1)
bagmtisindan, »'=k ,a=|n, ,B—]ml
o 2Tk |+ DG ]+ )
b T @k A+ ]+ D) KT (e + ]+ | + 1)
Simdi (3.6) denklemini Schrodinger denklemine getirelim. (2.24), (2.25)
bagintilarindan ve (3.6) denkleminden
S 1(!_1)2 }
k3 +2[ 7 +2 7 ]‘l‘-—a(a+2)‘l’
bir boyutlu Schrodinger denklemini buluruz. Burada J(a) degeri, hacim
elemanindan J(a) = cosh a sinh @ olarak bulunur. Schrédinger denklemi

olur.

d*¥ |1/4-n* -1/4+m® ,
' : —(o+1) W= 3.19
da’ +[ sinh’a | cosh’ @ (o +1) }P (3.19)
seklinde bulunur. Burada potansiyel
1/4-n* -1/4+m*
V(@) = _lz sinh’a | cosh? a :I (3.20)

ve enerji, E=-(oc+1) (3.21)
olur. o=-l+ip igin enerji E=p")0 , o=/ igin de E=-(+1)*(0 dir.
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2. Parabolik (Horikiiresel) Koordinat Sistemi.

K}, dort boyutlu pseudo-Euclidean uzayda parabolik koordinat sistemi
asagidaki gibi verilir.

! 1 2 2 12 ] . ! l 2
X, :r[cosha—;e”‘q“J cxXy =req, x;=req,  x, :r[smh5+-2-e"“q2] (3.22)

00, —ao{t(e0, ~ (g, q,{ , ¢° =45 —q;
Parabolik  koordinatlarda (g, ) metrik matrisi bulahm. (2.2) bagmtisindan
parabolik koordinatlarda -metrik matris

-

(g“b ): a’iag(l, : el ~r? e’j (3.23)

seklinde bulunur. Bu metrik matrisin tersi (g )H1 =(g“”)

g= det(gub) = ';1 e olmak iizere (2.4) bagintisindan

(g“b)':diag(l,—%, 1 ,:1,J (3.24)

2 002
F-re r e

olarak bulunur.
Metrik  matristen  istifade ederek parabolik koordinatlarda  Laplace
operatoriinil ifade edersek (2.6) denkleminden
1 9,00 1[-4 o , 00 15d 15%1)]

AD =——p' —+—|——e¢ o — —
¥ Or dr ke’ 1 A1 e dqt ¢ B4

o or
seklinde yazarsak, ilk terim Laplace operatoriinin radyal pargasini, AP

de yiizey iizerinde tanumlanmis Laplace-Beltrami operatériinii olugturur,
-4 , 00 17*d 15*°d
ALB(D:_l_e Tt 2 1 2
’ e ot ot e Jq € Iq;
A, @ operatdriiniin 6zfonksiyonlarinin 6zdeger problemini ele alalim.
A, P g, .q,) = —o(0+2)D(1,q, ,¢,) (3.25)
denklemini degiskenlerine ayirma metoduna gore g¢6ziimiiniin
D(1,q,,4,) = T (1) ™ "
seklinde olacag agiktir. Buradan
-4 0, o”(b+_l_32(1) 17*e
e o1’ o e 2q! e 3q:

denklemini diizenlersek

:' (e e = ~g(o+2)T(1)e"n e
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d-{ L Yo
dt® dt ¢
denklemini buluruz. Bu denklemi Schrodinger denklemine getirelim. Bunun
igin  7(/)=¢"¥() donigimii yapalim.
if____ —-le’ TN ﬂ , i:zi =t d':P et ﬂ_'__l_e—:/z Wy
dt 2 dt dt dt d 4
tirev ifadelerini (3.26) denkleminde yazarsak

Y[V (o +])?
n - V=0 3.
dt” +|: 4e' 4 } (3.27)

4

T'=o(o+2)T(1) (3.26)

Schrodinger denklemini buluruz. Burada potansiyel

2 2

v(t)=—- V4;:U (328)

ve enetji, = —(——U-Z—IL dir. (3.29)
(3.27) denkleminde z=e" degisken déniigiimii yapahm.
d\¥ 1 d¥ A2V 1 . d | dv¥

@ 27 a 0 a8 e 8 E
tirev ifadelerini (3.27) denkleminde yazarsak
2 ‘ZI;;P+Z%+ (vz—,uz)zz—(a+l)2]‘1’=0 (3.30)
Bessel diferensiyel denklemini elde ederiz. Denklemin ¢6ziimii igin Frobenius
metodu  kullamlir. Denklem z=0  civarinda bir seri ¢6ziim kabul eder.
V=)0, A=V -4*  durumunda denklemin genel ¢oziimii

Y(z)=c¢ J,, (A2)+c, ¥, (4z) (3.31)

1 Y g+l

z

seklinde  verili.  W(z)=) a2z, seri ¢Oziminden indis denklemi,
=0

s(s=D+s-(oc+1)’=0 , a,#0, kékler s=x(c+1) ve katsayllar
a
a=a,=.=4a,,=.=0, a =- £-2 , F=2 3.32
} 3 2r+l F (s+r)2 “(O"I‘ 1)2 ( )

seklinde bulunur.

I'(c+2)
f d
2 rIT(o4r42) o ormunda

s=o+1 koki igin (3.32) katsayisi a,, =(-1)"

1
bulunur. a, katsayistm a

T s seklinde segersek s=o+1 koki

igin  ¢oziim

20 e 2rio¢l
Vo e Ll 559

2
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olur. Bu ¢6ziim (o+1). mertebeden birinci tir Bessel fonksiyonu olarak
tanimlanir. Benzer gekilde indis denkleminin  s=~(o+1) kokii igin ¢Oziim

. - 1
bulunursa, keyfi segilen a, katsayisim igin a, =
yh seg y ¢ 2D ((or )+ 1)

J (ml)(\/v“——/u-“Z)=Z(_]) r!r(_(a+1)+r+l)(5)

r=0

¢0zum

(3.34)
seklinde bulunur,

(3.31) genel ¢oziimiindeki J,,,(4z) ¢Oziimii bizim esas ¢Oziimiimiiz
olacaktir. Ciinkii J‘I‘Plza’:.'@o kogulunu saglar. ¥, (4z) ¢oziimii z=0 da
regiller degildir. Bu durumda o=/ kesikli degerler igin (3.30) denkleminin

¢Ozimi
V@) =c, V-4 z)—c,Z( B’ (r“,r(,+r)+2) (z)

olur. Buradan (3.26) denkleminin ¢oziimii de

2r+il+l
@ ( ’VI.’ _#2) e_‘/z 2r+l+l
TN = o0 112 2,2 N 2 1y ( ) 3

I(y=c e’ J, (Vv —p’ z)=ce ;( ) FTU+r12) > (3.36)

olarak bulunur. Bu ¢6ziim o 'min kesikli degerlerine uygun gelen ¢oziimdiir.
Bu durumda potansiyel negatif isaretlidir. Yani potansiyel kuyusu vardir.
(3.36) ¢ozimiindeki ¢, normallestirme katsayisim belirleyelim. Bunun igin

Bessel fonkstyonlarinin ortogonallik kosulunu verelim.

f ny y " d 0 , m=#n
! v ) o Ve 2y il = -
) \1..;“]() 2 l( (4[7+2V+2)l ,”1:}’1’ V>—1

Bu kosulda v=0, m=n, 2n=1/ alirsak

(3.37)

Il" Ja ) J, (@) dr =(21+2)"  integralini alinz. IIT(t)lz dt =1 kosulundan
0 0

Icllzfz l ‘1111(\“/2—’,“2 Z)JIH(\/VZ —,uz z)dz =1,
0

¢, sabiti |c,|2 = 2(/+1) olarak bulunur. Burada /=2n olup ¢ift degerler alir.
o=-l+ip siirekli degerlerinde (3.36) ¢oziimii gegerli olmaz. +* - 420
durumunda (3.30) denklemi

Y A . L M
2 zdt-[(V‘—,u )2 +(a+1)']¥ =0 (3.38)

modified Bessel diferensiyel denklemi olacaktir. Bu denklemin genel ¢oziimii
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seklinde verilir. Fakat bu ¢6ziim bizim kogullanmiza uygun degildir. Biz K
ve [ ¢ozimlerini bulmahyiz.  Bunun i¢in 7 (x)=i"J, (ix)  bagmtisim
kullanabiliriz. Buradan 7, (z) ,/.,,,(z) ¢Oziimleri

= > ios ) - w V2 _ ‘uz r 2r+a+l
1“'*1(NV~_lu- Z):l ( l)‘jaﬂ(lvvu_#z Z)=Z;‘—|(F-(;_+_r%)_(£) ?

r=0

w r 2r-o-1
ar n(VV M ”)—-l(a“)l(ml)(l\lv ~u2)= Z ( ) (Z) . (3.40)
« ril(-o+r)\2
olarak bulunur. Ancak [/, (42) ,/ ., (42) qozumleu de bizim igin ¢6ziim
olmaz. Bizim fiziksel kogullarimiza uygun ¢6ziim bunlarin bir lineer birlegimi

olan K ¢ozimidir. K ¢oziimii

K,(x) = ”M (3.41)
sinnxw
bagintisiyla verilir. Buradan K ¢oziimii
m](mz)_ ﬂl—(aﬂ)(\/"z M z)— Imx(\/V M 2)
sin(o+ 1) 7
olur. (3.38) denklemmm ¢oziimii , Mcdonald K-fonksiyonuyla verilir,
Ye)y=a K, (V' -u*z), p=JE (3.42)

(3.26) denkleminin ¢oziimii de
T(y=a e'? K,.p(,/v2 - e (3.43)

olur., Bu ¢ozim o=-1+ip sirekli degerlerine uygun gelen ¢6ziim
oldugundan potansiyel pozitif isaretlidir. Yani potansiyel kuyusu yoktur
siirekli bir zemin vardir.

Simdi (3.43) ¢06ziimiindeki 4 normallestirme katsayisim belirleyelim.
Bunun igin verilen ¢6ziimiin asimptotunu bulalim.
z=¢" [1=-w igin z=o, f=w igin z=0 olur. Yani ¢ 'nin biyyik
degerleri z'nin kigiik degerleri olur. z 'nin biiyiik degerleri bizim i¢in gegerli
olmaz. z'nin kiigiik degerlerine bakalim. Bunun igin

1,(x)— v

X
bagmtisim kullanalim. Buradan, o=-1+ip , 0{(x{,

2'T(1+v)
1,V ( ’*’lf(t1+)1p) ,p(\/ -yt z)—> ( "”I'Lj(l) ;— (3.45)

2.9 -t

almir. (3.41) bagmtisindan

(3.44)
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KV - 2)=

WV - 1 (V=i 2)] (3.46)

2isinh pﬂ'[
bulunur. Buradan asnnptot

{{(\/V MWz

»-Dz| (3.47)

« (W=a)"

2isinh pzr 277 T'(1-ip)
o 3 2 _ 2 2 ~2ip 2ip l_‘(] +lp)
S-matrix , A—B—(,/v - u ) 2 T1+ip) olur

J"I’(t) T@) dt =8(p-p") kosulundan

21 sinh pﬂ[

seklinde bulunur, burada D= dir.

'5'27[ Jw‘e't(p#")t/Z +e-~1(p—p’)t/2 i 5( ’)
4sinh’ pz 5. T +ip)C(1-ip) 0P 7FP

buluruz. &(p-p’)-kronecker delta fonksiyonunun (3.14) 6zelliginden
psmh folis

esitliginden & sabiti, |a|° = olarak bulunur.

ve (1 +ip)T(1~ip) = L%
sinh p7r

3. Hiperbolik Koordinat Sistemi.

R}, dort boyutlu pseudo-Euclidean uzayda hiperbolik koordinat sistemi
agagidaki gibi verilir.
x, =rcosha coshf cosg , x, =r cosha coshfsing , x; =r cosha sinh 8 , x, =rsinh
Or{w ,0< <27, —o(a,f{(w (3.48)
Hiperbolik koordinatlarda (g, ) metrik matrisi bulalim, (2.2) bagmntisindan
hiperbolik koordinatlarda metrik matris
(gub ): az’iag(l,——r2 , —r*cosh® a, r’ cosh® & cosh® ,B) (3.49)
(g*)

bagintisindan

seklinde bulunur. Bu metrik matrisin tersi (gab) '
g= det(gab) =r® cosh®* o cosh? f  olmak iizere

2.4)
o . 1 1
(g‘ ):dlag 1,—- R (3.50)

r*cosh’ @ ’ r* cosh® acosh B

olur. Metrik matristen istifade ederek hiperbolik koordinatlarda Laplace
operatoriinii ifade edersek (2.6) denkleminden
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A@—if—r3§—¢)+—l—— -1 i<:osh2 (A S —icoshﬂa—¢+ ! o'
2 or r plcosh’a da Aa  cosh® a cosh 8 98 B8 cosh® @ cosh? g dp?
olur. Laplace operatériinii
1 8 ;00 |
A(D=—3—'I'3———+-—;‘ALB(D
r’or or r

seklinde yazarsak, ilk terim Laplace operatoriiniin radyal pargasimi, A, ®

de vyiizey iizerinde tamimlanmmg Laplace-Beltrami operatoriinii olugturur.

Burada
ALB<D=———-——1, —é,—coshzaaq)— . ! —é—coshﬂaq)+ . ! - 0«2?
’ cosh” a da Jda cosh” acoshf df Of cosh® acosh®f S¢
dir. A, ,® operatoriiniin 6zfonksiyonlarmn 6zdeger problemini ele alalim.
A,y P(aB,9)=—o(c+2)P(a,B,9) (3.51)
denklemini de@igkenlerine ayirma metoduna gore ¢oziimiiniin
O(a.p,9)=V(a) UB)e™
seklinde olacagi agiktir. Buradan
-1 2 2 O 1 8 o 1 oo <
—~ cosh?’aq =———o— 7 coshff— V(a)U(B) e™ =
[cosh2 ada " “aa ol acosh B B coshl B " coshi? a cosh? B 3¢* ] @UWDe

~o(o+2)V (a)U(B)e™”

denklemini diizenlersek iki adet adi diferensiyel denklem elde ederiz.

d*Uu dUu m
— U(pB) =
7 +tanh T + coshi 5 (B)=o0(a,+DU(B)
(3.52)
d_lf +2tanh aé—V—+a—‘(g‘—;tDV(a) =o(oc+2)V(a)
da* da cosh” «a
Ik 6nce ;
d*U du  m?
07 +tanh,BEE+ COShZﬁU(,B) =g,(0, +1)U(B) (3.53)

denkleminin ¢oziimiinii aragtiralim. Denklemi bilinen tiirden denklemlere
doéniistirmek i¢in
U(B) = cosh* B w(p)

doniigimi yapalim.

dU

~— = Acosh*' B sinh B w + cosh* dv
ap

dp’
Lfi p(j = cosh” ﬂi’i;f +24cosh*” Bsinh ﬂ%nt[ﬂ(/l ~1)cosh* Bsinh? A+ Acosh* B w
tirev ifadeleri (3.53) denkleminde yazilirsa
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m2 2

d2
—|w=0c +Dw 3.54
a’ﬂ cosh2 B } 1+ (3:54)

denklemini buluruz. Bu denklemde z=-sinh’> 8 degisken dﬁnﬁsﬁmﬁ yapalum.
dw dw d*w d*w

=2 1-z4/- , = —4z(1-z)—5-2(1-2z) —

R b = 40 ok

tirev bagmtilarini (3.54) denkleminde yazarsak, A=m ve smgiiler noktalan
(0,1,=) olan

+[7/1+1]tanh,B ﬂ [ A2 a+2

dw M0 m+al+l

d2
z(l—z)dz [7 (n+2).] -5 5 w=0 (3.55)

Hipergeometrik  denklemi  buluruz. Bu denklem (2.14) Hipergeometrik

denklemin aynisidir. Iki denklemi Kkargilagtrirsak Katsayilar
| m-o, m+o, +1
a= b=
2 2 2
olur. (3.55) denkleminin ¢6ziimii hipergeometrik fonksiyonlarla verilir.
Denklemin z=0 civanndaki regiiler ¢o6ziimii
w(z)=c¢ w (2)+c,w,(z),
_ -0, +m o +m+l 1
w, = F(a,b,c;z)= F(— ,— —z ,
= Flabien) = FCET AT )

wy=2" Fla—c+L,b-c+1,2-¢;z)=z" F(

b

-0, +m+1 U‘+m+2;—3—;z) (3.56)
2 2 2
olur. Bu iki ¢oziimde z=0 da regilerdir. Bu durumda bu iki ¢6ziimii de
ayr1 ayrn inceleyebiliriz.
(3.56) ¢6ziimiinden, (3.53) denkleminin ¢6ziimii, A=m,

U(p) =c cosh™ BF( al+m % +2m+1 —2!-'—smh p) +c¢, cosh™

x(—sinh,B) F O',-;m+l,0'1+;11+2 3 _sinh? )
olur. Genel ¢6ziim iki lineer bagimsiz ¢6ziimiin lineer  birlegimiyle

verildiginden yukandaki ¢oziimii
a,+m 0',+m+1 l

2

U,(B) =, cosh™ BF( 5 5 ~sinh* ),
U,(B) = ¢, cosh™ B (—sinh f) F( —9 -;m+1 , % +;n+2 3. ~sinh? B) (3.57)

seklinde yazabiliriz.
o, =1 reel degerler alsin. Bu durumda (3.57) ¢oziimleri
l+m l+m+1 1

U, (p)=c, cosh” BF( Y —sinh? ),

! 3
U,(B) = c, cosh” B (- smhﬂ) b +”2’+2 = i=sinh’ §)
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seklinde verilir. Bu ¢oziimleri Jacobi polinomuyla ifade edebiliriz. Once U,(f)
¢oziimiiniin  Jacobi polinomuyla  ifade edelm. Jacobi  polinomlarinin
Hipergeometrik fonksiyonla ifadesi

-1
1-2' n+a
F-nata+f+latl— )=[ . ) PP () (3.58)

-2z
2
Bu durumda (0,1) singiler noktalar (1,-1) singiler noktalarina donilgiir.

seklinde verilir. z=—sinh*f , z'=cosh2f, z'=1-2z , z=

_l:m ——k . -l=-2k-m donisimiyle U,(f) ¢ozimindeki Hipergeometrik

fonksiyonu (3.58) gibi ifade edersek n=k ,a=-1/2, f=m olmak iizere

. 11 1-2 k-1/2 : (ir,m) ,
I'(-k,/.-+m+5;5;-—2——)= ' Pt ()

seklinde olur. Bunu U, (f) ¢oziimiinde yazarsak U,(f) g¢Oziminin Jacobi
polinomuyla ifadesi

1) I
U =¢ [l\ B _2_} cosh™ g P A ' (cosh28) (3.59)
v “hem

2

olur.
Benzer sekilde U,(f) ¢Ozimiinin Jacobi polinomuyla ifadesini verelim.

Coziimdeki hipergeometrik fonksiyonun parametrelerindeki
~l+m+1
7

-

fonksiyon (3.58) gibi ifade edersek , n=k ,a=1/2, f=m olmak iizere

-1 \
331-2 k+1/2) o)
F(~k & t= =) = P (2
ARy 2)(k e @

=k, —1=-2k-m~-1 donigimle U,(8) ¢dzimiinde ki Hipergeometrik

seklinde olur. Bunu U,(f) ¢oziimiinde yazarsak U,(B) ¢0ziiminin Jacobi
polinomuyla ifadesi

N 1
Uy (B)=c, (" ¥ E] cosh™ B (—sinhf3) P_(f_'mil (cosh2p) (3.60)
k 2

olur. U,(B) ve U,(H) ¢ozimlerindeki ¢, , ¢, belirsiz katsaylan1 belirleyelim.

Jacobi polinomlar igin ortogonallik kogulu agagidaki gibi verilir,
1

I(l _2ye (2 PPy PEP @) de =y

-1
§* birim pseudo-kiiresinde invaryant hacim elemam
\/E dx = 1 cosh® @ coshBdadfde  geklinde  verilir.



l
J'(f,(/f)(/, (B) cosh B dfi =1
-1

Buradan
!

1-z

z'=cosh2f ,z=-sinh* g | z= >

(/\'-1/2)2
. 2 k

el

2

j-(l—z’)"' (I+2z)™"2 [I’,f’ ”2’”’)(2’)]2 dz' =1
-1

2 2
¢, sabiti, Jo[ - 2;11 (5
@n+a+f+Dnll(n+a+pB+1)h, =2 T(n+a+ )T (n+p+1) olup,
n=k ,a=-1/2, f=m alnrsa,
2" T+ 12Tk +m+1)
T Qk+m+1/2) K\ T(k+m+1/2)
seklinde bulunur.

Benzer gekilde U,(B) ¢oziimiindeki ¢, katsayisim belirlersek ,

olarak bulunur. Burada 4, Katsayisi

1
J' Uy,(BU,(B) coshpdp=1  'den
1

(k+l/2 -

l
ICZ' W_J.(l_zl)m (1+z:)l/2 [Pk(]/z,l")(zl) ]' dz' =1
3

\ 2m+3/2 (k +1/

¢, Kkatsayisi , || = 2 olur. Burada n=%k ,a=1/2, f=m
2 4 h k

n

2" Tk +3/2)T(k +m+1)
2k +m+3/2) k' T(k+m+3/2)

olmak iizere A, katsayis1 da 4, =

olarak bulunur.

Simdi ¢oziimlerin o,  sirekli degerlerinde nasil olacagma bakalim.
Bunun igin Hipergeometrik fonksiyonlarin agafidaki gibi verilen analitik
devam bagintistm1 kullanalim.

Fla,b,c;z)= B, (-z) “ F(a,l-c+a,1-b +a;l) + B, (~2)° F(bl-c+b1-a +b;-l—)
z ¥4
larg(—-2)(7 (3.62)
Burada katsayilar,
B = re)rg-a B = ['(c)I'(a-b)
' T@)T(c-a) " T(@T(c-b)
(3.57) ¢oziimlerini, ¢ =8&,c, =5 alarak tekrar yazarsak

-oy+m oy +m+1l 1 |,
, y55-sinh” §),
2 2 2 A

dir.

U, (B) = & cosh™ B F(
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—-o,+m+1 oy +m+2 3 .
! ! ;—2—;—smh2 B

U/5(f) = ¢ cosh™ p (—sinh g) F(

272
olur. Ik 6nce U,(B) ¢oziimiine o, siirekli degerlerinde bakalim.
1 _—o+m , o+m+l 1
o, = 2-H,o,O(p<oo,a— 5 ,bh= 5 €=

l-—c+u,::o-‘—+”£i—l,l—b+a=—a,+;l—,l—c+b:—q'—+—”z—+—%,l—a+b=al+% ,
b...a:o-l.l._lyc._a:w’c_b:_w’a_bz_o-l_l ,
2 2 2 2
ifadelerini (3.62) analitik devam bagintisinda yazarsak,
1‘.(—0, +/n,cr, +m+l;_l_;z):b,] (-2) 7 14.(—01 +m,—0', +m+1;_a] +l;l)+
2 2 2 2 2 2z
ay+m+l
<B,(~z) F(G’+m+l,G‘+m+2;a]+i;l) (3.63)
} 2 2 2z

ve katsayilarda

1/ DL
B, = ‘ ra/ )l(l{o) B, =
l"( 2ip+2m +l) l"( 2ip-2m+ 1) 2

4 4

I'(1/2)T(~ip)

F(—2ip+2m+l)r(—Zip—2m+l)
4 4

olur.

Asimptotu bulalim.
z=-sinh* B, B—>o igin z—> o gider. Bunun yerine f—»>oo igin  z—0
gittigi bir donigiim yapmam gerekir. Bu durumda Hipergeometrik fonksiyon
F(a,b;c;z) =1 olmali. Doniigiimii z’:-l-:— - ], seklinde alalim. Bu durumda
z sinh* g
B igin z— 0 gider. U, () ¢ozimiinde (3.63) hipergeometrik fonksiyonun
analitik devam ifadesini yazarsak ¢oziim asagidaki gibi olur.

~ m [ El;ﬂ Loyt —O'|+III+1 11
Uy(fy=c, cosh™ j 131 (-z) * K( 5 5 ;_6'+5;;)+
arml s am+l o m+2 31
B2 P FC T S e ) (3.64)

Bu ¢oziimin  S— o gitmesi durumunda limitine bakalim.

5 '?-.;:."!I_—crl +m o —op +m+l 11
l(—‘-) ( 2 5 2 ,_O'l + 2’Z)+

LimU(p) = Lim ¢ cosh” 4
/f »L /i >

el o +m+l o +m+2 31
xBy(=2) * KT T et g)
B— o gitmesi durumunda Hipergeometrik fonksiyonlar
L, —o, +m o, +m+] 1 1
F(— ,— ot - ———=)=1 ,
2 2 2" sinh* g
o +tm+l o, +m+2 3 1
P ;al+_a_ . 4 2
2 2 2" sinh® g

13

F( )=1 olur.
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Li/l‘n sinhf=c0 | Ligz coshfi=w0 , L/gme” = olur ki sonsuzda sinh 8 , coshf
>t > w W

fonksiyonlar1 yerine ¢’ fonksiyonunu alabiliriz. Sonsuzda, o, =—%+ip,

(siun® g) 2
cosh” = ¢™” ,sinh”> fze*  olur. Buradan yukandaki limiti bulursak U, (8)
¢oziimiinden asimptot

oy~ _(lﬂ' oy tm+l

ze_(%m)ﬂ e (sinh2 ﬂ) 2 ze V? ’)ﬂ e, (sinlf2 ﬂ) 2 Ee_(%m)ﬂ e P

A
Liml\(f) =€ e 2 [B, e + B, e"""ﬂ] (3.65)
fora

seklinde bulunur.

Benzer iglemleri U,(8) ¢Oziimii igin yapalim. U,(f) ¢Oziimii igin
Hipergeometrik fonksiyonun analitik devam bagintis1 agagidaki gibi verilir.
Fla,b,c,z) = El (~2)"* Flal-c+a)l-b +a;%) + 1§2 (~2)° F(b,] —c+b;1-a+b;—i—)

]arg(~z)|<7r (3.66)

Burada katsayilar,

5 _lolé-a 5 _Iela-b)

YTTe)re-a) T T T@T(c-b)

-0, +tm+1 o, tm+2 3

a:————-———,b:-——————-——’ = — R

2 2 2
l-c+a= _a‘:m J=-b+a=-o, +%, l—c+b=9'—+—m—+—l,l—a+b= o-,+g- ,

- -0, —m+
b_(,:51+_l,c_a:_a_l_”’_*'_z_’c_b:_ﬂi’_l’aﬁbz_q_l ,
2 2 2 2

ifadelerini (3.66) analitik- devam ba@intisinda yazarsak,

—o, +m+1 o, +m+2 3 - el g o+m+l -0, +m 1
AR Zi2)=B (~2) ? F( R S
2 2 2 2 2

(

- L2 g +m+2 o +m+l
xB,(-z) * FK(

31
o+ (367)

2 ’ 2
ve katsayilarda
~ [(3/2)Iip) ~ I'(3/2)I'(-ip)
B, = , ; , B, = , - dir,
2ip+m+3 2ip—-m+3 -2ip+2m+3 -2ip-2m+3
r 4 r 4 r 4 r 4

U,(f) ¢oziimiinden olan asimptotu bulahm. U,(B) ¢bziimiinde (3.67)
Hipergeometrik  fonksiyonun analitik devam ifadesini yazarsak ¢6zim
agagidaki gibi olur.
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—ay+m+l
Ua s i 50 g 5 | ) Ig)_m‘lf_““ [(—o-l +m+l ~o)+m 1 1 )
(f) =7, cosh - sinh (sinh g , Ot )+
2 2 1 2 2 172" sinn2 g
Cil+'"+2
B 'mz ﬂ)_,. 5 F(o‘l+m+2 o+m+l - +3 1 ) (3 68)
x sit d ’ » PN :
2 2 2 172" sinn? g

Bu ¢6ziimin ~ S—> o gitmesi durumunda limitine bakalim.
M -o1+m+l —o|+m 1

~ - 1
UL_i;goUz p= al:ggo [ cosh™ B (=sinh g) {Bl (sinh2 J)) 2 F( 5 , 2 =0 7 sinh2 ;
N 2 5 _f]_'%'fiz_ optm+2 op+m+l 3 1
x B, (sinh* f) I ( , O YT )
2 A 2 727 sinn? g
B— o gitmesi durumunda Hipergeometrik fonksiyonlar
L —o,+m+1 —o, +m 1 1
F(— -0t ) = 1,
2 2 2" sinh* g
Lo +m+2 o +m+l 3 1
F(— ,— ,0,+—;~——) =1 alnr.
2 2 2 sinh”p
g -m-1 {3imlp ) -0y~ m-2 {34mls
Sonsuzda , (sinlx: ﬂ) 2 =z (2 ) ¢ (sinh“ ,B) 2 ze (2 ) P olur.
Buradan yukaridaki limiti bulursak U,(B) ¢oziimiinden asimptot
B F
LimU,(B) =-¢, e 2 [B, e + B, e""’/’] (3.69)

f-rw
seklinde bulunur.
Simdi o, siirekli degerlerinde U, (8) ve U,(B) ¢ozimlerindeki g ve g
belirsiz katsayilarimi belirleyelim. Once U, (f) ¢oziimiindeki & katsayistm bulalim.

©w

[lUf ax =80~ p,  [UBT(B) cosh p dfi=6(p~ p')

vy

integralinde (3.65) ifadesini yazarsak

12
a1

2 J'(ei(p—ﬂ’)/f +e P ) dB =8(p - p’)

buluruz. Bunu dizenler ve &-kronecker delta fonksiyonunun (3.14)
olarak bulunur.

ozelligini kullanusak z sabiti, |&|° = -
47r|Bl|
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Ayni iglemleri U,(B8)  ¢ozimiindeki &  katsayisim1 belirlemek igin

yapalim. I U,(B)U,(P) cosh B dfi=6(p- p') integralinde (3.69) ifadesini yazarsak

OB 4 WPy B = S(p - p')

buluruz. Yine &-kronecker delta fonksiyonunun (3.14) 6zelliginden

g sabiti, [&|°= l~j olarak bulunur.
4z|B|
Ikinci olarak ;
9V 2 tanh e @+ 2O ED p o - o(o42)V (@) (3.70)
da’ da  cosh’ a

denkleminin ¢6ziimiinii aragtiralm. Denklemi bilinen tiirden denklemlere
getirmek i¢in

I'(a) =cosh’ a w(a)
d6nu§umu yapalim.

~ . o aw
= scosh’™ & sinh & w + cosh’ a;,— )

a
dh_ cosh’ ad-‘:} +2yscosh’ ' a sinh a ———+[s(s - cosh’? a sinh? a+ scosh® a]w
da da” da
tirev bagintilarmi (3.70) denkleminde yazarsak denklem
dw —+2(s + I tanh -d——+[ +2y +a‘(a' +1)2—S(S+l)]w=o-(a+2)w (3.71)
da’ da cosh” o

haline gelir. Bu denklemde z=-sinh’> ¢ degisken doniigimii yapalim,
dw dw d*w d*w dw
=2 —~J1—~ ; = —4z(1-z2)=—~2(1-22z)—
da da’ ( ) (1-22) dz
tirev ifadeleri (3.7]) denkleminde yazﬂxrsa, s=0, olmak iizere singiiler

noktalan (0,1,«) olan

z(l—z)d d [E_( o, +2)z ]‘Z A= +2"+2w(z)=o (3.72)

Hipergeometrik denklemi buluruz. Bu denklem (2.14) Hipergeometrik

denklemin aynisidir. [ki denklemi karsilagtirirsak katsayilar
] o,~0 o +0o
c=—,d= , b=
2 2 2
olur. (3.72) denkleminin ¢6ziimi hipergeometrik  fonksiyonlarla  verilir.
Denklemin z=0 civarindaki regiler ¢oziimii
w(z)=c,w, (2) +c,w, (z)
o N T -0 0,t0+2 l-,
‘V|~ﬁ(‘1abaca~)-1 ( " ’ 5 2 )’

- -~
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o -0+l 0'1+0'+3.§'z) (3.73)
2 72 Y '
olur. Bu iki ¢oziimde z=0 da regilerdir. Bu durumda bu iki ¢6ziimii de
ayri ayri inceleyebiliriz Bu ¢oziimlerden (3.70) denkleminin ¢6ziimii, o, =s;
- 0, +o+2 1 s
;—;=sinh® a) +¢, cosh®
2 2 20
3
x (~sinh @) F(Z o] R 3 ;—sinh’® @) (3.74)
2 2 2’
olur. Genel ¢6ziim iki lineer bagimsiz g¢6ziimin lineer birlesimiyle
verildiginden yukaridaki ¢oziimii
V(@) = ¢, cosh”™ a F("lz”“ 9, +2"+2 % _sinh? @) ,
V,(a) = ¢, cosh®™ a (—sinh a) F( 9 _2I+ l , % +20+3 % ~sinh? @) (3.75)

w,=z"" Fla-c+Lb—c+1,2-c;z)=2"" F(

V(a)=c¢,cosh™ a 1*(

>

seklinde yazabiliriz.
o=/ reel degerler alsin. Bu durumda (3.75) ¢o6ziimleri

V(@) =c, cosh® aF( -/ G‘ +21+2 % —sinh’ @) ,
o -I+1 o+1+3 3

V(@) =c¢, cosh™ a (- sinh a) F/( E‘—~Sl nh* @) olur.

3

2 2
Bu ¢oziimleri Jacobi polinomuyla ifade edebiliriz. Once V(@) ¢6ziimiinii

Jacobi polinomuyla ifade edelim. Jacobi polinomlarinin  Hipergeometrik
fonksiyonla ifadesi (3.58) bagintisiyla verilir.

’

=5
2
Bu doniigiimle (0,1) singiiler noktalart (1,-1) singiiler noktalarina doniigiir.

012—1 =-k,-1=-2k-0, donigimiiyle V,(a) ¢Oziimiindeki Hipergeometrik

z=-sinh*a , z’=cosh2a, 2'=1-2z , z=

fonksiyonu (3.58) gibi ifade edersek n=4 ,a=-1/2, =0, +% olmak iizere

-z k-1/2Y" (2.0 )
F(—k .k +cr,+1;l;1 z —( ) P2 (2)
22 k

seklinde olur. Bunu V,(a) ¢bziimiinde yazarsak V(o) ¢Oziimiiniin Jacobi

polinomuyla ifadesi

7

-

A o

k —— (=, 4=

Vi(B) = L'j[ 2] cosh™ a 1’, "21 ¥ (cosh2a) (3.76)
k

olur.
Benzer sekilde V,(a) ¢oOziimiiniin Jacobi polinomuyla ifadesini verelim.

Coziimdeki hipergeometrik fonksiyonun parametrelerindeki
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o ~l+1__, ,~1=-2k~0o,-1 doniigimle V,(a) ¢6ziimiindeki hipergeometrik

fonksiyonu (3.58) gibi ifade edersek, n=4 ,a=1/2, =0, +% olmak iizere

3 1-2z k+l/2) Loyt
F-k,k+o,+2;2;--2% P (g
(= o +25 ) (k (z")

sekinde olur. Bunu V,(a) ¢6ziiminde yazarsak V,(a) ¢oziiminin Jacobi
polinomuyla ifadesi

T2

] ] i
Vy(a) = L‘4[k +5] cosh® a (-sinha) I, A ll 2 (cosh2a) 3.77)
k

olur. 1 (a) ve V,(a) ¢bzimlerindeki ¢, ,c, belirsiz katsaylan belirleyelim.
Jacobi polinomlan igin ortogonallik kosulu (3.61) bagintisiyla verilir.

$* birim pseudo-kiiresinde invaryant hacim elemam

Jgdx =r’ cosh® a coshBdadBdp  seklinde  verilir.

— , 2 1-
IV,(a)V,(a)cosh'ada:l, z’=cosh2a ,z=-sinh"a , z= 22 s

k=1/2)"
9 k L Oyt =) :
e [=2) 1 [P ? 2(2’)] de' = 1

-1

2

o +1/2
2 1

20‘,r1/2

¢, sabit, lc'3’2: [k —kl/2j olarak bulunur. Burada A, Kkatsayisi

n

@u+a+p+)nla+a+p+)h =2"'"T(n+a+))I'(n+B+1) olup,
=k ,a=-1/2, ﬂ:O’1+-;— alinirsa,

;)a|+l
p =2 TGEHVDTK+0,+3/2) - 4iide bulunur,
Rik+to+D) kT (k+0o,+1)

Benzer sekilde V,(a) ¢oOzimiindeki ¢, katsayisim belirlersek ,

1
IVz(a) V,(a) cosh’ a da =1 'den

-1
k+1/2)™
) k l (lﬂ'l*l) )
'————I(l—z’)“z (1+z)o*12 [11,2’ 2 (z’)] dz' =1
-1

lc'l a+3

2 2
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0L+3

g 2 |
2h ( ;1/2) olur. Burada n=#% ,a=1/2,/3=a,+%

n

¢, katsayisi, Ic'4|2=

29 T(k+3/2)T(k+0,+3/2)
Rk +o, +2) k' T(k+0,+2)
Simdi ¢oziimlerin o siirekli degerlerinde nasil olacagina bakalim. Bunun
igin Hipergeometrik fonksiyonlarin agafidaki gibi verilen analitik devam

olarak bulunur.

olmak lizere 4, katsayisi, 4, =

bagintisim1 kullanalim.
F(a,byc;z)= B, (-z)™“ F(a,1-c+a;1-b +ct;l) +B,(~2) " F(b1-c+b;1-a +b;—1-)
z z

larg(—'z)|(7z (3.78)

Burada Katsayilar,
_Tr-a) B _T@y(a-b)
CT)T(e-a) " T@T(c-b)
(3.75) ¢ozimlerini, ¢; =¢,,c, =¢, alarak tekrar yazarsak

dir.

Vi(a) = ¢, cosh”™ a 1'(0'l +cr’a', to+2 l ;—sinh? &),
’ 2 2 )
Vy(a) =¢, cosh® ¢ (-sinha) F(Jl —2a+ ! ,G' +20+3 —;— —sinh® @)
olur. Ik énce V,(a) ¢oziimiine o siirekli degerlerinde bakalim.
c -0 o,+0+2 1
U:—l+i ,O W ,d= 1 ’b: ] ,C=—
P, 0(x 2 5 >
- ‘ +3
l—c+a=£’—;—jLl J=-b+a=-o0, l—c+b:ﬁ—— J—a+b=0c+2,
- +1 -0,-o-1
b——a:a+l,c—a:6'—w———,c—b=i§—g——,a—b:-a—l,
ifadelerini (3.78) analitik devam bagmtisinda yazarsak,
+- ULiﬂ' +
I( aal+?a 'l)B(z)zl( acr,al_~)+
2 2
s O'I+0'+2 o, +0+3 1
xB,(-z) * F( 5 ;o0+2;,—)  (3.79)
z

ve katsayilarda

r(/2)Fip) C(1/2)F(-ip)

: : . By = —— . olur.
r(1p+dl+l)r(zp—a,) l_(—zp+al+l)r(—zp—crl)
2 2 2 2
Asimptotu bulalim.

z=-sinh’a, a—>o igin z—wo gider. Bunun yerine a— o igin
z—>0 gittigi bir doniigiim yapmam gerekir., Bu durumda Hipergeometrik

B =

fonksiyon F£'(ua,b;c;z) =1 olmal. Doéniigiimii z’=—l-=— - 1; seklinde alalim.
z sinh” a
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Bu durumda a-—»w igin  z—0 gider. V(a) ¢oziimiinde (3.79)
Hipergeometrik  fonksiyonun analitik devam ifadesini yazarsak ¢Oziim
asagidaki gibi olur.

Vi(a) =@, cosh®™ ¢ { B, (sinh’*a) 2 F( G,G' _a+l;—a;— . 17 )+
2 2 sinh®
o, AR Gt +2 0, +0+3 1
x B, (sinh®a) 2 F( , O+ 2 ——) (3.80)
2 2 sinh” o
Bu ¢6ziimiin @ — o gitmesi durumunda limitine bakalim.

. L oy A o, -0 o —-oc+1 1
LimV\(a) = Lim € cosh®™a {B, (sinh* @) 2 F(ZL ,—t e +
EEL ] : - ’ { : ( 2 2 Siﬂh2 a)

I -U‘f,atz L O to+] o, +0+3 1
x B, (sinh”a) * F( , JO + 2 ——
2 2 sinh®
a— o gitmesi durumunda Hipergeometrik fonksiyonlar
+1] 1
FEZZ AT =,
2 sinh” a
. to+2 +o+3 I
/,(Ul g ,a' g ;O0+2,————) = | olur.
2 2 sinh” a

70 arop 2

paliin § hotlidid 3
Sonsuzda, (sinh2 a) 2 zeloramle (sinh' a) T oz Trate oosh% g =e%® (.

Buradan yukaridaki limiti bulursak ¥ (a) ¢6ziimiinden asimptot
LimV(a) =T, ¢ [B e+ B, ¢ ”"‘] 3.81)

o -psr

seklinde bulunur.
Benzer islemleri V(@) ¢6zimii igin yapalim. V,(a) ¢bziimii igin
Hipergeometrik fonksiyonun analitik devam bagintisi asagidaki gibi verilir.

I'a.b;e:z) = B (-2) " Fla,l-c+al-b +a;-|) +B,(~2)  Fb,l-c+b;l—a +b;1)
zZ zZ

]arg(—z)l(zr (3.82)
Burada katsayilar,
Elzf‘(c)l"(b—a) ’ gg I'(c)IM(a-b) dir.
CG)r(e-a) F(@)'(c~-b)
o, -+ o, +o+3 3
a= , b= ,e== ,0=~l+ip
2 2 2
l~c+a:—a-7— l—b+a——a,1—c+b:ﬁ+—a—£,l—a+b:a+2,
2 o o
b—u=0+l,c—~u=9—’—§—i:,c—b= % ,a-b=-0-1,
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ifadelerini (3.82) analitik devam bagintisinda yazarsak,

-azarl - -
F(Gl_o--l-l,o-l+a+3;—3—;z)=§|(—z) 5 F(a‘ a'+l’al a;—a;l)+
2 2 2 2 2 z
« 53 (_z)'““g'“ F(O'] +m+2 ,crl +m+l;0_l +3;l) (3.83)
2 2 2z
ve katsayilarda
~ 3/2 ] - .
. . [M(3/ )F'(lp) — B, - . [(3/72)T¢( 1,?) olur.
r( f_/?f..f’il_j?) r('_p;fﬁi_k] r( —ipto,+ 2) r( —ip-o+ l)
2 2 2 2

V,(a)  ¢oziminde (3.83) Hipergeometrik fonksiyonun analitik devam
ifadesini yazarsak ¢ozim asagidaki gibi olur.

g -o+l

V,(a) =&, cosh® a (~sinha) { B, (sinh® ) 2 F(G‘ —0'+1’cr, —0’;_0_;_ ‘ 1 )+
2 2 sinh? o
= S92 G 4o +3 oyt +2 1
x B, (sinh*a) 2 F(- — JO 4 2= ) (3.84)
2 2 sinh?

Bu ¢6ziimiin @ -—>w gitmesi durumunda limitine bakalim.

oot - _
LimV,(a)= LimT, cosh®™ « (-sinha) IBl (sinh’a) 2 F(a' P l, % G;—o-;— 12 )+
" oy w o 1 2 2 Sinh a
Loyrasd
x B, (sinh®* @) 2 F(gl 70 it ,d' to+2 ;a+2;—+
2 2 sinh”

a-»« gitmesi durumunda Hipergeometrik fonksiyonlar

1"'(6'—0“,0'_0;—6,—. 17 =1,
2 2 sinh”
, +0+3 +0+2 1
F(G' g ,a‘ e G e = alinz. Sonsuzda, o=-1+ip,
2 2 sinh” a
o-o+l o +a+3

~(gy-o+)a ~(oto+3)a

(sinh2 oz)~ 2 z=e , (sinh2 a) 2 ze ,cosh® g=e® sinha=e®
olur. Buradan yukandaki limiti bulursak V,(a) ¢6ziimiinden asimptot

LimV,(a) =€, e [El ¢ + B, e"""‘] (3.85)

U

seklinde bulunur.
Simdi o siirekli degerlerinde V,(a) ve V,(a) ¢oOzimlerindeki g, ve ¢
normallestirme katsayilarum  belirleyelim. Once V,(a)  ¢ozimiindeki ¢

katsayisin1 bulalim.

J‘lVl2 dx =5(p~p"), J-Vl(a)Vl(a) cosh’ a da=68(p- p')

integralinde (3.81) ifadesini yazarsak
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2 y 4 ~
Ig} “IB.|° SIp-pla + e P ) da =(5(,D-,D')

buluruz. Bunu diizenler ve §-kronecker delta fonksiyonunun (3.14)

ozelligini kullamirsak & sabiti, |’c‘3|2 N — olarak bulunur.
4r|B,|
Burada, B(o,,p)= ra/2rip) oldugudan  S-matris
ipt+o,+1, . ip- o,
F(=—+ )I( )
2 2
l“(iJE)F( =i E+0‘,+l)r( —i E O'])
S = % = \/_2 l J— seklinde bulunur.
l_,( ‘/'}_?')l_,(l +O'|+ )l_,(l O'l)
Ayni iglemleri V,(a) Qozumundekl g, katsayisim  belirlemek igin

yapalim. J' Vy(@)V,(a) cosh® a da = 8(p- p’) integralinde (3.85) ifadesini yazarsak

AN T(e"*"'”“ +e %) da =8(p- p)

buluruz. Yine & luonecl\er delta fonksiyonunun (3.14) 6zelliginden
¢ sabiti, |g'= — olarak bulunur .
47z|B,‘
Burada , B(o,,p) = — r(3/2) up) oldugudan  S-matris
ip+o + ip-o +1
L )F (= -)
2 2
5 l"(i\/E)[‘(_i E +o0, +2)r(—i E -0 +1)
so -8 -y = 2 seklinde bulunur.
SN £ 20' '~)r(l B S

2
(3.53)  denklemini Schrodinger denklemine getirelim. (2.24) , (2.25)
bagintilarindan ve (3.53) denkleminden,
d 1| Jr 1INV,
4B +°2~[ (—) qu =0 (o, +)¥ (3.86)

J
bir boyutlu Schrédinger denklemini buluruz. §* kiiresinde hacim elemani
Je d =1 cosh® a coshB dadBdy  seklinde olup  J(B)=coshp dir. (3.86)

denkleminden Schrédinger denklemi

J o2

m

d*Y
~ 1/2)* ¥=0 3.87
dg* T cosh? ﬂ (0, +1/12)° (3.87)

46



seklinde bulunur. Burada potansiyel

m —1/4
() = — 3.88
2 cosh’ 8 (3.88)
ve enetji E=-(o, + 1/2)2 dir. (3.89)
Benzer seklide (3.70) denklemini Schrodinger denklemine getirelim.
J(a)=cosh’ @ olmak iizere Schrédinger denklemi
"'lf{"‘("',* D ~(cr+l)2J‘P=0 (3.90)
da” cosh” a
olarak bulunur. Burada potansiyel
v(py =2t (3.91)
cosh™ a
veenerji  kE=-(c+1)’  dir (3.92)

SONUC

Simetrik  yiizeyde verilen Laplace-Beltrami operatoriiniin  degiskenlerine
ayrilabildigi bir ¢ok koordinat sistemi vardir. Ancak bunlarin Jeodesik ile
bagh olmasi bagka sézle simetri grubunun bir parametreli altgrubu ile
verilmesi  durumunda bir boyutlu Schrédinger  denklemine getirilebilir.
Yiizeyde alnan farkhi koordinat sistemlerine karsihk farkli kuantum sistemler
almr.  SU(2) grubunun simetrik yiizeyinde Bikiresel , Kiiresel , SU(1,1)
grubunun  simetrik  yiizeyinde ise Bikiiresel, Parabolik(Horikiiresel) ve
Hiperbolik koordinat sistemlerine bagh asagidaki potansiyellere sahip

2 42
V(x)::l/4 2m _l_l/.42n ’ V(x):l(.lzl) ’
cos” x sin“ x sin“ x
2 2 2_,2 o, (o, +1
I"(.\')z—(l/4 n- l/4-;m ), V(x)=—v f V(x)=- (o1 +D ,
sinh?x  cosh?x 4e™ cosh? x

kuantum sistemler incelenmigtir.
Edebiyattan bellidir ki xl2 +x% —x% —x% =1 tek oyuklu hiperboloidi detayl

olarak ¢alisilmamgtir ve bu sepebten tezin bu kismui orijinal sayilmalidir.

47



TARTISMA

Bu g¢aligmada simetrik yiizeyde verilen bir pagacik problemine bakilmugtir.
lleriki cahigmalarda n pargacik problemine bakilmas: diigiiniilmektedir.

EKLER

A. HOMOJEN ve SIMETRIK UZAYLAR
1. Homojen Uzay.

I bir topolojik uzay, G de Lie grubu olsun. Eger her bir a,8<I’ nokta
¢ifti igin bir geG var ve pf=ga ise G grubu [ uzaymda gegigli
(transitiv) dir denir. Eger G grubu [ uzayinda gegisli ise 7 wuzayma G
grubunun homojen uzay: denir.

G Lie grubunun bir altgrubu A, homojen uzaymn bir ael’ noktasim
invaryant birakirsa bu altgruba o noktasmin stabilite (stationary, isotropy,
little) grubu denir.

Homojen uzay g¢ogu zaman G/H bolim uzayr olarak tammlamir: H, G
grubunun bir altgrubu olmak iizere G/H grubu xeG ,xH sol denklik
simflariin kiimesi olarak tammlanir. Eer # = {¢} ise G grubunun kendisi de
homojen uzay olusturur. Homojen uzaylara ait drnekler verelim.

1. G=SO(n+1) grubu, R"™ Euclidean uzayda

Xt+xi . +xl, =1 (A1)
kuadratik formunu invaryant birakan R™' uzaymin ozel ortogonal
déniigiimler grubu gibi tammlandifindan agiktir ki (A.1) denklemiyle verilen
S", n boyutlu kiire yiizeyi SO(n+1) grubunun homojen uzayidir.

;=(1,0,...,O) eS" noktasimn A stabilite altgrubunun elemanlan

1 0
h=( ) , AeSOn) ,heH
0 4

matrisleri ile verildiginden, 8" Kkiire yiizeyi SO(n+1)/SO(n) denklik siniflarina
izomorftur. Yani 8" kiresinin keyfi bir x noktasimn G grubunun elemanlan
ile baglantis1 su formiille verilebilir :
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o

x=xhg =xg , x=xh , g €G 6 heH.
2. R"  pseudo-Euclidean uzaymn 06zel ortogonal doéniigiimler grubu

G-SO(1,n) x= (1,0,...,0) € R:" noktasin1 invaryant birakan altgrup H=SO(n)

1.n
olmak {lizere X=(G/H homojen uzayi
xX-xl—.-x=1, x,)0 (A.2)
denklemiyle verilen iki oyuklu hiperboloidle temsil edilir.

x= (0,1,...,0) e R;)"  noktasm invaryant birakan altgrup H=SO(l,n-1) olmak
izere X=G/H homojen uzayi
x2—xl- -x}=-1 (A3)

denklemiyle verilen bir oyuklu hiperboloide izomorftur.

2. Simetrik Uzay.

G bir Lie grubu, o, G grubunun bir involutif otomorfizmasi olsun,
o’ =1, o#1 . H, o doniigiimiine gore G grubunun degismeyen bir altgrubu
olsun, o(H)=H .Bu durumda G/H uzayma o doniigimilyle tamimlanan
homojen simetrik uzay denir.

Simetrik vzaym diger bir tamm, uzaymn egrilik tensérimiin kovaryant
tirevinin  V (R, ,)=0 sifir olmasiyla verilir. G grubunun stabilite altgrubu;
kompakt ise simetrik uzay Riemannian metri§ine sahip olur ve bu uzaylar
Riemannian homojen simetrik uzay, kompakt degilse uzay pseudo-
Riemannian homojen simetrik uzay olarak adlandinlr. Simetrik uzaylara ait
ornekler verelim.

1. &G SO(il), o involutif otomorfizma doniigiimii,

- 0

burada 7/, , R® de birim matris olmak iizere
o(Wy=shs'=h , heH=80(n)
oldugundan  SO(n+1)/SO(n) homojen uzayr simetriktir,

2. G=SO(p,q); geSO(p,q) , glg'=1 denklemini saglayan matrisler
grubu oldugundan , involutif otomorfizma o(g)=/Ig/ seklinde verilsin. Bu
doniigiimii invaryant birakan altgrup G grubunun maksimum kompakt altgrubu
H=80(p)x80(q) oldugundan X =G/H=S80(p,q)/SO(p)xSO(¢q) homojen

simetrik uzay olur.
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3. Kuantum Integrallenebilir Sistem.

N pargacifn  karakterize eden dalga fonksiyonu ¥(x,x,,..,x,),
normallestirme kosulu da _[ ....I]W(x,,xz,...,xN)Fc/x,...de = seklinde verilir.

Dalga fonksiyonu
ih;'% W(x,x,,...,xy;0) = HP(x,x,,..,xy:1)

diferensiyel denkleminin ¢oziimityle verilir. Burada H, N pargaciktan olusan
sistemin toplam enerjisini temsil eder. V(x) potansiyeli ile birbirini etkileyen
N pargacikll bir kuantum sistem

N 2
Py 2 1 1 &
H = E ——+V(x,,%x,,.., %) =—h"(— +...
= 2m (5,5, w) (2”71 Oxt 2m,, Ox;,

seklinde Hamiltonyen ile tanimlanir. Burada V(x,x,,...,x,) potansiyeli ozel
tipte bir fonksiyondur. Omek olarak iki farkli tip sistem verilebilir ki bunlar
tam integrallenebilir. Birincisi Oskilator tip N pargacik problemi ki potansiyel

YV (x,,%,,..., %)

N
s V(5 xy,.,x)=k/2D x} +v(x,,x,,...,xy)  seklinde , digeri ise Coulomb tip

i=1

N pargacik problemi olup potansiyel ,
N ~-1/2
V(x,,xz,...,xN)=—a(2x,2) +V(X;, X550, %)
i=l

seklinde verilir. Burada & ve «a sabitlerdir.

Pargaciklarin  bir dig  kuvvetin etkisi altinda olmamasi durumunda
potansiyel enerji pargaciklarin  birbirlerine gore durumlarina baghdir ve
potansiyel , V(x,-x,,...,x,_,—x,) bigiminde yazilr. iki pargaciktan olusan bir
sistem i¢in bunu yazarsak, V(x, -x,), Hamiltonyen

H:—hz(zllnl 0”&;3 +2,:12 ;;2)+V(xl—x2)
olur. Bunun igin ozdeger denklemi yazilarak sistem ¢oziliir. Pargaciklar bir
dis kuvvetin etkisi altinda olsun fakat birbirleriyle etkilesmesin, bu durumda
potansiyel V,(x)+...+V,(x,) seklinde verilir. 1ki pargaciktan ibaret olan
sistem i¢in bunu yazarsak, V,(x,)+V,(x,) ve Hamiltonyen
1 & 1 &
2m, Ox; +2m2 §x§)+V,(x,)+V2(x2)
seklinde verilir. Etkilesmeyen pargaciklar igin enerji  0zdeger denklemi
pargacik sayisi kadar tek pargacik denklemine aynlabilir. Pargaciklar 6zdeg

H=-h(

50



ise verilen bu durumlar gegerli olmaz. Tek pargacik igin potansiyel V(x)
seklinde wverilir ki bu bir boyutlu potansiyeldir. Pargaciktan kastimiz,
bunlarin nokta bigiminde olduklar1 veya enazindan go6z6niine alinan fiziksel
sistemin tipik boyutlarindan daha kiigitk boyutlara sahip olduklarini ima
ediyoruz.

Simetrik uzayda bir serbest pargacifin kuantum problemi ilgingtir ve bir
boyutlu integrallenebilir kuantum sistemle baglantilidir. Bu tiir problemler bir
boyutlu uzayda N pargacik problemidir ve potansiyel V' =V (x,~x,) formunda
verilir. Potansiyelin ii¢ basit tipini verelim.}'(x) =sin®x, V(x)=sinh?x , V(x)=x72,
Bu potansiyeller sirasiyla kompakt , kompakt olmayan ve egriligi sifir olan
simetrik uzaylarla baglantihdir. Bu sistemlerin tam kuamtum  sistemlerinin
verilmesi durumunda gosterilebilir ki Hamiltonyen ile simetrik uzaydaki
Laplace basit baglantilidir.

Tam ¢ozillebilen kuantum sistemleri incelenebilmesi igin ozellikle Hilbert
uzayl , Lie grubu ve cebiri , simetrik uzay , diferensiyel geometri , 0Ozel
fonksiyonlar v.b. matematiksel yapilarin bilinmesi gerekir.

4. Laplace-Beltrami Operatorii.

Riemannian uzayda (g;) metrik matrisi ve I, baglantis1 tanimlanmg
olsun. Eger  (g,) metrik matrisinin kovaryant tiirevi
ox*
sifir ise bu baglantiya metrik matrisle uzlagan baglanti denir. Metrik matrisle

uzlagan baglantinin ifadesi agagidaki formiille verilir.
rlf:lgkl(aglj +ﬁg,,~ _agifj (A.4)

ngu = "r:i'g/, _r;kgll =0

Y2 Ax'  Ox’  ox!
7" ,(1,0) tipli tensériin diverjansim verelim. 7" tensoriiniin  kovaryant

tilrevi
. or
V. 1I"=—+T,,
cr;xA n

formiilii ile verildiginden 7" tensoriinin diverjanst igin agafidaki formiilii

’/ wh

alinz.

divT =V, 1" = % fTL T g=det(g,), (A.5)
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1 *’l_,gd (ﬁghn + ﬁgli _ &gl"') :__l____é__g

i 2 axi axm é’xl 2g xnl

formiiliinden yararlanarak (A 5) bagmtisindan

div’l"zV,’l'—\/_al Jg 1)

ifadesini yerine yazarsak

0”

alinz. Burada 7" =

i 0’"
Ox’

A = ‘/'9, g

buluruz ki buna Riemannian uzayda verilmis Laplace-Beltrami  operatorii
denir. x=(x,,..,x,) kartezyen koordinatlar , g, =&, metrik matris olmak

(A.6)

iizere £, n boyutlu Euclidean uzayda Laplace operatorii

72 (72 n (72
A= . F = A7
ox; Ox? Z Ox? (A7)

n i=] i

olarak verilir. £,, pseudo-Euclidean uzayda metrik matris
(g,) =diag(l,...;-1,....-1)
H/_/ ﬁ—/

p tane q tane

seklinde verilir. Bu durumda Laplace operatérii
. b W (A.8)
ox; ox, 0Ox;, Ox,

1AL

olur.
S" ' kiresinde verilmig 6,,...,0, , kiiresel koordinat sistemi igin Laplace-

» Yn-1
Beltrami operatbriinii verelim. x=(x,..,x,)eS"" de kiresel koordinatlar
=rsinf, _,sin@,_, ...sin G, sin G,

x,=rsin@,_ sinf,_, ..sin 6, cosb,

(A.9)

=rsin @ ,cosé

nl (I n-2

x, =rcosf

n-1
seklinde verilir. Burada

Xt +xi=r* |, r20,0<6,<27,0<0,s7x, 2sk<n-1  dir
Metrik matris , (g,) =[xr,,x, ] , n,=r,5,=0,.,7,=0,, bagmtisindan

2 2 .2
,Fsin® 6,...sin" 0,_)

n-12"

(g,,)=diag(],i ,Fisin® @
seklinde bulunur. Buradan Laplace-Beltrami operatoril

1 7 g 1
A(n) — ___r"“l ___+_;_A(”"” A. 10
S L Y P ( )

olup birinci kisim operatoriin radyal kismmm AV da agisal kismim




olugturur. Burada

1 2 ) o 1
A(n )] e > a2 g + - A(n—E)
sin" %8, 08, " '5g  'sin‘g_ -
! O . o 0 l a° .
= . Sin""" 0, ——+.. +— — dir.
sin"2@, 20, '50,, " sin’@,,..sin’ 0, 08
F(r,6,..,60)=r"®(8,...,6,), o.dereceden homojen bir fonksiyon olmak iizere
A, F=0
Laplace denklemini ele alalum.
KD F =t O 08 1 jon g
‘ r"" or or r°
Buradan
A"V D =o(oc+n-2)D(4,,...,6,) (A.11)

denklemini buluruz.

B. 0ZEL FONKSIiYONLAR

Ozel fonksiyonlar , teorik ve pratik aragtrmalarda, ozellikle matematik
fizigin denklemlerinin belirli koordinat sistemlerinde degiskenlerine ayrlmas
metoduyla ¢oziilmesinden ortaya g¢ikar ve ozel isimlerle belirtilir.

1. Gamma Fonksiyonu.

Basit ve ¢ok onemli 6zel fonksiyonlardan birisi olan Gamma fonksiyonu
dier ozel fonksiyonlarin galigilabilmesi igin onceden bilinmesi gerekir. T'(z)

notasyonu ile gosterilen ve

I"(z)zJ'e”'l““' dr Re z)0 (B.1)

seklinde tamimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir. I'(z) notasyonu ilk
defa 1814 yilinda Legendre tarafindan verilmigtir. (B.1) ifadesini iki

integralin toplami olarak
1

r(z)=je—‘z2~1 dt+je"'t’“‘ dt = P(z) +Q(2)
0 i

seklinde yazalim. P(z) fonksiyonu Rez)0 yanm dizlemde analitik, Q(z) ise
bir tam fonksiyondur. Buradan T'(z)= P(z)+(Q(z) fonksiyonu Rez)0 yarm
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dizleminde analitik olur. Yukandaki ilk integralde e teriminin seri

agithmim yazar ve terim terim integralini alirsak

ma=2—kﬁ;

s nl(z+n)
buluruz. Buradan z=-n,n=0,1,2,... Dbasit kutup noktalannnda TI'(z)
tonksiyonunun rezidiisii
Res T'(z)=Lim(z+n)T(z) = (—l') (B.2)
2=-n z-n n!

olur. Boylece T'(z) fonksiyonu z=0,-1,-2,... noktalarinda basit kutuplu,
z#0,-1,-2,... noktalarinda ise z'nin analitik bir fonksiyonu olur.
Gamma fonksiyonunun ¢énemli bazi 6zelliklerini verelim.
-T()=1, TW/2)=+r , T(z+1)=zI(z) , Rez)0
-T(n+1)=n! , n pozitif tamsayi
-I'(2)I(1-2)= x/sin 2z (B.3)
- JxT(22)=2""T(2)I'(z+1/2) , Rez)0
-I'(n)=w , n=0,-1,-2,..., I'(1/2+2)T(1/2-2)= wsec

Integrallerin belirli bir sinifi Gamma fonksiyonu ile ifade edilir.
i

B(x,v) :J-l" PAd=o¥tdt , Rex,Rey) (B.4)

[
integraliyle tamimlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir ve x, y kompleks
degiskenleriyle analitik bir fonksiyondur. Beta fonksiyonu igin asagidaki
fonksiyonel denklemleri verebiliriz.
- B(x,y) = B(y.x)

B(x vy = TOTO)

B =) -
, LTI (v)

- B(x,y) B(x+y,2)b(x +y+z,u) = F(x+y+z+u)

2. Hipergeometrik Fonksiyonlar.

Ikinci mertebeden lineer homojen diferensiyel denklem bir ¢ok singiiler
noktalara sahip olabilir. Ozel olarak singiler noktalar1 (0,1,«¢) olan denklemi
Z"zl; +[c—(a+b+l)z]%—abuzo (B.6)
formunda verebiliriz. Burada, z kompleks degisken, a,b,c z 'den bagimsiz
kompleks ve reel degerler alabilen sabitlerdir ve bunlar denklemin

z(l-z)

54



parametreleri olarak tanimlanir. (B.6) denklemi Hipergeometrik denklem, bu
denklemin ¢6ziimleri de Hipergeometrik fonksiyon olarak tanimlanir.

Lineer diferensiyel denklemlerin genel teorisinden (B.6) denklemi z=0
noktast civarinda

11=z‘2ckzk , ¢,#0
k=0
formunda Dbelirli bir ¢6ziime sahip olur. Bu kuvvet serisi  |[z(1 igin
yakmsaktr. (B.6) denkleminin z-=0 civarindaki ¢6ziimii ,
c=nz0,-1,-2,... 1se
u=.F(abc;z)=F(ab,cz)= Z @, (b), z", B.7)
) n=0 'Il(c)n

¢c=-n , n=0,12,... Iise,

m m

u=z""Fa+n+1b+n+1n+2;z) :z"*lz(a+n+l)'" (btn+l)
jmar m\(n+2),_

olur, (a), =1, (a), =a(a+1)..(a+n-1), n=12,...,
(b),=1,(b),=bb+1)..(b+n-1), n=12,..
©,=1.,@),=clc+)..(ctn=1), n=12,.

F(a,b;c;z) = F(a,b;c;z) = Z(a) ®), ,» ab +a(a+l)b(b+1)

>

=14+—
I(c), lc 1.2.c(c+1)

fonksiyonu z degiskenli a,b,c¢ parametreli Hipergeometrik seri olarak da
tammlanir ve |2|(1 igin yakinsaktir. Genellestirilmig Hipergeometrik fonksiyon

Arsesy, Z (a ) (CI )n 2"
y M n A pln
bl,...,b ’ n'(b) (b )

4

}'q(ala bl’ q,Z)_

P’ q

seklinde verilir. Burada

(a), = F(ra(+)n) , (@), =1,@),=a@+))..(a+n-1), n=12,...

dir ve bu Pochhammer sembolii olarak bilinir.

Hipergeometrik fonksiyonlarin 6énemli bazi 6zelliklerini verelim.
Hipergeometrik seride a ve b parametrelerinih yeri degisirse serinin karakteri
degismez. Buradan
- F(a,b;c,z)= F(b,a,c,z) simetri ozelligini alinz.

Hipergeometrik fonksiyonun tiirevi

h 6 2) = @, ®), -
‘i (L.)“

(a+nb+u,c+nz) , n=12,.. dir.
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b
- Lim l Fu,byez) = M "VR@arn+Lb+n+n+2;2)
co-al [(0) (n+ D!

~F(a,b+1;c;2)- F(a,b,c;z) = i"ZF(a +1L,b+1c+1;2)

- FQa2bja+b+1/2,2)=F(a,b;a+b+1/2; 1)

Hipergeometrik fonksiyonun integral temsili
I'(c) l

Fa.b; =,k (a,b; =7
(a.b,c;2) (a,b;c;2) = FO) (D) O

seklinde wverilir.

.Fi(a,b,c;z)  fonksiyonu g¢ofu zaman  F(a,b;c;z) seklinde yazlir ve
Hipergeometrik fonksiyon olarak  tamimlanir. |F (a;c;x)  fonksiyonu  ise
Confluent Hipergeometrik fonksiyon olarak tanimlanir ve bu

xb—ﬁ—‘zz+(c~x)z—g——ay=0 (B.8)
diferensiyel denkleminin ¢oziimii olur ki agagida verilen her bir ¢6ziim (B.8)
Confluent Hipergeometrik denklemin bir ¢6ziimiidiir.

y = Fa e x) = ®(a,cx)

-y, =x" F(a—c+l'2—c;x)

-y, =e" [F(c-a;c-x)

-y, =x' e (l a,2-c¢,—x)

n
. a), .. ) -
— F(a;c;x) =£—)i,l*| (a+mc+n;x) seklinde verilir,
c

n

Tiirev baglntm

Confluent Hipergeometrik fonksiyonun integral temsili,
1
B r("‘) Xu - v-a
l[’l((l;(,';,\') Zr—(‘mle u ! (l"ll) ldll , Rcc)Rea)O Olur.
Baz1 6zel fonksiyonlarin Hipergeometrik fonksiyonla ifadesini verelim.

-(l+2)* =F(-a,b;b;~z) , (1-2)*'(+z)=FQRa,a+1la;z)

| m m

- e “=(2coshz)™ tanhz F(1+£ atl, ;1+a l,
202 cosh' z

)

. 2 3
-cosaz=F(al2,-al/2;1/2;sin" z) , sinaz= assz(l—;g— —1——2—2 —2— :sin? z)

-sin" z=zF(1/2,1/2;3/2;2%) , Log(z+1)=zF(1,1;2;-2)
z'nin aldigy bazi 6zel degerler igin Hipergeometrik fonksiyonun ifadesini

verelim. z=/ igin,

Jo

Ir""(l—t)""’" (1-12)“dr , RecyReb)0 , |arg(1 - 2)[(7



F()I(e-a-»56)

_ + bo ’ =
F(a,b;c;l) I'(c-a)T(c-b)

, ¢#0,-1,-2,..., Rec)Re(a+b)

z=-]  igin,
- Fla,b1+a-b,-1)=2" IFl+a-5)I'(1/2)

a l+a
-6 +§) F(“£~)

, 1+a-b#0,-1,-2,..

z-12 igin,

- FQ2a,2b,a+b+

11y Darbe UDTAT2) 10 20,-1,-2, .
2’27 T(a+1/2)T(b+1/2)

z=-1/3 igin,

¥I@/3)rQa+3/2)
r(3/2)(2a+4/3)

-F(-a,~a+ l;2a + 3;——l—) = (—8-)
2 23 9

, 2a+3/2=0,-1,-2,...

3

z=¢""  1gin,

_ F((H'—l- 3a,761+3,e,n/3) =0 ettt 3 Gann I'(2a+2/3)
31 = 3a

T'(a+1/3)(a+2/3)[(2/3)
Hipergeometrik denklemin parametreye bagh olarak ¢esitli ¢oziimlen
verilebilir. Asagidaki ¢6ziimlerden her biri Hipergeometrik denklemin bir

¢oziimildiir.

u, = F(a,b;c,z)
=(1-z)"" " F(c—u,c-b;c;2)
=(1- z)““F(a,c—b;c;——E—)

z—1

=(1-2) F(c-—a,b;c;—"—_z_—]—)

-

i, = Fa,bya+b+1-¢;1-z)
=z Fla+l-c,b+l-cia+b+1-c;1-z)

:z"‘F(a,a+l—c;a+b+l—c;‘———zm1)
z
=z bF(b+l—c,b;a+b+l—c;—z—i—]) (B.9)
z
u, =(-z)" F(a,a+1 —-c;a+]~b;l)
z
b-¢ c-a-b 1
=(-z)""(1-2) F(l-b,c-b,a+1-b;-)
z
=(l—z)““F(a,c—b;a+l—b;l—l———)
-z

=(-z)" (1 -z)" F(a+1—c,1—b;a+l—b;—1—i~)
-z



u,=(-2)*Fb+1-c,bb+1 —a;l)
z
=(-2)"(1-2)"" " F(l-a,c~b,b+1 —a;l)
z
=(l- z)”” Fbc—ab+1 —a;l—l—)
-2z

=(-z2)"“(1-z)"*! F(b+1—c,l—a;b+l—a;1—_1—;)

2 Fla+l-cb+1-c2-cz)
=2 P F(l-a,1-b;2 ~c; 2)

P (l-2) T Fatl-e, 1= b2 —c;

A

I
8]

V4
z—l)
=z (1= z)? F(b+1—c,1—a;2—0;il)

7

L2

u,=(I=z)" " Fc-ac—bc+l-a-b1-z)
=z (-2 F(l-a,l-b,c+1-a-b;1-2)
= z“""(]—z)"‘“"”F(c—a,l—a;c+1—a—b;z—~1)
z

z-1

=2 =2) P F(e-b,1-bc+1~a-b; )

F(a,b;c,z) Hipergeometrik  fonksiyonun analitik devam bagintisi
agsafidaki gibi verilir.
1-¢, b-a, c¢-b-a tamsay1 olmasin .

-

F(a,bc;z)= 4 F(a,ba+b-c+1;1-2)+ 4, (1-2)""*
xF(c—a,c=bc—a-b+11-2) , |arg(1-z)(x

- -1 ‘
- 1"(Cl,b;C;Z) = Al z*° F((l,(l+l—c;a+b+]—-c;z_.)+A2 z97°¢ (l__z)c—a—b
¥4

xF(c—a,l—a;c+l—a~b;£_—l) , |arg(z)|<7r (B.10)
z

F(a,byc;2)= B (-z)“ F(a,1-c+a;1-b+a;1/ 2) +B,(~z)
xF(bl-c+bl-a+b;1/z) , Iarg(—z)l(ﬂ

Fa,bc;z)=B (1-2)“ F(a,c—-ba-b+ I;Tl—)+B2 (1-2)"*
-z

<Fbe-mb=a+li—=) , |arg(i-2)f(n
Burada A4,,4,,B,,8, Katsayilan
_T)I'(c~a-b) _ F'@l'la+b-c)
" T(c-a)T(c-b) * ? T'(a)T(b)
p F@OTG-a) ", TE@T@-b)
U T)(c-a) T 7 T(@T(c-b)

(B.11)

seklinde verilir.
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Diger 6zel fonkstyoniarla Hipergeometrik fonksiyonlar arasindaki bagmtilar
asagidaki gibi verilir,
- P zy = (n ¥ a) F(-nn+a+pf+La+]l; 1:«2-)
n 2
Y}~z
5 )
P (z)= F(-nn+, l;l—;j—) (B.12)

-CHz)= l—(.’M)“ F(-a,n+24;2 +—1~;
nt 2

M2 .
- PPy = L (iﬂ) F(—v,v+l;l—~,a;—l~—~-3
r-wiz~1 2

~J.(2)= (2/2)" F(v+1,-2*14)

(v+1)
Yukanda verdigimiz Hipergeometrik fonksiyoniar tek degiskenlidir. Cok
degiskenli Hipergeometrik fonksiyonlar da vermek miimkiindiir.

3. Legendre Fonksiyoniar.

Dalga yayilmasi, potansiyel ve difizyon problemlerinin ¢dziimiinde ortaya
cikan , v dereceden ve u mertebeden
L odw Jdw ) 2 y
(-2~ ~2--J;+{V(V+1)A,u (1-2°) 'Jr=0 (B.13)
Lependre  diferensiyel denkleminin lineer bagunsiz ¢ozinmleri  olan
fonksiyonlara Legendre fonksiyonlars denir. Burada z kompleks veya reel

defiisken, v,u de reel veya kompleks sabitlerdir.

(B.13) denklemi uygun degigken donigimi yapilarak Hipergeometrik

denkleme indirgenebilir. Sirasiyla  w=(z* ~ )"’ u ve x:-l—;—i doniigivmleri

yapilirsa (B.13) denklemi

x(l»x}%ﬂ-(;zﬂ)(lvw)%ﬂv~—,u)(v+,a+l)u==0 (B.14)
Hipergeometrik denklemine getirilir. Buradan (B.13) denkleminin ¢oziimid
L .),u = ’ (ﬁ-—i—)ﬂn — e .!._:._Z.. .
w= Pr(z) = \eT F(-v,v+ Ll- 4 ; ) L i-2f (B.15)
olur. Eger x=z' donigimi yaparsak (B.13) denklemi
4x(l- x)%-r[z ~(4u+6)x}%— (W~ (v+u+hu=0 (B.16)

Hipergeometrik denkleme doniigir ve buradan (B.13) denkleminin ¢6ziimi
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W= Q(‘(z) __:u;n/r 2—5'4 /”

Cv+pu+1l) o2 M2Vt U +u+l 3
—“l"((v+ll3/2))z 4 '(z —l) F( 2; +l,v ;‘ ; +5;zl2), IZI)I
(B.17)
olur. vvueN ise Pl(z),0/(z) lineer bagimsiz ¢oziimler oldugundan (B.13)
denkleminin ¢6ziimii w =c, P¥(z)+c, Q%(z) olur, burada c,c, keyfi sabitlerdir.
Pl(z),Qu(z) fonksiyonlan birinci ve ikinci tiirden, v dereceden Legendre
fonksiyonlart olarak tamimlanir. Bu fonksiyonlar (-w,1) boyunca kesilen Z
diizleminde regiler ve tek degerlidir. Legendre diferensiyel denklemi,
H—>—p,z—>-z, v>-v-1 degisimi yapilirsa  invaryant kalr. Béylece
P (xz), Q4 (x2), P (22), O (2z) ¢Oziimleri de (B.13) denkleminin
¢oziimleri olur. Legendre fonksiyonlar: arasindaki bazi bagmtilar1 verelim.
- Pi(2)= P, (2)
- T (v+u+ DO ()= T (v—u+ 1) (2)

-pj"(z):ij"‘(z) . pu=m=12,..
' F(v-m+1) "

- QU(-2)=-e"" 04(2)
-P(z)=P(2) , u=0 , P"'(2)=0 , myv, meN

Legendre fonksiyonlan, (-e,-1) boyunca kesilen diizlemde P*(z) ,(-o,1)
boyunca kesilen diizlemde 0”(z) fonksiyonu z kompleks degiskenin analitik
bir fonksiyonudur. Bu kesilen bolgelerde verilen Legendre fonksiyonlan
Hipergeometrik seri cinsinden ifade edilebilir. Legendre fonksiyonlarnin bir
¢ok uygulamasinda z=x+0i=x , —1(x{1 ahnir.

S a2 L\ H2 —
¢ [12) F(-v,v+ l;l—,u;]—x—)
(1= ) 2

- Pl(x) = 1
- X Z

, | 1+ x)** 1-x
- Pl(x)= ﬁ(—v,v+l;l—,u;T)

r-)\1-x
0¥ (x) = U+ v+p) (l—x)wz Floy,y+L1+ "1‘:2)"'&2'005( ﬂ)(b—{)mp(_y Ll ,l—x)
) U sv- \1+x SO RN el G TR

P¥(z),0%(z) Legendre fonksiyonlarim trigonometrik degigsken tiiriinden

yazabiliriz. z=cos6 ,

1 sind\™* _l+v—-u -v-u . 2
- pH = smg A 1
P! (cos8) l“(l-,u)( 3 ) F( 3 S 1—gsin® @) , 0w /2

1 sind) ¥ ., 0
- pt &) = (———) FQl+v—p~v—ul—;sin® =
v (cosd) ra-m\ 2 ( Hv—pl—y >
1 o\ .20
- p o) = (cot—) F(~v,v+ 1] - u;sin” —
v (cos6) (1= ) 2 ( H 2)
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v, 1 sabitlerinin baz1 6zel degerleri igin Legendre fonksiyonlarinin ifadesini

verelim.

u=m=12. igin,
2" F(v+m+l)(
mTwv-m+1)
v=n=0,1,2,... olsun. Bu durumda x negatif bir tamsay1 ise (B.15)

n. l
-PM(2) = ) & FA+m+v,m—v+1L1+m ——) (B.IS)

ifadesindeki Hipergeometrik seri z bagh n dereceden bir polinom olur.
u=m=12,... ve nzm ise (B.18) bagintis1 gecerli olur ve n-m. dereceden
polinom olur. v=0 ise P/(z)=P,(z) olarak yazilir. Genellikle P, (z), Q,(z)
Legendre fonksiyonlann PY(z),Q%(z) fonksiyonlan da associated Legendre
fonksiyonlan olarak tanimlanir,
u=0 Iise,
. -z
P @)= F(+v,—v-L—=)

olur ki bu ifade, z gore m (m=1,2,...) defa tirevi alinirsa

s d"P(2)
- P/l =(z° —l m/.._('___|___
y (2) =( ) o
- QM) =( - d ? (2) bagmtilarim buluruz,
uz

- 1) -,)_(Z_H) P(—V,—V‘,l',::l)

<

(5 e

I1+z
=(-

=F(-v, V+1;1;-1——2~—) N F(-v —vl———)

z-1\" 2
-5 Fev,mvii2hy )
u4=0 , v=n=012,. ise

(=D"(2n)!
- P, (2)= 2 D) F(-n,n+1/2;1/2;2%)

n ')
-P,(2)= —(——122;—”((':);1)217(—11,11+3/2;3/2;22)

n

2 dh e

. (z2-1
bagintilann verilebilir. Son baginti Rodrigues formiilii olarak bilinir. Boylece
P,(z2), n dereceden bir polinom olur ve A (~-z)=(-1)"F,(2) esitligi saglanr.
Bu polinomlar Legendre polinomu olarak tammmlanmir ve Legendre

-P(2)=(2"n!)
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fonksiyonlarinin 6zel bir halidir. Polinomlar [-1,1] arahginda ortogonaldir ve
bu araliktaki tiim_ kokleri reeldir.
Legendre fonksiyonlarinin integral temsilini verelim.

“ 27 (Z2 - l)—#/z r H-v=1 g 2vl
- Pln= e V)F(V+1)I(z+cosht) (sinhe)*""" dt |, Re(-u))Rev)-1
0

L3

eHm 2 D(u v+ 1)(z? —1)H2 ,
= (z+cos)# ' sint)?* dr ,Re(v+u+1))0,Rev)-1
rw+l ~(|:

Legendre polinomlarinin ortogonallik kogulu agagidaki gibi verilir.

1 0 , HEM
- [Ememdx =

J- n (%) L (%) 2 ,n=m,n=012,..

-1 2n+1

Ol )

k=m
-1

1 0 , k#m
- J'(l—.\'z) LRM () PR () dx =4 (n+m))
mn —m)t’
1= (=D (1 + m)!
(-nm(+n+1) (n-m!

i
- [ore) B ds = ()"
-1

Legendre polinomlarim genellegtirirsek Jacobi polinomlarim buluruz.

(l~x2)d—l: +(ﬂ—a—(a+ﬂ+2)x)ﬂ+n(n+a+ﬂ+ Du=0 (B.19)
dx” dx

diferensiyel denkleminin ¢oziimleri P“P(x) Jacobi polinomlarn olarak
tammlanir. Bu diferensiyel denklem Hipergeometrik diferensiyel denkleme
indirgenebilir. Bu durumda bu denklemin ¢oziimleri asagidaki gibi verilir.

n+a 1-
PP (x) = ( ) ) F-mn+a+f+ha+L—>)

1+x

)

= (—1)"[nzﬂj F(-nn+a+pB+1,8+1,

+ n
=(” a)(Hx) F(—n,—n_—ﬂ;a+l;x !

n 2 x+1
= (" +'HJ (x——l)"F(—n,—n -a;f+] Xt 1)

H 2 x-1
2"+ a+ )T (n+B+1)
r@n+a+p+2)x" " (x+1)
Jacobi polinomlarinin bazi 6zelliklerini verelim.
- B = PO )

n+a (a+1) IFn+a+l)
- (a.f) = = - =
B ( n ) nl nlla+1)

< P (ox) = (1) P ()

)

Ql“P(x) = Fa+lLn+ta+l2n+ a+ﬂ+2;&)

F'n+p+1)
nil(B+1)

. PEA =) =(-1"



m n—u

- PR (=27 (" N aj(" P 1) (x=D"" (x+1)"
m=0

iP‘“"’” _H[(a-P)-@2n+a+Px]PP (x)+2(n+ a)(n+ B)PEP (x)
o (= @2n+a+pB)(1-x*)

2" PR () = (=) A=-x)“(1+x)? D" [(1 - x)*" (14 x)fr ] ,Rodrigues formiilii.
Jacobi polinomlarmm ortogonallik kosulu asagidaki gibi verilir.

2P P+ a+ DL+ B+1)
@Qr+a+p+hnlTn+a+pg+1) ™

- j(l -x)“ (1+x)? PP (x) P2 (x) de=
-1
Jacobi polinomlarnin integral temsilini verelim.
1 -1 "(l—t)"(ut)“
(u.f) -
- BTT(x) = (2(‘_)‘)) =) U3e) @ - x#4l

-0 (xy=2"T k=) (x4 1) _[(x—:)'"“ A-0"* A+0)"F dt
-1

4. Bessel Fonksiyonlari.

Bessel fonksiyonlarl
d'w  aw

dz*
Bessel diferensiyel denkleminin ¢o6ziimleridir. Bu diferensiyel denklem z=0
civarinda seri ¢6ziim kabul eder. Diferensiyel denklemin g¢6ziimleri
( l)m z m+yv ( 1) i m-v
Jel2) = Zmll"(m+v+l)(—) > J@)= z:mlf'(m V+l)( ) (B'21)

m

olur. J (z) ¢Oziimii birinci tiirden ve v. mertebeden Bessel fonksiyonu olarak

Vw = (B.20)

tanimlanir ve

v
J, (2)= (—Z-) Syt I-22 /4)

|
F'(v+1)\2

1 v
TT(v+) (Q e™ \F(v+1/22v+]12iz)

seklinde verilir J (z) ,J_,(z) ¢oziimlerinin lineer birlesimini verelim.

-Y(2)= [/, () cos va— J_, (2)]

sin v

- Hfll)(z) = Jy(z)'f'iYV(Z) =— [‘]—v(z)_‘]—u(z) e—iwr]
1810 vz

C HO(2) = J ()= i¥(2) = [ I (D)™ = J_(2)]
1SN vw
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Burada Y,(z) fonksiyonu ikinci tiirden Bessel fonksiyonu, H(z),H®(z)
igiincii  tiirden Bessel fonksiyonlar1 veya birinci ve ikinci Hankel
fonksiyonlar1 olarak tanimlanir,

- J(2)= %[Hf,l)(z)—l-Hf,z)(Z)] , Y(2)= %[Hﬁ')(z)—Hf)(z)]

Bessel fonksiyonlart (0,-w) negatif reel eksen boyunca kesilen diizlemde
tek degerlidir ve z-=0 dallanma noktasidir.
(B.20) denkleminde z yerine iz alirsak (B.20) denklemi

29 M e yw=0 (B.22)

dz” cdz
denklemine doéniigir. Bu denklemin ¢o6zimii w=aJ (iz)+b6Y,(iz) olur. v bir
tamsay1 degilse J (iz) ,J (iz) (B.22) denkleminin i1ki lineer bagimsiz

¢ozimleridir. Fakat bu ¢oziimler yerine ¢ogu zaman [ (z) ,/ (z) ¢oziimleri

alinir,

&

2mtv
o\ . VAL ~1712 E_)
L@)=¢ Joze 7Y = Z llz!F(ril +v+]) ( (B.23)

m=

— (5) w122 14)
I'(v+1)\2

S e
= —_ 5°8 » 2
rov+npla) © (v +1/22v+1522)

Bu fonksiyonlar birinci tirden modified Bessel fonksiyonlan olarak belirtilir, v

reel , z pozitiftir.

K‘,(z):~.l—~[1_.,(z)—lv(z)], v#0,£1,12,... , |argz|<7r K (2)=K (2) (B.24)
27zsin vz

fonksiyonu da (B.22) denkleminin bir ¢éziimiidiir ve bu igiincii tirden modified

Bessel fonksiyonu olarak belirtilir. Bessel fonksiyonlarinin bazi 6zelliklerini

verelim .

-J (D=CD)J ) .m0, Y (2=(-1D"7,(2)

-1 (D=l (z) , n=0,x1,%2,..

-K (2)=K(2) , J[z"")=¢€""J(2) , [ (ze"")=€e"""1 (z)

- mn ~imvr i sin m v
- K (z¢™)= ™K (2)~im 1,(2)
in v
- _sinmmy
-Y (ze"")y=e""Y (2)+2i — cosav] (z)
sin v
J.(2)J (z)“——l—;(i)v+u F(1+V+'“ 1+V+”'l+vl+pl+y+v—zz)
T T+ DM+ D \2 N T ’

- Ja(2)=Y |, (2)=(m/2) P sinz , 1,(z)=(7z/2)"*sinhz
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‘%[z"-uz>]=zvv-,<z) ; %[Z‘”Jiz)]=-2“'fm(2>

Zdz zdz

- ER A0 EEU ORI B JO) Py e

-

Bessel fonksiyonlarmin integral temsilleri agagidaki gibi verlir.

1 T
- J,(2)= ;jcos(zsin(l—nﬁ)dﬁ , n=0]12,...
U

2( /2)v xl2

z 5 . .o

-J(2)= m !.cos(zsinﬁ) (cos®)™Y d¢ .Rev)-1/2 , Poisson tip 1ntegral.
- J;(z/z)V T ~at .2 v—-1/2

- A,,(z)=mje (lE)) dt , Rev)-1/2,Rez)0

(z/2)" I
[ @)s—=——e"a-""ar -1/2
() J;l"(v+1)-!L( y Rewd

Bessel fonksiyonlar: igeren bazi integraller verelim.
- Iz"“ J(2dz=z"" J (@) J.z""” J,(@)dz=-z""" J, | (2)

- J‘Zb'+] K‘,(Z)dz=—zu+l Kv?l(z) , J.Z_V+l Kv(z)dzz—-z‘l’*] Kv_l(z)
B J.z"ﬂ 1‘,(2)512=z"*' 1v+l (Z)

z'nin kiigilk ve biyiik degerlerinde Bessel fonksiyonlarinin aldifi degerleri

verelim.
z—>w iSe,

12 172
- J.(2) 5(1 cos(z—(v+l/2)£) , Y. (2) s(i) sin(z—(v+l/2)£)
o 2 2

iz
1 s f T
- IV(Z)E\/E—ﬂ;e' Py KV(Z)E Z e

z->0 1ise,
N S CT A,
@ (2], re={ TV
F'(v+1)\2 2
—1n(z) , v=0
n

_ z" ; ~(y—l)!(z)""
-l (D)z————, K, (2= Z , o v=12,..
(2) T+ 7 @ == 3 v

Bessel fonksiyonlari i¢in ortagonallik kosulu asagidaki gibi verilir,
m#*n

'y 0 ,
-
- Jyon Jiin iz = . .
‘([z vi2m1 (2 vizmi (2) 2 {(4/1+2v+2) Lom=an, vy-1
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S. Gegenbauer Fonksiyonlari.

Gegenbauer polinom]arn C'(z),
(1-2nz+4?) ZC (h" lhl('z:t\/zz—ll ,V#O (B.25)
n=0
ireteg fonksiyonuyla tamimlanir. Bu polinomlar ayni zamanda ultrakiiresel
polinomlar olarakta bilinir ve P'”(z) ile de gosterilir. Burada
- (~l)‘F(v+1)F(n+2v+1)(l—-z)'
(”(z)_éI!F(v)l"(21+2v)(n—1)l 2

C,,"(z):—E(n—+2—V—)—F(Iz+2v,~n;V+l;l;z—) , n=0,12,... dir.
T(n+HI(2 W) 2" 2

Gegenbauer polinomlanyla ilgili bazi bagintilar verelim.
(-D"'T'(n+v)

veya

2

< ; /_]_'7'
an( ) ”'F(') V) /‘(—II,II+1,2,.. )
v D2+ v+1
Gra(2) = D mr((v) ) zF(-n,n+ v+l 5 ;z%)
. . '(n+2v) d ., . T(n+v)
O =(-D)"Cr (-1 ; C(z)=(2) =1t Y)
YO =YD R C@ =@ s
i 1o
-Cl(cos9)=il£[—(fl)—]- , Lim F(v')C,,"(cosﬁ):Zcos(nH) , n=12,..
sin V=0 n
Gegenbauer polinomlan igin ortogonallik kosulu asagidaki gibi verilir,

0 , h#EF

_[c (2) C(2) (1=22)" V2 dz =122 2 T(n + 2v)
-l (v +m)2(v) 4

n keyfi degerleri igin
(z —1)-6—1—w+(2 +1)ﬂ—n(iz+2 Vw=0 (B.26)
dz’ dz

denkleminin ¢oziimleri Gegenbauer  fonksiyonu olarak tamimlanir, Bu
diferensiyel denklem Hipergeometrik denkleme getirilebilir ve C)(z), z=1 de

regiiler olur. Buradan Gegenbauer fonksiyonunun Hipergeometrik fonksiyonlar
cinsinden ifadesi asagidaki gibi verilir.

CH )_(Zv)
I 1+2

=(-1)"(2 v),,i'( nn+2v, v+—'—)

LE(=n,n+2v, v+l l——)
22

=2)'(v),(z-1)"F(-n,~n- v+1/2;—2n—2v,———1,2 )
-z
1+2)" 1.z-1

=(2V),,(-—7~) F(-n-n-v +%; v+ 35T

)



(v)

) . 1
-y (2)= ()" =2 F(=mm+ v,—;z°) , n=2m
m! 2

(V)"m l 2 _ (V)”‘ (VA“)A’g’)l) 2
(’7m) F(=mm+v, v+2 1-2z7) =072). P, z° -1
(z)=(- I)"’(l)’“"7 2 (=nm+ v+ 1,3/2,27)
MRS -
=V zF(=mm+v+1v+1/2;1-2%)
(2m+l)'
(’)nul )(‘ —l,'l,) 2
(1/2) n (2" _l)

nul

Bazi 6zel degerler igin Gegenbauer fonksiyonunun ifadesini verelim.
(”(1)__(__VL

CCED=ECE . Cleost) =y WDnWDun gy

—ml(n—2m)l

0 . niek ise "2 m
| , (D" W 2

- CHO =1 iy C(z)= 2T

L)fl)—"i . on=2m gifi dse ’ ,,,Zu m!(n— 2”’)' 22)
m!

L/ Y Y+

——(“(:):21/( lrll(z) :

o=

Jacobi ve Gegenbauer fonksiyonlart arasindaki iliski asagidaki

verilir ve Gegenbauer fonksiyonu Jacobi fonksiyonunun o6zel bir halidir.

()= P ()= P""(2)

, 2y (etedy

=P 2 2(z
(v+1/2) " (2)

Gegenbauer fonksiyonlarinin integral temsili asagidaki gibi verilir.

25 PQyv+n)

- i) = 2 [+ @ -0 cose]” sing)* a0, vo
=) f

C. SCHRODINGER DENKLEMI

1. Schridinger Denklemi.

=1, C})(]):E  n=12,.,C (=1, Clz)=2w

gibi

m kiitleli bir cisim x-ekseni boyunca bir F(x,#) kuvvetinin etkisiyle
hareket etsin. Bu bir boyutta belirli bir kuvvet altinda pargaciin hareketidir.
v hz, p=mv momentum , 7=1/2mv’ Kkinetik enerji, x(¢) pargacigin

pozisyonunu gostermek iizere , klasik mekanikte bunu nasil belirleriz.
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Newton'un ikinci yasasi1 (F=ma)  uygulanir ve uygun baglangi¢ kosullaryla
pargacifin x(¢) pozisyonu belirlenebilir.

Kuantum mekanigi bu probleme farkl: yaklagir. Bu halde pargacigin
‘Y(x,r) dalga fonksiyonu aramir ki bu Schrodinger denkleminin ¢oziimiiyle
vertlir. Bir boyutlu X uzayinda momentum p, kiitlesi m ‘olan bir pargacik
serbest, yani bir potansiyel iginde (V-0) degilse toplam enerjisi £ = p*/2m
olup sadece Kkinetik enerjiden ibarettir. Bu pargacign temsil eden dalga
paketinin sayis1 4, agisal frekans1 @ olmak iizere, h=h/27,0=2nv,k=27/2 ,
enerji ve momentum

E=how,p=hk (C.1)
seklinde verilir. Burada # Planck sabiti, v frekansi, 4 dalga boyunu gosterir.
Bu bagmtilar de-Broglie denklemleri olarak bilinir.

Fotonlar bazi olaylarda dalga bazt olaylarda da pargacik gibi davramr
ancak bir olay swasinda iki karakteri ayni anda gosteremez. Bu giiniimiizde
dalga-pargacik ikilemi olarak bilinir. Fotonun bu dalga ve pargacik karakteri
(C.1) denklemiyle ifade edilir. (C.1) bagintilar1 ve klasik dalganin 6zellikleri
Schrodinger dalga denklemi olarak bilinen madde dalgalarina uygun dalga
denkleminin olusturulmasinda kullamilir. Serbest pargaciklara eslik eden madde
dalgalan igin dalga denklemi

I,hé"l’(x,t) _ R & Y(x,t)
ol 2m  Ox’
seklinde wverilebilir ki bu Schrodinger serbest pargacik denklemi olarak
tanumlanir. Enerji ve momentum operatorleri
h & .0
~, p=—ih—
2m Ox” Ox
seklinde tanimlanir. Yukarida elde ettigimiz denklem serbest pargacik igin
dogru sonuglar verir. Daha genel olarak sabit bir V' potansiyeli altinda
hareket eden bir pargacift ele alalim. Bu pargacifin toplam enerjisi
E=p*/2m+V  ve de-Broglie bagmtisi hw=h4*/2m+V olur. Buradan

(C.2)

E:ih—a— , pl2m=—
P

yukarida verilen (C.2) denklemine benzer sekilde daha genel
. g
¥ 0ROy
ol 2m  Ox°
denklemini buluruz. Bu zamana bagh bir boyutlu Schrédinger denklemidir.

Denklemi ii¢ boyutlu sistemler igin yazarsak

. : o Y &
A CONN & ‘P+0”“§’+cﬁ?)+y(x,t)‘l’

ot 2m- Ox* Oy
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& 7 3 -
olur. Denklemde Az[y . +[; ~ + ; — Laplace operatorii, toplam enerjinin
x° oy oz '

diterensiyel sekli olan  H=-h"/2mA+) Hamilton operatorii tammlanirsa

Schrodinger denklemi ih%l’ng‘P seklinde de yazlabilir.

Dalga denkleminin ¢oziimii olan ‘W(x,r) dalga fonksiyonu incelenen bir
sistem hakkmdaki tiim bilgiyi igermektedir. Yani, fiziksel sistemin belirli bir ¢
amndaki durumu  W(x,r) dalga fonksiyonu ile belirlenir. Sistemin W(x,?)
dalga fonksiyonunun zaman igindeki gelisimi Schrodinger denklemiyle verilir.
Yukanda verdigimiz denklem zamana bagh Schrodinger denklemi olup
zamandan bagimsiz Schrodinger denklemini verelim.

Schrodinger denkleminde ki V{x,1) potansiyeli zamandan baf;nhsm olsun. Bu

durumda  Schrodinger  denklemi "degigkenlerine  ayirma" yontemiyle
¢oziilebilir ve Y(x,/)=U(x)7T(r) seklinde bir ¢oziim aranir. Buradan
it LN v (C€3)
T ot U2m

denklemini elde ederiz. Denklemin sol tarafi sadece ¢ de@igkenine, sag tarafi
da x degiskenine baghdir. Denklemin biitin x ve ¢ degerleri igin gegerli
olmasi ancak iki tarafin bir sabite esit olmasiyla miimkiindiir. Bu sabite
aywrma sabiti denir ve bu sabiti £ ile gosterelim. Bu durumda (C.3)
denklemi

g, -0

2

ot 2m

olur. Burada £ sabiti fiziksel sistemin toplam enerjisi olarak alinabilir.

(C.3) denkleminin ¢oziimii W(x,t)=e*"U(x)  seklinde verilir. V
potansiyelinin  bir ¢ok bigimi igin Schrodinger denkleminin g¢éziimleri
bulunur. Normalize ¢oziimler i¢in £ ayuma sabitinin reel olmasi gerekir. £
sabiti kompleks degerler alamaz. Ciinkii £ sabitini E=E +iFE, seklinde
yazarsak ¢oziimdeki " =¢”"" ¢ %" olur kibu r— igin sonsuza gider,
bu da dalga fonksiyonu olarak kabul edilemez.. Schrodinger denkleminin
¢oziimleri fiziksel olarak kabul edilebilen dalga fonksiyonlar1 olacaksa,
bunlarin saglamak zorunda oldugu bazi kosullar vardir.

- Olasihk yorumuna gore pargacigin konumu bir yerden digerine siireksiz
degismez, ayni anda iki olasihgt olamaz ve bir yerde sonlu olasilikla
bulunabilir. Yani, ¥(x,s) dalga fonksiyonu konum ve zamanin siirekli ve tek

degerli bir fonksiyonu olmahdir. Bu pargacifin herhangi bir nokta etrafinda

AU +V(x)U = EU(x) (C.4)
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bulunma olasihigimin belirlenmesini garanti eder. Eger |‘{‘|2 cok degerli Bir

fonksiyon olsaydi veya siireksizlikler igerseydi bu olasilik iki veya daha
fazla deger alabilirdi.
- Dalga fonksiyonunun biyikligiiniin  karesinin biitiin  degerler iizerinden
integrali sonlu olmalidir.

J‘|‘I‘|2 dv (w0 (CS)
Bu kosul saglanmazsa dalga fonksiyonu bire normallestirilemez.
- ¥, ve ¥, gibi iki dalga fonksiyonunun farklh iki durumu temsil
edebilmesi i¢in bunlarin lineer bagimsiz olmasi gerekir.

Schrodinger denkleminin degisik tipte potansiyeler igin ¢6ziimii arastirilir.
Degiskenlerine aymma metoduyla denklem  tek boyutlu  Schrédinger
denklemine indirgenir, bu da problemin ¢oziimiinii kolaylastinr. Biz yaptigimiz
¢oziimlerde, Schrodinger denkleminde ki m kiitlesini ve h Planck sabitini 1
aldik.

2. Normallestirme.

[‘{’(x,l)l2 dalga fonksiyonunun istatisttksel yorumu, ¢ zamanda x
noktasinda pargacigin bulunmasi olasithim verir. Buna gore pargacik uzay
bolgesinde gergekten varsa herhangi bir anda belirli bir yerde olmaldir.
Boylece pargacifin  (-w,0) araliinda bulunma olasihig 1, yani |‘P(x,t)|2

integrali bir olmalidir.

(<&}

(Y. = j W dy = j [ dx=1 (C.6)

Bunsuz istatistiksel yorum birsey ifade etmez. Burada sembolik olarak tek
kath integal alinmistir. dx hacim elemani integralin katim belirler. dx hacim
elemami bir boyutlu ise tek katli, iki boyutlu i1se iki katl integral olacaktir.
W(x,1) Schrédinger denkleminin bir ¢6ziimii ise, ¢ bir sabit olmak iizere
cW(x,r) de bir ¢6ziim olur. ¢ belirsiz ¢arpamim 6yle bulmahyiz ki (C.6)
bagintis1 saglansin. Bu igleme dalga fonksiyonunun bire normallegtirilmesi denir.
Schrédinger denkleminin bazi ¢6ziimleri igin integral sonsuz olur,. bu
durumda (C.6) bagmtsim saglayan belirsiz katsayr yoktur. Aym durum
Y(x,)=0 agikar ¢ozimii iginde gegerlidir. Normalize olmayan ¢6ziimler
pargacigl belirtmediginden ¢o6ziim olarak kabul edilmez. Fiziksel olarak
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Schrodinger denkleminin ¢oziimleri, karesi integrallenebilir ise anlamh olur.
(C.6) normallestirme bagintisin1 saglayan  W(x,7) dalga fonksiyonu uzayin
belirli  bir  Dbolgesinde bulunur. Dolayisiyla pargacikta uzaym belirli  bir
bolgesinde bulunacaktir. Béyle uzaymn smurli bir bolgesinde pargacik veya
sistem kendini gosteriyorsa bu hallere bagli haller denir. Bu durumda bagh
hallerde dalga fonksiyonlari sonlu olmalidir ve toplam enerjide negatif, £(0
olur. |

Bir pargacik veya sistem fiziksel uzaymn her yaninda kendini gosteriyorsa
bagh olmayan haldedir. Dalga fonksiyonu sonsuzda sonludur, yani,

vy = e oo

Bu halde normalizasyon kosulu saglanmaz. Parcacik smirhh  bir uzay
bolgesinde tutulamaz. Her yerde bulunma olasihifina sahip olur. Bagh
olmayan hallerde dalga fonksiyonu artan bir fonksiyondur ve enerji, E)0

pozitiftir.

3. Spektrum.

Spektral teori modern fonksiyonel analizin ana branglarindan birisidir ve
operatorlerle onun genel ozellikleri ve aralarindaki bagintilarla ilgilenir. Bu
operatorler lineer cebirsel denklem sistemlerinin, diferensiyel denklemlerin ve
integral denklemlerin ¢dziim problemleriyle baglantilidir. Bir 7 operatoriiniin
spektral teorisi sonlu boyutlu uzayda aslinda matrislerin 6zdeger teorisidir.
Ozdeger ve oOzvektor

AW(x)= A¥(x) | (C.7)
denkleminin terimleriyle tanimlamir. (C.7) denklemi ‘W(x,r)#=0 ¢oziimiine
sahipse , 4, A operatoriiniin 6zdegerleri, Y(x) da A oOzdegerlerine uygun
gelen A operatoriniin - 6zvektorleridir. 4 operatoriinin - 4 6zdegerlerinin
olugturdugu kiimeye A operatériiniin spektrumu denir. Kiimenin elemanlan
kesikli ise kesikli spektrum, siirekli ise siivekli spektrum denir. Bazi hallerde
bu iki durum birlikte bulunabilir. Yani A kiimesinin elemanlarinin bir kismu
kesikli , bir kismi da siirekli olabilir. Bu spektruma da kangik spektrum denir.
Bunlardan bagka band spektrumlari vardir. Bu durumda bazi bolgelerde A4
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siirekli bir sekilde degisebilir. O bolgenin diginda 2 degerler almaz. Bu tiir
spektrumlara da band spektrumu denir.

Hermitik operatoriin 6zdegerleri reeldir ve farklhh 6zdegerlere karsihk gelen
farkh 6zfonksiyonlarnn birbirine diktir. Fiziksel biiyiikliikkler deneysel olarak
olgiilebildiginden,  bulunan degerler reel sayilar oldugundan fiziksel
biyiikliiklerin -~ hermitik  operatorlerle  temsil edilmelidir. Operatériin  bir
ozdegerine birden fazla 6zfonksiyon kargihik gelirse dejenerelik vardir denir,
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