T.C.
TRAKYA UNIVERSITESI

FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

KAPALI ROBERTSON — WALKER EVRENINDE KUANTIZE
EDILMIS SKALER ALANIN ENERJI-MOMENTUM TENSORU

HUSNU ESIYOK
YUKSEK LIiSANS TEZi
FiZiK ANA BiLiM DALI
TEZ YONETICISIi: Do¢. Dr. Mustafa OZCAN
2011

EDIRNE



T.C.
TRAKYA UNIVERSITESI

FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

KAPALI ROBERTSON-WALKER EVRENINDE KUANTIZE
EDILMIiS SKALER ALANIN ENERJI-MOMENTUM TENSORU

HUSNU ESIYOK
YUKSEK LiSANS TEZi

FiZiK ANA BIiLiM DALI

Bu tez 15/07/2011 tarihinde asagidaki jiiri iiyeleri tarafindan kabul edilmistir.

Yrd. Dog. Dr. Deniz AGIRSEVEN Yrd. Dog¢. Dr. M. Akif SABANER

(UYE) (UYE)

Do¢. Dr. Mustafa OZCAN

(DANISMAN)



il

OZET

Pozitif egrilige sahip Robertson-Walker evreninde, kiitlesiz konformal skaler
alana adyabatik regiilarizasyon yontemi uygulandi. Adyabatik bosluktaki kuantum
gerilim tensorliniin beklenen degeri agikca yeniden elde edildi. Burada goz Oniine
aldigimiz yaklagim, kiitlesiz konformal skaler alanin ve ¢ok kiiciik kiitleli konformal
skaler alanin enerji-momentum tansoriiniin analitik yaklasimla elde edilmesinde yararli

bir yontemdir.
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ABSTRACT

Adiabatic regularization is applied to a massless conformal scalar field in a
Robertson — Walker universe with positive spatial curvature. We reobtained explicit
expressions for the expectation value of the quantum stres tensor in an adiabatic
vacuum. This method we consider have is useful to be obtained the analytic
approximation for the energy - momentum tensor of a massless conformal scalar field

and of conformal scalar field with very small masses.
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1. GIRIS

Casimir 1948°de ilk defa paralel yiiksliz iki iletken levha ile sinirlandirilmisg
elektromanyetik alanin normallestirilmis kuantum bogsluk enerjisini hesapladi.
Casimir’in bulmus oldugu enerji sonlu ve negatif oldugundan levhalar arasinda cekici

kuvvet tiretecegini dngordii. Bu ¢ekici kuvvet:

B *he
2404"

Burada 7% Planck sabitini, ¢ 151tk hizini, a da levhalar arasindaki uzakligi
gostermektedir. Bu ifade bize birim yiizey alan basina diisen kuvveti verir. Bu ¢ekici
kuvvet daha sonra laboratuarlarda da gozlemlenmistir [Sparnay, 1958] [Lamoreaux,
1991]. Ayrica Casimir bu ¢ekici kuvvetin kararli kalacagindan esinlenerek elektron
modeli kurabilecegini timit etti. Casimir’in elektron modelinin esasi, bu ¢ekici kuvvetin
itici elektrik kuvvetini dengeleyebilecegi Ongoriisiiydii. Yalniz bu elektron model
ongoriisti 1968 yilinda Boyer tarafindan ciiriitiilmiistiir [Boyer, 1968]. Ciinkii Casimir
elektron modelindeki ongoriistinii yaparken kiiresel kabugun Casimir etkisinin, ayni
paralel plakalardaki gibi negatif degerli enerji liretecegini diisiinmiistii. Halbuki Boyer
kiiresel kabugun Casimir etkisinin itici kuvvete sahip oldugunu gostermistir. Boylece
Casimir etkinin kararli diger deyisle ayni isaretli enerji liretmeyecegi geometriden
geometriye, boyuttan boyuta hem de sinir deger kosullarina baglh olarak degisen farkl
isaretli ve degerli enerji iiretecegi anlasilmistir. Son zamanlarda yapilan ¢alismalar bu
diisiinceyi dogrulamaktadir [Baymn ve Ozcan, 1994] [Ozcan, 2005] [Ozcan, 2006].
Kuantum bosluk enerjisi yap1 olarak sonsuz enerji degerindedir. Ama kuantize
edilmis alanin geometri ve siir deger kosullari ile etkilesimi mutlak sifirda sonlu enerji
iiretmektedir. Bu sonlu enerjiyi elde etmek i¢in: once sonsuzluklarin nerelerde
oldugunun belirlenmesine: sonrada belirledigimiz bu sonsuzluklar1 ¢ikarabilecegimiz

fiziksel yorumlarla tutarli olan bir yonteme ihtiyag¢ vardir. Sonsuzluklarin



belirlenmesine: regiilarizasyon, belirlenen bu sonsuzluklarin ¢ikartilmasina da:
renormalizasyon denir. Casimir enerji hesaplarinda matematiksel olarak ortaya ¢ikan
sonsuz ifadelerin i¢inden sonlu ifadelerin elde edilebilmesi igin yegane bir
regiilarizasyon yontemine sahip degiliz. Dolayisiyla en basit geometrideki Casimir
problemininde de matematiksel olarak yeni yapilanmalara ihtiya¢ duymaktadir.
Kuantum alan teorisini ve kiitle ¢ekimini birlikte iligkilendirdigimizde ortaya
cikan temel sorunlardan biri de kuantum sifir nokta enerjisi veya bosluk enerjisidir.
Kuantum alanm sifir nokta enerjisi kiitle cekimin kaynagi gibi mi davraniyor? Bu soru
kuantum alan teorisi ile kiitle cekim teorisinin bir arada géz Oniine alinmasinin 6nemli
bir sonucudur. Ciinkii bir yerde enerji varsa orada madde var demektir. Madde varsa
orada egrisellik diger deyisle kiitle ¢ekimi var demektir. Kiitle ¢ekimin olmadigi
durumlarda uzay—zamanin geometrisi diizdiir. Kuantum alan teorisi ve kiitle ¢ekimi
teorisini birlikte ele aldigimizda kuantum bosluk enerjisinin dogasinda var olan benzer
sonsuz ifadeler iistesinden gelinemeyecek bir yapida ortaya g¢ikar. Kuantize edilmis
skaler alan ile klasik Einstein kiitle ¢ekim alanlar1 etkilestirildiginde fiziksel durum
hakkinda bilgi tasiyan enerji-momentum tensorlerinin beklenen degerleri sonsuzluklara
sahiptir [Anderson ve Parker, 1987]. Bu sonsuzluklarmn iistesinden gelebilmek i¢in en
iyi bilinen boyutsal regiilarizasyon ve adyabatik regiilarizasyon yontemlerine sahibiz.
Ozellikle bu calismada agirlikla adyabatik regiilarizasyon teknigi ile ¢alisacagiz. Kiitle
cekimi teorisi ile kuantum teorisinin bir arada etkilesim gosterdigi fizik problemlerinin
cozlimleri, bu sonsuz ifadelerin icinden fiziksel yasalara uyumlu yorumlar igeren
renormalizasyon yapilamadigindan analitik olarak ¢oziilememektedir. Problemin her
adiminda  matematiksel olarak {stesinden gelinemeyen 1aksak ifadelerle
karsilagilmaktadir. Her iki teorinin bir arada oldugu yiginla fiziksel olaylar s6z konusu
olmasina ragmen islem yaparak ¢oziimii verecek olan yegéane bir teoriye sahip degiliz.
Bulacagimiz teorinin siiphesiz bir onceki asamada var olan teorilerimizi sarsilmaz bir
sekilde barindirmasi gerekiyor. Kesinlikle evrenin her yerinde gecerli olan tartismasiz
teorilerimizi kullanarak karsimiza cikan fiziksel durumlari anlamaya baslamaliyiz.
Bunun i¢in yari-klasik yaklasim denilen bir yaklasimla yukarida anlatimini verdigimiz
sonsuzluklarla bas etmenin yolunu bulabiliriz. Yar1 klasik demekle anlatmak istedigimiz
sey ise: Einstein’in kiitle ¢ekim teorisinin ana kaynagini olusturan denklemin sol

tarafindaki geometrik yapiy1 klasik egrisellige sahip olan geri zemin geometrisi olarak



g0z Oniine aliriz. Sag taraftaki enerji momentum tensoriinii ise kuantize edilmis alanin
enerji-momentum tensorii olarak hesaplarimiza katariz. Iste bu manada yari-klasik
yaklasimdan bahsediyoruz [Parker, 1969] [Birrell ve Davies] [Ozcan, 1991].

Bu caligmada geri zeminde var olan kapali Robertson—Walker evrenine
yerlestirilmig kiitlesiz konformal skaler alanin hi¢bir seyin olmadigi mutlak sifirda
kuantum bosluk enerjisinin nasil hesaplanacagmi yeniden inceleyecegiz. Einstein
denkleminin sol tarafi problemimizin geometrisini bigimlendirir iken sag taraftaki enerji
momentum tensOrii ise geri zemine yerlestirilmis kuantize edilmis alanin enerji-

momentum ifadesini igerecektir. Einstein denklemi:

1 &G
R, —EgWRJrg,NA =c—4<T,w>

Burada R, Ricci Tensori, R Ricei Skaleri, A kozmolojik sabit, G Newton’un
gravitasyon sabiti, 7, de enerji momentum tensoridiir.

Calismamizda kuantum bosluk enerji hesaplarmin yapilabilmesi i¢in adyabatik
regiilarizasyon yontemini kullanacagiz. Oncelikle geri zeminde var olan kapali
Robertson—Walker evreninde kuantum skaler alanlarin dinamigini veren dalga
denkleminin ¢oziimlerini bulacagiz. Ayrica zamana bagli olan mod fonksiyonlarmnin
denklemini ¢dzerken WKB yaklagim yontemini kullanacagiz. Burada elde ettigimiz
kiitlesiz konformal skaler alan icin klasik olarak ifade edilen enerji-momentum
tensoriinii bulup geri zeminde yavasca genisleyen Einstein evrenindeki kuantize edilmis
kiitlesiz konformal skaler alanin enerji-momentum tensoriiniin beklenen degerlerini
hesaplayacagiz. Ortaya ¢ikan enerji-momentum tensoriiniin beklenen degerlerindeki
sonsuzluklar1 adyabatik regiilarizasyon yontemi ile belirleyecegiz. Daha sonra
renormalize ederek sonlu beklenen enerji-momentumun beklenen degerlerini elde
edecegiz. Bu calismamizi agirhikli olarak Anderson ve Parker’n 1987 yilinda ve
Anderson ve Eaker’in 2000 yilinda yaptigi calismalar1 temel alarak gelistirdik.

Calismada 7i=c=1 olarak alinmistir. Kullandigimiz metrik (+——-) ve

R s=T% ;—.., R

Br.s

R?  seklindedir.

v = uav



2. ENERJi-MOMENTUM TENSORU

2.1 Mod Fonksiyonlar

Oncelikle geri zeminde Robertson-Walker uzay-zamaninda bulunan kuantize
edilmis alanin modlarin1 hesaplayalim. Geri zemindeki uzay—zamani temsil eden

geometri genel olarak:

2

ds* = az(n){dnz - d;rz —erQZ} (2.1.1)

metrigi ile tanimlanir [Anderson ve Parker, 1987]. Burada a(n) Ol¢ii faktorii, K ise
uzay egriligimizdir. Uzay egriligimiz K =1 i¢in kapal, K =0 i¢in diiz ve K =-1 i¢in
ise acik evrene karsilik gelir. Kuantize edilmis alanimizi K =1 durumu i¢in yani kapali

Robertson—Walker evreninde inceleyecegiz. Bu durum i¢in metrigimizi tekrar yazarsak:

2
ds” :az(n){dnz - ir ——12d6? - sin? ¢9d¢2}
(2.1.2)
ds* = g, dx"dx" w,v=n,r,0,¢
seklinde olur. Burada g, :
a 0 0 0
2
a
0 - 0 0
8w = -7 (2.1.3)
0 0 —a’r 0
0 0 0 —a’r’sin’6




dir. Denklem (2.1.2)’1 » =sin y doniisiimii altinda tekrar yazarsak:

ds® = az(n)[dn2 —d y* —sin® yd0* —sin’® ysin’ qu)z]
2.1.4)
6[0,7[], 96[0,7[], (]56[0,27[]

seklinde buluruz. g*"g,, =n dir. Burada n uzay-zaman boyutudur. Simdi geri zeminde

kapali Robertson—Walker evrenindeki kiitlesiz konformal skaler alan denkleminin

cozlimlerine bakalim. Kuantum alan denklemi ve saglamasi gereken sira degistirme

bagntilart:
(o+m® +ER) D =0 (2.1.5)
©(n, 2,0,¢) = [ dja(k) (a,U, +alU; ) (2.1.6)
[ak,afkl:&{k' [a,,a,]=0 [a*k,afk'}:o (2.1.7)
n-2
- 2.1.8
Ry (@19

seklinde verilir [Birrell ve Davies, 1982]. & konformal faktorii, R Ricci skaleri ve o

ise D’ Alembert operatoriidiir:

o=g,,0"0" = \/_au(\/_g’“’ j (2.1.9)

seklinde tanimlanir. g =detg,, dir. Boylece:

\J—-g =a*sin® ysinf (2.1.10)



buluruz. Burada n=4 i¢in konformal faktérii &=1/6 bulunur. D’Alembert

operatoriinii bulmak i¢in denklem (2.1.8)’den yararlanarak, gerekli islemleri yapip

diizenledigimizde:
1 o, 0 1 o ., O
D:—4— a — —T . 2~ sm Yy —
a’ on on) a sin” y oy oy
(2.1.11)

1 o ( . 0 1 ol

T g SN0 o

a”sin” ysinf 060 00 ) a sin” ysin“ @ O¢

buluruz. D’ Alembert islemcisini (2.1.5)’de verilen kiitleli konformal skaler alanin

sagladig1 dalga denkleminde yerine koydugumuzda:

%i a 2 —%i sinzggi +m’ +ER
a’ on on ) a sin” y Oy oy

2
I i(sin@ ij— ! 2 jq)(n,;c,é’,(b):o

(2.1.12)

 d%sin’ ysin6 00 a’sin® ysin* 0 0¢’

denklemini elde ederiz. Denklem (2.1.12)’1 degisken ayristirma ydntemine gore

¢Ozimii:
Uy, = @) X(x)Y(0,9) (2.1.13)
a(n)

dir. Burada ¥ (77), X(y) ve Y(0,¢) 'niin sagladiklar1 diferansiyel denklemler sirasiyla:

2
LR G 5 RO S Sy E R (2.1.14)
a¥ dn dn a 6

! B Ci(1+1) | =k -1 (2.1.15)
sin" y| Xdy dy



2
1 .1 i(sinHin+ ,12 dZY =—1(l+1) (2.1.16)
Y|sin6 do do sin“ 6 d¢

Burada k£ ve [ birer sabittir. Bu sabitlerin nasil davrandigi bu denklemlerin diizenli
¢coziimlerinin varhigindan gelir. Coziimlerimizi bulmak i¢in denklem (2.1.16) tartigmaya

baslayalim. Denklem (2.1.16) i¢in:
Y(6,9)=0(0)Z(9) (2.1.17)

doniisiimii yapalim. Bu doniisiim altinda denklem (2.1.16)’1 tekrar yazarsak:

. 2
Smei(sinei@j+1 d22+l(l+l)sin29=0 (2.1.18)
® do do ) Zd¢

elde ederiz. Denklem (2.1.18) de degiskenleri birbirinden bagimsiz iki diferansiyel

denklem verir. Sirasiyla:

2
1d 2.1.19)
Z d¢
Smei(sinﬁiG)jnLl(Hl)sinzO—mz =0 (2.1.20)
® dol  do

Denklem (2.1.19) katsayilar1 sabit, lineer ve homojen bir diferansiyel denklemdir.

(Cozlimiin tek degerli olma sart1 bize:
Z(¢) = exp[img] m=0,£1,£2,... (2.1.21)

oldugunu sdyler. Denklem (2.1.20) deki diferansiyel denklemi x=cosf doniisiimii

altinda tekrar yazarsak:



2 d mZ
(1—xz)E@—2x—x®{z(1+1)—l_xz}(a:0 (2.1.22)

Denklem (2.1.22)’1 buluruz. Denklem (2.1.22) Associated Legendre denklemidir.

Frobenius ¢6ziim yontemi uygulandiginda ¢oziimler:

m m

B (x)=0=(1-x)

P,(x) m=0 (2.1.23)

dir. Burada /=0,1,2,... vem=—1,...0,...,/ degerleri alabilir ve P"(x) Associated

Legendre polinomlaridir. Denklem (2.1.17) deki genel ¢oziim:

. [+ (I=m)!
¥ (6,4) =(~1) \/( 4;(3(+m;1) ¢" P" (cos 6) (2.1.24)

dir [Bell, 1968]. Burada /=0,1,2,... ve m=—-1,-[+1, ....,-1,0,1,...,/—1,/ dir.
Denklem (2.1.15) i¢in ¢ozlimlerimizi tartigmaya devam edelim. Ve denklem (2.1.15)’e

x =cos y donilisiimii uygulayarak tekrar yazildiginda:

2
(1—x2)d—X—3xiX+ kz—l—l(”l) X=0 (2.1.25)
dx* dx 1-x*

X(x)’in sagladigi denklemi elde ederiz. X(x)’in sagladigi denklemi adi nokta

etrafinda ¢ozlimlerini tartistigimiz zaman:

(n+3)(n+4)a, ,+[2(n+1)(n+2)=-3(n+2)+k* -1-1(I+1)]a,,
(2.1.26)
+[n(n+2)—k2+l}an=0, nz2



tekrarlama bagmtisin1 elde ederiz. Boyle bir tekrarlama bagintis1 ile katsayilar
arasindaki iliskiyi belirleyemeyiz. X(x)’in goziimlerini elde edebilmek i¢in X (x)’in
sagladigr (2.1.25) de verilen denklemi u¢ noktalarda nasil davrandigmi inceleyelim.

Bunun i¢in denklem (2.1.25) de yeni degiskenler tanimlayalim:

x=1 u¢ noktasi i¢gin y=1l-x
. (2.1.27)
x =—1 ug noktasi i¢gin y=1+x

Bu déniistimleri kullanarak denklem (2.1.25)’1 tekrar yazalim. Her iki doniisiim altinda
X (x)’in sagladig1 denklemi:

—JX =0 (2.1.28)

yeni degiskenler cinsinden elde ederiz. y — 0 limit durumunda u¢ durumlarda

¢Ozlimlerimize katki veren terimler:

2
4y2d—zx+6in—z(z+1)X=0 (2.1.29)
dy dy

seklini alir. U¢ durumu temsil eden denklemi ¢ =1In y doniistimii yaparak diizenleriz.

4d—2x+2iX—1(1+1)X—0 (2.1.30)
dt’ dt o

Boylece (2.1.30) denklemi katsayilar1 sabit ikinci dereceden ¢izgisel homojen

diferansiyel denklem durumuna gelir. Bu durumda ¢oztimler:

1=0,1,2,3... (2.1.31)
X2 zy—(Hl)
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olur. X, ¢6ziimiinii y — 0 tanimsizlik yarattigi i¢in almayiz. O halde her iki ug

noktada ki ¢6ziim:

1

X =(1-x): (14 )2 C(x) (2.1.32)

dir. U¢ durumlar i¢in davranismi belirledigimiz ¢6ziimleri denklem (2.1.25) de yerine

koyarak gerekli islemlerden sonra C (x) ’in sagladig1 denklemi:

2

(1= )5 o= (20 +3)x- L C+ (k+141) (k=1 -1)C =0 (2.133)

x dx

buluruz. Simdi C (x) ’in sagladigi denkleme Frobenius seri ¢oziim yontemini tekrar

uygularsak. Frobenius yontemi geregince x = +1 diizgiin tekil nokta etrafinda ¢6ziim:

C(x)=ian X" a, #0 (2.1.34)

n=0

dir. Bu ¢oziimii (2.1.33) denkleminde yerine yerlestirdigimizde:

aor(r—l) X +alr(r +l) X +i{[(n +7 +1)(n +r+2)] a,.,

n=0
(2.1.35)
—[(n+r)(n+r+2l+2)—(k+l+1)(k—l—1)]an}x”*’ =0
ifadesini elde ederiz. Bu sonugtan hareketle:
—1)a, =0 _ _]_
r(r )ao ‘. :(n+r)(n+r+2l+2) (k+l+l)(k / l) 0. n>0 (2.1.36)

(n+r+l)(n+r+2)
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tekrarlama bagintilarini buluruz. Tekrarlama bagitimiz indis kokii » =0 segeriz ¢linki

a, #0 ve a, # 0olmali. Bu durumda katsayilar arasindaki iliskide:

C(n+l+1) -k

= > 2.1.37
) () nz0 (2.1.37)

seklinde bulunur. x=+1 de katsayilarimizin davranisi waksak mi? Yakinsak nu?
Diizenli ¢oziimler i¢in kontrol etmemiz gerekiyor. Bunun icin Raabe testi ile x =+1 de

katsayilarin arasindaki davranisi test edelim. Tanim geregi Raabe testi:

U p <1 ise; seri raksar
p=limn { U L — 1} - p>1  ise; seri yakinsar
p=1 ise; bilgi yok

seklinde tanimlanir [Arfken ve Hans, 2005]. Burada U, = Zaznxzn dir.
n=0

lim (2”+1)(2';’+2)—1 1 (2.1.38)
(2n+1+1) -k 2

[=0,1,2... oldugundan p =%—l icin p <1 olur. Raabe testi, katsayilarin 1raksadigini

bu nedenle de ¢éziim x =+1 noktasinda raksak karakterde oldugunu soyler. Diizenli
¢oziimii bulmak i¢in seri bir yerde kesilmeli yani a,, # 0 fakat a,, , =0, benzer sekilde
de a,,, #0, a,,,,=0 olmali. n=k-/-1 secimi serimizin bir yerde kesilmesine
olanak saglar burada k>/+1 dir. Bu duruma gore katsayilar1 veren tekrarlama

bagntist:

(1) (k=1-1)(k—-r-1)!

Gt S ) (k=i = 1= 2r)11 r= (21.39)
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olur. Katsayilarin nasil geldigini gormek i¢in ilk iki terimi acarsak:

(k=1-1)(k~-1-2)

a1 3= (2k—2)(—2) A1 (2.1.40)
k—1-1)(k—=1-2)(k—-1-3)(k-[-4
g =\ )( )( )( Jur (2.1.41)
2-2(k-1)(k-2)(-2)(-4)
dir. Genel olarak:
=y
: (_l)r (k—l—l)!(k—r—l)! k—1-1-2
C(x)= " 2.1.42
()= 2 27 (k-1)(k—1-1-2r)171 (&142)
¢ozlimii elde ederiz. Bu ¢oziimde k—/—1 yerine n ve /+1 yerine A yazalim.
n P n
(Y ()b A1) e [a] |Riftise
C(x) = gn (,)151)_(1)'(”_2,,)1,)4% (2 ) ’ [_}: " (2.1.43)
=0 ' ' ntek ise —
2
Denklem (2.1.43) ¢oziimiindeki a, katsayisi i¢in asagidaki se¢imleri yaparsak:
a, = 2 B(n,/l)zM (2.1.44)
nB(n, 1) I'(n+1)
C(x)’in ¢oziimii:
n P n
H F(n+i—r) o Tn n ¢ift ise E
CHx)=>) (-1) 2x)77 | = |= 2.1.45
)= 2N 7y ) [2} n-1 (214)

n tek ise ——
2
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Gegenbauer Polinomlar1 ya da ultra kiiresel harmonikler olur. Burada A =1/2 se¢imi
ile Legendre Polinomlarma indirgenir [Bell, 1968]. denklem (2.1.45)’1 (2.1.32) de

yerine yazarsak X (x)’in ¢oziimii:

X(cos z)=sin’ ¥ C;"}_, (cos x) (2.1.46)
olur. Genel ¢ozlimii yazarsak:

Y(2.0.)=N,,, sin' z CI(cosz) ¥"(6.9)

(2.1.47)
[=0,1,2,... —I<m<l] k>1+1
dir. Burada N, sabitini bulmak i¢in denklem (2.1.47)’1 bire boylandirmaliyiz.
2
1= ﬂ’*y(%,e,q))\ dv (2.1.48)
2 T . '
1= N, [dg[dosino{r"©0.$)} ¥ (©6,9)
0 0
(2.1.49)

xj:(sin )()21 C; (cos x)Cy(cos x)sin yd x

Kiiresel harmonikler ve ultra kiiresel harmonik fonksiyonlarin diklik bagmntilarmi

kullanalim.

qu)j dOsin6{Y" (9,¢)}* Y (0,4)=6,6, . (2.1.50)
0 0

1 1 1-22
[(1-2) 2} (x)C} (x)dx = 27 x(n+24) (2.1.51)
-1

- 2 5nn
(n+2)[T(A)] T(n+1)
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N, boylandirma sabitini:

) 1/2

22’(n+l+;jr(n+l){l“(l+;ﬂ [=0,1,2,...
k>1+1 (2.1.52)

T (n+21+1) 1
n=lk—]—

Ny =

elde ederiz. Genel ¢ozliimleri tamamlamak i¢in konformal zamana bagli ¢dziimleri
verecek olan (2.1.14) denklemine yeniden donelim. Burada R Ricci skaleri, Ek-B deki

hesaplarimizdan kapali Robertson - Walker evreninde (K =1) i¢in:

R=%(£+lj
a

ifade edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra denklem (2.1.14):

Q

2

Y+o'¥V=0 o’ =k*>+m’a*(n) (2.1.53)

2

dn

halini alir. Simdi kuantize edilmis kiitlesiz konformal skalar alanin yavasca genigleyen
Einstein evreninde bir diger deyisle kapali Robertson—Walker evrenindeki enerji
momentum tensoriinii hesaplayacagiz. Bunun i¢in dncelikle Einstein denkleminin sag
tarafindaki enerji momentum tensor ifadesinin elde edilmesini klasik olarak géz Oniine
alalim sonraki adimda kuantize ederek enerji momentum tensorii beklenen degerini

tanimlayalim.

T, = 2(@)* ;gSW (2.1.54)

dir [Birrel ve Davies, 1982]. Burada S etki terimidir.

S = [ ax* (2.1.55)
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Ve & ise Lagrange yogunlugudur. Burada Lagrange yogunlugu:

o%:%«/_g (g”vq)mq);v D> —%cpzj (2.1.56)

seklinde wverilir. Eger etki teriminin alana gore degisimini sifir alwsak (2.1.5)
denkleminde verilen dalga denklemini elde ederiz. Enerji momentum tensoriinii bulmak
icin etki teriminin degisimini alacagiz. Sonra buldugumuz denklemde, asagidaki

ifadeleri yerine yazip diizenledigimizde:

6g=-gg,08" (2.1.57)
5g" =—-g""g"8g,, (2.1.58)
S\-g = —%\/%guﬁg’” (2.1.59)
SR=-R"5g,,+8" 8" (08us +0&upr) (2.1.60)

enerji momentum tensoriimiizli [Birrel ve Davies, 1982]:

1 o
THV = (1—25)(1);#(1);\/ +(2§ _E Ew& ﬁ(D;“(D;'B

1 3 1
_2®W® +5§gW(D|:|CD -& R, + (55 _Ej ng}pz (2.1.61)

+ ——= @
(2 25)1% guv

elde ederiz. =0, v =0 secersek:
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1 1
Too :_q);oq);o _7

— OAVD
a

(2.1.62)
a 1 a5 )
+—3CD’OCD+—2 1+—2+m a ()

a 2a a

buluruz. Ayrica T, =m’®’ buluruz. Klasik olarak elde edilen enerji — momentum

tensor Dbilesenlerini (2.1.6) denklemi ile verilen modlarin fonksiyonu ve (2.1.7)

denkleminde verilen sira degistirme bagmtilarmi kullanarak 7°; ve T* ., niin beklenen

degerlerini elde ederiz [Anderson ve Parker, 1987].
(0[7°,]0), = (47°a*) " [dua ()| [#i[ +(k*+ma® ) e[ | (2.1.63)
(0[7|0), =(27a*) " [du(k)| m*a* [ | (2.1.64)

T’ ve T* . kapali Robertson—Walker evreninin bosluk enerjilerinin mutlak sifirdaki

beklenen degerleridir. Burada:

Il
Ms
=
~

Il

[du(k)

(2.1.65)

dir. Buraya kadar X ( ;() , Y"(0,¢) ¢oziimlerini ve Kapali Robertson—Walker evreninde
kuantize edilmis skaler alanin enerji-momentum tensdr bilesenlerinin beklenen
degerlerinin elde edilmesi igin |‘P;{|2 ve |‘Pk|2 ifadelerinin bilinmesi gerekiyor. Bu
ifadelerinde denklem (2.1.53)’in ¢oziimlerinden elde edecegiz. Fakat denklem
(2.1.53)’in analitik olarak ¢6zemeyiz. Ciinkii @ 7’ya baghdir. Geri zemindeki

geometrimiz yavagca genisleyen Einstein evreni oldugundan denklem (2.1.53)’in
coziimlerini bu diisiince ile yaklasik olarak ¢dzecegiz. Bu tanimlamaya en uygun

yaklagim WKB yaklagimidir. Simdi ana baslik olarak WKB yOntemini detayli bir
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sekilde inceleyelim ve sonra buradan edinecegimiz tecriibeden hareketle |‘P;{|2 ve |‘P k|2

ifadelerini hesaplayalim.

2.2 WKB Yaklasim Yontemi

WKB yaklagim metodu ilk olarak matematik¢i Harold Jeffreys tarafindan ortaya
atilmustir. Harold Jeffreys 1923 yilinda ikinci dereceden diferansiyel denklemlerin ve
Schrodinger denkleminin de ¢oziimlerini i¢inde barindiran genel bir ydontem bulmaya
calisirken, bir yaklasiklik gelistirmistir [Jeffreys, 1962]. Yalniz Harold Jeffreys’in
thmalkarligindan olsa gerek ki, 3 yil sonra, 1926 yilinda Wentzel, Kramers ve Brillouin
isimli fizik¢iler, Harold Jeffreys’in caliymasindan habersiz bir sekilde ayni yontemi
bulup, yayinlamislar. Ve daha sonrada yontem bu fizik¢ilerin isimlerinin bas harfleri ile
literatiire ge¢mistir (Wentzel Kramers Brillouin). Yalniz baz1 kaynaklar yontemi yine
Harold Jeffreys’e atifta bulunmak i¢in JWKB veya WKBJ olarak da kullanabiliyorlar
[Wikipedia]

Yontem:

2

d
ﬁwaq(x)y:O (2.2.1)

seklindeki 2. dereceden bir diferansiyel denklem olsun. Eger (2.2.1) esitligindeki q(x)

bir sabit ise ¢oziimlerimiz:
y=exp| +iq | (2.2.2)

gibi olur. Eger ¢g(x) sabit degil ise o zaman baz1 sartlar altinda ¢ézlimiimiizlin yine

asimptotik olacagini tahmin edebiliyoruz. Yavas¢a degisen g(x)degerleri i¢in ¢ozliim:

y = expliy (x)] (2.2.3)
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Formunda olacagini sdyleyebiliyoruz. Bu diisiinceden hareketle y(x) in ne olacagini ya

da ne gibi sartlar saglayacak, tanimlamaya ¢alisalim. Bunun i¢in (2.2.3) esitligini (2.2.1)

denkleminde yerine yazalim. Gerekli diizenlenmeler yapildiktan sonra (2.2.1) denklemi:

d T . d&°

2
olur. Burada WKB’nin ilk kosulu olan eger q(x) yeterince yavas degisiyor ise %y/
X

ifadesini q(x)’in yaninda ihmal edebiliriz. Boylece denklemimiz:

y=1 j q(x)dx (2.2.5)
olur. Genel ¢oziimiimiiz:

y = exp [ﬁ | q(x)dx} (2.2.6)

seklini alir. Peki, q(x)’in yeterince yavas degismesi ne demek? Eger (2.2.5) esitligini x’e

gore iki kere tiirevini alirsak:

q (2.2.7)

olur ve bu ifade ile q(x)’1 karsilagtirdigimiz zaman:

!

1| g

2

Ja

<<|q| (2.2.8)

gibi olmasi1 gerekir. Ciinkii aralarinda (2.2.8) gibi bir ifade s6z konusu ise bu q(x) ‘in
yeterince yavas degistigi anlamina gelir. Denklem (2.2.5)’in ihmal edilmemis halini

yazdigimizda:
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(2.2.9)

VR
&~
<
~
g
H
N |~
S

seklini alir. Once (2.2.9) denkleminde esitligin sag tarafin1 ¢ parantezine alip sonrada

binom serisine agtigimizda ifademiz:

y = ij«/q(x)dx+i.lnq (2.2.10)

halini alir. Simdi ise buldugumuz (2.2.6) denklemindeki ¢oziimiimiiziin ¢ gibi bir

genligi olsun diyelim ve bu genligin q(x)’e bagliligini incelemek i¢in:
y=¢(x)exp [iij q(x)dx} (2.2.11)

esitligini (2.2.1) deki denklemde yerine yazip diizenledikten sonra:
¢+z qp+qpti 2\/_ o+ =0 (2.2.12)
dx 2\/_ d

elde edilir. (2.2.12) denkleminde ki +i’*q¢ +q¢ ifadesinin sadelesmesi i¢in baslangigtaki
(2.2.11) denklemini:

y=9(x)exp| i Jq(x)dx ]

seklinde se¢cmemiz gerektigi ortaya c¢ikar. O halde se¢imimizi diizelttikten sonra

denklem (2.2.12)’1 tekrar yazarsak:

ilopd s b d |
z[zﬁdxmz\gdxq} 0 (2.2.13)
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halini alir. Burada ¢ ’nin ikinci tiirevini WKB’nin ilk sartindan dolay1 ihmal edebiliriz.
Kalan esitligi ¢6zdliglimiiz zaman:

p = st (2.2.14)

Ja

olur. Son olarak buldugumuz (2.2.14)’yi (2.2.11) ¢éziimiinde yazarsak:
1 ) _
y :%{cl exp [—l'[ q(x)dx] +c, exp [z'[ q(x)dx]} (2.2.15)

olur [Hassani, 1998]. Burada ¢, ve c, birer sabittir. (2.2.15) esitligi (2.2.1) denkleminin
WKB yontemi ile elde ettigimiz genel ¢oziimiidiir. Eger q(x) hizli degisiyor ve bazi
noktalarda sifir degerleri aliyor ise bu ¢oziim teknigini kullanamayiz. Denklem (2.2.8)
in daha iyi bir fiziksel yorumu i¢in: q(x)’i dalga sayisi olarak kabul edersek, E>V(x)
durumu i¢in bir dalga boyu tanimlayabiliriz. Bunun i¢in p=#hk ve A=h/p

denklemlerinden yararlanarak:

2r

olur [Merzbacher, 1961]. Buda bize momentumda ki dalga boyu iizerinden olan
degisimin, momentumun kendisi ile karsilastirildiginda daha kiigiik olmasi gerektigini

gosterir. Yani:

dA

dx

dp
dx

<<1 A(x)

<|p(x)| (2.2.17)

Ozellikle Schrédinger denkleminin ¢dziimlerindeki 6rneklemeyi detayli sekilde Ek-A da

inceleyecegiz. Simdi |‘P;{|2 ve |‘Pk|2 nin hesaplanmasima geri donelim. Eger kapali
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Robertson—Walker evreninin yeterince yavas genisledigini diisiiniirsek WKB yaklasim

yontemine gore denklem (2.1.53)’in ¢6ziimii [Anderson ve Parker, 1987]:
w=(2w)" exp[—i | de} (2.2.18)

Seklinde yazabiliriz. Bu ¢6ziimii (2.1.53) de yerine koyup diizenlersek:
2
" W'
W?=w’ —{K—iu} (2.2.19)

buluruz. Bu bize W ’nin nasil ¢aligmasi gerektigini soylilyor. W ’y1 saydirmak ic¢in

denklem (2.2.19) den yararlanacagiz. W igin:

[W(l)]z_a)z 1 0 _2 [W(O)] (2.2.20)
EoaRE
w7 {W“) }
WOT — o % [V:V“)] _% [W“)T (2.2.21)

Hatta W, W™ gibi devam edebiliriz ama ¢dziimiimiizde adyabatik derecesi dortten
yiikseklere ihtiyacimiz olmadigi i¢in W de kestik. Denklem (2.2.20) de W = dr.
Denklem (2.1.63) ve (2.1.64) deki beklenen degerleri hesaplamak icin |¥}|* ve |¥,[’

ifadelerini bulmamiz gerekli. Bunlar i¢in denklem (2.2.18) den yararlanarak, gerekli

islemler yapildiginda:

1|2 ' r® W'2 W
W[ =y, = Ty (2.2.22)
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L1
\v,[ =¥, T (2.2.23)

dir. Wi elde etmek i¢in denklem (2.2.20), (2.2.21) den yararlanacagiz. Gerekli islemler

yapildiktan sonra:
m . N oSmt oo omt o ..\ 2
W =w- P (a2 +aa)+ 2 (aa) 207 (a2 +aa)
(2.2.24)
S5m® ;2. .. N
20 (ad) (a2+aa)—1 i (ad) +O(Ap;p26)
w® =w 2 (a2+aa')+ m (aa)2
40 8’
2
T -(3d” +4dii+a')
10)
(2.2.25)
4
- [19(&2 +aii)’ +28(ad)(3dc'i+a'd')}
0]
442m° o0, oy 1105m°
e (ad) (a2+aa)—m(aa) +O(%p;p26)

Seklinde birinci ve ikinci mertebeden W ’ya gelen katkilar1 gdstermektedir. |‘I’;{|2 ve

|‘Pk|2 bulmak i¢in W ’in gerekli islemlerini yaparsak:

o '’ (ad) { | ddi+aii 16m* (ad)(d+ad) 25m* (aay } (22.26)

(aq)  8o° (ad) 80° (ad)
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(2.2.27)
10) 20

Burada ¢:

_ 3ad f ad 16;1:1‘2 (ac'z)(d"’. + aa') B 25”24 (aa_)3 (2.2.28)
(aa) 8w (aa) 8w’ (aa)

drr.

L& T :L{l+ i’"j (a* +adi)- 185’": (ad) - 136”126 (36* +4dii + ai')
w w w w

o {69(&2 +aii) +84(ad)(3dc'i+a'd)} (2.2.29)

4 2

aa) +2—(3d* +4ai +ad
320°
(0]

2 o0 om . .\ Im
e Ao

4
m

I 119(d* +ad) +32(ad)(3ai+ at) |

(2.2.30)

259m°
640’

+

N[0, .y 1365m°
(aa)z(aeraa)—W(aaf
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2 1 m . N Smt, oom’ ..
|‘Pk| :%{IJF = (a2 +aa)— 2 (aa) oot (3a2 +4ad +aa )
4
+%[21(&2 +ai) +28(ad)(3c'zc'i+a'd’)} (2.2.31)
462m° N, 1155m"
64a)10 (aa)z( 2+aa)+ 1 80)12 ( )4}

Dordiincti dereceden adyabatik yaklasima sahip terimleri buluruz. Bu ifadeleri
<0|T 00|0> ve <0|T |0> beklenen degerlerindeki yerine yazip ve gerekli islemleri yapip

diizenlersek

4

1 2 )
(0070}, = [0 0+ 2 (a0

4
m

+W[2(d2 +ai) —4(ad)(3d&i+a'd')} (2.2.32)

S6m® g .y 210m°
+m(aa)2(a2+aa)—w(aa)4J

(0]T|0) :Ljdu(k) ma  ma (c'l2+ac'i)—5m6a2 (ad)’
4 4r*q’ o 4o’ 8w’
4 2
+—:’;“7 (36> +4aii +ad)
(4]
(22.33)
6 2
+%[21(&2+ad)2+28(ad)(3dd+a'd')}
@
462m'a’ , 2., .\ 1155m°a® .
—W(aa) (a2+aa)+—128a)13 (aa) j
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Terimlerini elde ederiz. Yavasca genisleyen kapali Robertson—Walker evreni igin
bosluk enerji-momentumun beklenen degerlerindeki regiilarizasyon terimlerini elde
etmis oluruz. Denklem (2.2.32) ve (2.2.33) deki integraller denklem (2.1.65) den

yararlanarak yazildiginda:

+6Z7[2@f+adf—4@m)@aa+aaﬂ (2.2.34)
@
S6m° .. .\ 210m 4
1280)9 (aa) (a2 +aa) 6a)11 ( ) J
<O|T|O> ! Zkz m'a”  ma (a2 +aa)— ma’ (aa)2
u 2 4 ) 40)5 80)7
4a2
—167(&f+4aa+aa)
(4]
(2.2.35)
m6a2

. . 2 . . e “es
+ 170 [21((12 +aa) +28(aa)(3aa+aa)}

462m'a’ ; .20,y 1155m%a
—W(aa)z (Clz + aa) +W(aa)4j

denklemlerine doniisiir. Bu enerji — momentum degerlerini hesaplamak i¢in Plana

toplam formiiliinii kullanacagiz. Plana toplam formiilii [ Whittaker ve Watson, 1927]:

0 0 2 1 2
5 - :£ dkk _{ dkk

kl( +ma

(2.2.36)
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q(t)== - - (2.2.37)

seklinde verilir. Plana toplam formiili »n=-1,1 degerleri i¢in 1raksiyor. Denklem

(2.2.34) ve (2.2.35) deki toplama Plana toplam kuralini sirasiyla uyguladigimizda

karsimiza n# —1,1 degerler icin:

P Kk 37
[— 5 = (ma)y " 2L A2 (2.2.38)

integralleri ¢ikar. n=-1,1 degerleri i¢in gelen sonsuzluklar1 Einstein denklemindeki
kozmolojik sabitin igine atariz. Geride kalan sonlu ifadeleri denklem (2.2.38) den
yararlanarak hesapladigimizda, m — 0 durumunda kiitlesiz konformal skaler alanin

beklenen enerji-momentumundaki sonsuzluklara sebep olan terimler:

1 da d* 2da* 4t
o’ |0y =——— | - — + - 2.2.39
<| 0| >A 4807[%1‘[ at  24° a’ 2a4} ( )
1 d  4da 3d* 8aa® 2a*
<O|T|O>A :W{_E—F e + pC — p + p :| (2240)

Seklinde elde edilir. Cok yavas genisleyen kapali Robertson—Walker evrenindeki
kiitlesiz konformal skaler alanin enerji-momentumun beklenen degerleri yliksek
frekansli modlarin katkilarinin icerdiginden Einstein evrenindeki enerji ifadesinden bu
sonsuzluklar1 yani adyabatik regiilarize edilmis terimleri ¢ikartarak kiitlesiz konformal
skaler alanm yavasca genisleyen Einstein evrenindeki renormalize edilmis sonlu enerji—
momentum biiylikliikklerini elde ederiz. Einstein evrenindeki kiitlesiz konformal skaler

alanin enerji yogunlu,
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(0[7%,]0), =—— % (2.2.41)

dir. Adyabatik regiilarize yontemi ile regiilarize edilmis kiitlesiz konformal skaler alanin

renormalize edilmis enerji-momentum ifadeleri:

1 00
(o[7%0),,. :m;kB —(0|77%0), (2.2.42)
(0|T]0), =—(0|T|0), (2.2.43)

seklinde verilir. Bunun i¢in Einstein evrenindeki kiitlesiz konformal skaler alanin enerji
yogunlugu olan (2.2.41) denklemindeki ifadeleri kullanarak renormalize edilmis enerji

yogunlugunu bulalim. Eular-Mclaurin formiili

> £()=[ 7 ()ae=B 1 (1) (0]

(2.2.44)
vy [/ (1) = S (0) [+ Ryt
= (2k)!
1 » w
Coimahe” 224
47[2614 kz:‘ alir(%; € ( 5)

dir. Burada B,, ve B, Bernoulli sayilaridir. Bernoulli sayilar1 B, =B, (O) ifadesi ile
bulunur. f**'(n) ifadesi fonsiyonun 2k —1 kere tiirevi demektir. Denklem (2.2.45)’e

denklem (2.2.44) deki gerekli islemler yapildiginda:

(2.2.46)

Ar*a’ ,Z‘ 4807z2a4

buluruz. Son olarak denklem:
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o 1 da a* 2da* 4
<O|T 0|0>ren = 4807[2614 7_ 2a2 - a} + 2a4 (2247)
1 @ 4da 3d Sdat .
<O|T|0>ren:_m|:_;+ a2 + a2 - a3 +2a4:| (2'2‘48)

Buraya kadar 1987 de Paul R. Anderson ve Leonard Parker tarafindan yapilan
calismay1 inceledik. Daha sonra 1999 da Paul R. Anderson ve Wayne Eaker 1987 de
yapilan ¢alismay1 ilerletmek icin kuantum vakum enerji-momentum tensor
hesaplamalarini farkl bir analitik yaklasim ile elde etmeye ¢alistilar. Denklem (2.2.32)
ve (2.2.33)’e kadar olan hesaplar aynidir. Bu farkli yaklasim daha onceden de elde
ettigimiz denklem (2.2.33) den yararlanarak 4 nin biiylik degerleri (yliksek frekansina
karsilik gelir) icin kuvvet serisine agtigimiz zaman elde edilir [Anderson ve Eaker,
2000]. mn=-L1 terimlerindeki regiilarizasyon edilemeyen sonsuzluklar yiiksek
frekanslarm temsili ile renormalize edilmistir.

Adyabatik regiilarizasyon yontemi ile elde ettiimiz enerji-momentum
tensorliniin beklenen degerleri Einstein denkleminden tiiretilen geometrik terimlerin

diizenlenmesiyle yeniden:

1 1 m
T = __(I)H H+(3)H Hj+ Gu
< >”" 28807[2( 6 “ 2887%

m* luzaz ,
BT 2{Hlog( YE +(2C+logi)

167

(2.2.49)

seklinde elde edilir [Anderson ve Eaker, 2000]. Bu denklemdeki logaritmik terimler ¢ok

kiigik kiitleli konformal skaler alanin getirecegi katkilar1 gdstermektedir. Burada
(1) (3)
H/*", " H /" ve G detayli olarak Ek-B ¢ikartilmistir.
Kiitlesiz konformal skaler alanin renormalize edilmis enerji-momentum tensori

gerizemindeki geometrinin tensor biiylikliikleri cinsinden
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1 1
w\ W e, By ou
<Tu >an = 28307 ( 5 Hu + Hu j (2.2.50)

elde edilir [ Anderson ve Eaker, 2000].
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3. SONUC

Bu calismada yavasca genisleyen kapali Robertson—Walker uzay-zamanda
kuantize edilmis kiitlesiz konformal skaler alanin enerji-momentum tensorlerini
adyabatik regiilarizasyon yontemi ile yeniden elde edilmistir. Yavasca genisleyen
Einstein evrenine bu c¢alismada kapali Robertson—Walker evreni karsilik

gelmektedir. Mod fonksiyonun 7’ya bagli ¢oziimlerini veren denklem Einstein

geometrisinin yavasca genislemesi diisiincesinden hareketle WKB yaklagim yontemi
ile ¢Oziildii. Bu ¢oziimler enerji-momentum beklenen degerinde kullanildiginda
yavag¢a genisleyen Einstein evreninin kiitlesiz konformal skaler alanin enerji
yogunlugundaki sonsuzluklar1 icermektedir. Diger bir deyisle enerji-momentum
tensoriliniin adyabatik bosluk durumu WKB yaklagiklik yonteminin kullanimi ile
tanimlanmigtr.  WKB  yaklasimi  kuantum alanlarmimn yiiksek frekanslardaki
davranislarini temsil eder. Bu nedenle Einstein evreninde kiitlesiz konformal skaler
alanin enerji yogunlugu sonsuzluklari ¢ikartildiginda geriye kalan terimler yavasca
genisleyen Einstein evrenindeki kiitlesiz konformal skaler alanin kuantum yeniden
normallestirilmis bosluk enerjisini verir. Einstein denkleminin sol tarafi geometrik
terimlerden olustugundan burada sagdaki enerji-momentum tensor biyiikligilinii
kiitlesiz konformal skaler alan i¢in irettigi kuantize bosluk enerjisi geometrik
terimler ile (Ricci tensor ve Einstein tensor) yeniden yazilmistir [Parker ve Eaker,
2000]. Burada renormalize edilmis kiitlesiz konformal skaler alanin yavasca
genisleyen Einstein evrenindeki enerji-momentum tensdr ve bilesenleri daha 6nce
boyutsal regiilarizasyon (dimensional regularization) ve degismez nokta ayristirma
yontemi ile ( covariant point splitting) elde edilen sonuglar biiylik bir uyum
icerisindedir.

Kiitle ¢cekim alani ile kuantum alanlarin etkilesiminden ¢ikan fiziksel olaylarin
anlagilmas1 bilgisini tagiyan enerji-momentum tensor biiyliklikleri iraksak bir
yapidadir. Bu sonsuz yapilardan kurtulup sonlu fiziksel anlama sahip ifadeler elde

edilmesinde adyabatik regiilarizasyon yontemi dnemli bir yere sahiptir.
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Ek-A Tek Boyutta Schrédinger Denkleminin WKB Yéntemi ile Coziimleri

Simdi Schrodinger denklemini bir boyutta ¢cozmeye calisalim:

d’ 2m
vt (E-V(x)y=0 (A1)
V(x) E>V(x) iqin:
A

q(x) = (E V(x)) (A.2)

E<V(x) iqin:

k(x) = (V(x) E) (A.3)

drr.

O halde bolgelere gore dalga denklemi ¢éziimlerimiz:

x <X, ise: Vv, = [k( 1/4 exp[j\/mdx} (A.4)

X, <x<x, ise: Yo = {Cz = [ij‘mdx} ’ Clz'/pr [_i'[de]} (A.5)
[9(x)]

x> x, ise: Yy = Lmexp[ [Vieyax | (A6

(k)]

olur. Bu ¢oziimlerin kendileri ve tiirevleri x =x, ve x=x, noktalarinda siirekli olmak

zorundadrr. Bu nedenle potansiyeli x=x, ve x=x, civarinda Taylor serisine agip

birden biiylik terimleri ithmal ettigimizde:

V(ix)=E—-K,(x—Xx,) — V(x)—E=-K,(x—x,) (A.7)
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Vix)=E+K,(x—x,) — V(ix)-E=K,(x—x,) (A.8)

(A.7) ve (A.8) denklemini elde ederiz. x=x, ve x=ux, nin komsuluklarinda nasil

davrandiklarimi bulabilmek i¢in (A.1) denkleminde E —V (x) yerine yazarsak:

d? 2m

el ¢+_h2 K (x—x)p=0 (A.9)
d? 2m

L g2k (-1 =0 (A.10)

olur. Burada (A.9) denklemi igin:

z=—(—K1J3(x—xl) (A.11)

z=(—K2j3 (x—x,) (A.12)

tanimlayalim. Sonra (A.11) ve (A.12) tanimlamalar1 altinda (A.9) ve (A.10)

denklemlerini yeniden yazarsak.

2
d? 2m .\ d?
d—(h—’f} P (A1)
2
4 zp=0 (A.14)

dz*
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halini alir. (A.14) denkleminin ¢dziimleri Airy Functions’dir. Coziimleri asimptotik
Ai(z) ve Bi(z)’dir. Burada Ai(z) ve Bi(z) soyle tanimlanmistir [Abramovitz ve Stegun,
1972].

(3a) " 7i(£(3a) " x) = [ "cos ar" £.x)d (A.15)
(3a)% nBi(J_r(3a)% x) = I: [exp(—at3 J_rxt)+sin(at3 ixtﬂ dt (A.16)

(A.15) ve (A.16) denklemlerinde a = % ve x =z alirsak denklemler:

, 1 £
Ai(z) =— jo cos[;iztjdt (A.17)

BT N TR O i
Bz(z)—”J‘0 {exp( 3 + tj+s1n(3 + tﬂdr (A.18)

olur. (A.17) ve (A.18) denklemlerinin pozitif biiylik (|z|) degerleri icin:

I
Ai(z) = = (A.19)
iz 5 7[2/]{1 e
I
Bi(z) = ¢ (A.20)
iz 7[2/]{1 e
¢ =§|z|% (A21)

olur. (A.17) ve (A.18) denklemlerinin negatif biiyiik (|z|) degerleri igin:
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Ai(2) = ;%cos(g —ﬁj (A.22)
7|z 4
Bi(z) = —;% sin (g —%) (A.23)
7|

olur. (A.2) ve (A.3) denklemlerini birbirine esitleyip gerekli islemlerden sonra:

%
q(x)——k(x)— 2K (x—x,)= [i’?ij - (A.24)

olur. Yaptigimiz islemlerin nedeni (A.4), (A.5) ve (A.6) deki denklemleri Airy

Functions’lara benzeterek ¢6zmekti. O halde:

j Jidx = ( j jxfdx———z (A.25)

X % X
[ Jqax =(2—m Klj [ =zdx= %(—z)% (A.26)
olur. (A.4) ve (A.5) denklemlerini Airy Functions ile karsilagtirdigimiz zaman:

7 eXpU Jk. dx} (A.27)

x<Xx icin  y, =

[k( ]

X <X icin  y, =

(q(x)) smU Jadx+= j (A.28)

olur. (A.5) ve (A.6) denklemlerini Airy Functions ile karsilagtirdigimiz zaman:
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exp[ [ k() dx}

x> X, icin  y, =

_G
[k( )]1/4

X <X, icin -y, = 25 smU \/_dx+ j
(q(x))

(A.28) ve (A.30) denklemini birbirine esitlersek:

sin [ Jads | = i [ e+

X X3 X
Xl Xl X

(A.32) esitligini (A.31) esitliginin sol tarafinda kullanirsak denklem:

? ? r| C, . (= T
sin dx — dx+— |=—2sin dx+=

[ e 2 |- G [ e
Burada esitligin saglanabilmesi i¢in:

j\fdx—(n+;jn—>jpdx—(n+;jg

X

olur ve burada »:0,1,2... dir

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)
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EK-B Robertson - Walker Evreninde Baz1 Geometrik Tansorler

Ricci skalerini [Weinberg, 1971] bulmak ig¢in:

ab 031a2a3
R=g"R, ab— (B.1)
n,%,0,¢
Rab = FZa,h _FZh,a +rjhria _F(zariﬂ;a (B2)
1

[pq,r] :E[gqr»ﬁ T &g _gpq,r} (B.3)
. l o B gir

Ty = {pq} -8 [pq,r] ) [gq"»p t8mq~ gpq,r] (B.4)

0 0,1,2,3

A, =——A. i,p,q,j k— B.5

i,k axk ij p q ] {TI’Z’H’¢ ( )

denklemlerini kullanacagiz. Denklem (B.2) Ricci Tensoriidiir, buda Riemann
tensoriinden elde edilir. Denklem (B.3) ve (B.4) sirasiyla, Christoffel sembollerinin

birinci ve ikinci tiirlidiir. Denklem (B.1) {in acik halini yazarsak:

R:gOORoo -I-g“R” +g22R22 +g33R33 (B.6)

elde ederiz. Burada R, R,,, R,, ve R,, li denklem (B.2) ve (B.4) den yararlanarak tek

tek bulmamiz gerekiyor. O halde R, i¢in denklem (B.2) den yararlanirsak:

R,=T%,-T% +I¢I% -T% T4 (B.7)

«0,0 00,

elde ederiz. Denklem (B.7) da «:0,1,2,3 i¢in saydirirsak:
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0 0 0 T4 0 T4 1 1 1 4 1 4
Roo - 1—‘00,0 _Foo,o + r/loroo _Fmroo +r10,o _FOO,I +F/10F10 _Fmroo

(B.8)
+F§0,0 _Féo,z + Fiorgo - rizrgo + r20,0 _r30,3 + rior;lo - Fiwrgo
olur. Bu sefer, denklem (B.8) yi 1:0,1,2,3 i¢in saydirirsak:
Ry, = 1—‘80,0 - 1—‘80,0
+F80Fgo _Fgorgo + F?orz)o _F?ori)o + Fgorgo _rgorgo +Fgor<3)o _Fgorgo
+Fio,0 - F}JO,I
+F:)0F?o _Finrgo + Fiorio _rhri)o +F120F120 _Flzlrgo +F;0F130 _Félrgo (B 9)
+F§0,0 - 1—‘50,2
+Féorgo - Fézrgo + 1—‘1201—‘120 - Ffzrz)o + Fiorgo - Fizrgo + Fiorzo - ngrs)o
+F§0,0 - Fgog
+F30Fgo - F(3)3F80 + Fforlso - Ffsrz)o + FZorio - Fzz.rgo + Fiorgo - F:3;3F(3)0
elde ederiz. Ve ayni islemleri R, R,, ve Ry; iginde yaparsak:
R, = Fgl,l - F?I,O
+F81F81 - FgOF?I + F?lrzn - F?Oril + Fglrél - Fgorlzl + Fglrél - FgOFIBI
+1—‘11,1 _Fil,l
+F:)1F?1 - FEIF?I + Filril - Filril + F121F121 - F121F121 + F;lrlz’l - F;ll—?l (B 10)

2 2
+1—‘21,1 _Fn,z

2 -0 2 10 2 1 2 1 2 -2 2 -2 2 3 2 -3
+1—‘011—‘21 _Fozrn +F11F21 _Flzrn +F21F21 _rzzrn +F31r21 _F32F11

3 3
+1—‘31,1 _F11,3

3 -0 3 -0 3l 3l 32 32 33 33
+1—‘011—‘31 _F03F11 +F11F31 _F13r11 +F21F31 _r23F11 +F31F31 _F33F11
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R, = ng 2 ng 0
0 10 0 10 0 -1 0 I 0 2 0 -2 0 -3 0 -3
+F02F02 _Foorzz +F12F02 _Fmrzz + F22F02 _onrzz + F32F02 —F30F22
1 1
+F12,2 _FZZ,I

1 0 1 0 1 1 1 -1 1 2 1 2 1 -3 1 3
+F02F12 _Fmrzz + F12r12 _rnrzz +r22F12 _lerzz +1—‘321—‘12 _F31F22

> 2 (B.11)
+F22,2 _Fzz,z
2 10 2 -0 2 -l 2 -l 2 2 2 2 2 3 2 3
+F02F22 - 1—‘021—‘22 +F12F22 _Furzz +F22F22 _Fzzrzz +F32F22 _F32F22
3 3
+F32,2 _F22,3
3 10 3 10 3 -l 3 -l 3 2 3 2 3 3 33
+F02F32 - 1—‘03F22 + F12F32 _rnrzz +F22F32 —F23F22 +F32F32 _F33F22
0 0
Ry, = 1—‘03,3 - 1—‘33,0
0 -0 0 10 0 I 0 -1 0 =2 0 2 0 3 0 3
+1—‘031—‘03 _Foorn +1—‘131—‘03 _F10F33 +1—‘231—‘03 _F20F33 +F33Fo3 _F30F33
1 1
+1—‘13,3 _F33,1
1 =0 1 10 1 I 1 1 1 2 1 2 1 3 1 3
+1—‘031—‘13 _F01F33 +F13F13 _F11F33 + 1—‘231—‘13 _F21F33 + F33F13 _F31F33 (B 12)

2 2
+F23,3 _F33,2

2 -0 2 10 2 -1 2 1 2 2 2 -2 2 -3 2 -3
+1—‘031—‘23 - 1—‘021—‘33 + 1—‘131—‘23 - 1—‘121—‘33 + F23F23 - F22F33 + F33F23 - F32F33

3 3
+1—‘33,3 - 1—‘33,3

3 10 3 10 3 -1 3 -1 3 2 3 2 33 3 3
+1—‘031—‘33 _F03F33 +1—‘131—‘33 _F13F33 +1—‘231—‘33 _F23F33 +1—‘331—‘33 _F33F33

buluruz. Denklem (B.4) ve (B.5) den yararlanarak gerekli olan Christoffel

Sembollerinin bazilarini hesaplarsak:

or

r, = g2 [gzhz + 821 —gZZJ r=0 i¢in deger var.
1 d 2 . 2
=75 2 \7¢ s B.13
247 dn( 7) (B.13)
= Zsin®
a
glr
Inp =7[gm + 8,10 —gm,,] r=1 igin deger var.
1 1)d 5
Y Bl e B.14
2( a’ j dn ( ) ( )
a
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Benzer sekilde digerlerini de hesapladigimizda:

. . . 2 . . 2 . 2
0 a . asin asin” ysin- 60
Iy, === | I'};=-sinfcosO r = 4 ro, _ 45 xsm 7
a a
r=r =2 | ' =—si I =—sin’@si I
0 =ha T 2 = —SIN ¥ COS ¥ 33 = —SIn- &SN ¥ Cos y 20~ Lo _;
3 3 _da 3 ; _cos6 3 _ 3 _COSY 2 _p2 _COSY
F30 =F03 = F32 :F23 = 1—‘31 _FIB -, FZI _Flz -
a sin6@ sin y sin y

buluruz. Diger Christoffel Sembolleri sifirdir. Eger tablodan yararlanarak gerekli
Christoffel Sembollerini denklem (B.9), (B.10), (B.11) ve (B.12) de yerlerine koyarsak

gerekli diizenlemelerden sonra:

. )
R, =3(ﬁ—“—2j (B.15)
a a
. .\ 2
Rllz—i(ﬁj—z(fj -2 (B.16)
on\a a
i a
R,, :—sinzx[—+—2+2j (B.17)
a a
i a’
R, =—sin’ Zsinzﬁ[—+—2+2j (B.18)
a a

buluruz. Buldugumuz bu denklemleri denklem (B.6) de yerine koyup diizenlersek:

R=%(é+lj (B.19)
a

Q

Ricci skalerini bulmus oluruz. Hesaplarimizda kullanacagimiz baska tensorlerde

denklem (B.20) ve (B21) deki gibidir.
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1
g, =2R, -2g,0R -5 g, R*+2RR,, (B.20)
(3) _ 2 1 - 1,
Huv - Rupva _ERR/JV _ERpJRp guv +ZR gyv (B21)

Denklem (B.20) ve (B.21) de u, v — 0 yazip, sagdan g ile carparsak:
UH," =2R,,g" —20R —%RZ +2RR,,g" (B.22)

OH=R/R ,g" —%RR00 g” —%RPUR"“ JF%R2 (B.23)

esitliliklerini elde ederiz. Bu denklemlerde kullanacagimiz bazi ifadeleri verirsek:

4, =4, -4, (B.24)
4 =9 4 B.25
o Ot ( ’ )

0.

1 0 2
g0 e = (B.26)
" .2
<3>H0°=3ig+6“6 +i4 (B.27)
a a a

bulunur. Bu sefer denklem (B.20) ve (B.21)’i sagdan g*" ile ¢arparsak ve gerekli

islemleri yapip diizenledigimizde:
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_36d  144da 216da’  108d° 72 724

(I)H B
u @ a° a a° pE a°
. .2 .. -2
(3) _12aa” 12a~ 12a 12a
Huu - 7T s T35 6

a a a a
bulunur. Einstein tansorii ise denklem (B.30) daki gibi verilir.

1
Gab = Rah _EgahR

Bu tansor i¢inde benzer sekilde islemleri yapip diizenledigimizde:

3a> 3
W

6id 6
W

buluruz.

(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B.31)

(B.32)



