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Hadamard Kodlar1 ve Halkalar Uzerindeki Kodlar
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OZET

Bu tezin amaci yeni ve iyi kodlarin varligini ortaya koymaktir. Tez ¢aligmasinda
once kodlama teorisi ile ilgili on bilgiler verilmistir. Belirli halkalar iizerinde 6zel
iiretegler olusturulmus, bu tretecler ile 6zel kodlar yazilmis ve bu kodlarin Hadamard
kodlar1 ile baglantisi ifade edilmistir. Quasi-cyclic kod olan Hadamard kodlar tespit
edilmistir. Hadamard kodlara esit ya da denk olan tek kod, ¢ift kod gibi farkli kodlar

bulunmustur. Ardindan p bir asal sayr olmak iizere u®=v*=0,uv=vu=0 iken

F [u,v] - . . <
p
% ERERTS tipinde yeni halkalar yazilmis ve bu halkalarin iizerinde agirlik

fonksiyonlar1 tanimlanmistir. Ayrica yeni Gray donisiimleri verilerek bu halkalarin

bilinen halkalar ve Galois cisimleri ile iligkisi gosterilmistir. Burada p=2 durumu igin

16 elemanli halkada constacyclic kodlar ¢alisilmistir. p >3 olan asal sayilar i¢in ise

p* elemanli halkalar icin cyclic kodlar calisilmistir. Bu tip halkalarda yazilan kodlar

icin yeni sonuglar elde edilmistir. Son boliimde ise elde edilmis olan tiim yeni sonuglar

0zet olarak sunulmustur.
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ABSTRACT

The aim of this thesis is to show the existence of new and good codes. In this
thesis basic knowledge on coding theory is given. Special generators over certain rings
are constructed, especial codes are written with these generators and the relation
between these codes and Hadamard codes is established. Hadamard codes which are
quasi-cyclic codes are obtained. Different codes which are equal or equivalent to

Hadamard codes such as odd code, even code are found. Then new rings in type
Fylu.v] s o are written in case of u®> =v* =0, uv=v.u=0 where p isa
<u®, ve,uv >

prime number and weight function over these rings are defined. Writing new Gray
maps, the relations among these rings, another known rings and Galois fields are shown.

For the case p =2, constacyclic codes over the ring which has 16 elements. For the

case p is prime number such that p >3, cyclic codes are studied over the ring which

has p* elements. The new consequences are obtained for the codes writing over these

kind rings are submitted and proofs are shown. In the last chapter all new consequences

obtained are presented as a summary.
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ONSOZ

Bu ¢alismanin igiincii boliimiinde Hadamard kodlari ile ilgili yeni sonuglar
verilmistir. Dordiincti boliimde ise yeni halkalar yazilmis ve bu halkalar iizerindeki
kodlarla ilgili baz1 6nemli sonuglar literatiire kazandirilmistir.
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SIMGELER DiZiNi

GF(p).F, . p elemanli Galois cismi
(n,M,d)_Kod : uzunlugu n, eleman sayist M ve minimum uzakligi d olan bir kod
c* : bir C kodunun duali

P(C) . bir C kodunun polinom gésterimi

W (1) . R halkasi lizerinde bir elemanin agirlig
w;, (C) . R halkasi lizerinde bir C kodunun agirlig:
w, (C) . bir C kodunun Lee agirhig

W, (C) . birC kodunun homogeneous agirlig

w, (C) . birC kodunun Hamming agirlig

G . Ureteg matrisi

H . Parity-check matrisi

M : Hadamard matrisi

B, . Ikili Hadamard matrisi

M, . Normallestirilmis Hadamard matrisi

A, - Ikili normallestirilmis Hadamard matrisi
.C . birinci tekrarl olusum kodu

,C . ikinci tekrarli olusum kodu

odd(C) . tek kod

even(C) . ¢ift kod

C, ®C, . C, ve C, kodlarinin direkt ¢carpimi

C, @C, . C, ve C, kodlarinin direkt toplami1

Vi



BOLUM 1

GIRIS

Bir kod tanimi; uzunlugu n, eleman sayist M ve minimum uzakhigi d olmak

tizere (nN,M,d) parametreleri ile verilir. Kodun parametreleri igin kod sozciikleri

sifrelenmis mesajlar oldugundan kod sozciigiiniin iletiminin hizli olmasi i¢in uzunlugu
kisa olmalidir. Tersine kodun eleman sayisinin fazla ve minimum uzakliginin biiyiik
olmasi istenir. Kodun eleman sayisi fazla olursa daha ¢ok mesaj sifrelenebilir ve kodun
minimum uzakliginin da biiylik olmast kodun hata tespit etme ve hata diizeltme
kapasitesini arttirir. Bu ii¢ parametreyi daha iyi duruma getirmek kodlama teorisinin

problemlerindendir. n, M ve d parametrelerini optimize etmek iyi ve yeni kodlar

bulunmasini saglayacaktir. Cebir ve sayilar teorisi alaninda onemli bir yer tutan
kodlama teorisi son donemlerde literatiire bir ¢ok calisma kazandirmistir. Kodlama
teorisinde temel problemlerden biri yeni kodlar yazmaktir. Yeni kodlar yazmak farkli
metodlar ile yapilmaktadir. Bu metodlardan bir tanesi var olan kodlardan yeni kodlar
yazilmasidir. Tezin 3. boliimiinde bu durum gerceklestirilmistir. Tezin 4. boliimiinde ise
kodlama teorisinde literatiirde daha 6nce yer almamis yeni halkalar tizerinde belirli kod
tipleri tanimlanmis ve bilinen kodlar ile iligkisi insa edilmistir. Boylece kodlama
teorisine zenginlik kazandirilmistir.

1948 yilinda Claude Elwood Shannon’un “ A Mathematical Theory of
Communication” [1] isimli makalesinin yaymlanmas1 matematiksel olarak kodlama
teorisinin baslangici oldu.

1972 yilinda Ian F. Blake’nin “ Codes Over Certain Rings” [2] baglikli makalesi
ile halkalar iizerinde kodlar yaymmlanmaya baslandi. Devam eden yillarda ise farklh
halkalar {izerinde kodlar yazilmaya devam edildi ve bu kodlarin cisimler iizerindeki

kodlar ile iligkileri kuruldu.



1999 yilinda Wolfmann tarafindan Z, halkas: iizerinde cyclic ve negacyclic
kodlarin yapis1 ele alinmis ve bu kodlarin Gray goriintiileri alinarak literatiirde birgok
caligmaya referans gosterilmistir [3].

2000 yilinda D. S. Krotov, yine Z, halkasi iizerindeki ¢alismalara farklilik
katarak ““Z, — lineer Perfect Codes” [4] isimli makalesi ile Z, halkasinin elemanlarinin
kullanarak 6zel matrisler olusturmus ve bu matrislerin tirettigi kodlar ile Z, {izerinde

miikemmel kod iligkisini ortaya koymustur. D. S. Krotov 2001 yilinda bu ¢alismasini

genisleterek  Z, iizerinde lineer Hadamard kodlarin yazilacagini belirlemistir [5].

2006 yilinda Qian, Zhang ve Zhu [6], [7] nolu makalelerinde u®=0 olmak
iizere T, +UF, ve u® =0 olmak iizere I, +UF, +U’F, sonlu zincir halkalarin1 kullanarak
bu halkalarda constacyclic kodlar1 ele alip binary kodlardaki karsiliklarini
degerlendirmislerdir.

2010 ve sonraki yillarda B. Yildiz ve S. Karadeniz [8] ve [9] nolu makalelerinde
F, +ulF, +VF, +uvlF, Frobenious halkasini kullanarak lineer kodlar ve constacyclic
kodlar tizerine ¢alismalar yapmislardir. Bu ¢alismalari ile halkalar tizerindeki kodlara
zenginlik kazandirmiglardir. 2013 yilinda Xiaofang, bu ¢alismalardaki uv=vu=0
kosulunu alarak F, +UlF, +VIF, halkasinda constacyclic kodlar1 ¢aligmustir [10].

Ucgiincii béliimde bu calismalar dogrultusunda belirli halkalarin elemanlar ile
0zel matrisler insa edilmistir. Bu matrislerin trettigi kodlar smiflandirilmis ve

Hadamard kodlarr ile iligkisi bulunmustur. u?=0 iken F,+uF,, v’ =1 iken F, +VF,,
vi=v iken F,+VF,, u’=0 iken F,+UF,+u’F, ve u™ =0 iken de ise
F, +UlF, +...4+U"F, halkalarinda yazilan bu kodlarin ve dual kodlarin parametreleri

hesaplanarak 1yi kodlar bulunmasi saglanmistir. Ayrica Hadamard kodlarin Hadamard
matrisleri kullanilmadan da elde edilebilecegi ortaya konulmustur. Yine quasi-cyclic
kod olan Hadamard kodlarin varlig: tespit edilmistir. Bu ¢alismalar genisletilerek direkt
toplam, direkt carpim kodlari, tek kodlar, ¢ift kodlar ve tekrarli olusum kodlarinin
Hadamard kodlar ile iligkisi ortaya konulmustur.

Literatiirde sonlu zincir halkalari, Frobenious Halkalar1 gibi halkalarda cyclic,
quasi-cyclic ve constacyclic kodlar iizerine bazi ¢alismalar mevcuttur. Tezin dordiincii

boliimiinde boyle halkalar disinda idealleri bir kurala gore olusturulmayan farkl



halkalar bulunmus, bunlarin iizerinde cyclic, quasi-cyclic ve constacyclic kodlari

calisilmis ve bu kod tiplerinin Galois cisimlerinde bu kodlar ile baglantis1 kurulmustur.

. F
Buradan u®=0, v’ =0 ve uv=v.u =0 kosullar sabit tutularak p[UWy 3 2
<u’,vi,uv>

halkalari [, +VF, +UF, +U°F, halkalarina izomorftur. F, +UF, +VF, +U’F, halkasinda
constacyclic kodlar ile I, Galois cisminde quasi-cyclic kodlar insa edilmistir. p >3 asal

say1 olmak tiizere Fp+V]Fp+uIFp+u2Fp halkalarinda ise cyclic kodlar ile F, Galois

cisminde quasi-cyclic kodlar ele alinmustir.
Tezin son bolimiinde tigiincii ve dordiincii boliimlerde elde edilen sonuglar 6zet

halinde sunulmustur.



BOLUM 2

KODLAMA TEORISI

Bu bolimde kod kavrami ve diger boliimlerde kullanilacak temel tanim, 6nerme

ve teoremlere yer verilecektir.

2.1. Kod ile ilgili temel kavramlar

Bu alt bolimde kodlama teorisinde kullanilan bazi temel kavramlar verilecektir.

2.1.1. TANIM ([11]): q elemanli bir A={a,,a,,...,a,} kiimesine kod alfabesi
ve elemanlarina kod sembolleri denir.

(i) i=12,..,n, her weA icin n wuzunlugunda bir g-—ary sdzcigi
W= (W, W,,...,w,) olarak tanimlanir.

(if) A kiimesi tizerindeki n uzunluklu g-—ary sozciiklerinin olusturdugu C
kiimesine bir q—ary kod denir.

(iii) C kodunun bir elemanina kod s6zctigii denir.

(iv) C deki kod sozciigii sayisi |C|: M ile gosterilir ve C nin boyutu olarak

adlandirilir.

N log,M .
(v) C kodunun bilgi iletim hiz1 —— dir.
n

(vi) nuzunlugunda M elemanl bir kod (n,M) _kod olarak tanimlanur.

2.1.2. TANIM ([11]): i=12,..,n, i¢in X, Y, € A olsun. X=(X,%X,,...,X.),

Y=Y, Y,) sozcikleri arasindaki uzaklik d(X, y)=‘{ i ‘ X, # yi}{ olarak

0 :;%=Y
1 :x#

tanimlanir. Burada d(x;,y;) = { olmak iizere



d(x,y)=d(x,y,)+d(X,,Y,)+...+d(X,,y,) seklinde tanimlanir.
2.1.3. ONERME ([11]): X, VY, z, A iizerinde n uzunlugunda sdzciikler olsun.
(i) 0<d(x,y)<n
(i) d(x,y)=0<= x=y
(iii) d(x, y) =d(y,x)
(iv) d(x,z)<d(x,y)+d(y,z)
kosullart saglanir.

2.1.4. TANIM ([11]): Bir C kodunun minimum uzakligi

d(C)=min{ d(x,y) | X#Y, X, yeC } biciminde tanimlanir.

2.1.5. TANIM ([12]): C koduna uzunlugu n, eleman sayist M ve minimum

uzakligr d olan bir (n,M,d) __ parametreli kodu ad1 verilir.

2.1.6. TANIM ([12]): C,, C, iki kod olsun.
C, kodundaki her bir kod sozciigiiniin ayn1 bilesenine permiitasyon uygulanmasi veya
C, kodundaki her bir kod sozciigiiniin herhangi iki bileseninin yer degistirilmesi ile C,

kodu elde edilirse C, ve C, kodlar1 birbirine denktir denir.

2.1.7. TANIM ([11]): d =2t+1, t e N olmak iizere bir q-ary (n,M,d)_kodu

n n n
icin m.{ (OJ +(1].(q -D+... +(t J.(q —1)t} =q" esitligi saglaniyorsa bu koda

mikkemmel kod denir.

2.1.8. TANIM ([5]): A ve B sirali iki kiime olsun. Her (a,,b), (a,,b,) e AxB

icin (a,b)<(a,b,)<a <a, veya (8, =a, ve b <b, ) seklinde taniml1 < siralama

bagintis1 Lexicographically siralama olarak adlandirilir.

2.1.9. TANIM ([13]): p bir asal say1, teZ, olmak iizere q=p' yazilsin,

f,Z,[x] de t. dereceden asal bir polinom olmak iizere F, = Z,Ix] %c) bi¢iminde

yazilan ( elemanl [, cismine bir Galois cismi denir. t=1 iken F = Z  olur.

Galois cismi GF(q) yada I, olarak gosterilir.



2.1. Lineer kodlar
22.1. TANIM ([11]): F; , F, tizerinde bir vektor uzay: olsun. [F;' nin her alt

q
uzay1 If, cismi tizerinde n uzunluklu bir lineer kod olarak tanimlanir.

R bir halka olmak tizere R" , R iizerinde bir modiil olsun. R" nin her alt modiilii R
halkasi tizerinde nuzunluklu bir lineer kod olarak tanimlanir.

2.2.2. TANIM ([11]): C, T, vektor uzaymin k boyutlu bir alt uzay ise C

koduna bir [n,k] kod adi verilir. Eger C kodunun minimum Hamming uzaklig

d(C) =d ile gosterilirse C bir lineer [n,k,d]_koddur denir.
2.2.3. TANIM ([11]): Her x = (X, X,,..., x,)e F' igin
W(X):‘ {i | x;#0,i=12,..,n, xelF} ‘ sayisina X elemanmin Hamming

agirligi denir. Eger C, T, tizerinde bir lineer kod ise

w(C) = min{ w(x) | x.#0, xe C } sayisima C kodunun Hamming agirligi denir.

Cisimler iizerindeki kodlar icin Hamming agirlig1 verilirken, halkalar tizerindeki
kodlar i¢in farkli halkalarda tanimlanan kodlarda farkli agirlik fonksiyonlar: verilir. 3.

ve 4. boliimde farkli halkalar i¢in agirlik fonksiyonlari verilmistir.

2.2.4, ONERME ([13]): Her x,yeT; igin d(x,y)=w(x—y) dir.

2.2.5. TEOREM ([13]): C, F, cismi iizerinde bir n uzunlugunda lineer kod
ise d(C) =w(C) saglanr.

2.2.6. TANIM ([12]): C bir lineer [n,k]_kod olsun. C nin tabanindaki k

tane eleman kullanilarak elde edilen k xn tipindeki matrise C kodunun iiretici matrisi
denir ve G ile gosterilir.

2.2.7. TANIM ([13]): C bir q_ary [n,k]_kod olsun.

Ct={ve I, | u.v=0, VY u e C } kiimesine C kodunun duali denir.

2.2.8. ONERME ([14]): C, [F, tzerinde bir lineer [n,k]_kod ise C* de F,

tizerinde bir lineer [n,n—k] _koddur.



2.2.9. TANIM ([14]): C bir [n,k]_ kod ise C* nin iiretici matrisine parity-
check matrisi denir ve H ile gosterilir. H, (n—k)xn tipinde G.H" =0 kosulunu

saglayan bir matristir. Bir C lineer [n,k]_kodunun parity-check matrisi H ise

C={x=(X,%...., X, )€ F]

[ X% . %] -H i =[0)uni }  biciminde ifade
edilir.
2.2.10. TANIM: R bir halka, C<=R" bir lineer kod olmak tizere
7. R"—— R’
(¢, €y €, 4) > 7(Cy, €y €, 4)=(C, 4, Cyr e €y s)
doéntigiimii i¢in 7(C) =C oluyorsa C koduna R iizerinde bir cyclic kod denir.

Bu tanim R halkasi yerine [, cismi tizerinde de verilebilir.
2.2.11. TEOREM ([13]): F, tizerinde,

S B[X]
Pk, q %x“—1>

a=(a,,a,..,.a ) p@)=a, +aX+..+a X +<x"-1>
lineer dontlistimii verilsin. C IE‘q” nin cyclic kod olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

p(C) c = [X%Xn s nin bir ideali olmasidir.

Bu teorem [, cismi yerine R halkasi iizerinde de gergeklenir,
2.2.12. TANIM: R bir halkave A< R olsun,C<R" bir lineer kod olmak tizere
v: R"—— R"
(Cy+Cyyees € ) >V (Cy, Cp vy €y )= (A€, 44 Cpreen €y )

doniisiimii i¢in v(C) = C oluyorsa C koduna R iizerinde bir 4 -constacyclic kod denir.

2.2.13. TANIM: F, cismi iizerinde C, a.n uzunlugunda bir lineer kod olsun.
®a . na n.a
oI —F,

(d,,dy0.d, ) > 0% (A 0,0, ) = (0,

y Y1

d d

2a' Ya+lrttr Y2a-10

dSa ! d2a+1’ T dSa—l’ e dn.a’ d(n—l).a+l’ T dn.a—l)
permiitasyonu i¢in o*(C) =C kosulu saglaniyorsa C koduna [, tzerinde

a mertebeden bir quasi-cyclic kod denir.




Benzer tanim R halkasi tizerinde de verilebilir.

2.3. Hadamard kodlarin yapisi
Bu alt boliimde Hadamard matrisleri ve Hadamard kodlar1 ile temel bilgiler

verilecektir.
2.3.1. TANIM ([15]): M, nxn mertebeden bir matris ve M, M matrisinin
transpozu olsun. M matrisinin her bir bileseni sadece —1 ya da 1 den olusuyorsa ve

M.M' =n.l  esitligi saglaniyorsa M matrisine bir Hadamard matrisi denir.

2.3.2. LEMMA ([15]): M, nxn lik bir Hadamard matrisi ise M terslenebilir
bir matristir ve M"' matrisi de bir Hadamard matrisidir.

2.3.3. LEMMA ([15]): M, nxn lik bir Hadamard matrisi olsun. R,,R,,...,R,

matrisleri M nin satirlar1 olmak {izere M nin herhangi bir satirt —1 ile ¢arpildiginda
elde edilen matris yine Hadamard matrisidir.

2.3.4. LEMMA([15]) :

(i) Bir Hadamard matrisi igin ilk satir ve ilk siitundaki tiim bilesenler 1 olacak
bi¢cimde diizenlendiginde yine bir Hadamard matrisi elde edilir.

(i) Bir Hadamard matrisinde herhangi iki satir ya da iki siitun yer
degistirdiginde elde edilen matris bir Hadamard matristir.

2.3.5. TANIM([15]): ilk satir ve ilk siitundaki tiim bilesenleri 1 olan

Hadamard matrisine normallestirilmis Hadamard matrisi denir ve M ile gosterilir.

2.3.4. Lemmadan; bir Hadamard matrisi varsa normallestirilmis Hadamard

matrisi de vardir.

. M M
2.3.6. ONERME([15]): M nxn lik bir Hadamard matrisi ise [M M]

2nx2n lik bir Hadamard matrisidir.
2.3.7. TEOREM ([15]): nxn lik bir Hadamard matrisi var ise n=1, 2 ya da

4 {in bir kat1 olur.



2.3.8. TANIM([15]): Iki Hadamard matrisi i¢in birinin satirlar1 ya da siitunlari
—1 ile ¢arpildiginda veya satirlari ya da siitunlarina permiitasyon uygulandiginda digeri
elde edilebiliyorsa bu iki Hadamard matrisi denktir denir.

2.3.9. TANIM([15]): M nxn lik bir Hadamard matrisi olsun. M matrisinin
tiim bilesenleri 1 ler yerine 0, —1 ler yerine 1 yazilarak yeniden diizenlendiginde elde

edilen nxn lik matrise ikili Hadamard matrisi denir ve B, ile gosterilir. nxn lik bir

M _ normallestirilmis Hadamard matrisi 1 ler yerine 0, —1 ler yerine 1 yazilarak

n

yeniden diizenlendiginde elde edilen nxn lik matrise ikili normallestirilmis Hadamard

matrisi denir ve A, ile gosterilir.

A, matrisinin herhangi iki satir1 ortagonal ise A, in herhangi iki satir1 g yerde
aymidir. A, in herhangi iki satiri g yerde farklidir. A, in herhangi iki satir1 arasindaki

Hamming uzaklig g dir. A in sifirdan farkli herhangi bir satirinin agirlig n dir.

2.3.10. TANIM([15]): A, nxn lik bir ikili normallestirilmis Hadamard
matrisi olsun. A, matrisinin ilk siitunu silinerek ile satirlar1 bir 0, kiimesine yazilsin.

0, kiimesinin elemanlar;; n-1 uzunlugunda, n tane elemana sahip ve iki eleman
L . N .. T
arasindaki minimum uzaklig > olan elemanlardir. 0, kiimesinin tiim elemanlar1 ve her

bir elemanin timleyenleri bir £, kiimesine yazilsin. £, kiimesinin elemanlar;; n-1

uzunlugunda, 2n tane elemana sahip ve iki eleman arasindaki minimum uzakligi

n . . C . .
E_l (n>2igin ) olan elemanlardir. A, matrisinin her bir satir1 ve bunlarin

tiimleyenleri bir 3, kiimesine yazilsin. 3, kiimesinin elemanlari; n uzunlugunda, 2n



. . ... . N
tane elemana sahip ve iki eleman arasindaki minimum uzaklig r olan elemanlardir.

Yukarida ifade edilen 0,, g, ve 3, kiimelerine Hadamard kiime denir.

2.3.11. TANIM([15]): Bir nxn lik B, binary Hadamard matrisinde tiim
satirlart ve bu satir vektorlerinin tiimleyenleri de ilave edilerek yeni bir kiime
olusturulsun. Bu kiimedeki tim vektorler kendileri, timleyenleri ve tamamlayicilari

olarak diizenlendiginde elde edilen (2n,4n,n) parametreli kiimeye Hadamard kod

denir.
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BOLUM 3

HADAMARD KODLAR

Bu bolimde; belirli halkalarin elemanlar1  kullanilarak o6zel matrisler
olusturulmustur. Urete¢ matrisleri bu matrisler olan olarak kullanarak 6zel kodlar elde
edilmistir. Elde edilen kodlar igin Gray goriintiileri alinarak Hadamard kodlar
yazilmistir. Boylece Hadamard kodlarin sadece Hadamard matrisler ile degil ayni
zamanda burada verilen metod ile de elde edilebilecegi sonucuna varilmistir. Ayrica
Hadamard kodlarmin cyclic kodlar ve quasi-cyclic kodlar ile iligkisi tespit edilmistir.
Bunlara ilave olarak tanimlanan 6zel kodlarin hangi tip Hadamard kodlarina karsilik
geldigi belirlenmistir.

Bu calismada u®=0 iken F,+UF, halkasi, v>=1 ve v®=v iken F,+VF,
halkalarinda, u® =0 iken F, +UF, +U°F, halkasi ve u™* =0 iken de F, +UF, +...+u"F,

halkalar1 kullanilarak Hadamard kodlar1 ele alinmistir. Bu boliim Hadamard kodlar ile

ilgili orijinal sonuglar igerir.[25]

3.1. Hadamard Kodlar ile F,+uF, Uzerindeki Ozel Kodlar Arasindaki iliski ve

Hadamard Kodlar iizerine Sonuclar

Bu bolimde énce u? =0 durumda F, +UfF, halkasi ile bilgi verilmis, bu halka

tizerinde bazi 6zel matrisler ve kodlar yazilmistir. Sonra Hadamard kodlar tanimlanmis
ve tipleri ortaya konulmustur. Dahasi bu kodlar yardimiyla tek kod, ¢ift kod ve tekrarli
olusum kodlar1 yazilmig, bunlarin hangi tip Hadamard kodlara karsilik geldigi
belirlenmistir. Bu 6zel kodlarin direkt toplam ve direkt carpimlari iizerine yeni sonuglar

verilmistir. Ayrica degisik tipteki tiim kodlarin dualleri de elde edilmistir.
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E
u’=0 olmast durumunda Z[U%u2>:{ a,+au+<u’> | a,ac¢eF, }

halkasi T, +UF, halkasina izomorftur. F, +uF, ={0,1,u,1+u}, asigida tanimlanan +

ve = islemleri ile bir halkadir.

+ 0 1 u 1+u 0 1 u 1+u
0 1 u 1+u 0 0 0 0 0

1 1 0 1+u | u 1 0 1 1+u

u u 1+u | O 1 u 0 u 0 u

1+u | 1+u | u 1 0 1+u | O 1+u | u 1

R =F, +uF, halkasinin ii¢ ideali vardir. Bu idealler (0), (1) ve (u) olup
(0yc (u) = (1) =R saglanir.

3.1.1. TANIM : R = F, +UF, halkas: ilizerinde;

0 ,r=0
herreR i¢in w (r)=< 1 , r=11+u
2 ,r=u

bigiminde tanimlanan fonksiyona, R tizerinde Lee agirlik fonksiyonu denir.

Bu durumda her r=(r,r,,...,.r,) eR" i¢in w,_(r) :ZWL(ri) esitligi gergeklenir.
i=1

3.1.2. TANIM : T, cismi iizerinde;

0,
her ceF, igin w, (C):{ A L bi¢iminde tanimlanan fonksiyona [F, iizerinde
C

Hamming agirhk fonksiyonu denir. Bu durumda her c=(c,c,,...,c,)€F, igin

w,, (c) :Zn:wH (c,) olur.

3.1.3. TANIM : Her a,be R",a#b vektorleri arasindaki uzaklik

d (a,b)=w_ (a—b) olmak iizere, bir C kodunun minimum Lee uzaklif

d, (C) =min {d,_(a, b) | a,beC,a# b} bi¢iminde tanimlanir.
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F; de Lee agirhgn yerine Hamming agirhigi yazilarak benzer tanim verilir. F;

tizerinde bir C kodunun minimum Hamming uzakligi d, (C) ile gosterilir.

3.1.4. TANIM : R = F, +UF, halkas: iizerinde bir C, [n,k,d]_ kodunun {ireteg

G
matrisi G :{ C; } bigimindedir. Burada G, matrisi, bilesenleri F, +UulF, halkasinda
U,
olan k, xn boyutlu bir matris, G, matrisi de bilesenleri F, cisminde olan k, xn boyutlu

bir matristir. Dolayist ile |C|=22k1+k2 dir. Burada G matrisi ile diretilen kod

G
C={ C:(Cl’CZ)'LC; }‘ c,eR%,c,eF*} biciminde tanimlanir ve bu kod

2
4% 2% tipinde bir koddur.
3.1.5. TANIM : R=F,+uF, halkas1 iizerinde bir C, [n,k,d]_kodunun

H
parity-check matrisi H 2{ I—i } bigimindedir. Burada H, matrisi, bilesenleri F, +UuF,
u.

2

halkasinda olan (n—k,—k,)xn boyutlu bir matris,H, matrisi de bilesenleri F,
cisminde olan k,xn boyutlu bir matristir. Burada H matrisi ile tiretilen C kodunun
duali C* = {Cl eR"| Hg' = 0} bi¢iminde tamimlanr.
3.1.6. TANIM : R = F, +UF, olmak iizere;
®:R"—— F"
(r,r,..r)—>o,r,..,r,)=0,b,,..b,,a +b,a, +b,,.,a, +b,)

bi¢iminde tanimlanan donilisiime R halkas1 {lizerindeki Gray doniisiimii denir. Burada

1<i<n, a,b €F, i¢in 1, =&, +ub, eR dur.

Bu tanim ile F, +UF, tizerindeki N uzunlugunda bir kodun Gray goriintiisii 2n

uzunlugunda bir binary kod oldugu goriilir. R" iizerinde tanimlanan Lee uzakligi ve

F."  iizerinde tammlanan Hamming uzakhi§i arasinda her a,beR" igin

d (a,b)=d, (®(a),P(b)) iliskisi vardir. Bu Gray doniisiimiiniin bir izometri oldugunu

gostermektedir.
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3.1.7. TANIM : R = F, +UF, halkasi iizerinde;
a,, a,eZ, {0} icin ilk satir bilesenleri {1} kiimesinden, diger satir elemanlar
a, =0 iken {0,1,u,1+u} kimesinden ve o, =0 iken {O0,u} kiimesinden secilmek
tizere, silitunlart da lexicographically siralama bagintisina gore siralanmis olacak

bicimde N““ matrisleri yazilsin ve satir sayist o, +a,+1 olan 6zel olarak

olusturulan bu N“**2 matrisine iirete¢ matrisi denir.

Asagida N ““2 matrisleri i¢in birkag¢ 6rnek verilmistir.

1111
Novf’z[l],NM{1 1} ,N*?=10 0 u uf,
0 u
O u 0 wu
11111111
NOS - 000O0UUTUU ,N1,0_|:1 11 1 }
0 OuwuOOwuu 0 1 u 1+u
O uOuOwuoOuwu
(111 1 11 1 111 1 1 1 1 1
N2 = 00 O 11 1 uwuwu u 1+u 14+u 1+u 1+u |,
101 u 1+u 1 ul+u 0 1 u 1+u O 1 u 1+u
11 111 1 1
N*=/0 01 1 u u 1+u 1+u
10 u u u 0 u

3.1.8. TANIM : R =F, +UuF, halkasi iizerinde; her ¢, o, >0 tamsayilar igin

Cc»% ={ (c,c,).N“%| c,eR™", c,eF;*} bigiminde yazilan koda N “** iireteg matrisi ile

{iretilmis, uzunlugu n = 2°“"* olan (n,4n,n) parametreli kod denir.

3.1.9. TEOREM : @, R" iizerinde bir Gray doniisiimii olsun. C**, N
tirete¢ matrisi ile yazilan kod olmak tizere ®(C*“?) kodu, F, iizerinde (2n,4n,n)
parametreli bir Hadamard kodudur.

Kamt: Boyutu (o +a, +1)xn olan N““ {irete¢ matrisi ile olusturulan kod

Cc»% ={ (c,C,).N“*%| c,eR“" c,eF2} bigimindedir. Tanimlanan bu kodun uzunlugu
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n=2%*2 dir, C** < R" olan bu kodun bir tekrar kodu oldugu ve eleman sayisinin
da 4n oldugu agiktir. Buradan ®(C**)cF,™ oldugundan ®(C*“2), (2n,4n,n)
parametreli bir binary Hadamard kodu belirtir.

3.1.10. SONUC : a, =, =0 disinda; (C**)* , C** kodunun duali olmak

iizere, (C*“)* dual kodun parametresi (n,:—,4) olur. Ayrica ®((C**)*) kodu
n

n

(2n,j—,4)_ parametreli bir kod olur.
n

Kamit: C*“ kodunun irete¢ matrisi olan N““ matrisinin boyutu
(o, +a, +1)xn dir. Aym zamanda (C*“)" kodu igin parity-check matrisidir.

(C**)* kodunun bir eleman1;, N*“ ¢’ =0 kosulunu saglar. Bu kosulu saglayan

n

sozciik sayisinin n oldugu gortliir. Kod sozciiklerinin en kiiciik agirliginin 4 oldugu
n

n

agiktir. Boylece (C“*2)* kodu (n,j—,4) parametresine sahip olur. Buradan
n

n

d((C**2)*) kodunun da (2n,j—,4) parametreli kod oldugu goriiliir.
n

3.1.11. TANIM : N=2"""" Gimak iizere C**, R fizerinde n uzunlugunda
bir lineer kod olsun.
7: R"—— R"
(c,,c,,...,C,) > 7(C,,Cy,...,C)=(C,,Cyy., Cpy)
permiitasyonu i¢in 7(C““)=C**2 kosulu saglaniyorsa C*“*2 koduna R {izerinde bir
cyclic kod denir.
3.1.12. TANIM : N=2"""" gImak iizere D““ [, lzerinde 2n uzunlugunda
bir lineer kod olsun.
o F"——> >
(d,,d,,..,d, )~ c®*(d,,d,,....d,,)=(d,,d,,...d_,,d, ,d _,,..d, )
permiitasyonu i¢in o®*(D“**2) = D“** kosulu saglantyorsa D koduna F, {izerinde

2.mertebeden bir quasi-cyclic kod denir.
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3.1.13. ONERME : ¢ doniisimii R" iizerinde bir permiitasyon, o®?
déniisiimii F,”" {izerinde bir permiitasyon ve ®, R" den TF,”" e yukarida tanimlanan
Gray doniisiimiinii ise o> oc® =®do7 esitligi saglanir.

Kamit: Her 1<i<n igin ¢; =&, +ub;, eR olmak iizere c=(c,,c,,...,.C,) € R"
olsun. Bu durumda c € R" in Gray goriintiisiinii
®(c) =d(c,,c,,...,C,) = D(a, +ub,a, +ub,,...,a, +ub,)

=(b,,b,,...,b,,a +b,,a, +b,,...,a, +b,)
olarak bulunur. Buradan &®*(®(c)) = (b,,b,,...,b, ;, &, +b,,a, +b,,...,a,, +b, ).
elde edilir. Diger taraftan,
7(c,,¢,,...C,)=(C,,C,,...,C, ;) dir. Boylece
@(z(c)) = ®(z(c,,C,,...,C,)) = D(C,,C,,....,C, )
=(,,b,...b & +b,a+b,...a  +b ;)
elde edilir. Dolayisiyla istenen esitlik goriilmiis olur.

3.1.14. TEOREM : «, #0 olmak iizere, N ““?iirete¢ matrisi ile elde edilen bir

Hadamard kod 2.mertebeden bir quasi-cyclic koddur.

Kamt: o, #0 olsun. N““ iirete¢ matrisler ile elde edilen bir C “*“* kodunun

22a1+a2

uzunlugu N= dir. Buradan bir C ““ kodunun F, cismi iizerinde Gray

ap,05

goriintiisi olan @ (C ) kodunun uzunlugunun 2%%**** oldugu goriiliir. Bu

durumda Hadamard matrisleri ile elde edilen Hadamard kodlarinin @ (C ““?)

kodlarina  esit oldugu sonucuna  varilir. 3.1.13.  Onerme kullamlarak

2 (@ (C ““)=d (r (C““))=d (C““) esitligi elde edilir. ® bire-bir
fonksiyon oldugundan o®*(® (C “*))=d (C “*) bulunur. Sonu¢ olarak
® (C “**) Hadamard kodu 2.mertebeden bir quasi-cyclic koddur.

3.1.15. ORNEK : C°' kodunu belirlemek i¢in N°* iirete¢ matrisini yazalim.

11
N matrisi {0 } dir. Buradan C°' kodunun elemanlari ¢ eR, ¢, €F, olmak iizere

u

c=(c,,c,).N*" bicimindeki elemanlardir.
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C* ={001%,uul+ul+u,0u,11+u,u0u+11}c R* kodu igin d (C*)=2 ve

C**| =8 dir. Dolayist ile C** kodunun parametresi (2,8, 2) olur.

Buradan C°' kodunun Gray gériintiisii alindiginda

®(C") ={0000,0011,1111,1100,0101,0110,1010,1001} cF; kodu elde edilir.

1 1
®(C*") kodu (4,8,2) parametreli bir Hadamard koddur. Diger taraftan M :{ 1 J

bir normallestirilmis Hadamard matrisi olmak iizere, M Hadamard matrisinde 1 yerine
0 ve -1 yerine 1 yazilarak M marisinin satirlarindan,00 ve 10 vektorleri elde

edilir. Bu vektorlerin tamamlayicilar1 da ilave edilerek 00,10,11,01 vektorleri

olusturulur. Bu 4 vektoriin tamamlayicilart alimir  ve tekrarlayicilart ile yeniden

diizenlenirse 0000,0011,1111,1100,0101,0110,1010,1001 vektorleri elde edilir. Bu

vektorlerin olusturdugu kiime bir ikili kod belirtir. Bu kodun uzunlugu 4, eleman sayisi

8 ve Hamming agirlig1 2 dir. Boylece M Hadamard matrisi ile bir Hadamard kodu elde
edilir. Bulunan kod (4,8,2) _ parametreli ®(C°") koduna esittir.
Ayrica (C®")* ={00,uu} ve ®((C°")"*) ={0000,1111} olur. Bunun disinda
C® kodu, 7(C*')=C°" kosulunu sagladigindan bir cyclic koddur. Benzer bigimde
o®?(®(C*)) = d(C°) saglandigindan ®(C°') kodu, 2. mertebeden bir quasi-cyclic
koddur.

3.1.16. ORNEK : C°? kodunu belirlemek i¢in N°? iirete¢ matrisini yazalim.

1111
N®? matrisi |0 0 u u | dir. Buradan C®? kodunun elemanlari ¢ eR, c,€F; olmak
O uOw

{izere ¢=(c,C,).N"? bigimindeki elemanlardir.

C®*={0000,0u0u,00uu,0uu0,1111,11+ull+u,111+ul+u,11+ul+ul, uuuu,
uOuO0,uu00,u00u,l+ul+ul+ul+u,l+ull+ul,1+ul+ull,1+ulll+u }cR*
olur. Bu kod igin d, (C*?) =4 ve [C*?|=16 dir. Yani C°* kodu bir (4,16,4) _koddur.

Buradan C°? kodunun Gray gériintiisii

17



®(C"?) ={00000000,01010101,00110011,01100110,
00001111,01011010,00111100,01101001,
11111111, 10101010,11001100,10011001,

11110000,10100101,11000011,10010110}gIF;3
kodu olur. ®(C*?) kodu (8,16,4) parametreli bir Hadamard koddur. Diger taraftan

1 1 1

1
-1 1 -11 ey . ..
M = 111 1 normallestirilmis bir Hadamard matrisi olmak tizere M
1

-1 -1 -1
Hadamard matrisinde 1 yerine 0 ve -1 yerine 1 yazilarak M marisinin
satirlarindan, 0000,1010,1100 ve 0110 wvektorleri elde edilir. Bu vektorlerin
tamamlayicilarini da ilave edilerek 0000,1010,1100 , 0110 ,1111,0101,0011 ve 1001

vektorleri olusturulur. Bu 8 vektoriin tamamlayicilar alinir ve tekrarlayicilar ile
yeniden diizenlenirse

00000000,01010101,00110011,01100110, 11111111, 10101010,11001100,10011001,
00001111,01011010,00111100,01101001,11110000,10100101,11000011,10010110

vektorleri elde edilir. Bu vektorlerin olusturdugu kiime bir ikili kod olusturur. Bu kodun

uzunlugu 8, eleman sayisi 16 ve Hamming agirlig 4 tiir. Boylece M Hadamard matrisi
ile Hadamard kodu elde edilir. Bulunan kod (8,16,4) parametreli @®(C°?)koduna
esittir. (C%?)* =C°? oldugu i¢in C*? kodu self-dual koddur. Ayrica

C%? kodu, 7(C®?)=C"? kosulunu sagladigindan bir cyclic koddur. Benzer bigimde
c®?(®(C°?)) = d(C°?) saglandigindan d(C°?) kodu, 2. mertebeden bir quasi-cyclic
koddur.

Asagida C*“ kodlar i¢in tek kodlar ¢ift kodlar ve tekrarli olusum kodlar

alinmustir. Bu kodlarin C*“? kodlari i¢in siniflandirilmasi ve ornekleri verilmistir.

3.1.17. TANIM : &, @, >0 ve n=2°**" olmak iizere

Cu® ={ (c,¢,).N“*| c,eR"™, c,eF;}, R halkas: {izerinde bir (n,4n,n) kod,

S’:{OO...O,UU...U} R halkasi tizerinde bir (n,2,2n) kod,
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S”:{00...0,11...1,uu...u,1+u1+u...1+u} R halkas1 tizerinde bir (n,4,n) kod olsun.
S',S” wve C%% kodlart kullanilarak R  halkasi tuzerinde elde edilen

,C ={ (a,a+b)| acC*, beS'} koduna (2n,8n,2n) parametreli 1. tekrarli olusum

kodu denir. Yine S, S” ve C** kodlar1 kullanilarak elde edilen, R halkasi tizerindeki
,C% ={ (a,a+b,a+u.b,a+(1+u).b)‘ aeC™”, beS"} koduna (4n,16n,4n) parametreli 2.

tekrarli olusum kodu denir.

3.1.18. ONERME : ¢, @,>0 olmak iizere ,C*“ kodu C“*“" koduna
denktir. Ozel olarak ¢, =0 oldugunda ,C** =C"**" dir,

Kamt: C**% ={ (a,a+b)‘ aeC®”, beS'} kodunu ele alinsin. Burada b =00...0
veya b=uu..u elemanlaridir. Her aeC*® kod sdzciigii igin n = 2°“"* olmak iizere
X =(a,a+h) e C** kod sdzciigii 2n uzunlugunda olur. Burada 2n = 2.2%%"% = 2%+«
dir. Benzer bigimde C““ kodunun elemanlarini S’ kodu ile diizenledigimizde eleman
sayist 2 katina  ¢ikacakti.  d (b)=0 wveya d (b)=2n  oldugundan
d (a)=n, d (a+b)=n olur. Her xe C** olmak iizere d, (X)=2n bulunur. Boylece

uzunlugu 2**“**Yolan bu kod her zamanC®*" ={(c,c,).N**"| ¢ eR*", c,eF""}

koduna denk olur. Ozel olarak ¢, =0 alindiginda N®* matrisinin 1. satir bilesenleri

haricinde sadece 0 ve u bilesenleri bulunur. Bu kodlar benzer bi¢imde yazildiginda
C%** kodu elde edilir.
3.1.19. ONERME : «,, o, >0 olmak iizere ,C** kodu C*“"“ koduna denktir.

Ozel olarak o, =0 oldugunda ,C*% ~C“™* dir.
Kamt: ,C%“ ={ (a,a+b,a+u.b,a+(1+u).b)‘ aeC™ beS"} kodunun uzunlugu

n  uzunlugundaki C“*2  kodunun 4  katt uzunlugunda oldugundan

4n =22 2%t = 2% glacagindan 3.1.18. Onermenin kanitina benzer bigimde

goziikkmektedir.
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3.1.20. ORNEK : 3.1.15. Omekte olusturulan (2,8,2) parametreli

C** ={ (¢, ¢,)N"| ¢,€R, ¢, eF, }={00,11, uu,1+ul+U,00,u0,11+u,1+ul} < R*, kodu alinsin.

S'={00,uu} olmak iizere ,C* ={ (a,a+h)| acC* beS’}

0000,uuuu, 0uOu,u0u0,1111,1+ul+ul+ul+u,11+ull+u,1+ull+ul R
c
00uu,uu00,0uu0,u00u,111+ul+u,1+ul+ull11+ul+ul,1+ulll+u| —

bir  (4,16,4) _koddur. Ayn1 zamanda bu ,C** kodu 3.1.16. Ornekte olusturulan N°?

matrisi ile elde edilen C%* koduna esit olur.

,CM={ (a,a+b,a+ub,a+(1+u).b)‘aeCO'l,beS”} kodu da N matrisi ile iiretilen

(8,32,8) parametreli C** koduna esit bulunur.

) 111 1
3.1.21. ORNEK : NY= iirete¢ matrisi ile iretilen
01 u 1+u

cLo ={ Cl.NO’l‘ CleRz}
={0000,111%,uuuu,1+ul+ul+ul+u,0lul+u,101+uu,ul+u0l,1+uulo,
OuOu,11+ull+u,uOu0,1+ull+ul,01+uul,lul+u0,ul0l+u,1+u0lu }
kodunun parametresi (4,16, 4) dir. Buradan

,C**={ 00000000,0000uuuu,01ul +u01ul+u,01ul+uul+u0l,
OuOuOuOu, OuOuuOu0,01+uul01+uul, 01+ uulul0l+u,
1111111111111 +ul+ul+ul+u,101+ uul0l+uu,101+uul+uulo,
1+ul+ul+ul+ul+ul+ul+ul+u,l+ul+ul+ul+ullll,
1+uul01+uul0,1+uul0101+uu,11+ull+ull+ull+u,
11+ull+ul+ull+ullul+u0lul+u0,1ul+u0l+u0lu,
1+ull+ull+ull+ul,l+ull+ulll+ull+u,1+u0lul+uOlu,
1+ u01ulul+u0,uuuuuuuu,uOuOuOul,uul+ul+u0011,u01+ulOull+u,

uuOOuu00,u00uu00u,uul1001+ul+u,u011+uOul+ul } cR®

bulunur. Boylece uygun bilesenlerin yer degistirmesi ve permiitasyon uygulanmasi ile
C** kodu elde edilir. Dolayisi ile ,C** kodunun C**koduna, ayrica ,C*° kodunun C?°

koduna denk oldugu goriiliir.

3.1.22. TANIM : ¢, @,>0 ve n=2*"* olmak iizere C*“cR" bir kod

olsun. R halkas1 iizerinde even(C™*)={ (co,cz,...,cnfz)eRE‘(co,cl,...,cnfl)eC”’l'%}
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bi¢iminde tanmimlanan koda C®“ nin gift kodu denir. R halkas1 ftizerinde

odd(C“*?)={ (c,C;,....C, ;) € R%‘ (¢, CpyensC, ;) €C*2} bigiminde tanimlanan koda C“*
nin tek kodu denir. Cift ve tek kod tanimlar1 F, cismi {izerinde benzer bigimde verilir.

3.1.23. ONERME : C*%* cR" bir kod olmak iizere
i) & >1, a,>0 icin even(C**)=0dd(C**)=C%* " dir
i) &, >0, a, >1 igin even(C**) ~odd(C**)=C*** dir.

3.1.24. ONERME : C*“ cR" bir kod olsun. @ , R halkast iizerinde bir Gray
dontisiimii olsun. Bu durumda even(d(C“*)) = ®(even(C**)) saglanir.

Kamt: 0<i<n ve ¢ =r +ug, olmak iizere, her c¢=(c,,C,...,C, ;) € C** igin
®(c) =d(c,,C,,...,C, ,) = D(r, +Uq,, I, + U, ..., I, +Ud, ;)

=(0y, %0y g ly + 0o L+ eer I, +0, ) €DP(CH2)

bulunur. Buradan  (0,,0,,---,0, 5,1y + 0y, 1, +0ys-. I, , + G, ,) €€ven(d(C2)) dir.
Diger taraftan ¢'=(c,,C,,...,C, ,) = (f, +ud,, I, +ud,,...,I,_,+uq, ,) even(C**) olsun.
Gray goriintlisiinii alindiginda

®(c)=(9y,95,--0y 5sFy +Ggr I, +0yees I, +0,,,) € P(even(C**2)) olur.

3.1.24. Onerme tek kodlar icin de verilebilir.
3.1.25. ORNEK : 3.1.16. Ornekte C°? kodu asagidaki bicimde bulunmustur.

C% ={0000,0u0u,00uu,0uu0,1111,11+ull+u,111+ul+u,11+ul+ul, uuuu,
uO0u0,uu00,u00u,1+ul+ul+ul+u,l+ull+ul,1+ul+ull,1+ulll+u }=R*,
dir.bu kodun ¢ift kodu even(C®?)={00,u0,0u,uu,11,11+u,1+ul,1+ul+u} olur. Bu

kodun Gray gériintiisii d(even(C°?)) = {0000,0011,1111,1100,0101,0110,1010,1001}

olarak bulunur. Ayrica co? kodunun Gray goriintlisii

®(C°?)={00000000,01010101,00110011,01100110,00001111,01011010,00111100,01101001,
11111111, 10101010,11001100,10011001,11110000,10100101,11000011,10010110}
olur. Boylece even(d(C"?)) = d(even(C®?)) esitligi elde edilir.

3.1.26. ORNEK : 3.1.21. Ornekte C'° kodu i¢in ¢ift kod ile tek kod esittir.

Ayrica bu kodlar C* koduna esit olur. Buradan
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even(C*°) ={00,u0,11,11+u,uu,u0,1+ul+u,1+ul} = odd(C*°) =C* dir.
3.1.27. ORNEK : C"<{ (cl,cz).N“‘ c,eR?,c,eF,} kodunun parametresi

(8,32,8) dir. Buradan C" in ¢ift kodu

even(C*)={0000,0u0u,00uu,0uu0,1111,11+ull+u,111+ul+u,
11+ul+ul,l+ul+ul+ul+u,l+ull+ul,1+ul+ull,

1+ulll+u,uuuu,u0u0,ul0l+u,ul+u0l}<=R™.
olarak bulunur. Bu kodun parametresi (4,16,4)olur. Bu koda uygun yer degistirme ve
bir permiitasyon uygulandiginda

C'*={0000,111%,uuuu,1+ul+ul+ul+u,0lul+u,101+uu,ul+u01,1+uulo,
OQuOu,11+ull+u,ulu0,1+ull+ul,01+uul,lul+u0O,ul0l+u,1+u0lu }

kodu elde edilir.

Bundan sonra yukarida elde edilen bu C** kodlarinin direkt ¢carpim ve direkt
toplam kodlar1 belirlenmistir. Direkt ¢arpim ve direkt toplam kodlarinin bu kodlar ve bu
kodlarin Gray gorintiileri ile iliskisi gosterilmistir. Ayrica dual kodlar ile ilgili
incelemeler yapilmistir. Dolayist ile yukaridaki sekilde elde edilen Hadamard kodlarin

sonuglar1 ortaya konulmustur.

A, B c R"olsun. Buradan A®B ={(a,b)|ac A,beB} ve
A®B= {a+b| aceAbe B} bi¢iminde tanimlanir. C**2 | R {izerinde n uzunlugunda
bir kod olmak lizere C% ={ XeIFZ”‘ Jyel, > x+uyeC**} ve

C,r ={ x+yel;

x+uyeC®*} binary kodlardir.

3.1.28. ONERME : C*%, C,““ kodlar F, cismi iizerinde ise
Cant o Cu% @C%* dir.

Kanit: C*?" cR" kodunun uzunlugu n=2°*"*" dir, Buradan Her
¢ =(C,y,C,, -, C, ) €C** ™ igin

C=(Cy:Cyy+1Cr4) =(CsCpyvnns Copupiza) = (Cos Gy vy Comey s Croomuay g 1++01 Copmiaa ) € CH 2 @CH
elde edilir.
3.1.29. TEOREM : C** , R halkasi zerinde n=2°*""2 yzunlugunda bir kod

ise C*®C,"" ~®(C**) dir. Ayrica [C**

-l {c,| dir.

22



Kanit: i=1..,n i¢in ¢, =r, +ug, olmak iizere
(R0, 0 +0,0, +1,,...,0, +1,) € ®(C**%) dir. ® bire-bir ve orten bir fonksiyon
oldugundan c=(c,c,,...,c,) €C** olur. C** ve C,** nin tanimlar1 kullanilarak
(r,r,..,r)eC™% (q+r,q, +r,,...,q, +r,) € C,”*> elde edilir. Boylece
(R0, 0 +0,0, +1,,...,0, +1,) €C** ®C,”* olur. Buradan ®(C*“), C*“ @C,*
nin bir alt koduna denktir. Benzer sekilde C“*“®C,**, ®(C**) nin bir alt koduna
denktir.

3.1.30. SONUC : ¢(C**)~C*" ®@C,“2 olsun. Buradan
i) o, =0 ise C** =C™* @ (u)C,* dir
i) o #0 ise C** cC ™" @ (u)C,* dir.

3.1.31. ONERME : C““ , R halkasi iizerinde bir kod olsun. Bu durumda
d, =d, =min {dH (C**%),d, (CZ“““Z)} saglanir.

Kanit : ) Gray doniisiimii uzakligi korudugu igin,
d (C**)=d, (DP(C**))olur. Buradan O(C*?)~C " ®C,"*  oldugundan
dy, (®(C™*)) =d,, (C,** ®C,*) =min{d,, (C,**),d,, (C,*)} esitligi elde edilir.

3.1.32. ONERME : C°°ve C° kodlar: hari¢ olmak iizere, tim C** kodar1
self ortogonal kodlardir. Ozel olarak C*° ve C** kodlari self dual kodlardir.

Kamit : C** kodunun uzunlugu n=2°%"*dir. C** kodunun eleman sayis1

n

4n olduguna goére C** kodunun duali (C**)" nin eleman sayisi j— dir. Buradan
n

n

(o,2,)=(0,0) ve (oy,2,)=(0,1) durumlari disinda 4n< jn

olur. Boylece

Cu% < (C™*=)" elde edilir.

3.1.33. ONERME : ®(C*°) ve ®(C"") kodlar1 hari¢ olmak iizere, tim ®(C*%*“)
kodlar1 self ortagonal kodlardir. Ozel olarak ®(C*") ve ®(C**“) kodlar1 self dual
kodlardir.

Kamt : Bu 6nermenin kanit1 3.1.32. Onermenin kanitina benzer bicimde elde

edilir.
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3.1.34. ONERME : C““ kodu icin, (oy,a,)=(0,0) ve (a,a,)=(0,2)
durumlari harig¢ olmak tizere (C4*)*=C“* dir. C,* kodu i¢gin ya (C,**)" =C,*?

yada (C,“*)" , F, lizerinde bir tekrar koduna esittir.

32. v® =1 ve v’ =v Iken F,+VF, Uzerindeki Kodlardan Hadamard Kodlarin
Elde Edilmesi

Bu béliimde, 3.1. bélimde verilen u® =0 durumda F, +UF, halkasi iizerinde

ozel matrisler icin elde edilen yapilandirma hem v? =1 durumu icin hemde v* =v

durumu i¢in [, +VEF, halkas: lizerinde calisilmistir. Ayrica, bu iki halka iizerinde

tanimlanan kodlarin Hadamard kodlar ve quasi-cyclic kodlar ile iliskisi verilmistir.

Buradan, v® =1 olmast durumnunda FZ[%z_D halkast I, +VIF, halkasina

izomorftur. v? =1 kosulu ile F, +VF,, agigida tammlanan + ve = islemleri ile bir

halkadir.
+ 0 1 v 1+v - 0 1 v 1+v
0 1 v 1+v 0 0 0 0 0
1 1 0 1+v |V 1 0 1 v 1+v
v v 1+v | O 1 v 0 v 1 1+v
1+v | 1+v |V 1 0 1+v | O 1+v |1+v | O

v2=1 durumunda R=TF,+VF, halkasimin idealleri ~ (0)={0},
A+v)y= {O d1+v } ve (V)=(1)=R dir. Bu halkanin idealleri arasinda
0y (1+V) = (v) < (1) =R iligkisi vardir ve R bir yerel halkadir.

3.2.1. TANIM : R = F, +VF, halkasi {izerinde;

0 ; x=0
her xeR i¢in w_(x)=11 ; x=1v
2 . X=1l+v

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona, R iizerinde Lee agirlik fonksiyonu denir.
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Bu durumda her r=(r,r,,...,1r,) €R" igin w_(r) :zWLR (r,) esitligi gergeklenir.
i1

v? =v iken FZ[%Z_V> halkasi T, +VF, halkasina izomorftur. v’ =v kosulu

ile F, +VEF,, asigida tanimlanan + ve = islemleri ile halkadir.

+ 0 1 v 1+v : 0 1 v 1+v
0 1 v 1+v 0 0 0 0 0

1 1 0 1+v |V 1 0 1 v 1+v

v v 1+v | O 1 v 0 v v 0

1+v | 1+v |V 1 0 1+v | O 1+v | O 1+v

v’=v iken S=F,+VF, halkasmin idealleri (0)={0} , (v)= {O,v },
A+vy= {O,1+v } ve (1) =S dir. Bu halkanin idealleri arasinda (O)c {1+v) c(1)=S
ve (0)c (v) = (1) =S iliskisi vardir ve R bir yerel halka degildir.

3.2.2. TANIM : S =F, +VF, halkasi iizerinde;

0 ; x=0
herxeS igin w (X)=11 ; x=v,1+v
2 ; x=1

bigiminde tanimlanan fonksiyona, S tizerinde Lee agirlik fonksiyonu denir.

Bu durumda her s =(s,,s,,...,s,) € S" igin w,_(s) :ZWLR (s;) esitligi gerceklenir.
i=1

3.2.3. TANIM : F, cismi iizerinde; w,, (0) =0,w,, (1) =1 bi¢iminde tanimlanan

w,, fonksiyonuna F, iizerinde Hamming agirlik fonksiyonu denir. Bu durumda her

c=(c,C,,...,.Cc,) e} i¢cin wy (C)=Zn:WH(Ci) olur.

i=1

3.24. TANIM : R" ( ya da S") iizerinde iki vektoér arasindaki uzaklik

a,be R"(yada S" ), a=b igin d,(ab)=w_(a—b)(yada d_(ab)=w_(a-b))

olmak tizere bir C kodunun minimum Lee uzakligi
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d. (C)=min{d_(a, b)| a,beC,a=b} (yada d_(C)=min{d_(a, b)| a,beC,a=h})
biciminde tanimlanir. F, de Lee agirligi yerine Hamming agirhigt yazilarak benzer

tanim verilir. T, tizerinde bir C kodunun minimum Hamming uzakligi d,(C)ile

gosterilir.

3.25. TANIM : v =1 durumunda R = T, +VF, olmak iizere;
O : R —>E"
(r,r., ) o,r,,...r)=(a,a,,.,a,b,b,,..,b,)

bi¢iminde tanimlanan doniisiime R halkas1 lizerindeki Gray doniisiimii denir. Burada

1<i<n, a,b €F, i¢cin r, =&, +vb €R dir.

3.2.6. TANIM : v* =v durumunda S =T, + VI, olmak iizere;
®,: S"——F"
(51,85, S,) > D (s,8,,..,S,)=(c,,Cy,...,C,,C, +d;,C, +d,,...,.C, +d,)

1%n

bi¢iminde tanimlanan doniisiime S halkasi tizerindeki Gray doniisiimii denir. Burada

1<i<n, ¢,d, €F, icin s; =¢; +vd, €S dur.

Bu tanim ile birlikte v> =1 durumunda T, +VFF, halkas1 {izerindeki n
uzunlugunda bir kodun, @, Gray doniisiimii altindaki goriintlisii 2n uzunlugunda bir
binary koddur. R" iizerinde tamimlanan d,_ Lee uzakligi ve F;" iizerinde tanimlanan
d,, Hamming uzaklig: arasinda her a, beR" i¢in d _(a,b) =d, (®,(a), D, (D)) iliskisi
vardir. Yine v> =v kosuluile T, +VF, halkas1 iizerindeki n  uzunlugunda bir
kodunun, @, Gray doniisiimii altindaki goriintiisii 2n uzunlugunda bir binary koddur.
S" iizerinde tammlanan d, Lee uzakligi ve F," iizerinde tammlanan d, Hamming
uzaklig arasinda, her a’,b’eS" i¢in d, (@,b)=d, (@,(@),®,(b") iliskisi vardir.
Buradan @, ve ®, Gray doniisiimlerinin birer izometri oldugunu goriiliir.

3.27. TANIM : v?*=1 durumnda R = F, +VF, halkast {izerinde;
oy, a,€Z, {0} olmak tiizere ilk satir bilesenleri {1} kiimesinden, diger satir

elemanlart «, =0 iken {0,1,v,1+v} kiimesinden ve «, =0 iken {01+v}
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kiimesinden segilerek, siitunlari da lexicographically siralama bagmtisina gore

siralanmis ve satir sayist «a; +a, +1 olacak sekilde Ozel olarak olusturulan
N, ““ matrisine R tizerinde iirete¢ matrisi denir.
Asagida N ““* matrisleri igin birkag 6rnek verilmistir.

L1 1 1 1 1
N.2° =[1 , N> = , N.>=[0 0 1+v 1+v]|,
) [ ] ) 0 Ll+v ) 0 1+v 0 1+v

1 1 1 1 1 1 1 1
NO9 _ 0 0 0 0 1+v 1+v 1+v 1+v \ 1’02{1 11 1 }
R 0 0 1+4v 1+v 0 0 1+v 14+v| F 01 v 1+v
0 1+v. 0 1+v 0 1+v 0 1+v
111 1 111 1 111 1 1 1 1 1
N°={0 00 0 111 1 vvv v 1+v 1+v 1+v 1+v |,
101 vitv 01 v 1+4v 0 1 v 1+v O 1 v 1+v

11 1 1 1 1 1 1
N“=0 0 1 1 v v 1+v 1+v|.
0 1+v 0 1+v 0 14+v 0 1+v

3.2.8. TANIM : v?* =1 durumnda R = F, +VF, halkasi iizerinde;

her a,,a,>0 tamsayilari i¢in C.** ={ (c,c,).N;**| c,eR*" c,eF;*} bigiminde

oy,

yazilan kod n=2°**2 yzunlugundadir ve bu koda N, iirete¢ matrisi ile tretilmis,
(n,4n,n) parametreli kod denir.
3.2.9. TANIM : v’ =v durumunda S =T, +VF, halkasi iizerinde;

a, a,eZ, {0} olmak iizere ilk satir bilesenleri {1} kiimesinden, diger satir
elemanlart «, =0 iken {0,1,v,1+Vv} kiimesinden ve «; =0 iken {0,1} kiimesinden
secilerek, siitunlar1 da lexicographically siralama bagintisina gore siralanmis ve satir
sayist a, +a, +1 olacak sekilde 6zel olarak olugturulan N “*“* matrisine S {izerinde
tirete¢ matrisi denir.

Asagida N ““* matrisleri i¢in birkag drnek verilmistir.
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L1 1111
N =[1], N = : N,**={0 0 1 1],
01
0101
11111111
s 00001111 o 111 1
NSY= y NS’= )
00110011 01 v 1+v
01010101
1711 1 111 1 111 1 1 1 1 1
N**=/0 0 0 0 11 1 vvyv v 1+v 1+v 1+4v 1+v |,
10 1 v 1+v v 1+v 0 1 v 1+v O 1 v 1l+v
111111 1 1
NS=[0 01 1 v v 1+v 1+v
010101 0 1

3.2.10. TANIM : v =v durumnda S =T, +VF, halkasi iizerinde;

c,eR“*",c,eF?} bigiminde

her o,,a,>0 tamsayilarn i¢cin C,*** ={ (c,,C,).Ng™

ay,0,

yazilan kod n = 2°“"* yzunlugundadir ve bu koda N, iiretec matrisi ile tiretilmis
(n,4n,n) parametreli kod denir.

3.211. TEOREM: @, , R" iizerinde bir Gray doniigiimii olsun. C,““*,
N,““ tlrete¢ matrisi ile yazilan bir kod olmak tizere ®,(C;““) kodu, F, cismi
tizerinde (2n,4n,n) parametreli bir Hadamard kodudur.

ap,a;

Kamt: Boyutu (¢, +a, +1)xn olan N, lirete¢ matrisi ile olusturulan kod

C. % ={ (c,,C,).N.** | c,eR“" ¢, e[Fs2 } bigimindedir. Tamimlanan bu kodun uzunlugu

n=2%" dir. C,;“* < R" olan bu kodun bir tekrar kod oldugu ve eleman sayisinin

da 4n oldugu agiktir. Buradan ®,(C,**)c " oldugundan @, (C,“""?),(2n,4n,n)

parametreli bir binary Hadamard koddur.
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3.2.12. SONUC : o, =a,=0 durumu diginda; (C.““?)* dual kodunun

n n

parametresi (n,:'—,4) diir. Ayrica @, ((C,““?)") kodu da (2n,j—,4)_parametreli bir
n n

koddur.
Kamit: C,““* kodunun iireteg matrisi olan N,““* matrisi (C,

a),0,

)* kodunun

aym zamanda parity-check matrisidir. (C.““*)* kodunun elemanlari, boyutu

ay,a9

(o, +a,+)xn olan N iirete¢ matrisi yardimiyla N #“.c" =0 kosulunu

saglayan ceR" elemanlaridir. Bu kosulu saglayan sozciik sayisi % dir. Bu kod

n

sozciiklerinin en kiigiik agirhginin 4 oldugu agiktir. Boylece (C,“*“?)* kodu (n, :— ,4)
n

n

parametresine sahip olur. Buradan @, ((C,“**)") kodunun da (2n,j—,4) parametreli
n

oldugu gortiliir.

3.213. TEOREM: ®@,, S" iizerinde bir Gray doniigiimii olsun. C{“**,
N ““ lirete¢ matrisi ile yazilan kod olmak tizere ®,(C;“**) kodu, F, cismi tizerinde
(2n,4n,n) parametreli bir Hadamard kodudur.

Kamt: N, {irete¢ matrisleri yerine N““* {irete¢ matrisleri kullanilarak
3.2.11. Teoreme benzer bigimde kanitlanir.

3.2.14. SONUC : a,=a,=0 durumu diginda; (C,"“*)* dual kodunun

parametresi (n,:'—,4) diir. Ayrica @,((C,“*)") kodu (2n,:'—,4)_parametreli
n n

koddur.
Kamt: 3.2.12. Sonucun kanitina benzer bi¢imde goriiliir.

3.2.15. TANIM : N=2"""" glmak iizere C,“, R = I, +VF, (v? =1) halkas!
tizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun.
7,: R"——>R"
(c,,c,,...,c,) > 17, (C,C,,....C,)=(C,,C;,...C, ;)
permiitasyonu igin 7, (C;“**) = C,“"** kosulu saglaniyorsaC,“"** koduna R tizerinde

bir cyclic kod denir.
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3.2.16. TANIM : N=2""" oimak iizere C;“, S =T, +VF, (V2 =v) halkasi
tizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun.

7, S"—— S"
(c.,¢c,,...c,)—1,(c,cC,,...C,)=(C,.C,....C, ;)
permiitasyonu i¢in 7,(C;“*)=C"* saglaniyorsa C,“** koduna S iizerinde bir
cyclic kod denir.

3.2.17. TANIM : N=2"""" oimak iizere D% T, lizerinde 2n uzunlugunda
bir lineer kod olsun.

o F"—— ™
(d,,d,,...d, )~ c®*(d,,d,,....d,.)=(d,,d,,...d _,,d, ,d _,,..d, )
permiitasyonu igin o®*(D“*)=D*“ saglamyorsa D*“ koduna F, {izerinde

2.mertebeden bir quasi-cyclic kod denir.

3.2.18. ONERME : <, déniisiimii R" iizerinde bir permiitasyon, ¢*
déniisiimii ,”" {izerinde bir permiitasyon ve ®,, R" den TF,”" e yukarida tanimlanan
Gray déniisiimiinii ise o®? o®, = ®, o7, esitligi saglanir.

Kamit: Her  1<i<n igin ¢, =a +vb eR  olmak iizere her
c=(c,,¢C,,...,C,) € R" olsun. Bu durumda z, (c,,c,,...,c,)=(c,,C,,...,C, ;) saglanir.
Buradan,

D, (7,(c)) = D, (7,(c,,Cy,...,C)) = Dy (C,,Cp0C ) = (@, 8,008, 4,0, 0,0, )

elde edilir. Diger taraftan, her c e R" igin

@, (c) =d,(c,,c,,...,Cc,) =D, (a, +Vb,a, +vh,,...,a, +vb,)
=(a,,a,,...,a,,b,b,,...,b,) dir.

Béylece 6% (0,(c)) = (a,,a,,...,4, ,b,,b,,...,b, ;) oldugu goriiliir.

3.2.19. ONERME : 7, déniisiimii S" iizerinde bir permiitasyon, &®
déniisiimii F,”" {izerinde bir permiitasyon ve @,, S" den F,*" e yukarida tanimlanan

Gray déniisiimiinii ise % o®, =®, o7, esitligi saglanir.
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Kamt: Her  1<i<n i¢in ¢, =a +Vvb €S olmak  lizere  her
c=(c,,C,,...,C,)eS" olsun. Bu durumda
@, (c) =d,(c,c,,...,C,)=D,(a, +Vvb,a, +Vvb,,...,a, +Vvb,)

=(a,,a,,..,a,,a, +b,a, +b,,...,a, +b,)

dir. Béylece o®* (®,(c)) = (a,,8,,...a,,,8, +b,,b,,...,a _, +b ) elde edilir.
Diger taraftan, c=(c,,c,,...,.c,)S" i¢in 7, (¢,,C,,...,C,)=(C,,C;,...,C,, ) dir.
Buradan @, (7,(c)) = ®,(z,(c,,C,,....C,)) =D,(C,,C,,....C, )
=(a,,a,,..,a,,,a,+b,,b,...,a, ,+b, ;)
bulunur.
3.2.20. TEOREM : a, #0 olmak iizere, N,““* iirete¢ matrisi ile elde edilen
Hadamard kodu 2.mertebeden bir quasi-cyclic koddur.

ay,0p

Kamt: «, =0 olsun. N, tirete¢c matrisi ile elde edilen C,"™“ kodunun

uzunlugu n=2""" dir, Buradan bir C.““* kodunun Gray goriintiisii ®@,(C,““?)
kodunun F, cismi iizerinde uznulugunun 22“*** oldugu gériiliir. Bu durumda bir
Hadamard matrisi ile elde edilen bir Hadamard kodunun @, (C.*“) koduna esit
oldugu sonucuna varilir. 3.2.18. Onerme kullanilarak
¥ (D, (C,)) =D, (7,(C,™)) =D, (C,™*) esitligi elde edilir. @ bire-bir bir
fonksiyon oldugundan & ®*(®, (C,™*)) = ®,(C,“**) bulunur. Sonug olarak
@, (C,““?) Hadamard kodlar1 2. mertebeden bir quasi-cyclic koddur.

3.2.21. TEOREM : a, #0 olmak iizere, N, {irete¢ matrisi ile elde edilen

bir Hadamard kodu 2.mertebeden bir quasi-cyclic koddur.

Kamt: 3.2.21. Teoremin kanitina benzer bigimde goriiliir.

3.222. ORNEK :  C_.°* kodunu belirleyen N/ ' iireteg matrisi

1 1
Nt ={O L } bigimindedir. Buradan C.°* kodunun elemanlari ¢ eR ,c,€F,
+V

olmak iizere ¢=(c,,c,).N."" bigimindeki elemanlardir. Buradan

C.”"={00,01+v,11,1v,vv,v1,1+v1+v,1+v 0}< R? kodu i¢in
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d_(C")=2ve ‘CR‘“‘ =8 dir. Dolayisi ile C,>* kodunun parametresi (2,8,2) olur.

Buradan C.°* kodunun ®, Gray gbriintiisii

@, (C.") ={0000,0011,1111,1100,0101,0110,1010,1001} c F¥ kodudur. @, (C.*")
oL ) 1 1
kodu (4,8,2) parametreli bir Hadamard koddur. Diger taraftan M = 11

normallestirilmis bir Hadamard matrisi olmak tizere M Hadamard matrisinde 1 yerine
0 ve -1 vyerine 1 yazilarak M marisinin satirlarindan,00 ve 10 vektorleri elde

edilir. Bu vektorlerin tamamlayicilar1 da ilave edilerek 00,10,11,01 vektorleri

olusturulur. Bu dort vektoriin tamamlayicilart alinir ve tekrarlayicilart ile yeniden

diizenlenlenirse 0000,0011,1111,1100,0101,0110,1010,1001 vektorleri elde edilir.

Bu vektorlerin olusturdugu kiime bir ikili kod belirtir. Bu kodun uzunlugu 4, eleman

sayist 8 ve Hamming agirhigi 2 dir. Boylece M Hadamard matrisi ile elde edilen bir
Hadamard kodu (4,8,2) _parametreli @, (C.*")koduna esittir.

Ayrica (C.”)* ={00,1+v1+v} ve ®(C,"*)*)={0000,1111} olur. Bunun disinda
7,(C.")=C>"  sagladigindan C.** bir cyclic koddur. Benzer bigimde

o®?(d,(C*") = @, (C*") saglandigindan @, (C."") kodu, 2. mertebeden bir quasi-
cyclic koddur.

3.2.23. ORNEK : C,°? kodunu belirleyen  N.°? iireteg matrisi
1 111

N> =0 0 1 1| dir. Buradan ceR, c,eF? olmak iizere C,”* kodunun
0 101

elemanlart  c=(c,,c,).N,"’ bigimindeki  elemanlardir. Bu durumda

C,**={0000,0101,0011,0110,1111,1010,1100, 1001,vvvV,v 1+V v 1+V,vv1i+Vi+V,
vli+vl+vv, 14+vli+vli+vl+v,1+vvli+vv,1+vi+vvv,1+Vv vv1+v}gS4
dur. Bu kod i¢in d_(C,*’)=4 ve ‘CSO’Z‘:16 oldugundan  C.*? kodu bir

(4,16,4) _koddur. C,** kodunun Gray goriintiisii alinarak
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®,(C,**) ={00000000,01010101,00110011,01100110,
11111111, 10101010,11001100,10011001,
00001111,01011010,00111100,01101001,

11110000,10100101,11000011,10010110} < ]Ff
kodu elde edilir. ®,(C,"?) kodu (8,16,4) parametreli bir Hadamard koddur. Diger

1 1 1 1

-1 1 -11
taraftan M = 1 11 1 normallestirilmis bir Hadamard matrisi olmak {izere M

-1 -1 -11
Hadamard matrisinde 1 yerine 0 ve -1 yerine 1 yazilarak M marisinin
satirlarindan, 0000,1010,1100 ve 0110 vektorleri elde edilir. Bu vektorlerin
tamamlayicilar1 da eklenerek 0000,1010,1100 , 0110 ,1111,0101,0011 ve 1001

vektorleri olusturulur. Bu vektorlerin tamamlayicilar1 alinir ve tekrarlayicilar ile
yeniden diizenlenirse

00000000,01010101,00110011,01100110, 11111111, 10101010,11001100,10011001,
00001111,01011010,00111100,01101001,11110000,10100101,11000011,10010110

vektorleri elde edilir. Bu vektorlerin olusturdugu kiime bir ikili kod olusturur. Bu kodun

uzunlugu 8, eleman sayisi 16 ve Hamming agirligi 4 tiir. Boylece M Hadamard matrisi

ile elde edilen Hadamard kodu (8,16,4) _parametreli @,(C,*?) koduna esittir.
Ayrica  (Ci"?)* =C.”? oldugu igin C.”* bir self-dual koddur. 7,(C*?)=C,**
sagladigindan C.”? bir cyclic koddur. Benzer bigimde o ®*(®,(C,"?))=®d,(C"*)

saglandigindan ®,(C,*?) kodu, 2. mertebeden bir quasi-cyclic koddur.

3.3. F,+UF, +U’F, Uzerindeki Kodlardan Hadamard Kodlarin Bulunmasi ve
Hadamard Kodlarin Ozel Durumlar

Bu bolimde u® =0 iken F, +UF, +U’F, halkas: iizerinde yazilan 6zel matrisler

ve bu matrislerin iiretmis oldugu kodlar verilmistir. Bu kodlarin Hadamard kodlar ile
iligskilendirilmistir. Bu halka tizerinde Hadamard kodun cyclic kod, quasi-cyclic kod, tek

kod ve ¢ift kod ile verdigi sonuglar ortaya konulmustur.
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IE?2[1%13>:{a0+a1.u+a2.u2+(u3>| a, eIFz,i:O,l,Z} halkas1 u®=0 alinmasi

durumda T, +UF, +U°F, halkasina izomorf olur.
I, +UF, +U°F, :{O,l,u,u2,1+u,1+u2,u+u2,1+u +u? } asigida tanimlanan + ve =

islemleri ile halkadir.

+ 0 1 u u? 1+u 1+u? u+u? | 1+u+
u2

0 0 1 u u? 1+u 1+ u? u+u? | 1+u+
u2

1 1 0 1+u 1+u? | U u? 1+u+ | y4u?

u2
u u 1+u |0 u+u® |1 Itu+ | y? 1+u?
u2
u? u? 1+u® |u+u® | O I+u+ |1 u 1+u
u2
1+u 1+u u 1 1+u+ |0 u+u? | 1+u? | u?
u2
1+u? | 1+u® | u? I+u+ |1 u+u? |0 1+u  |u
u2
u+u? |u+u? [1+u+ |2 u 1+u? | 1+u 0 1
u2
1+u+ | 14+u+ | y+u? | 1+4u? |1+u u? u 1 0
u’ u’
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u 1 u 1+u ]__|_u2 u+u2 1+u+
u2
0 0 0 0 0 0 0
1 1 u 1+u 1+u? Uu+u? 1+u+
uZ
u u u’ u+u® | U u’ u+u’
u? u? 0 u? u? 0 u?
l+u 1+u u+u? 1+u? 1+u+ |u 1
u2
1+u? 1+u? | U I+u+ |1 u+u? |1l+u
2
u
u+u? u+u?® | u? u u+u® | u? u
1+u+ 1+u+ | y+u? 1 1+u u 1+u?
u’ u’
R, =F, +UF, +U°F, halkasinin idealleri 0)={0}, u*)={0,u’},

(W=u+u®)={0,u,u’>,u+u’}, @ =@+u)=@1+u’)=@+u+u®)=R, bigimdedir
ve (0)cU)cU=@U+u’)c@+u)=@1+u’)=A+u+u’)=1D) =R, iliskisi
saglanir.

3.3.1. TANIM : R, =F, +UF, +U°F, halkast {izerinde;

0 ,r=0
her reR, igin w (r)={ 4 , r=u’
2 , otherwise

bigiminde tanimlanan fonksiyona, R, {izerinde Lee agirlik fonksiyonu denir.

n-1
Bu durumda her r=(r,,r,,...,1, ;) € R, i¢in w,(r) =ZWL (r.) esitligi gergeklenir.
i=0

0 ,c=0
3.3.2. TANIM : F, cismi iizerinde; her cel, icin w, (C):{ ! L
, C=

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona F, iizerinde Hamming agirlik fonksiyonu denir. Bu

n-1
durumda her c=(c,,c,,....C, ;) €F, i¢in w, (C)=ZWH (c,) olur.
i=0
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3.3.3. TANIM : R," tizerinde iki vektor arasindaki uzaklik; X,y e R} , X#y

icin d, (X,y) =w, (x—Yy) olarak tanimlandigindan bir C kodunun minimum Lee

uzakligi d, (C) =min {dL(X, y) | X,yeC,x# y} bi¢iminde tanimlanir.

F,; de Lee agirligi yerine Hamming agirhigi yazilarak benzer tamim verilir. F,

tizerinde bir C kodunun minimum Hamming uzakligi d, (C) ile gosterilir.

3.3.4. TANIM : R, =F, +UF, +U°F, olmak iizere;
®: R — IF,"

(r,r,..r)—> o(,r,...,.r.)=(c,C,,...,C,,& +C,a, +C,,...,a,+C,, b +C,
b,+c,,....b, +C,,a +b +c,a,+b, +C,,...,a,+b, +C,)

bigiminde tanimlanan doniisiime R, halkasi tizerindeki Gray doniisiimii denir. Burada

1<i<n igin a,b,c €, olmak iizere r, = a, +b.u+c,.u’ eR, dur.

R, =T, +UF, +U’F, halkasi iizerindeki n uzunlugunda bir kodun 3.3.4.
Tanimdaki Gray doniisiimii altindaki goriintiisiit 4n uzunlugunda bir binary koddur.

R," iizerinde tanimlanan Lee uzakligi ve F," {izerinde tanimlanan Hamming uzaklig

arasinda her Xx,yeR; icin d (X, y)=d,(P(x),D(y)) iliskisi vardir. Bu Gray

dontisiimiiniin bir izometri oldugunu gostermektedir.

3.3.5. TANIM : R, =F, +UF, +U°F, halkast iizerinde;
a,, a, € Z, {0} i¢in ilk satir bilesenleri {1} kiimesinden, diger satir elemanlari
a, =0 iken {O,l,u,u2,1+u A+u?,u+u®l+u+u’ } kiimesinden, a, =0 iken
{0,u’} kiimesinden secilen ve siitunlar1 da lexicographically siralama bagintisina gore
siralanmis olan satir sayist «; + «, +1 olacak sekilde 6zel olarak olusturulan M “*

matrisine urete¢ matrisi denir.

Asagida M ““? matrisleri i¢in birkag 6rnek verilmistir.

11 1 1
11

MO =[1]., ,M‘“:{ 2} ,M®? =10 0 u® u*|
0 Wl 0 u* 0 u?
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11 1 1 1 1 1 1
yos |0 0 0 0 u> u® u® u®

0 0 u*> u> 0 0 u® u*| '’

0 u* 0 u* 0 u* 0 u*|,.
Mlyo{l 111 1 1 1 1 }

0 1 u u® 1+u 1+u® u+u® 1+u+u®]

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
M*™=0 0 1 1 u u u? u® 14+u 1+u 1+u® 1+u® u+u® u+u® 1+u+u® 1+u+u’?

0 u* 0 u> 0 u* 0 u* 0 u? 0 u? 0 u? 0 u’

3.3.6. TANIM : R, =T, +UF, +U°F, halkas1 iizerinde;

her ¢, @, >0 tamsayilari igin C*“ ={ (c,,c,).M“*%| ¢, eR%™, c,eF;*} bigiminde yazilan

koda M “* iirete¢ matrisi ile iiretilmis, uzunlugu n = 2°***z olan (n,8n,2n)
parametreli kod denir.

33.7.TEOREM: ® , R} iizerinde bir Gray doniigiimii olsun. C**2,
M ““ iirete¢ matrisi ile yazilan kod olmak iizere ®(C*“?) kodu, F, iizerinde
(4n,8n,2n) parametreli bir Hadamard kodudur.

Kanmit: Boyutu (o + @, +1)xn olan M ““z {irete¢ matrisi ile olusturulan kod

C% ={ (c,,c,)M*“| c,eR%™ c,eF?} bigimindedir. Tanimlanan bu kodun uzunlugu

n=2%"% dir, C**“ < R," olan bu kodun bir tekrar kod oldugu ve eleman sayisinin da
8n oldugu agiktir. ®(C**2) cIF," oldugundan ®(C**“?), (4n,8n,2n) parametreli bir

binary Hadamard koddur.
3.38. SONUC : «a,=a,=0 durumu disinda; (C**)* dual kodunun

n n

parametresi (n,S—,4) olur. Ayrica d((C**)"), (4n,:—,4) parametreli bir koddur.
n n

Kamt: C““ kodunun iirete¢ matrisi olan M “**2 matrisi (C““)" kodu igin

parity-check matrisidir. (C*““)* kodunun elemanlari, boyutu (@, +a, +1)xn olan

M ““2  {irete¢ matrisi yardimiyla M cT =0 kosulunu saglayan ce R]
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n n

elemanlaridir. Bu kosulu saglayan sozciik sayisi :— dir. :— sayida yazilan kod
n n

n

sozciiklerinin en kiigiik agirliginin 4 oldugu agiktir. Béylece (C“*2)*kodu (n,s—,4)
n

n

parametresine sahip olur. Buradan ®((C**)") kodunun da (4n,§—,4) parametreli bir
n

kod oldugu goriiliir.

3.3.9. TANIM : n=2%""% olmak lizere C**, R, tizerinde n uzunlugunda
bir lineer kod olsun.

7: R ——> R

(c,,c,,...,C,) > z(c,,Cy,...,C)=(C,,Cy,.r, Cpy)
permiitasyonu i¢in 7(C“*?)=C"“* saglaniyorsa C**“2 koduna R, tizerinde bir cyclic
kod denir.

3.3.10. TANIM : n=2°""" olmak iizere D2, T, iizerinde 4n uzunlugunda
bir lineer kod olsun.

o F"— > F,*

(d;, 0y, dgp) > 07(dy, Ay o Ay ) = (dy, Ay dy g, By g d

n+l? 2 2n-1

d3n ! d2n+17 "'d3n—1’ d4n ! d3n+1' "'d4n—1)

122

permiitasyonu igin &®*(D**)=D“" saglamyorsa D“* koduna F, {izerinde

imertebeden bir quasi-cyclic kod denir.

3.3.11. ONERME : ¢ doniisiimii R," {izerinde, c®* doniisiimii IF,*" iizerinde
bir permiitasyon ve @, R," den TF,"" e yukarida tamimlanan Gray déniisiimiinii ise
Doz =" oD esitligi saglanr.

Kamt: Her  1<i<n igin x =a +ub +u’c, eR, olmak iizere
X = (Xy, X;,.-, X,) € Ry 0lsun. Bu durumda x € R} in Gray gorintiisiinii
D(X) = D(X, Xy ...y X, ) = D(8, +Ub, +u’c,,a, +ub, +U’C,,...,a, +ub, +u’c,)

=(c,cC,,...,C,,a +C,a, +C,,...,a +C,,b +C,b, +C,,...,
b,+c,.a +b +c,a,+b,+cC,,...,a,+b, +C,)

olarak bulunur. Buradan
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®4
o (P(x))=(c,.c,C,,....C, 1, A, +C,,a +C,a, +C,y,...,, , +C, ,, b, +C,,
b +c.b,+c,,....b,+cC, ., a +b, +cC,,a +b +c,a,+b,+C,,...,a,,+b, ,+C. )

elde edilir. Diger taraftan,

T(X) =7 (X, Xp s X, ) = (X, Xp oo X,y ) dir. Boylece

D (7(X)) = D((Xy, Xy yeeey X)) = DXy 5 Xggeeer X q)

=d(a, +ub, +u’c,,a, +ub, +u’c,a, +ub, +u’c,,.,a , +ub _, +u’c, )

=(c,.c.C,,...,C, ;,a, +C,,a +C;,a,+C,,...,a,, +C, ,,b, +C,,
b +c,b, +cC,,...,0,,+C ,,a,+b,+C,,a +b +c,a,+b,+cC,,....,a,,+b, ,+C ;).

"1 -1

elde edilir.
3.3.12. TEOREM : a, # 0 olmak iizere, M ““2 iirete¢ matrisi ile elde edilen bir
Hadamard kodu 4.mertebeden bir quasi-cyclic koddur.

Kanit: o, #0 olsun. M “*2 {irete¢ matrisleri ile elde edilen bir C**2 kodunun
uzunlugu n = 2%** dir, Buradan C“*“2 kodunun Gray gériintiisii ®(C**) kodunun
F, cismi iizerinde uznulugunun 2°*“*“** oldugu gériiliir. Bu durumda Hadamard
matrisi ile elde edilen Hadamard kodu ®(C**2) koduna esit oldugu sonucuna varilir.
3.3.11. Onerme kullanilarak o®*(® (C**)) = ®(r(C**%)) =d (C “*) esitligi
elde edilir. ® bire-bir bir fonksiyon oldugundan ¢®* (® (C***)) = ®(C*) bulunur.
Sonug olarak ®(C**) Hadamard kodu 4.mertebeden bir quasi-cyclic koddur.

3.3.13. TANIM : ¢, @, >0 ve n=2%" olsun. C““ cR," bir kod olmak
tizere even(C**?) ={ (c,,C,,...C,,) € RzE‘ (¢,,Cs, .., C, ;) €C* } bigiminde tanimlanan koda

R, halkas: lizerinde ¢ift kod denir. odd(C*““?) ={ (c,,c,,....C,) € Rzg‘ (c,,Cy,..rC,) €C2 }
bigiminde tanimlanan koda R, halkasi iizerinde tek kod denir. Cift ve tek kod tanimlari
F, cismi ilizerinde de benzer bicimde verilir.

3.3.14. ONERME : C““ cR," bir kod olmak iizere,
i) «>1, a,=0 ise even(C**)=0dd(C**)=C%* dir

i) o >0, a,>1 ise even(C%“) ~odd(C%*)=C%** dir.
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3.3.15. ONERME : C%* cR," bir kod, ® , R, halkasi tizerinde Gray
doniistimii olsun. Bu durumda even(d(C*“?)) = ®(even(C*?)) saglanir.

Kanit: 1<i<n ve &1 =a +b.u+cu’®eR, olmak iizere, her
r=(r,r,..r)eC icin
O(r) =o(r, 1,,...,r,) = d(a, +bu+cu’,a,+b,u+c,uU?...,a, +b u+c u)

=(c,¢C,,...,.C,,& +C,a, +C,,...,a, +C,,b +C,b, +C,,...,
b,+c,a+b+c,a,+b,+¢,,...,a,+b,+c ) e D(C“*)
bulunur. Buradan
(c,C,,...,C, 4,8 +C 8, +Cy,.y@, , +C 0 +C 0 +Cy b+ C
a +b+c,a,+b,+c,,...,a, , +b,, +c, ) eeven(P(C**))

dir. Diger taraftan

r'=(r,r,..r,)=(+bhu+cu’a+bu+cu’,..,a _ +b  u+c, _ u’) eeven(C**)
olsun. Gray goriintiisiinii alindiginda

(I)(I") = (C17C37""Cn—l’a1 +C, 83 +C5,.08, +Cn711b1 +C1!b3 +C3v'"vbn71 +Cop
a +b +c,a,+b,+c,,...,a, ,+b, , +c, ;) e D(even(C**))

bulunur 3.3.17. Onerme tek kodlar igin de verilebilir.

3.3.16. ORNEK : C°! kodunu belirlemek i¢in M °* {irete¢ matrisini yazalim.

1 1
M ' matrisi {O 2} dir. Buradan C°* kodunun elemanlari ¢ eR, , ¢, €F, olmak
u
2x2

lizere ¢=(c,C,).M°*" bigimindeki elemanlardir.

Cc*={00,0u”*11,11+u®,uu,uu+u®,u’u®,u*0,1+ul+u,l+ul+u+u®,1+u’l+u’

1+u’l,u+u’u+u®,u+u’u,l+u+u’l+u+u®,1+u+u’l+u}c R?
kodu i¢in d, (C°*) =4 ve ‘Co’l‘ =16 dir. Dolayis1 ile C°* kodunun parametresi
(2,16,4) olur.

Buradan cot kodunun Gray goriintiisii alinirsa

®(C*') ={00000000,01010101,00110011,01100110,
11111111, 10101010,11001100,10011001,
00001111,01011010,00111100,01101001,

11110000,10100101,11000011,10010110}c FF}

40



kodu elde edilir. ®(C°')kodu (8,16,4) parametreli bir Hadamard kodudur. Diger

1 1 1 1
-1 1 -11 . ..

taraftan M = 111 1 normallestirilmis bir Hadamard matrisi olmak tizere
-1 -1 -11

4x4
M Hadamard matrisinde 1 vyerine 0 ve -1 vyerine 1 yazilarak M marisinin
satirlarindan, 0000,1010,1100 ve 0110 vektorleri elde edilir. Bu vektorlerin
tamamlayicilar1 da ilave edilerek 0000,1010,1100,0110,1111,0101,0011 ve 1001

vektorleri olusturulur. Bu vektorlerin tamamlayicilar1 alinir ve tekrarlayicilar ile
yeniden diizenlenlenirse

00000000,01010101,00110011, 01100110, 11111111, 10101010,11001100,10011001,
00001111,01011010,00111100,01101001,11110000,10100101,11000011,10010110

vektorleri elde edilir. Bu vektorlerin olusturdugu kiime bir ikili koddur. Bu kodun
uzunlugu 8, eleman sayisi 16 ve Hamming agirhigi da 4 tiir. Boylece M Hadamard

matrisi ile Hadamard kodu elde edilir. Bulunan kod (8,16,4) parametreli
®(C°')koduna esittir. Ayrica (C*H* = { 00,uu,u®u?,u+u?u +u2} cF? ve
®((C*)*) ={00000000 , 00001111, 11111111, 11110000} c IF; olur. Bunun disinda

C°' kodu, 7(C°")=C"" kosulunu sagladigindan bir cyclic koddur. Benzer bi¢imde
o®*(P(C")) = d(C*") saglandigindan D(C°") kodu, 4. mertebeden bir quasi-cyclic
koddur. Ayrica even(C') = { 0,1,u,u*1+u,1+u* u+u*1l+u+u’ } =C" =R, elde
edilir. Bu durumda d(even(C°)) = {0000, 0011,1111,1100,0101, 0110,1010,1001}

bulunur. Buradan even(d®(C°%?)) = ®(even(C°?)) esitligi gerceklenir.

3.4. F, +UF, +...+U"F, Uzerindeki Kodlar ile Hadamard Kodlarin iliskisi

Bu boliimde, 3.1. ve 3.3. boliimlerde verilen halkalar tizerindeki c¢alismalar

u™ =0 durumunda T, +UF,+..+u"F, halkasi iizerinde genisletilmistir. Burada

FZ[I%UM >:{xo+x1.u+...+xm.u'“+<um+1 >| xeF, 0<i<m,m>1 meZ}

halkas1 u™ =0 alinmasi durumunda m>1 meZ olmak lizere
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R, =F, +UF, +...+U"F, halkasina izomorftur. R halkasiin mertebesi 2™ dir. Bu
halkanin idealleri arasinda 1, =(0) =1 , = u™c el = u*)cl, =) cR, iliskisi
vardir.

34.1. TANIM : R, =F, +uF, +...+u"F, halkast iizerinde;

0 ,r=0
her re R, i¢in W, (r)=< 2" ,r=u"

2™ otherwise

bigiminde tanimlanan fonksiyona, R iizerinde homogeneous agirlik fonksiyonu denir.

n-1
Bu durumda her r = (r,,r,,...,r,;) € R, igin Whom(r):thom(ri) esitligi gergeklenir.
i=0

3.4.2. TANIM : T, cismi iizerinde;

0 ,c=0
1 c=1

)

her ceF, igin w, (C) ={ bi¢iminde tanimlanan fonksiyona F, iizerinde

Hamming agirlik fonksiyonu denir. Bu durumda her ¢ =(c,,c,,...,C, ;) € F, i¢in
1

w, (€)= w,(c;) olur.
-0

3.4.3. TANIM : R! iizerinde iki vektor arasindaki uzaklik a, be R?, a=b i¢in

dpom (@,0) =W, . (a—b) olmak iizere bir C kodunun minimum homogeneous uzakligi

Ao (C) =min{d, . (a,b) | a,beC,ab} bigiminde tanimlanir. F; de homogeneous

agirligi yerine Hamming agirhi@i yazilarak benzer tanim verilir. F, iizerinde bir C

kodunun minimum Hamming uzakligi d, (C) ile gosterilir.
344. TANIM : R, =F, +UF, +...+U"F, olmak tizere;
®: R'—— FZ™"
a,+au+..+a Uu" > 0@, +au+..+a,um)

O, +au+...+a,u")=(a,,a,+a,a, +a,..,8,+a,,,a, +3,+a,8, +8,+a,,...,
a,+a,+a, ,a, +a+a,,..,a,+a+a, ,,a +a,+a;,..,a,+a,+a, ;...
a,+a,,+a,,,a,+a+a +a,,..,a,+8+a +a, .
a,+a,,+a,,+a,,a,+a,+a+a,+a,,..,

a,+a, ,+a,,+a, ,+a, 4, @y +a+A +.. 8, )
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bi¢iminde tanimlanan doniisiime, R, halkasi tizerindeki Gray doniisiimii denir. Burada

0<i<migin & e[, dir.

Bu tanim ile birlikte R, =T, +UF, +...+u"F, tizerindeki N uzunlugunda
bir kodun Gray gorintisi 2".n uzunlugunda bir binary koddur. R" iizerinde

tamimlanan homogeneous uzaklig: ile IFzzm" tizerinde tanimlanan Hamming uzakligi

arasinda, her a,be R} i¢in d, . (a,b)=d,(P(a),P(b)) iliskisi vardir. Bu Gray

hom

dontisiimiiniin bir izometri oldugunu gostermektedir.

345 TANIM: R, =F, +uF, +...+u"F, halkas iizerinde;
a , feZ {0} icin ilk satir bilesenleri {1} kiimesinden, diger satir elemanlart f=0

iken {0,1,u,...,u™,1+u,..,1+u",...,1+u+...+u™} kiimesinden, a =0 iken {O,u™}
kiimesinden secilen, siitunlar lexicographically siralama bagintisina gére siralanmis
olarak ve satir sayis1 a+ 8+1 olacak sekilde dzel olarak olusturulan G*# matrisine
tirete¢ matrisi denir.

Asagida G*” matrisleri igin birkag drnek verilmistir.

11 1 1 1 1
GO,O :[1]1X1 , GO,l =|: :| ’ GO,Z =10 0 Um um ’
2x2

0 u"
m m
0O u 0 u o

1 1 1 1 1 1 1 1
G0 = 0O 0 0 0 u™ u™ u™ u"
1o 0 U™ u™ 0 0 u™ um|
Ou" 0 u™ 0 u™ o0 u" »
o [t 11 1 o1 1
101 u 1+u . . . 1+u™ . . . 14U4..+u” pgml

34.6. TANIM : R, =F,+uF, +...+u"F, halkasi iizerinde;

her «, >0 tamsayilar i¢in C** ={ (c,,¢,).G*”| c,eR* *,c,eF/} bigiminde yazilan

koda G*” iireteg¢ matrisi ile iiretilmis, uzunlugu n= 2™ olan (n,2™%n,2""n)

parametreli kod denir.
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347. TEOREM: @ , R} iizerinde bir Gray doniigiimii olsun. ce’,
G*” iireteg matrisi ile yazilan kod olmak {izere ®(C*”) kodu, F, iizerinde
(2™.n,2™"%n, 2" %.n) parametreli bir Hadamard kodudur.

Kamt: Boyutu (a+pB+1)xn olan G*/ iirete¢ matrisi ile olusturulan kod

Cc* ={ (c,c,)G*”| c,eR* ™ c,eF/} bigimindedir. Tammlanan bu kodun uzunlugu

n=2MmY<4 dir, C*# < R" olan bu kodun bir tekrar kodu oldugu ve eleman sayisinin

da 2™'n oldugu aciktir. Buradan @®(C*”)cF?" oldugundan d(C**),
(2™.n,2™"%n, 2" %.n) parametreli bir binary Hadamard kodudur.

3.4.8.SONUC : «a = =0 durumu disinda; (C*#)* dual kodunun parametresi
(2m+1) (2m+1)
2m+1
Kamt: C“” kodunun iirete¢ matrisi olan G* ﬁ matrisi, (C*”)* kodu parity-

,4) diir. Ayrica ®((C**)") da (2™.n,

(n,——— ,4) parametreli bir koddur.

check matrisidir. Boyutu (a+ S+1)xn olan (C*#)* kodunun elemanlar;; G** iireteg

matrisi olmak lizere G*”.X" =0 kosulunu saglayan x € R" elemanlaridir. Bu kosulu

(2m+l)n
m+1 n

saglayan sozciik sayisi dir. Bu tip kod s6zciiklerinin en kiigiik agirliginin 4

(2m+1)

oldugu aciktir. Béylece (C*#)* kodu (n,~——=—,4) parametresine sahip olur. Buradan

(2m+l)

@((C**)*") kodunun da (2™.n, ,4) parametreli kod oldugu goriiliir.

3.4.9. TANIM : n=2M"D*"/ oglmak iizere C*#, R iizerinde n uzunlugunda
bir lineer kod olsun.
7. Ri—— R
(€,Cp0es C) > 7(C,Cpo, €)= (€, Cp e, G y)
permiitasyonu tamimlansin 7(C*#”)=C“” saglaniyorsa C*” koduna R_ iizerinde bir

cyclic kod denir.
3.4.10. TANIM : n=2MDa*4 glmak {izere

o:F'—>FN

(X Xy X, ) 2 0 (X Xy ey X ) = (X0 Xy X )
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doniistimiine F, lizerinde cyclic permiitasyonu denir.

3.4.11. TANIM : n=2MY“/ olmak iizere D*’,F, iizerinde 2".n
uzunlugunda bir lineer kod olsun. aeF?™" elemam i=1,2,...,2" i¢in a” e olmak

iizere a=(a,,a,,..,.a, )=(@" ‘a(2)| ...‘a(zm)) bigiminde yazilir. ¢, F2*" den F2™"

ye o (a)=(c@”)|o@®)

...‘a(a(zm))) biciminde tanimlanan permiitasyon olmak

iizere o (D*’)=D"’ kosulunu saghyorsa D’ koduna, F, iizerinde 2",

mertebeden bir quasi-cyclic kod denir.

3.4.12. ONERME : ¢ doniisiimii R iizerinde bir permiitasyon, '
déniisiimii F2™" iizerinde bir permiitasyon ve @, R" den F2™" e yukarida tanimlanan
Gray doniisiimiinii ise ®o7=0%? o® esitligi saglanur.

Kamt: Her 1<i<n i¢in X =g, +ua +..+u"a, R, olmak iizere
X = (X, X,,..., X,) € Ry olsun. Budurumda x € R in Gray goriintiisiinii aldigimizda
D(X) =D(X;, Xy, X))
=®(a, +ua +..+u"a,,a, +ua +.+u"a, .., a8 +Uua +..+u".a,)

=(a A, 8y, 8,8, +38 .3, +3,

my P My T My

By + 8,y & L8+ 8+, 3 a_ +a

m’:lﬂ—l’ mn
élml +a01 +a11,...,amnfl +8.0m1 +a1H,amn +é';1On +a1ﬂ,
aml +a01 +a21,...,amn4 +E';10n?l +a2n71,amn +a0n +a2n,...,

m-1,

By + 8, 8y 8y F8 +a, L8, +a +a
, +a +8,..,8, +a +8 8, +& +8 .8y +8 FA

amH +é';\jLM +a amn +a1n +am71n,aml +a21 +a31,...,amnil +a2n71 +a3H,amn +a2n +a3n,...,

m-11’

a, +a, +a, .8, T8+, L8+, +a .8, +8

™y m-2,
+ am_ln ) aml + 8.01 + a,11 + azl . a.mml + a.oni1 + alni1 + a.zni1 ,

+ 8y e

My

a, +a,, +a,, ,a, +a,,

a, +a, +a +a,,..,8, +8, +a +a, ,..,a, +a +a +a. ,

a, +a, +a +a, .8y F8 A, FA 8y Fa, Fa, A
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amn + am_3n + al-n_zn + am_ln ! L] + aonfl + alnfl + aznfl + asn—i !

a, +a, +a +a8, +8 ,..,8, +a, , 8, A, FaA .

a, +a, +a +a, +a,,..,a

a, +a,, +a,, +a,, +a,

" a, +a,, +a,, +a,, +a

1.4 m—1, """
@y +8 A F Ay ey 8+ 3y, 8, 8 ta +..+a,,)

m—4,

olarak bulunur. Buradan

®2™
o (D(x)= (amn,aml,...,amnfl,amn +3y .8, tag,ndy +ta
a, +a ,a, +,.,8, +a ,a, +8,,,8, +a, ., +a

h1 m=1, 4!
amn +a0n +a]“,aml +a01 +a11,...,amn71 +a0n71 +a1n71,

a, +aon +a2n,aml +ao1 +a21,...,amnil +a0n71 +8.2H,...,

a, +8 +a,,,8, +a +a, .8, +a +a,,

! My n-1

a, +a +a,, 8, +a +a, 8, Fa +a,

amn +a2n +a3n,aml +a21 +a3l,...,amH +E:’l2H +a3n71,...,

a, +a +a,,8, +a +8,,.,8, +& +a, .,

m_lm71 yerny

m 8+ 8, 8, F8, 8y +8, +8,

+a

m, m-2,

+a Ay, *an o Ty g8y Fan, T

m-1,
m, +aOn +a1ﬂ +a2n,aml +¢‘5101 +¢':l11 +a21,...,63.mm1 +aOH -H:“tlm1 +a2H,...,

m, +aOn -i-a111 +am_]n,aml +a01 +a11 +am_11,...,amn4 +a0n71 +a1H +am_1H,...,

my,

Qv @ @

8, +8,, +8,, +8,,,8, 8,5 +8, , +8, 8y Fa . F8, +8

m-2, m-1,?

m-3 m—14?
amn +a0n +a1n +a2n +a3n,aml +a01 +311 +a21 +a31,...,amn71 -|-ao”71 +a1H -|-a2”71 +a.3n71...,

My

a, +a,, +a,, +a,, +a,,,8, +8,, +8

18 +a, , +a

m-3,

m-l, 1

By,  ta,, 8, A, Fa ..

My,

wo@p A A ety 8ttty e, At et )

elde edilir. Diger taraftan,

7(X) =7 (Xgs Xy ey X, )= (X, Xg ooy X, ;) dir. Boylece
D 7(X) = D((Xy, Xy ey X)) = DX,y X peeey X g)
=d(a, +u.a_+..+u"a, ,a, +ua +.+u"a,,.,a +ua +.+u"a, )

= (@, Ay A, +3g .8, +a . a, +&

a, +a ,8, +a,..,8, +a& ,a +a .8, +a, .8, +a,
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a, +a, +a, ,a, +a, +a,.,a, +a +a_,

amn +a0n +a2n,aml +a01 +a21,...,amH +a0n71 +a2H,...,

a, +a, +a,, 8, +a +a, .., +8 +a, ,

amn +a1n +a2n,aml +a11 +a21,...,amnil +a1n71 +a2n71,...,
a.mn + aln + am_ln ! aml + all + am_ll reen amn—l + aln—l + am_lnfl’

a, +a, +a ,8, +8, *a,..,a, +a +& .,

a, +a, +a,, 8, *a, +a, .8, 8 Fa ..

a, +a, , +a, .8, Fa, +a,

seny Moy

a, +a,, +a

m-1, !

amn +a0n -i-a111 +a2n,aml +a01 +a11 +a21,...,amn71 +a0n—l +a1n4 +a2n71,...,

_1n—1 H

amn +<’:10n +a1n +amfln,aml +a01 +a11 +am711,...,amn4 +a0nfl +ajH +am71n71,...,

8, T8, 5t , +A, 8+ FA , T8y A, A, FA

a, +8, +a +8, +a,,8, +8 +8 +8, +8;,..,8, +& +a +a, +a ..,
a, +a,, +8,, +a,, +a, . ,a, +a,, +a,

My

8y, F A

m-1, 3
a, ta,, ta,, +a,, +a ..

@y F8y F8 Fet @y @ T8t F R,y 8+ ety )
elde edilir.

3.4.13. TEOREM : B #0 olmak iizere, G*” iiretec matrisi ile elde edilen
Hadamard kodu 2.mertebeden bir quasi-cyclic koddur.

Kamt: «, #0 olsun. G*” iirete¢ matrisi ile elde edilen C*# kodunun
uzunlugu n= 2™ dir, Bu durumda C*# kodunun Gray gériintiisii ®(C*”), F,

cismi iizerinde uzunlugu n = 2M™D**#*™ olan bir koddur. Dolayisiyla bir Hadamard

matrisi ile elde edilen Hadamard kodunun ®(C*#) koduna esit oldugu sonucuna
varilir. 3.4.12. Onerme kullanilarak 6% (® (C*#)) = ®((C**)) = D(C*?) esitligi
elde edilir. @ bire-bir bir fonksiyon oldugundan o®* (® (C**)) = ®(C**) bulunur.

Sonug olarak ®(C**) Hadamard kodu 2™. mertebeden bir quasi-cyclic kodudur.

47



BOLUM 4

HALKALAR UZERINDEKiI KODLAR

Bu bélimde, p bir asal say, u®=0,v*=0 ve uv=vu=0 iken
F [u,v] ) .. .
P 3 2 ve F +VIF +ulF +u°lF  halkalan tizerindeki kodlar calisiimistir.
<Uu®, v, uv > P P P P

Yeni tanimlamis oldugumuz bu iki halka birbirine izomorftur. p* elemanli bu

halkalarda cyclic kodlarin yapisi, bu kodlarin Gray goriintiileri ve bu halkalar iizerinde
agirlik fonksiyonlar1 verilmistir. Bu yeni halkalar iizerindeki kodlar ile sonlu zincir

halkalar1 tizerindeki kodlar iligskilendirilmistir.

Once p=2 alinarak, Fz[u’\y 3 2 halkast  {izerindeki
<u’,v,uv>

(1+V) —constacyclic kodlar calisilmistir. Daha sonra  p herhangi bir tek asal sayi
olmak tizere, bu halka tizerindeki cyclic kodlar incelenmis, 6zel olarak p =3 durumu

icin cyclic kodlar ele alinmistir. Bu halkalar {izerinde yazilan tiim kodlarin Gray
goriintiilerinin cisimler lizerinde quasi-cyclic kodlar oldugu gosterilmistir.
Yine bu boéliim orijinal sonuglar igermektedir ve bu sonuglar kodlama teorisi

literatiiriine kazandirtlmistir. [26], [27]

41. Fz[u’\y s Halkasinin Yapis1 ve (1+V)— Constacyclic Kodlarin
<u®, vo,uv >

Gray Goriintiileri

4.1. bolimde ilk olarak Fz[u’\y 3 2 halkas1 tanimlanmig ve yapisi
<u, ve,uv >

incelenmigtir. Bu halkadan T, +uFF, +U’F, sonlu zincir halkasina yeni bir Gray

dontisiimii ile bu halkada yeni bir agirlik fonksiyonu tarafimizca tanimlanmistir. Ayrica

cyclic kod, constacyclic kod ve quasi-cyclic kod tanimlarina yer verilmistir. [27]
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F, +UF, +U’F, nin + ve - islemleri ile bir halka oldugu ve u® =0 olmak iizere
IFZ[%Lﬁ S halkasina izomorf oldugu bilinmektedir. Burada F, cismi yerine v> =0

olmak iizere R'=T,+VF, halkasi alindiginda, u®=0 olmak {izere R'+UR'+U’R’
kiimesi elde edilir. Daha agik yazilirsa bu kiimenin
R +UR'+U’R’ = (F, +VF,) + u.(F, +VF,) + u>.(F, + VF,)
=T, +VF, +UF, +uVF, + U°F, +U*VFF,
oldugu goriilir. (F, +UF, +U°F,,+,-) halkasinda u®=0 olmasi ve (R',+,)
halkasinda v® =0 olmasi kosullarina ilave olarak uv=vu=0 kosulu konulursa
u®v=(uu)v=u.uv)=u.0=0 olacagindan R'+UR'+U’R’ kiimesi
R =T, +VF, +UF, +U°F, kiimesine esit olacaktir.
u®*=0,v* =0 ve uv=vu =0 olmak iizere
R =T, +VF, +UF, +U’F, ={0,1,v,u,u®,1+v,1+u,1+u® ,v+u,v+u?,u+u’,
1+v+u,l+v+u?,1+u+u®,v+u+u® 1+v+u+u’}

kiimesi agagida tanimlanan @ ve ® islemleri ile kosullar altinda bir halka yapis1 tasir

ve bu halka ]F2[u’\y

halkasina izomorftur.
<u?=0,v*=0,uv=vu=0>
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n 1 n+a nan n+ ST+ n.__u+ nﬁ+ u,_a+ n.__u+
0 T a n e +1 T T b ghtd | g+ h a+T1 aA4+1 n+7 n+a [ n+a+1 | n+a+T1
n+ n+ n+ gt n+
a n S a n L ; z” z" n+a |.n+a | . n+n n+ z" M4+
1 0 +1 +1 A z a+1 a+1 | n4+T z z n+a z
a+T
n+ n+ n+ gt n+
a a n4+a A4 a ; T n M z" n+ SN+ n n+n z" M4+N+T
tr 0 * A E a+1 a+1 z n+a Polett Tl n+1 z
a+71
n+ n+ n+ 2t n+
n n n+a 4N ; T a T SR a+ n+ |.n+71 | .n+a z” M4+a+T
+1 + 0 2+ a+T1 L n+T i+ i z L z z a+71 z
a+7T
! ! n+ gt
. M+ T S+ S+ 0 g+ "t 1 t a n n4+ | A+T | n+T | n+a | n+a+T | n4a+1
z z z z a+T1 n+T fl+ 4
a+7T
Tt n+ | om+
a+1 a T N4a+7 | A+a+T 0 N4 M+ n+T1 A+ T n+ n . A ne1 M+ MR
a+T1 s }
et M+ ST+
n+7 n n+a+T T M+ i+ 0 M+ 1471 n+ | A+T a A . Pi1 M+ M+a
a+1 S ]
-+ SN+ SN+ SN+ n+
/! 1 z z LM a . z a n+ c a n n+a 4
Mt+T L a+1 n+1 T L Mt 0 14T +T T n+a A+7T
Tt o+ M+
n+a n+a+7 n a M+n+a n+7 a+T n+ 0 MR | Rta 1 na1 Tt " M+T M+
a+7T ) ]
SN+ SN+ R SN+ n+
1+ z ! c a ! z a M7 n+4a c n n+71 n+71
B+ a+1 B o4 a 1T a+1 +1 t 0 n+71 L a+1
Jn4 M+ M4+ M+ n+
141 z L n n z 1 n M40 n+a z a a+71 a+7
gh+m n+71 M+ z a+1 | ¢ +1 t1 z 0 a+71 a+7 T
SN+ L+ o+ n+
n+a n+a n+ a+ z n a z z z 0 n+n | a+a | _n+7 n n
Tatl * L T n+a+7 n+a L n+T a+T z z z z z
n+ n+ N+ n+
I M4 4+ z a+ _n z a z n+n 0 n+a n+7 n n
At "t "+ n+a+T ' L n+a n+7 ' a+T [ *
ST+ ST+ SN+ n+
) ST z M+ n+ z 1 n z T M+ | n+a 0 a+7 a a
Rl 2"+ n+a+T g+ L i+ z a+7T a+T1 L
Tl 1 T+ i+
ST+ T+ 2 U ST+ 1 LT+ d i+ i et z 1 n a AT | B4T a+7T 0 T T
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4.1.1. TANIM : R =F, +VF, +UF, +U°F, ve R, =F, +UF, +U°F, olmak iizere;

® :R——>R?
a+bv+cu+du’ —>d (a+bv+cu+du®) =d(r+qv)=(q,q+r)

bi¢iminde tanimlanan donilisiime R halkasi {lizerindeki Gray doniisiimii denir. Burada

r=a+cu+du’ g=b+au+(a+c)u’*,a,b,ceF, dir.
®  doniisiimiinii, D (t,,t,....t, 1) =(00,9;1Opgs Ao + 1o, 0y + ey Oy +1y)
bi¢iminde R" e genisletilebilir.
Burada i =0,1,....n—-1i¢in t, =r, +qVv ,r, =a +cu+du’, g =b +au+(a +c)u’
bi¢imindedir.
412. TANIM R =T, +UF, +U’F,, X,Y,zeF,olmak iizere;
®,:R ——F,
X+ YU+ 2ZU% > @ (X+ YU +2U%) = (Z,X+ 2, Y+ Z, X+ Y + 2)

bi¢iminde tanimlanan doniisiime R, halkasi iizerindeki Gray doniisiimii denir.

®, doniisiimiinii, R," e asagidaki bicimde genisletilebilir.
O, R —— "
(b,,b,....0, ) > D(b,,b,....0, ;) =(2,, 2, 2, 1. X + 200 X + 24,0,
Xoq+Zo Yo+ 2o, Y+ 2y,
yn—l + Zn—l’ Xo + yO + Zo’ Xl + yl + Zl’
X+ Y +2Z,,)
Burada i =01,..,n—1i¢in b, = X, + y,u+z,U’ X, V,, z, €F, bicimindedir.

4.1.3. TANIM : R =F, +VF, +UF, +U°F, halkas1 iizerinde;

0 ,s=0
o 2 ,s=1+v+u
her se R igin W,(S) = 2 2
6 ,s=u,u+u’,l+v+u+u

4 , diger durumlar

biciminde tanimlanan fonksiyon R {izerinde bir agirlik fonksiyonu olarak adlandirilir.

n-1
Bu durumda her s =(s,,S,,....S,4) € R" igin Wy (s):ZwR (s;) dir.
i=0
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4.1.4. TANIM : R =T, +UF, +U°F, halkas1 iizerinde;

0 ;t=0
herteR icin w (t)=< 4 ; t=u?
2 ; diger durumlar

bi¢giminde tanimlanan fonksiyona, R, iizerinde Lee agirlik fonksiyonu denir.

n-1
Bu durumda her t = (t,,t,,...,t, ;) € R igin w, ()= w_(t;) esitligi gergeklenir.

i=0
4.1.5. TANIM : F, cismi iizerinde;

w, (0)=0,w, (1) =1 bi¢iminde tanimlanan fonksiyona F, iizerinde Hamming agirhik

fonksiyonu denir.

n-1
Bu durumda her c=(c,,c,,....C,,) € F; igin w,, (c):ZwH (c;) olur.
i=0

4.16. TANIM : Her x,ye R", x#y i¢in X ve y arasindaki d, uzakligi
W, (X—Y) olarak tanimlanir. C, R" iizerinde bir kod olmak tizere, C kodunun
minimum uzakligt her X,yeC, x=y icin; d;(C)=min{d;(X,y)} bi¢iminde

tanimlanir.

R" iizerinde yazilan 4.1.6. Tanim benzer bicimde R" ve F, iizerinde de verilir.
Burada R" ve F,; iizerinde C kodunun minimum uzakligi sirasiyla d, (C) ve
d, (C) ile gosterilir.

4.1.7. ONERME : ® ve @, doniisiimleri 4.1.1. Tamim ve 4.1.2. Tanimdaki
gibi olsun. ® déniisiimii (R",d;) den (R?",d,)e, @, doniisiimii de (R’",d,) den
(F",d,,) e birer izometridir. Bunun sonucu olarak @, c® déniisiimii de (R",d.) den
(F2",d,,) e bir izometridir.

Kamt : Her x,ye R", x#y icin x=a+bv+cu+du®, y=a’'+b'v+c'u+du?
a,a,b,b’,c,c’,d,d' eF} olsun. r=a+cu+du’eR, qg=b+au+(a+c)u’eR/,
r'=a’+cu+du’eR/, g =b'+au+(@+c)u’eR olarak alindiginda

X=a+bv+cu+du’=r+qv ve y=a' +bv+cu+du®=r'+q'v bigiminde yazilir.
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dp (X, ¥) = We (X—Y)
=W ((@+bv+cu+du®) - (@' +b'v+cu+du®)
=W ((r+va)—(r'+va’))
=W, ((r—-r")+v(q—-q’))

=w ((q-0).(q—a)+(r—r’)
=w,_ ((b+au+(a+c)u®)— (b’ +a'u+(a +chu?))
=w, ((b+au+(a+cyu®)— (b’ +a'u+(@ +chu?),
(b+au+(a+c)u®)—(b'+a'u+(a +cHu?)+(a+cu+du®)—(a +cu+du?))
=w, ((b—-b)+(a-a)u+(a—-a'+c—c)u’ (a-a'+b-b
+(@a-a'+c-clu—(a—a'+c—c'+d—-d")u?)
=w,(a—-a'+c-c,a-a'+c-c'+d-d';a-a'+b-b'+c-c
b-b'+c—-c'+d-d’,c-c’,d—-d',b-b"+c—-c’,a—a’'+b-b"+d -d’)
elde edilir. Buradan seR" igin w,(S) =w,_ (D(S)) =W, (D, (D(s))) esitligi gorilir.
Dolayisiyla dg (X, y) =d, ((x), D(y)) = d,, (@, > ®)(X), (®, e D)(y)) olur.
4.18. TANIM : C, R=F, +VF, +UF, +U°F, halkasi iizerinde n uzunlugunda
bir lineer kod olsun.
c:R"—R"
(CyrCyrvor Gy 1) > O(Cyr ooy 1) = (€ 12Crern €y )
permiitasyonu i¢in o(C) =C kosulu saglaniyorsa, C koduna R iizerinde bir cyclic kod
denir.
4.1.9. TANIM : C, R=F, +VF, +UF, +U°F, halkasi iizerinde n uzunlugunda
bir lineer kod olsun.
y:R" —— R"
(c,.c,...c,,)—>y(c,,cC,....C, ) =(A+V).C, ,,Chees C,y)
permiitasyonu i¢in y(C)=C kosulu saglaniyorsa C koduna R iizerinde bir

(1+v) — constacyclic kod ad1 verilir.

54



C, R  halkast tizerinde bir kod olmak iizere, n uzunlugundaki bir

n-1
c=(c,,C,....C,;) kod sozciigii R[x] halkas1 {iizerinde C(X):Z:Ci.xi bigimde

i=0
gosterilebilir. Bu notasyon R, halkas1 ve [, cismi iizerinde de benzer bigimde

kullanilabilir.

4.1.10. ONERME : C, R halkasi iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod

n1
olmak iizere, bu kodun polinom gosterimi P(C)={ Zri.x' | (fy.1nt,y) €C}
i=0

bi¢imindedir. Buradan;

i) C nin Rhalkasi tizerinde bir cyclic kod olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul P(C)
nin R[X]/ N in bir ideali olmasidir.
(X" =D
i) C nin Rhalkas: tizerinde bir (1+V)—constacyclic kod olmasi i¢in gerekli ve
. . R[x] .. .
yeterli kosul P(C) nin X" — 1+ V) in bir ideali olmasidir.

Kamt : Bu énermenin kanit1 halka olarak R =T, +VF, +UF, +U°F, alinarak [11]

de yapilan kanita benzer bigimde goriiliir.

4.1.11. TANIM : D, R, halkasi iizerinde 2n uzunlugunda bir lineer kod olsun.
7R —> R™
d,.d,...d, ,)—~z(d,,d,,..d, ,)=(d,, ,,dg,....,d,, ,)
permiitasyonu i¢in 7(D)=D kosulu saglaniyorsa, D koduna R, iizerinde bir cyclic

kod denir.
4.1.12. TANIM : D, R, halkas1 iizerinde 2n uzunlugunda bir lineer kod olsun.

v R12n R12n
(d,,d,,...d, ) o(d,,d,...d, ) =(@+u?).d, ,,dy,....dy ,)
permiitasyonu i¢in ©(D)=D kosulu saglaniyorsaD koduna R, iizerinde bir

(1+u?) —constacyclic kod denir.
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4.1.13. ONERME ([7]) : D, R, halkasi iizerinde 2n uzunlugunda bir lineer

kod olmak lizere, bu kodun polinom gosterimi

2n-1

P.(D)={ > 5;:X"| (Sy:5;s+15,,) € D} dir. Buradan;
i=0
i) D nin R, halkas: lizerinde bir cyclic kod olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul P, (D)
nin Rl[x]/ N in bir ideali olmasidir.
(x' =1
ii) D nin R, halkas: iizerinde bir (1+U?)—constacyclic kod olmasi igin gerekli ve
yeterli kosul P,(D) nin Ry[x] nin bir ideali olmasidir.
. (X" =(1+V))
4.1.14. TANIM : C’, F, cismi iizerinde 8n uzunlugunda bir lineer kod olsun.
o " ——F"
(do’dl’ e d8n—1) 0% (do'dl' e d8n—1) = (d4n—1’ dO’ Sl d4n—2’ d8n—1’ d4n’ e dsnfz)

permiitasyonu i¢in o®*(C')=C’ kosulu saglamiyorsa C’' koduna T, iizerinde

&mertebeden bir quasi-cyclic kod denir.

n bir tek sayr oldugunda (1+Vv)" =(@+v) ve n bir ¢ift say1 oldugunda

(L1+v)" =1 oldugundan bu boliimde 4.2. baghgma kadar n bir tek dogal say1 olarak

alinacaktir.

) . .RIX] RIX]
4.1.15. ONERME : u: %Xn_1>—> /xn_(1+v)>

r(x) — r((1+v).x)
doniistimii tamimlansin. n  tek dogal say1r oldugunda u déniisiimii bir halka
izomorfizmasidir.

Kamt: n bir tek say1 ise (L+Vv)" =(1+Vv) oldugunu biliniyor.
a(x)=b(x) (mod x" —1) olsun. Buradan a(x)—b(x) =(x" -1).q(x), q(x) € R[x] dir
ve X yerine (1+v)x yazildiginda asagidaki esitlik elde edilir.
a(@+v).x) —b(@+Vv).x) =(A+v)"x" =1.q(@+V).x), q(L+V).x) € R[X]

=(@+Vv).x" =1).9((L+V).x)
=(A+Vv).X" —1+Vv)?).q((L+V).X)
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=@1+V).(X" = (1+Vv)).q(L+V).x)
=(X"=(1+Vv)).q(@+Vv).x).1+V)
=(x" = (1+v)).p(X) , p(x) € R[]
Boylece a((@+V).x) =b(@+V).x) (mod(x" —@+V))) oldugu goriiliir.
Bu durum da asagidaki sonug elde edilir.

41.16. SONUC : | nm R[%n_

n nin bir ideali olmas1 i¢in gerekli ve

. R[x] A, .
yeterli kosul (1) nin %X "1+ v) nin bir ideali olmasidir.

Kamt : Bu sonucun kamti i¢in [6] da halka R=T,+VF,+UF, +U’F,
alindiginda kanit agik bir bicimde goriiliir.

4117. TEOREM: u:R" >R"
(e 0 ) > (0, (V)G V) o, @) )

doniigiimii verilsin. C nin R iizerinde n uzunlugunda bir cyclic kod olmasi i¢in gerekli

yeterli kosul /,_I(C) nin R iizerinde n uzunlugunda bir (1+ V) - constacyclic kod
olmasidir.

Kamt : Bu teoremin kaniti igin [6] da halka olarak R =T, +VF, +UF, +U’F,
alindiginda kanit1 kolayca goriiliir.

Asagida, R halkas1 {izerindeki (1+V)—constacyclic kodlarim Gray
goriintiilerinin R, halkasi lizerinde ¢ift uzunluklu kodlar oldugu gosterilmistir

4.1.18. ONERME : y doniisimii R" iizerinde bir permiitasyon,
déniisiimii R™" iizerinde bir permiitasyon ve ®, R" den R/" e yukarida tanimlanan
Gray doniisiimiinii ise @ oy =7od esitligi saglanir.

Kamit: Her 0<i<n-1i¢in ¢, =1, +q,v olmak iizere ¢ = (c,,C,,...,C, ;) €R"
olsun. Bu durumda ¢ € R" in Gray goriintiisiinii
d(c) = d(c,,Cy,... €,y ) = D(ry + 9oV, 1, +Q,V,ees 1y +0,4V)

= (g, yseerApgs o + 10,0y + ey Uy + 1 y)

olarak bulunur. Buradan z(®(c)) =7(dq, ;s 1,0 + Fos Oy + Fyeees Oy +1oy)

=(9Qns +Fg0 0o Grrees Gy s Ao +Foreees Gy + 1 2)
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elde edilir. Diger taraftan,
r(c) =y(c,,C,,...,Cry) =(@+V)C, 4, Coren € p)  dir. (A+V)C, =1 +(Q,, + T )V
oldugundan
D(y(C)=D(r,, +(q g+ IV, I 0oV, Gy [y +0,,V)
= (Ont + 1013 Gor Opveens Ongs Go F+ Foseens U + 1)

elde edilir.

4.1.19. TEOREM : C kodunun R halkast iizerinde n uzunlugunda bir
(1+Vv) — constacyclic kod olmasi igin gerekli ve yeterli kosul ®©(C) nin R, halkasi

tizerinde 2n uzunlugunda bir cyclic kod olmasidir.

Kanit : C, R halkasi tizerinde bir (1+V)—constacyclic kod olsun. Bu
durumda  y(C)=C olur. Esitligin her iki tarafinin @ goriintiisi alindiginda
®(y(C)) =P(C) elde edilir. 4.1.18. Onermeden 7(P(C)) = P(y(C)) = P(C) bulunur.
Boylece ®(C) nin cyclic kod oldugu goriiliir. Tersine @(C)cyclic kod olsun. Bu
durumda 7(®(C)) = ®(C) elde edilir. 4.1.18. Onermeden 7(®(C)) = ®(y(C)) = ®(C)
bulunur. @ bire-bir fonksiyon oldugundan »(C)=C olur. Oyleyse C bir
(1+v) — constacyclic koddur.

4.120. ONERME : v doniisiimii R" {izerinde bir permiitasyon, o**
déniisiimii ;" iizerinde bir permiitasyon ve ®,, R?" den F;" e yukarida tamimlanan
Gray doéniisiimii ise o> o®, =®, ov esitligi saglanir.

Kamt : Her 0<i<n-1 gin t =X +Yyu+zu® olmak iizere

t=(t,,t,...,t,,) € R?" olsun.

o) =o(ty,t, .. b, ) = (L+U)t, bty ,) dir.

Burada (1+u?)t,, , bileseni diizenlendiginde

Q+Uu?)t,, = Q+U?).(Kypy + Yo U+ 2, UP)=X,  + Y, U+ (X, +2,. ,)u? bulunur.
Gray goriintiisii alinarak

D, (v(t)) = D, (L+U?)t,, bty )
:q)l(XZH—l + y2n—1u + (XZn—l + Z2n—1)u2' XO + you + ZOUZ’ e X2n—2 + yZn—2u + Z2n—2uZ)
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= (X2n—l + ZZn—l’ ZO’ Zl""’ ZZn—l’ XO + Z0”"" X2n—2 + ZZn—Z’ X2n—1 + y2n—l + ZZn—l’ yO + ZO""’

Yon1F Zon1s Xo + Yo  Zosos Xonp + Yono + Zon_s)-
elde edilir. Diger taraftan

ch(t) = ch(tO’ti""'th—l): (Zo’ Zyses Lo s Xo T 2oy ey Xon g 25045 Yo + Zgs ey

Yona + Zonas X0+ Yo + Zgy s Xon g + Yon g + Zo0 1)

olur. Buradan

oD, (1) =0Tty sty 1) = (Zgs Zyreees Zopgs Xo + Zgwseees Xon g+ Zongs Yo & Zgseees
y2n—l + ZZn—l’ XO + yO + ZO""’ X2n—1 + y2n—l + ZZn—l)
= (Xon1 + Zon 11 Zgs Zys ooy Loy g0 Xg F Zg s ens
X2n—2 + ZZn—Z' XZn—l + yZn—l + ZZn—l’ yO + ZO’ B
y2n—l + ZZn—l’ XO + yO + ZO""’ X2n—2 + y2n—2 + ZZn—Z)
elde edilir.

4121. TEOREM : C nin R halkasi iizerinde 2n uzunlugunda bir
(1+u?) —constacyclic kod olmasi igin gerekli ve yeterli kosul ®,(C) nin F, cismi
tizerinde 8n uzunlugunda 2. mertebeden bir quasi-cyclic kod olmasidir.

Kamt : C bir (L+u?®)—constacyclic kod ise ©(C)=C dir. Esitligin her iki
tarafinmn @ goriintiisii alindiginda ®,(v(C)) = ®,(C) elde edilir. 4.1.20. Onermeden
o (d,(C)) =D, (v(C)) =®,(C) bulunur. Boylece ®,(C) nin, 2. mertebeden bir
quasi-cyclic kod oldugu goriiliir. Tersine ®,(C), 2. mertebeden bir quasi-cyclic kod ise
% (®,(C)) = d,(C) saglanmir. 4.1.20. Onermeden &% (d,(C)) = D, (v(C)) =D, (C)
bulunur. @ bire-bir bir fonksiyon oldugundan ©(C)=C olur. Dolayisiyla C nin bir
(1+u?) —constacyclic kod oldugu goriiliir.

41.22. SONUC : C ninR halkast iizerinde n uzunlugunda bir

(1+ V) —constacyclic kod olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul @, (®(C)) nin F, cismi

tizerinde 8n uzunlugunda, 2. mertebeden bir quasi-cyclic kod olmasidir.

Kamt : C kodunun 6nce @ goriintiisii sonra @, goriintiisii alindiginda 4.1.19.
Teorem ve 4.1.21. Teoremleri ile kolayca gortiliir.
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4.2. Fp[u,\y 3 2 Halkas1 Uzerindeki Cyclic Kodlar
<u®, vo,uv >

Bu boliimde p >3 bir asal sayr olmak iizere Fp[u,\y 3 2 halkas1
<u®, ve,uv >

tizerinde calisilmistir. Bu alt béliimde verilen tanimlar 4.1. boliimdeki tanimlar ile isim

olarak benzerlik gosterse de her alt boliimdeki tanimlar ilgili kisimla sinirhidir. Burada,

s6z konusu IE‘p[U,\y 3,2 halkast u®=0,v>*=0 ve uv=vu=0 kosullar
<u-, v,uv>
altinda eleman sayis1 p* olan F, +VF, +UF, + usz halkasina izomorftur.
4.2. bolimde u®=0,v*=0 ve uv=vu=0 kosullar1 ile Fp[u,\y 3 .2
<u-,v,uv>

halkasinin yapis1 incelenmis bu halka {izerinde agirlik fonksiyonu tanimlanmaistir.
Boylece bu halka tizerinde lineer kodlarin yazilabildigi gosterilmistir. Bu halka tizerinde

tanimlanan bir cyclic kodun Gray gorintiisinin F, +VEF halkasi Gizerinde

2. mertebeden quasi-cyclic kod oldugu gosterilmistir. I, +VIF, halkasi iizerinden F,

cismine bir bagka Gray doniisimi daha tanimlanmistir. Boylece yeni tanimlanan
F, +VEF, +ulF, +u21Fp halkasi tizerindeki cyclic kodlar ile F, cismi iizerinde quasi-

cyclic kodlar arasindaki iliski elde edilmistir. Bu alt boliimde u®=0,v>=0 ve

uv=vu=0 kosullar1 ile F,+VF, +uIFp+u21Fp halkast R ve u®=0 kosulu ile

F, +ulF, + uz]Fp halkas1 S ile gosterilecektir. F +VF, +UulF, +u21Fp halkas1 tizerinde

yazilan agirlik fonksiyonu ve Gray doniistimii tarafimizca tanimlanmistir.

42.1. TANIM : Fp cismi iizerinde;

0,c=0

bigiminde tamimlanan fonksiyona F, cismi
1,c20

Her celF, icin w, (c):{

uzerinde Hamming agirlik fonksiyonu denir.

n-1
Bu durumda her ¢ =(c,,c,,....C,,) €F; igin w,, (c):ZwH (c;) dir.
i=0
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422. TANIM : S =F_+UuF, +Uu’F, halkas: iizerinde;

p’—p , seS-Su’

her seS i¢in w, ()= p° , seS.u*-{0}
0 , $=0

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona S {izerinde homogeneous agirlik fonksiyonu denir.

n-1
Bu durumda her s=(s,,s,,...,5, ;) €S" igin W, ()= W, (s;) dir.
i=0

423. TANIM : R= F, +VF, +UlF, +UZIFp halkas1 ilizerinde;

0 , =0
2p*-2p , reR-Su
2p°-p , reSu-Su’

p> , reSu’-{0}

her re R icin w,(r)=

biciminde tanimlanan fonksiyon R {iizerinde bir agirlik fonksiyonu olarak tanimlanir.

n-1
Dolayistyla her r=(r,,1,...,T, ;) € R" igin W (r)=>"wg(r;) dir.

i=0

424. TANIM : Her x,ye R", x#Yy igin x ve y arasindaki d, uzakligi

W, (Xx—Y) olarak tanimlanir. C, R" iizerinde bir kod olmak tizere, C kodunun

minimum uzakhigr her X,yeC, x=y i¢in;  d;z(C)=min{d;(X,y)} bigiminde

tanimlanir.

R" tizerinde yazilan 4.2.4. Tanim, benzer bigimde S" ve IF] iizerinde de verilir.

Burada S" ve T iizerinde C kodunun minimum uzaklhig siasiyla d,, (C) ve

d, (C) ile gosterilir.
4.25.TANIM : R=F, +VF, +UF, +U’F, veS = F +uF, +u’F, olmak iizere;
¢ R——8?
a-+bv+cu+du® ¢ (a+bv+cu+du?)
@ (a+bv+cu+du®) =g (r+qv)=((p-21.9,9+(p-1).r)
=((p-Db+(p-Dau+((p-.a+(p-1)c)u’,

(b+(p-1.a)+(a+(p-D.cu+(a+c+(p-1.d)u?)
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bi¢iminde tanimlanan donlisime R iizerindeki Gray doniisimii denir. Burada

r=a+cu+du’ve g=b+au+(a+cju’a,b,c,deF, dur.
@, donlisimiini

¢71(t01t11""tn71) = ((p_l)qO’(p_l)qli“"(p_l)qn—l’ qo +(p—1)r ,
0, +(p_1)r1’---rqn—1 +(p_1)rn—1)

bigiminde R" e genisletilebilir.
Burada i=01...n-1 i¢in t=r+qVv  olmak iizere r =a, +cu-+d.u?,
q; =b, +a,u+(a +c;)u® bigimindedir.
426. TANIM : S= Fp +u]}F‘p +UZIFp , X,Y,Z€ Fp olmak izere;
@, :S—)IE‘;’2
X+ YU+ zU% > @, (X + yu +zu®)

bi¢iminde tanimlanan doniisiime S halkasi iizerindeki Gray doniistimii denir. Burada

her i=0,1,..., p—1 i¢cin m eF) olmak iizere ¢,(x+ yu+zu2)=(mo|ml‘...|mp_l) yazilir.
Buradan m,=(z2,y+2,2y+2,...(p-)y+2),

m =X+, X+y+Z,...X+(p-Dy+2),---»

My, =((P-DX+z,(p-DX+y+2z,...,(p—Dx+(p-1y+2).
bigcimindedir. ¢, doniisiimii uygun bigimde S" e genisletilebilir.

4.2.7. ONERME : ¢, ve ¢, déniisiimleri 4.2.5. Tamim ve 4.2.6. Tanim daki
gibi olsun. ¢, déniisiimii (R",d;) den (S*",d,.,)ye @, déniisiimii de (S*",d,,,) den
(]F;’z'",dH) ye birer izometridir. Bunun sonucu olarak ¢, c¢, doniisimii de (R",dy)
den (IFFE’Z'”,dH) ye bir izometridir.

Kamt: Her Xx,ye R", x=y alinsin.

di (X, ) = We (X=¥) =W (g1 (X~ Y))

=W, (o (X) -, (Y)))
=d (@), 2.(Y))
=W, (2, (2, ()~ % (¥)))
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=W, (2, (@ (X—Y)))

=W, (¢, °@)(X-Y))

=W, (9, 0 @) (X) — (0, 0 0)(Y))
=dy (@, 2 @)(X), (@, 2 @)(Y))

elde edilir.
4.2.8. TANIM : C, R halkasi iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun.

c:R"—R"

(c,.c,,....C,,) > 0o(c,,C,.... €, 1) = (Cyy Cpyens Co )
permiitasyonu i¢in o(C) =C kosulu saglaniyorsa C koduna R iizerinde bir cyclic kod
denir. S halkasi ve [ cismi lizerinde de ayni tanim verilir,

4.2.9. TANIM : C’, S halkasi iizerinde 2n uzunlugunda bir lineer kod olsun.
Her i=0,1ve aeS™ i¢in a=(ay,a,,...8,,)=(a”|a®),a” eS" olmak iizere

%S — 8"
ar> 0™ (a) = (c(a”)|o(a®))

bi¢iminde tanimlanan permiitasyonu i¢cin o®*(C') =C’ kosulu saglaniyorsa C’' koduna

S iizerinde 2. mertebeden bir quasi-cyclic kod denir. Burada o permiitasyonu S" de

tanimlidir.

4.2.10. TANIM : D, S halkasi iizerinde 2n uzunlugunda bir lineer kod olsun.
r:8" —— §*
(d,.d,,....d, ,)—z(d,,d,,....d,, ,)=(d,, ,,dg,..., d, )
permiitasyonu i¢in 7(D) =D kosulu saglaniyorsa D koduna S iizerinde bir cyclic kod
adi verilir.

4.2.11. TANIM : D', F, cismi iizerinde 2p°n uzunlugunda bir lineer kod
olsun. Her i=0,1..,p*~1, acF>"" igin

2 i ..
a®la? ...‘a‘p M),a" eFX" olmak iizere

a=(2,a,..a,, )=

2. 22 22
R S

a— O_®p2 (a) _ (U(a(O)) O.(a(l)) O_(a(Z))

...‘a(a< P*-DY)
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bi¢iminde tanimlanan permiitasyonu igin G®p2(D')= D’ kosulu saglaniyorsa D’

koduna T, tzerinde p®. mertebeden bir quasi-cyclic kod denir.  Burada o

. 2n
permiitasyonu ;" de tanimlidir.

Asagidaki kissmda R halkasi tizerindeki bir cyclic kodun S halkasi tizerinde

2.mertebeden bir quasi-cyclic kod oldugu gosterilmistir. Ayrica S halkasi tizerinde ¢ift
uzunluklu bir cyclic kodun T, cismi lizerinde mertebesi p? olan bir quasi-cyclic kod
oldugu gosterilmistir.

4.2.12. ONERME : o déniisiimii R" iizerinde bir permiitasyon, o

déniisiimii S*" iizerinde bir permiitasyon ve ¢,, R" den S* ye yukarida tanimlanan

Gray doniisiimii olsun. Bu durumda &**

o, =@, oo esitligi saglanir.

Kamit: Her 0<i<n-1 i¢in ¢, =1, +q,v olmak tizere ¢ =(c,,C,,...,C, ;) €R"
olsun. Bu durumda c € R" in Gray gorintiisiini
?(C) = (C, €y Cy) = @1 (K + GV, B+ QY T+ V)

=((P—-1)d, (P-D,-... (P14, G + (P11,
q1 +(p—1)|’1,..., qn—l +(p —1)I‘n_1)
olarak bulunur. Buradan
o (@(0) = (P10, 1, (P=D g+, (P~ 5, G +(P=Dr;
qo + ( p _1)r yrens qn—Z + ( p _1)rn—2)
elde edilir. Diger taraftan,
o(c)=o(c,,C,,...,C, ;) =(C,4,Cys .- C,,) dir. Bu ifadenin Gray goriintiisii alindiginda
(Dl (O-(C)) = (01 (G(CO' Cl’ b Cn—l)) = (01 (Cn—l’ CO' R Cn—2)
= ¢1(rn71 +V0Q g, +Vy, -0 1 +an72)

=((p=Dd,_1, (P =Dy, (P=D)Q,,,
qn—l +(p _1)rn—l7 qO +(p _1)r EREES] qn—2 +(p_1)rn—2)
elde edilir.
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4.2.13. TEOREM : C kodunun R halkas1 iizerinde n uzunlugunda bir cyclic

kod olmasi igin gerekli ve yeterli kosul ¢ (C) nin S halkasi iizerinde 2n uzunlugunda,

2.mertebeden bir quasi-cyclic kod olmasidir.

Kanit : C, R halkasi iizerinde bir cyclic kod olsun. Bu durumda o(C)=C
olur. Esitligin her iki tarafinin ¢, goriintiisii alindiginda ¢,(o(C)) =¢,(C) elde edilir.
4.2.12. Onermeden o**(¢,(C))=¢,(c(C)) =¢,(C) bulunur. Bdylece ¢, (C) nin
2.mertebeden bir quasi-cyclic kod oldugu goriiliir. Tersine ¢,(C) 2.mertebeden bir
quasi-cyclic kod ise (¢ (C))=¢,(C) elde edilir. 4.2.12. Onermeden
”(¢,(C)) =9,(c(C)) =, (C) bulunur. Bdylece ¢, bire-bir fonksiyon oldugu igin
o(C) =C olur. O halde C bir cyclic koddur.

2

4.2.14. ONERME : 7 doniisimii S* iizerinde bir permiitasyon, o&°®”
doniigimii F;pzn iizerinde bir permiitasyon ve ¢,, S*" den F; P" ¢ yukarida tanimlanan

Gray déniisiimii olsun. Bu durumda o&® P @, =@, ot esitligi saglanir.

Kamt : 4.1.12. Onermenin kanit1 ile benzer biginde goriiliir.

4.2.15. TEOREM : D kodunun S halkasi iizerinde 2n uzunlugunda bir cyclic

kod olmasi igin gerekli ve yeterli kosul ¢,(D) nin [ cismi iizerinde 2p°n

uzunlugunda mertebesi p’ olan bir quasi-cyclic kod olmasidur.

Kanit : D bir cyclic kod ise 7(D)=D dir. Esitligin her iki tarafinin ¢,
goriintiisic. alindiginda ~ @,(z(D))=¢,(D) elde edilir. 4.2.14. Onermeden
" (9,(D)) = ¢,(r(D)) = ¢,(D) bulunur. Bdylece ¢,(D) nin, mertebesi p? olan bir

quasi-cyclic kod oldugu gériiliir. Tersine ¢,(C), mertebesi p* olan bir quasi-cyclic kod
ise o (p,(D)) =, (D) saglanir. 4.2.14. Onermeden

o (,(D)) =e,(r(D)) =p,(D) bulunur. ¢, bire-bir bir fonksiyon oldugundan
7(D) = D olur. Dolayisiyla D nin bir cyclic kod oldugu goriiliir.

Yukaridaki teoremler kullanilarak elde edilen temel sonug asagida verilmistir.
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4.2.16. SONUC : C ninR halkas1 tizerinde n uzunlugunda bir cyclic kod

olmasi igin gerekli ve yeterli kosul ¢,(@(C)) ninF, cismi izerinde 2p°n

uzunlugunda, mertebesi p’ olan bir quasi-cyclic kod olmasidir.

Kamt : C kodunun once ¢, altinda goriintiisii sonra ¢, altinda goriintiisi
alindiginda 4.2.13. Teorem ve 4.2.15. Teoremleri ile kanit kolayca goriiliir.

4.3. F3[u’\y 3 .2 Halkas1 Uzerindeki Cyclic Kodlar
<u’,v,uv>

4.2. Dbolimiinde Fp[u,\y 3 .2 halkasmin =~ u®=0,v> =0 ve
<Uu®, V5, uv >

uv =v.u =0 kosullari ile izomorf oldugu F, +VF, +UF + UZIFp halkasi i¢in, 6zel olarak

p=3 asal sayis1 alinarak calisilmistir ([26]). Dolayis1 ile u®=0,v>=0 ve

uv=vu=0 kosullar1 ile F?’[u’\y s 2 halkas1 Fp[u,\y 3 2
<u’, vi,uv> <u’, vi,uv>

halkasinin 6zel bir durumudur. Burada F3[u’\y 32 halkasmm u®=0,v? =0
<u-, vi,uv>

ve uv=vu=0 kosullari altinda izomorf oldugu F,+VIF, +UF,+u’F, halkas1 R ile

gosterilmistir. u® =0 kosulu ile F3[l%u3 S halkasina izomorf olan F, +UF, +U°F,

halkas1 R, ile gosterilmistir.
4.3.1. TANIM : F, cismi iizerinde; W, (0)=0,w, (1) =1,w,(2)=1 biciminde

tanimlanan W, fonksiyonuna F, cismi {izerinde Hamming agirlik fonksiyonu denir.

n-1
Bu durumda her ¢ =(c,,c,,....c, ;) €} igin w, (c)=> wy(c;) dir.
i=0

4.3.2. TANIM : R, = F, +UF, +U°F, halkas1 iizerinde;

6 , seR-R.U
herseR, igin W, (s)=4 9 , seRu*-{0}
0 , s=0

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona R, iizerinde homogeneous agirlik fonksiyonu denir.

n-1
Bu durumda her s=(s,,s;,....S, ;) € Ry igin Wy, (5) =D W, (s,) dir.
i=0
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4.3.3. TANIM : R =F, +VF, +UF, +U’F, halkas iizerinde;

12 , reR-Ruw
15 , reRU-R.U?
, reRl.u2

0 , r=0

her re R icin w,(r)=

bi¢iminde tanimlanan fonksiyon R {izerinde bir agirlik fonksiyonudur.

n-1
Dolayistyla her r=(r,,1,...,T, ;) € R" igin W (r)=>"wg(r;) dir.

i=0
43.4. TANIM : Her x,ye R", x#y i¢in x ve y arasindaki d, uzaklig
W, (Xx—Y) olarak tanimlanir. C, R" iizerinde bir kod olmak iizere, C kodunun
minimum uzakligt her X,yeC, x=y icin; d;(C)=min{d;(X,y)} bi¢iminde

tanimlanir.

R" tzerinde yazilan 4.3.4. Tamim, benzer bicimde R’ ve [F; iizerinde de

verilir. Burada R ve F,; iizerinde C kodunun minimum uzaklig: sirasiyla d, ., (C) ve

hom
d, (C) olarak gosterilir.
4.35. TANIM : R =F, +VF, +UF, +U’F, ve R, = I, +UF, +U’F, olmak iizere;
®,:R——>R;
a-+bv+cu+du® —d,(a+bv+cu+du?)
@, (a+bv+cu+du®)=d,(r+qv)
=(2q,9+2r)
= (2b+2au + (2a+2c)u?, (b +2a) + (a+2c)u + (a+c+2d)u?)

bi¢iminde tanimlanan doniisime R iizerindeki Gray doniisiimii denir. Burada

r=a+cu-+du’ve g=b+au+(a+c)u’, a,b,c,d eF, diir.

®, doniisiimiini

o, (t,t,,...t,)=(9,,0,.--,0,, % + 1,0, +,,....0, +T,) biciminde R" e genisletilebilir.
Burada i=12,..,n i¢in  t =r +qV olmak fiizere I, =a +cu+d,u® ve

q; =b, +a,u+(a +c;)u® bigimindedir.
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43.6. TANIM : R, = F, +UF, +U°F,, X, Y,z eFolmak fizere;
D,:R —)]Fag
X+ YU+ zU% > @, (X + yu +zu?)
D, (X+YU+2U%) =(Z,Y+2,2Y + 2, X+ Z, X+ Y+ Z,X+2Y + Z,2X+ Z,2X + Y + Z,2X + 2y + 2)

biciminde tanimlanan doniisiime R, halkasi tizerindeki Gray doniistimii denir. Buradan

@, doniistimii

®,(b,b,,....0) =(2,2,,...2,, ¥, + 2, Y, + Z,,.... Y, + 2, 2Y, + 2,,2Y, + Z,,...,2Y, + Z,,
X 42, X+ 2y Xy + 2 X+ Y+ 2, X+ Y, + 2y, X, + Y, + 2,
X, +2Y,+ 2, X +2Y, + 2y Xy +2Y, + 2, 2% + 2, 2%, + 25,0, 2X, + Z,,
2X + Y, + 2, 2% + Y, + 2, 22X + Y, +2,,2X +2Y, +2,,2X, +2Y, + Z,,...,
2X,+2Y,+12,)

biciminde R" e genisletilebilir. Burada i=1,2,...,.n igin X,Y,,Z eI, olmak iizere,

b, = X, + y,u+zu’ bigimindedir.

4.3.7. ONERME : ®, ve @, déniisiimleri 4.3.5. Tanim ve 4.3.6. Tamim daki
gibi olsun. @, déniisimii (R",dg) ile (R, d,,,), @, dénisimii de (R™,d,,,) ile
(F;",d,) arasinda birer izometridir. Bunun sonucu olarak @,o®, déniisiimii de
(R",dg) ile (F;",d,,) arasinda bir izometridir.

Kamit: 4.2.12. Onermenin kanitina benzer bicimde goriiliir.

4.3.8. TANIM : C, R halkasi iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun.

c:R"—R"
(CorCprens Coy) > (Cy, Cpiens G ) = (€54 Cprevns Gy p)
permiitasyonu i¢in ¢(C) =C kosulu saglaniyorsa C koduna R iizerinde bir cyclic kod
denir. R, halkasi ve F, cismi iizerinde de ayn1 tanim verilir.

43.9. TANIM : D, R, halkasi iizerinde 2n uzunlugunda bir lineer kod olsun.
Her i=0,1,aeR i¢in a=(a,,a,,...,a,,,) = (a© ‘a(l)) ,a® eR" olmak {izere

%R ——R™

ar> 6™ (a) = (c(a”)|o(a®))
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bigiminde tamimlanan permiitasyonu icin ¢®*(D) =D kosulu saglaniyorsa D koduna

R, Uzerinde 2.mertebeden bir quasi-cyclic kod denir. Burada o permiitasyonu R/ de

tanimlidir.

4.3.10. TANIM : D, R, halkasi iizerinde 2n uzunlugunda bir lineer kod olsun.
r:R” ——> R™
d,.d,,....d,, ,)—z(d,,d,,....d, ) =(d,, ,,dg,..., d, )
permiitasyonu igin 7(D) = D kosulu saglamyorsa D koduna R, iizerinde bir cyclic kod

ad1 verilir.

43.11. TANIM : C,, F, cismi iizerinde 18n uzunlugunda bir lineer kod

olsun. Her i=0,1,....8, ac;™" igin

a®

a=(a,,8,a,,,) =@ [@%a® ‘...‘a@’) ,a®” e F2" olmak iizere

0@9 IFSIB n IF;B n

a O_®9 (a) — (G(a(o)) O.(a(l))

a(a<2>)\...\a(a<8>))

bigiminde tanimlanan permiitasyonu i¢in o*°(C,) =C, kosulu saglantyorsa C, koduna

I, tzerinde 9.mertebeden bir quasi-cyclic kod denir. Burada o permiitasyonu F2"

de tanimlidir.

Asagidaki kisismda R halkas iizerindeki bir cyclic kod alindiginda bu kodun R

tizerinde tanimli Gray doniisiimii yardimi ile R, halkasi tizerinde 2.mertebeden bir
quasi-cyclic kod elde edildigi gosterilmistir. Buna ilaveten R, halkas1 {izerinde
uzunlugu ¢ift say1 olan bir cyclic kodun R, iizerinde tanimli Gray doniistimii yardimi

ile F, cismi iizerinde 9. mertebeden  bir quasi-cyclic koda karsilik geldigi
gosterilmistir.
4.3.12. ONERME : o doniisimi R" iizerinde bir permiitasyon, o

déniisiimii R?" iizerinde bir permiitasyon ve ®,, R" den R?" e yukarida tanimlanan

Gray doniisiimii olsun. Bu durumda @, oo = o ®, esitligi saglanir.
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Kamit: Her 0<i<n-1 i¢in ¢, =1, +q,v olmak iizere ¢ =(c,,C,,...,C, ;) € R"
olsun. Bu durumda c € R" in Gray gorintiisiinii
®,(c) =D, (c,y,C,...,Cry) =D (1 +QpV, 1+ OV, 1y +0, V)

=(2q,,24,,...,2q,, 4,0, + 2,0, +2r,,...,q, , +2r, ;)

olarak bulunur. Buradan
o (®,(c)) = (29,1, 20y, 20,5, 0,y + 21, 1,0y +20,,..., G, + 2T, ,)
elde edilir. Diger taraftan,
o(c)=o(c,,C,,...,.C, ;) =(C,4,Cys s C,,) dir. Bu ifadenin Gray goriintiisii alindiginda

@, (0(c)) =D, 0(C,, €y, -, €, 1) =Dy (€, 4, Cy -1, C )
= cI)1(rn71 +V0Q 1, +Vy, e 1 +an72)

= (anfl’ 2qo’ T 2qn,2, Q4+ 2rn—l’ Q + 2ro’ o +2rn72)
elde edilir.

4.3.13. TEOREM : C kodunun R halkas1 iizerinde n uzunlugunda bir cyclic

kod olmasi igin gerekli ve yeterli kosul @,(C) nin R, halkas1 iizerinde 2n uzunlugunda

2.mertebeden bir quasi-cyclic kod olmasidir.

Kanit : C, R halkasi iizerinde bir cyclic kod olsun. Bu durumda o(C)=C
olur. Esitligin her iki tarafinin @, gorintiisii alindiginda @, (c(C)) =®,(C) elde edilir.
4.3.12. Onermeden o**(d,(C)) =®,(c(C))=d,(C) bulunur. Bdylece @,(C) nin
2.mertebeden bir quasi-cyclic kod oldugu goriiliir. Tersine ®,(C), 2.mertebeden bir
quasi-cyclic kod ise o (®,(C))=d,(C) elde edilir. 4.3.12. Onermeden
o (d,(C)) = D, (c(C)) = ®,(C) bulunur. Béylece ®, bire-bir fonksiyon oldugu igin
o(C) =C olur. O halde C bir cyclic koddur.

4.3.14. ONERME : ¢ doniisimii R/" iizerinde bir permiitasyon, o&*°
déniisiimii F;>" {izerinde bir permiitasyon ve ®,, R den F;”" e yukarida tanimlanan
Gray doniisiimii olsun. Bu durumda o o ®, = ®, o7 esitligi saglanir.

Kamt : Her 0<i<2n-1igin t; = x; + y,u+2z,u® olmak iizere
t=(t,t,...t,,,) €R™ olsun. Burada z(t)=v(t,,t,...t,, ;)= (t; 1 t5s-rty o) dir. Bu

ifadenin Gray goriintiisli alindiginda
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©,.7(t) =D, (L, 1ty ty )

:(ZZn—l’ Zosoor Zongs Yona T Zons Yo T Zgseens Yon o T ZZn—Z'ZyZn—l *+Zy01
Yo+ Zgs-oes2Yon 0% Zon oy Xon g+ Zon 13 X & Zgs ooy Xon o+ Zon o5
X2n—1 + y2n—1 + ZZn—l’ XO + yO + ZO""’ X2n—2 + y2n—2 + ZZn—Z’
X2n—l + 2y2n—1 + ZZn—l’ XO + 2y0 + ZO L X2n—2 + 2y2n—2 + ZZn—Z’
2%y g F Ly 102Xy 2oy 2% 5+ 2o o,
2X2n—1 + y2n—1 + ZZn—l’ 2XO + yO + ZO""' 2X2n—2 + y2n—2 + ZZn—Z’
2%y 1+ 2Y o 2y 1, 2% +2Yo + Zgs s 2% 0 F2Y o0 2+ 250 )

elde edilir. Diger taraftan t € R*" in Gray goriintiisii

(I)Z(t) :q)2(t0’t1""’t2n—1)
=(20, 2y, 2o 10 Yo + 2o Yo F Zys s You 1+ Zon 10 2Y0 + 20, 2Y; + 24y 2o 4 + 2o 4
XO + ZO’ Xl + Zl""' X2n—1 + ZZn—l’ XO + yO + ZO' Xl + yl + Zl""' XZn—l + y2n—1 + ZZn—l'
Xo +2Y9 + 20, X, +2Y, + 2oy Xop g + 2000+ 2o 10 2Xg + 29, 2X + 214y 2% 4 + 2y 4,
22Xy + Yo + 20, 2X A+ Y, + 200 2% g+ Yor g + 2o 4
2%y +2Y + 20, 2X +2Y, + 2y, 2% 4+ 2Y o 1+ 2o y)
olarak bulunur. Buradan

ocPD,t) =0ty 1, 1, ;)

=(22n—1' ZoserZon gy Yona T 20000 Yo+ Zgaees Yoo 25009 2y2n—1 200
Yo Zores 2Yon 0% Zon oy Xon g+ Zon 1y Xo F Zgyeees Xon o + Zon 55
X2n—1 + y2n—1 + ZZn—l’ XO + yO + ZO""’ X2n—2 + y2n—2 + ZZn—Z’
X2n—1 + 2y2n—1 + ZZn—l' XO + 2y0 + ZO L X2n—2 + 2y2n—2 + ZZn—Z’
2X
2X2n—l + y2n—l + Z2n—1' 2XO + yO + ZO""’ 2X2n—2 + y2n—2 + ZZn—Z’
2% 1 F2Yona F 2y 1, 2% +2Yo + Zgs s 2% 0 + 200 0+ 251 )

+ 2,0 102Xy + 2y 2%0n 5+ 2y o,

2n-1 2n-1?

elde edilir.

4.3.15. TEOREM : D kodunun R, halkas1 {izerinde 2n uzunlugunda bir cyclic
kod olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul ®,(D) nin F, cismi iizerinde 18n

uzunlugunda 9 . mertebeden bir quasi-cyclic kod olmasidir.

Kamt : D bir cyclic kod ise 7(D)=D dir. Esitligin her iki tarafinin @,
goriintiisii  alindiginda @, (z(D)) =®,(D) elde edilir. 4.3.14. Onermeden
o (®,(D)) = D, (z(D)) = ®,(D) bulunur. Béylece ®,(D), 9 . mertebeden bir quasi-

cyclic kod oldugu goriiliir. Tersine ®,(D), 9. mertebeden bir quasi-cyclic kod ise
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o™ (d,(D)) =d,(D) saglanir. 4.3.14. Onermeden &*°(d, (D)) = ®,(z(D)) = D, (D)
bulunur. @, bire-bir bir fonksiyon oldugundan 7(D)=D olur. Dolayisiyla D nin bir

cyclic kod oldugu goriliir.

Yukaridaki teoremler kullanilarak elde edilen temel sonug asagida verilmistir.

4.3.16. SONUC : C ninR halkas1 tizerinde n uzunlugunda bir cyclic kod
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul @, (®,(C)) ninF, cismi lizerinde 18n uzunlugunda,
9. mertebeden bir quasi-cyclic kod olmasidir.

Kamt : C kodunun 6nce @, goriintiisii sonra @, goriintiisii alindiginda
4.3.13. Teorem ve 4.3.15. Teoremleri ile kolayca goriiliir.
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BOLUM 5

SONUCLAR

Bu calismada; Hadamard kodlarin yapisi, Hadamard kodlarin bilinen kodlar ile
iligkisi, bulunan yeni kodlar ve yeni halkalar hakkinda bulunan orijinal sonuglar

tartisilmistir.
Ugiincii bdliimde u® =0 durumunda T, +UfF, halkasi iizerinde tanimlanan &zel
matrisler ile kodlar yazilmistir. Bu halkadan Galois cismine tanimlanan Gray doniistimii

ile birlikte kodlarin Gray goriintiilerinin Hadamard kod oldugu sonucu 3.1.9.Teorem ile

kanitlanmistir. Devaminda Hadamard kodlarmin 2. mertebeden quasi-cyclic kod
oldugu teorisi 3.1.14.Teorem ile gosterilmistir. Bunlara ilaveten bulunan C“*  kodlar1
icin ,C**, ,C*“, even(C**) ve odd(C“*) kodlari tanimlanmis ve bunlarin Hadamard
kodlar ile siniflandirilmasi yapilmistir. [F, +ulF, halkasinda C““ve  C,**  kodlar1

verilerek bunlarin direkt c¢arpimlarimin  Hadamard kodlara denk oldugu teorisi
3.1.27.Teoremde kanitlanmistir. Bunlarin self dual ve self ortogonal olanlarinin ayrica

siniflandirilmasi 3.1. boliimde gosterilmistir.

3.1. bélimde u?=0 durumunda F, +UufF, halkasindaki 6zel matrisler ile yazilan
kodlar, 3.2. béliimiinde v> =1 ve v’ =v durumlarinda [, + VI, halkalarinda,
3.3. béliimiinde u® =0 durumunda F, +ulF, +u’F, halkasinda ve bu genisletilerek

3.4. bolimde u™* =0 durumunda T, +UF,...+u"F, halkasinda da bulunmustur.

Dolayis1 ile farkli halkalarda Hadamard kodlarin varliginin ortaya konulabilecegi
sonucuna vartlmistir. Buradan Hadamard kodlarin farkli mertebeden quasi-cyclic kodlar

oldugu sonucu belirlenilmistir.
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Dordiincii boliimiin 4.1. bolimiinde 16 elemanli yeni bir halka tanimlanmistir.
Bu halka u®=0,v*=0,uv=vu=0 kosullar1 ile FZ[U’\y s o dir. Yeni
<u’,v,uv>

tammmladigimiz  bu halka iizerinde kod yazabilmek i¢in Agirlik fonksiyonu
tanimlanmistir. Burada 4.1.19.Teorem ve 4.1.21.Teoremlerin ispatlanmasi bu halka

tizerinde (1+Vv)—constacyclic kodun [F, cisminde 2. mertebeden quasi-cyclic kod

oldugu sonucuna varilmstir.
. F [u,v . . .
4.2. bolimde ise; plLU y 3 2 ifadesi ile tanimlanan halka insa
<u-, v,uv>

edilmistir. Bu halka tizerinde 6zel bir Agirlik fonksiyonu tanimlanarak kodlar yazilmasi
saglanilmistir. Ayrica bu halkadan bilinen halkaya Gray doniislimii verilmistir. Bu

bilgiler neticesinde bu halkalar {izerinde cyclic kodlar ele alinmig ve 4.2.13.Teorem ile
. . F [u,v]
4.2.15.Teoremin ispatlar1 neticesinde 4.2.16. Sonucunda ~° 3 2
<u-, v,uv>

halkasindaki bir cyclic kodun olmasr i¢in gerekli ve yeterli kosulun p?inci mertebeden

bir quasi-cyclic kod olmas1 gosterilmistir.
4.3. boliimde ise; 4.2. boliimde bulunan halka 6zellestirilerek p =3 alinmasi ile

elde edilen benzer sonuglara yer verilmistir.
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