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OZET

Bu calgmada, farkh eriselliklere sahip yilizeyler Uzerinde iki boyutlu
hidrojen benzeri atomu tekrar g6z 6niine aldikk.boyutlu hidrojen benzeri atom
problemi goreli olmayan durumda analitik olarak tekrar cozuldi. Faikiewer
Uzerinde goreli olmayan durum icin farkh metodlar kullanarak coziingeniden
sunmy bulunuyoruz. Diz yizey uzerindeki hidrojen benzeri atom igin enerji
Ozdeseri polar ve parabolik koordinatlarda ve faktorizasyon metodu iledgime
alinarak yeniden uretildi. Ayrica, momentum uzayinda Schrédinger dentidkrar
yazildi. Schrédinger denklemi iki boyutlu momentum uzayini ¢ boyauitle kizeyi
Uzerine izdgurilerek ¢ozuldu. Son olarak, dizgin bir magnetik alan icerisinde iki
boyutlu hidrojen benzeri atom igin Schrodinger denkleminin analitik ¢dziimle

bulundu.



ABSTRACT

We reconsider the two-dimensional hydrogen like atomon the sunfae a
different curvature constants. The two dimensional hydrogen gmblem is
resolved analytical non-relativistically case. We have sspmed the solutions to the
non-relativitically case on the different surface with theetld@ht method. The energy
eigenvalue for two dimensional hydrogen like atom on flat surfguedeaced by
considering the polar and parabolic coordinates, and the factorizatithodne
Moreover we formulated the Schrédinger equation in momentum space. The
Schrédinger equation is solved by projecting the two dimensional momepace
onto the surface of a tree-dimensional sphere. Finally, we fouhththanalytical
solutions of the Schrodinger equation for two-dimensional hydrogeraida in a
homogeneous magnetic field.
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BOLUM 1. GIRIiS

Bu calsmada, gunimuizde yiksek enerji ve nano yapilagifide oldukca
onemli bir yere sahip olan kuantum dinamik sistergrisellige sahip iki boyutlu

yuzeylerde g6z dnine alinacaktir.

Nanoteknolojik yapilarin temel alumu: c¢ok kicik boyutlarda ve hizi
yiksek olan etkilgmleri icermektedir. Orngin cok sayidaki atomun bir araya
gelerek olgturduklari bir yapinin saklayabilegebilginin nano yapilar icin daha az
sayida atom ve daha kuguk bir hacim iginde saklanaliileéglenebilir. Bu noktada
nanoteknolojinin temelini; etkikmler kicultilince onlarin dinamiklerinde ortaya

ctkan dgisimleri anlamak olgturur.

Yuksek enerji ve nanoteknolojide ortaya cikan en basit kuantum sistemi
merkezcil etkilgimi g6z 6nuine alinarak, hidrojen benzeri atom modelidir. Ozellikle
yari iletkenler fizginde oldukg¢a gegiuygulama alanina sahip olan kuantum dinamik
yap! iki boyutlu hidrojen benzeri atom modelidir. U¢ boyutlu hidrojen bértem
modeli enerji spektrumu ve enerji 6zfonksiyonu kuantum kitaplarinda dedayli
sekilde analitik olarak incelenstir [Gottfried ve Yan, Quantum Mechanics
Fundamentals Fakat, bununla beraber iki boyutlu hidrojen benzeri atom modeli
hem matematiksel agidan hem de fiziksel giakda orijinal bir yere sahiptiriki
boyutlu hidrojen benzeri atom modeli, dizlem Uzerinde ¢ekirdek ve ditaayai
dizlemde aralarinda Coulomb cekim kuvveti etkisi ile hareket edezidkitrondan
olusmaktadir. Bu ¢cagmada duzlem: @isellige sahip iki boyutlu yilizeyler olarak g6z

onilne alinacaktir.

Gunumuzde, Euclidean dizleminde yaprigellik katsayisinin sifir oldiu
yerde iki boyutlu hidrojen benzeri atomun dinamik yapisi detayli sbkilde
bilinmektedir Parfitt, 2002]. Uc¢ boyutlu hidrojen benzeri atom modeli ile
karsilastirdigimizda [eonard SchiffQuantum Mechanics] daha kiguk taban durum
kuantum enerji araliklarina sahiptir. Kuantum enerji araliklarirkings ve alt limiti

sistemin kugukleri iceren yapilar iginstdigl bilgi anlaminda onemlidir. Origen g



boyutlu hidrojen benzeri atom modelinde taban durum enerigi (Burada

uzZ*a’c?
=————) [Leonard Schiffiken iki boyutlu hidrojen benzeri atom modelinde

taban durum enerjist4y’ dan [Parfitt, 2002] olymaktadir. Dger enerji durumlari

da bu enerji duzeyi Uzerinde siralanmaktadir.

Enerji spektrumlarinin  sili  dinamik sistemlerin  tayaca bilgiyi
artirmaktadir. Bu noktada iki boyutlu dinamik yapgrigk katsayisi +1 ve esrilik
katsayisi—1 olan geometriler de g6z onlne alghdda, dinamik sistemimizin ener;i
spektrumuna geometrinin getirgcéatkilarin nasil yapilanagadnemli bir konudur
[Peter W. Higgs,1978]. Ayrica iki boyutlu hidrojen benzeri atomun bulugalu
dizleme dik ve sabit bir buyuklikte olan bir bicim magnetik alan s6z konus
oldugunda, magnetik alan enerji spektrumunungigleesine sebep olur; tipki

geometrideki griselligin enerjide dgisikli ge sebep oldgu gibi.

Bu calsmanin 2. bolumunde;gesellik katsayisi sifir olan iki boyutlu bir
dizlemde hidrojen benzeri atom modeli icin genel koordinatlarda kemil
islemcisinden gelen 6zg@er denklemi yazilacaktir. Daha sonra bu @ededenklemi
polar koordinatlar kullanilarak @ekenlerine aystirarak incelenecektir. Ayrica,
yine polar koordinatlarda Hamiltonslémcisinden hareketle 6zgkr denklemi
carpanlarina ayirmaslemi yapilarak c¢ozimleri tastiacaktir. Sonra parabolik
koordinatlara donjiim yaparak 6zdger denklemi ¢ozulecektir. Bilgimiz kadariyla
iki boyutlu parabolik koordinatlarda hidrojen benzeri atom ilk olarak Bigmada
incelenecektir. Son olarakock un 1935 te simetrilerini incelemek igin ggilrdigi
yontem ile iki boyutlu hidrojen benzeri atomun momentum uzayindakigérde
denklemini yazarak integral denklemini elde eggreDaha sonra iki boyutlu
momentum uzayini ¢ boyutlu momentum uzayina sidiceiz. izdisirme
islemini Stereographic Projectioile gerceklgtirecesiz. integral denkleminden elde

ettigimiz sonuclar bu bolimde tagtigimiz sonuglarla bire bir 6rginektedir.

3. bolimde iki boyutlu gisel ylzeylerde hidrojen benzeri atom yapisini
tartisacaiz. Bu bolumde hidrojen benzeri atomgrisellik katsayisi+1 ve erisellik

katsayisi -1 olan bir geometriye yen@rerek dinamik yapinin enerji



spektrumlarindaki dgsmelerini inceleyec@iz. Matematiksel olarak geisellik
katsayisi+1 ve —1 olan geometrilerde iki boyutlu hidrojen benzeri atomun gietti
Hamilton klemcilerini carpanlarina ayirma yontemi ile ik§lemcinin carpimi
seklinde ifade ederek ¢c6zUmu taacaiz ve griselligin enerji spektrumunda sebep

oldugu desisiklikleri belirleyecesiz.

4. bolumde duzleme kisitlangnki boyutlu hidrojen benzeri atomu dizleme
dik yonde bir bicim ve sabit magnetik alan tzerine etki effindzde iki boyutlu
hidrojen benzeri atomun enerji spektrumundaki yapilanmay glkldar yontemi
ile belirlemeye cadacaiz. Son olarak bu farkli geometrilerde Urgttiz farkli
cozumlerin tadigi bilgileri karsilastiracaiz. Ayrica bu cakbmada kullandiimiz
matematiksel yapilarin 6zetlerini ekte 6zetleyere



BOLUM 2. iKi BOYUTLU DUZLEMDE H iDROJEN BENZERI ATOM

Bu bdlumde hidrojen benzeri atomgrisellik katsayisi sifir olan iki boyutlu
dizlemde kutle merkezi koordinatlarini géz o6nine alarak detayli bimdeg
inceleyecgiz. Dinamik sistemin Hamiltonsiemcisi icinde parcaciklar arasindaki
etkilesim terimi pargaciklar arasindaki uzaddi b&lidir. Yani, pargaciklarin koordi-
natlarinin her ikisine birden padir. Bu da fizikte problem ¢dzumlerinde sikca
kullandgimiz desiskenlerine aygtirma glemini yapmamiza imkan vermemektedir.
Bu nedenle ilk olarak kitle merkezi koordinatlarini kullanarak Hamikamicisini

yeniden duzenleyege. Daha sonra bu dinamik sistemi,

1. Polar Koordinatlarda ve polar koordinatlarda Faktorizasyon (@pkenrat

carpanlarina ayirma) yontemi
2. Parabolik koordinatlarda
3. Momentum uzayinda

olmak Uzere Uc farklsekilde inceleyecgz. Bunun icin genel olarak iki boyutlu

dizlemde hidrojen benzeri atom i¢in Hamiltgreicisini yazalim.Sekil 2.1’ de

gorilecei gibi
Y
m2 - -
. r=r-r,

Eé - -

R = mn+mr,
;; mi rnl + m2
X
. 2 L2 32 2 L.
A :—zh— 0, —zh— O, +V(rl—r2j . (21
m
Sekil 2.1

seklindedir. Hamiltonu kullanarak elde edgueiz 6zdger denkleminin ¢dzulebil-

mesi icin dgiskenlerin ayrgabilmesi gerekir. Bu potansiyel terimi gigkenlerin



ayrsmasina imkan vermemektedir. ( Burada=r(x,y,) , T, =X,Y,) ve
I =r(x,y)). Bu nedenle kitle merkezi koordinatlari dgimaii yaparak Hamilton

islemcisini yeniden yazariz. (2.1) ve (2.23)tkklerini kullanarak

-

r+0; ve O _Vﬁ -0, (2.2)

§|3

esitliklerini  elde ederiz. (2.2) gtliklerini  (2.1)’ de yerine yazarak
H=-2 -2 av(r) | (2.3)
2u

elde ederiz. Buradan, +m, =M ve 1—i+i seklinde tanimhdir. Boylelikle
Homm

A

Aw(r,R)=Ew(r,R) (2.4)

Ozdeser denklemlnderw( ) =V(r)U(R) desisken ayrstirma klemi ile

{DR+ HEJu R =0, (2.5)

ve

(- S—Dr SV UD =EU (2.6)
U

denklemlerine ulgnz. (2.5) denklemM kutleli serbest bir parcaggn Hamiltonunu
temsil eden 6zg@r denklemidir ve ¢ozimigL(R) = N, &%’ dir. Buradak dalga

sayisi vektorudir ve serbest pargademsil eder. Bu ¢ozinR dogrultusunda
hareket eden bir duzlem dalgadir. Problemdgkdasinir kgulu yoksa enerji
Ozdeseri surekli olur. Sisteme garidan bir etki yoksa hemgtama hem de dénme
olur. Bu durumda (2.6) denklemi incelenmelidirst8min asil énemli davraghar
¢6zUmU daha zor olan bu @bhareket denklemi tarafindan belirlenir. Bu ndden

artik bail Hamiltonun sgladigl (2.6) denklemini tar§acasiz.



2.1. Polar Koordinatlarda C6zum

Oncelikle iki boyutlu polar koordinatlarda’ operatorind (2.6) denkleminde

yerine yazar ve 6zfonksiyon ¢c6zimunigigken ayrstirma yontemine gore

V(r,@)=R,.(r)®@), (2.1.1)

seklinde yazarak bakiimizda iki boyutlu dizlemde Bh koordinatlarin sgladigi
radyal denklem
0° , 10 m 2uzé 2,u|E|

(aT rar r2 rh’

) Rin(n) =0, (2)L.2

olur. o = fr gibi boyutsuz bir dgsken tanimlayarak radyal denklemi

d> ,1d _nf A_1
——-= 0, 2
a7 ,od,o P p =) Rin(0) = 1)

2Uz€
B

denkleminp —  ve p - 0 asimptotik c6zimleri gereklglemler yapilarak

(

olarak yazariz (Buradal = seklinde tanimlannstir). Bu

Ry(0) =067 p), (2.1.4)

seklinde bulunur. Burada-(p), 0<p<o aralgindaki ¢oziimleri icermektedir.

(2.1.4) G (2.1.3) te yerine yazarak

PLY(0)+ @[~ p+ DL (0)+ (| +A-2) Lio)= O 2.15)

denklemi elde ederiz. Bu denklerpi=0 dizgun tekil noktasi civarinda Frobenius

yontemi ile ¢ozelim.

L(p) = Z a,p"* (2.1.6)
n=0



a, Z 0 olmaksarti ile bir ¢6zuim olsun. (2.1.6) ve turevleriniX%)’ de yerine yazar

ve gerekli indis diizenlemglémlerini yaparsak

(D@D §er 20 82| P n )] el [mi->- ) §7=0

esitli gini elde ederiz. Bu da
8, # 0 icin, s(s+2|n)=0

ve

(m-2++1)
T2+ ()T

C 20, (2.1.7)

tekrarlama bantisini verir. © — O iken radyal denklemin sonlu kalmasi gerekir.
Bundan dolayis=0 alinir (;Unk'u,s:—2|rd alinirsa ¢ozim raksak olur. Cok

blyluk n’ lerde o ne olursa olsun ¢6zimin sonlu kalabilmesi icits&galar

arasindaki igki yakinsak olmalidir. Bunu kontrol etmek icin takama baintisi
yakinsak mi? Iraksak mi1? Test edgee

a., 1
n - o limitinde an_l_) E seklinde davranir. Bu davranibicimi ¢€°

n

¢6zUmUnU Uretir, bu da genel ¢c6zimuU raksak ydpiarsonlu ¢cb6zim aragimiza
gore bu serinin bir yerde kesilmesi gerekir. Buragjaz 0 ve a,,, =0 olacak
sekilde bir kesmeglemi yapmaliyiz.
1 o . :
M -/ +E+ N=0 secimi seriyi kesmeyi gkar,bu durumda ¢éziim diizenli

olur. (n=0,1,2,3,..m= 0t ® 2% 3,) Burada ilk olarakn — k ve daha sonra

1
A—===n dersek
2 erse



k+|ml=n = k= n-|nt

olur. C6zimun sonlu olmasi igin yapmiz secim L(p) fonksiyonunu Lﬁ‘jrd(p)

Associated Laguerre polinomunaitaBdylece radyal denklem

_p
R (0)= N,&72p" E7 (p) 218
olur. Enerji 6zdgeri
2 22
E,=-H£22° 11 n=0123..vem=0 ¥ 2 3. ;g
2 (n+2)2

2
e . .
olarak bulunur (Buradd@ = E: Ince yapi sabitidir). U¢ boyutlu hidrojen atomu

ile iki boyutlu hidrojen atomunun enerji OZglerini Sekil 2.2' deki gibi

karsilastirilabilir.



D=1 D=3
iy
u n=m n=
ﬂ=2 HZZ
n=1
-7 n=1
4y L n=0
Sekil 2.2

Ayni enerji seviyesinin farkli fonksiyonlarla ifadedilmesine dejenerelik

denir. Burada sifirdan farkh h({iﬂ degeri iki defa sayilir. Orgggn m=+1 degerleri

icin |n1 =1'dir.Buradan da anjgacazl gibi 2n+1 dejenerelik vardir.

P(r)= arZM(r) olasilik ygunlugunu goz oniine alalim=|n{+1 tane
maksimumu vardir. Bunu gorebilmek iglﬂw(ﬂr) ve an(r)’ in ilk bir kag n ve

Im degeri igin grafikleriSekil 2.3' teki gibidir.



07
06
05
04
03
02
0l

014
12
03

10

0,77
067

035
04

03

027
01+

01
02

097
08¢
0,77
067
057
047
037
027
0.1

10

15

W

=~



11

_ Pm(")
Byr)
057
1t .
04+
0557
03+
050+
0,27
0,25 Ti 01+
| | ] ] ! L ! ! ! ! ! 5 r
0 T T I T T 7 0 T ' ' ! : i
05 1 15 3 125 a, 1 2 3 4 5 a,
Iil(") PM(T)
| 01
] 00
w '
0,061 i
11, A8
00 0]
0@
0.0+ Lo
r o r
—t— = ——— -
0 05 115 3 253 13 , 0 346 f 6180 0nU ;“p
Bilr) Balr)
0,005 1
021 0,004 |
0157 0,003 1
017 0,002 1
0.05+ 0,001
I + ! } r r
T T T T [ —
0 1 04 6 8 1 MU oy a, 0 6 7 j 4,

Sekil 2.3



12

Simdi de (2.6)'" deki glemciyi islemcilerin c¢arpanlarini okturarak
inceleyecgiz [ Bayin S. 2006].

l10( 0 10° 2o

——|r—|[+S—=+—+A|V(r,9) =0, 2.1.10
{r@r(@rjrzaqf r } (r.9) ( )
Buradaa = ,uhzzez ve A :2/};11_2E seklinde tanimlidir. Denklem (2.1.10)’ da
V(r,g) =R(r)®(¢) ; ®(¢)~€e™ ; m=0,+1+2+3,..., (2.1.11)

degsiskenlerine aygtirma slemini yaparak

b =2s],
%y(r)+ /‘-—4+2r—a rzy(r)=0, (2.1.12)

u(m)=-———, (2.1.13)

esitliklerine ulasirnz. m’ in pozitif ve ya negatif olma durumuna géra>0 icin

A= p(m., +1) ve m<0 igin A =(|m, [+1) seklindedir .
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(2.1.14)

g —2( 1j2, (2.1.15)

Goruldigu gibi daha 6nce bulgumuz sonucla aynidiSimdi (EK-A)’ dan
yararlanarak basamagtemcilerini yazalim.

o - +( 1) , (2.1.16)

. : (2.1.17)

R'(r)=N,r"e el (2.1.18)

Cozumlerini elde ederiz. Burada bufdumuz m=n’ deki ¢ézumdir.Simdi bu

cbzimden yararlanarak genel ¢ozimleri elde edibilir

vt () =[p(n+2) - (1) 20 (rm) (1) 2.1.19)

m’in n’ den balayarak birka¢ dgeri icin (2.1.19) tekrarlanirsa

| Er n-m
R.m(r)=B, 8" (r(inr)n')l r(me? [rz%} r2m e hr (2.1.20)

6zfonksiyonunu buluruz.
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2.2. Parabolik Koordinatlarda C6zim

Radyal denklemin c¢6zimleri sadece polar koordinddladeiskenlerine
aylrma yontemi ile bulunmuyor. Ayni zamanda parébkbordinat dongimda ile de
desiskenlerine ayirma yontemi kullanilarak radyal denkledzulebiliyor Bchiff,
1949. Burada baill koordinatlardan gelen Ozger denkleminin parabolik

koordinatlari gbz dniine alarak ¢ozumlerini incetsger.

Parabolik koordinatlarda koordinat d@dinleri, g’ operatori ve Coulomb

potansiyeli

x=%(f72—52) L y=né

—2 1 9>  9°
0 = +
(,72 + g(2)2 6/72 652

V(7,€) :—#i;) , (2.2.1)
seklindedir. Bu durumda Iggd Hamiltondan gelen (2.6) 6zger denklemi
{ 622 N 022 N 4,L122e2 _ 2/J|2E| (,72 +52)j¢,(,7,5) -0, 2.2.2)
on® o h h
denklemine dongiir. Bu denklemde
w(né)=1(n)a(é) . (2.2.3)
degisken ayirmaglemini yapar ve denklemi diizenlersek
(dcj; + 4/”;62 - Z’ZLE|/72J f(n)=af(n) . (2.2.4)

ve
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( d> 24|E|

- e oe)=-asle). 2.25)

denklemlerini elde ederiz. (2.2.4) denkleminy = £Sn gibi bir boyutsuz d&sken

tanimlayarak duzenlersek

_ 2u|E| e Mz€ -an’

d? .
(dpz +/11—,02j f(p)=0; B P e =), (sabit) , (2.2.6)
olur. Denklemip — o limitinde inceledgimizde
_7102
f(p)=e? H(p) , (2.2.7)

elde ederiz. Burada eksponansiyel terim asimptii#dmleri temsil eder vel (p)’

nun sgladig! diferansiyel denklem

H(p)-2pH (p)+(A-1JH(p)=0, (2.2.8)

dir. H(,o)’ in sgladigl bu diferansiyel denklemip=0 dizenli tekil noktasi
civarindaa, # 0 olmaksarti ile incelersek=0 ve s=1 gibi iki indis kok bulunur.

s=0 alinz ginkuia, # 0 ve a # 0 dir. Bu durumda katsayilar arasindakgioé

_ (2n-A+1)
%+2_(r11+1)(r111+2)a”1 ;n =0, (2.2.9)
olur. Goruldigli gibi katsayilar, n, - o limitinde ke - seklinde
a, (n+2)

davranir. Bu, katsayilarin iraksak davramal sdyler. Ancaka, # 0 ve a, # 0 olacak
sekilde bir kesmeslemi ¢ozumu duzenli kilar. Kesmelémini (2n,-A,+1) =0

secimi ile yaparsak
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A-1
2

A+ €’ . iy
-1 ~2-1=2n dersekn,=2n-n olur (Burada%:a . ince yap! sabiti ve

, benzer sekilde (2.2.8) denklemindem2=)I22_1 bulunur ve

A, =% dir). Bu durumda enerji 6zgderi

_uZa’c® 1
- , 2.2.10
(] o
n+=
2

olur. Kesme glemi H (,0) yu Hermite polinomu yapar. Béylece gorufii gibi

enerji 6zdgeri polar koordinatlardaki sonucla 6stii.
Ozfonksiyon ise25%r = o donisumu ile

P

v, . (0.0)=e? Hm(ﬁcos%’j HZH(\/E singj , (2.2.11)

seklinde bulunur. Dejenere durumlar ile ilgili bigiSekil 2.4’ teki tablo ile gosteri-

lebiliriz.
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n n
O O — 1: 20+]
1 0
1 -~ 3=21+1
2
2 0
1
2 - 5=22+1
3
4
n 0
1
2 - 2n+1
2n
Sekil 2.4

Tablodan gorulege gibi dejenerelik2n+1 seklindedir. Ayrica,

Hy (o cos? Hy,, (o sing )= 3 L 8™ @ VB | @21z
esitligi vardir Duru, I. H. , ve H. Kleinert1982]. Bu eitli gi kullanirsak ¢6zimu-

muz

-p |
Yoo =2 > Hzﬂﬁ (p)P" 2" B , (2.2.13)

m=—-n

olur. Buradan da dejenergh 2n+1 oldugu goralir.
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2.3. Momentum Uzayi

Egrisellik katsayisi sifir olan iki boyutlu duzlemdanimli hidrojen benzeri
atomun dinamik yapisini ifade eden &gele denklemini momentum uzayinda
yazarak, mometum uzayinda Schrédinger denklemimiegral temsilini elde
edecgiz. Daha sonra bu integral denkleBtereographic Projectiogdntemi ile iki
boyuttan U¢ boyuta iz dlrecegiz. Matematiksel yontem icin, Fock’ un ggirdigi

yolu izleyecgiz. Bunun icin ilk olarak

> ol

w(r)= (;T)z [o(ple" dr , (2.3.1)
ve
o(p)=[w(fe" b . 232)

uzayinda yazariz. Buradﬂ(?) konum uzayinda veD(B) momentum uzayindaki

dalga fonksiyonlaridir.

Konum uzayinda 6zger denklemi;
IEE v () () =Be(r)
2u r -

ST+ E0 () =V () 233)

ol

seklindedir. (2.3.3) denkleminin her iki tarafinildan e ile carpip p Uzerinden

integralini alalim.

% e‘gﬂﬁfw(”r) di + (//(”r)e‘Eﬁ dr=[v( () L i
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St
N
NT‘ol
=)
N

o

l/l() T+ EGJ( ) IV I‘)l//( )e (2B.4

(2.3.4)denkleminin sol tarafindaki ilk terimi;

jv(FﬁZG—GEZF) dv:j( G G ﬁmnd

S

seklinde verilen Green teoremi ile diizenleyelim.

[0 (1w (1) o= 7 () - (6"

\ S

Integral bolgesi yarigapR olan bir kire olarak diintlurse, =& ve

ds= R d2 dir. O halde denklemin gaarafi R — o limitinde;

§"50(3) -0 ()" remgrn 111 E S0l ¥ | 0l

S

:«\-ol

olur. Eger ¢’(F) fonksiyonu1 - 0 limitinde yeteri kadar hizli sifira giderse, bu
r
yuzey alan integrali sifir olur. Bu durumda (2.3dénhklemi

2 E
h

5 0(p)+ Eo(B)= V(D (i)e

2

E:—& derseku=Z=e=1 icin

ES

(2.3.5)

(P*+ ) I‘p(

o

denklemine dongur. Boylece iki boyutlu konum uzayindaki 6zée denklemini iki

boyutlu momentum uzayinda yaznoluruz.
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Bir noktasi delinmy kire ile dizlem topolojik olarakseyapilidir. Yani
duzlem ile kire ylzeyi arasinda birebgteeneyi sg@layan birprojection donigimu
vardir. BuSekil 2.5’ teki gibi resmedilebilir. Biz de burada Ibilgiden yaralanarak,
iki boyutlu momentum uzayindaki bu denklemi ¢ biywe merkezi orijinde olan

birim kire Uzerine tayacaiz.

Sekil 2.5

sin -5
P
cosqo—5
P

sind=pR,, ve co¥ =P,

seklindedir. BuradaP, , ve P, terimlerini ne oldgunu hesaplamallyiz. Bunun igin

sistemiSekil 2.6 veSekil 2.7’ deki gibi gérelim.
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Sekil 2.6

Burada da gorulebilegegibi her P noktasina kire yuzeyi Uzerinde farkli bir
u noktasi kay gelmektedir (Kutup noktasi hari¢c). Bunun nedese P noktasi
degistikce deisen @ acisidir. Tumu noktalari birim kire ylzeyi Uzerinde

oldugundan,

‘Q‘:‘@‘::‘E‘ =... lliskisi vardir. Buradap, = p ve p, =§ diyelim.

6=0 ‘da u noktasina kar gelen bir p noktasi yokturﬂ:]—zT ise u noktasi p

noktasina dger. O haldea terimi, 1< a <o aralginda olmalidir.
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Ly

Sekil 2.7
P Y
X,y
a 5 =p, ve ( pX’y)2 +( pz)2 =1
a
o P
Pyy = a ( Py * O)

a = p, dersek,

Py = pfﬁogoz bulunur. Benzegekilde
pz_ 2
P, == p% olarak bulunur. Boylece
P+
o 2p,p _P-R S
sing P 0 ve cosd S oldusu goralar.

X,y
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Bu durumdaii’nin bilesenleri gagidaki gibidir:

— o — 2p0px
u, =siné cogp= o+ 1
—_cl H — 2p0 py
u, =singsing= o+
2 _ 2
u, =cosf = p2 p°2
P+

Birim klrenin ylzey elemani;

H — 2p0 px
S|n6’c05§o——p2+p02
: 2P, P,
sinf cogpp=——"2>2%— |
P+ P+ R
N 2P, P
singsing= ———2Y— ,
Pl R
sian:&

cosp p,

(2.3.6)

(2.3.7)

(2.3.8)

(2.3.9)

(2.3.9)'dan yararlanip, ve p,’yi birbiri cinsinden yazarak (2.3.7) ve (2.3.8)

esitliklerinden p, ve p,’yi hesaplayabiliriz. (2.3.7)" yi inceleyelim.

2p, b

sifg .
+

codgP R

sin@ cosp=

2
Pt

2p, p, cos @

sin@ cosp=
¥ +cod ot
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p, & =0'daki durumu sglamalidir.

(1+ cos)
Py = R COSP—/———

dp=dpdp=|J & &

op, 9p,
00 Odg
apx apy
06 Og¢

2
J=—p§co§¢%— @ sirf
, 1 (1+cod)

siné (1~ cod)

(2 coé?)2
sird

Esitli gin sa tarafini (1- cosd) ile carpip bolelim.

1 (1— cog 9)
sind (1- 00519)2

(2.3.10)

(2.3.11)
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2 2
dp:[uj sin@dg dp

Po

2 2?2
3 dQ=sineded¢=(pzﬂj di, (2.3.12)

Po

olur.

iki nokta arasindaki uzaklik:

Iu—u'lz{(ur §) +(y-g) +(u- q)z}%

-u = 2p0p>< — 2p0g<

MR A

ux—u;:(p2+p§2)?°d2+ Ff)[Px(l52+ %)= a( B+ §)]

_y = 2PoP, _ 2RH
S S A 3

= 2, 2 _

MR G s L A

u-u=R B _ P8
PP+ PR

b -t= iR (F- )]
(7 w5 )

Bu ssitlikler ile

u-uf= °P, -1 . (2.3.13)
(P4 )27+ )

olur.
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ve kire Gzerindeki dalga fonksiyonu;

xi)=-12 [p“ pszqa(a) , 2314)

\/Fo 2p,

seklindedir. (2.3.14) @tli gini (2.3.5) denkleminde yerine yazarak duzenlersek

x(u)= Zénj%dg' , (2.3.15)

denklemini elde ederiz.

Kire Uzerindeki herhangi bir fonksiyon Kiresel Hanikler ile ifade
edilebilir.

X(G)=i|2| AY"(6.9) (2.3.16)

1=0 m=—

Kiresel Harmonikler Associated Legendre polinomige asagidaki gibi

ifade edilirler.

Y"™(6,¢) = A, P"(cosd) €%, (2.3.17)

Kuresel Harmonikleri
2 V4
| desinadeY;(6.0)Y,(6.¢) = 1
0 0

boylandirmaglemi ile A katsayisi

20 +1(I—m)!
Arr

A:

==
32

olarak hesaplanir. Boylece
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2l +1(I m)!

Yo (0:0) = (1 m)i

-F"(cosd) €7 (2.3.18)

oldugu goruldr.

1
Ayrica W terimi de kuresel harmonikler cinsinden yaziliabil
2 1 _}é
= = __1[1+u_2 210039]
‘U U‘ (U?+u” 2uucos9)]/ u u

u'’ niin 3. kuvvetine kadar olan kismi diizenlersek,

1 l/l
Z e P,(cosd) (2.3.19)
‘u u a=o U

A
u
buluruz. —7 U1 alinirsa,
u

1 00
—— =) P,(cosf) (2.3.20)
‘u —u ‘ A=0
esitli gi bulunur.
P (cow)—% YT @ N @'p)  oldunu biliyoruz. Boylece (2.3.20)
m=-A
Z Z —Ym(ﬁ, oY, (6'.9) | 321)
‘u ‘ AOWA

olarak yazilir. (2.3.18) ve (2.3.2%)tékleri (2.3.15) integralinde yerine yazilirsa

w |

SSAY @[S T ErearEasy AYeN ., 2az)

1=0 = 1,=0m=-1, h=0m=1,

bulunur. Kiresel harmoniklerin
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fdwjzsinedﬁ\l(f“'* .Y @.9)=99,. , (2.3.23)

seklindeki diklik baintisini kullanarak (2.3.12)#i gi

i 2, A" (0.0)= 23 Z (6.9 | (2.3.24)

m
-1 o|1_0m1_—|1 | +1 i
haline indirgenir.

(2.3.24)'te aitligin her iki tarafini Y™ (6,¢) ile carpip dQ Uzerinden integral

alalim.

jdq{smedezzm(ﬂ(ego)w O9)= jap_fsmea—zz A YOp)Y 09

1=0 | Ry i 2, +1 "

o | R 2
ZZAmdlna-mm'_z Imp\m hn m m

E=- 'n=0,12,3,.., (2.8)2

olur. n’nin kesikli deserleri igin (2.3.15) denkleminin genel ¢ozumd,

X =2, ALYTE9) (2.3.26)

olur.

(2.3.26) denklemindeki toplamda girilen fonksiyamh her biri denklem
(2.3.15) i ayri ayrn sglar. Bu yuzdenn’ nin her bir dgeri icin 2n+1 tane lineer

bagimsiz ¢ozum elde edilir. Ban +1 tane dejenerelik gozlemlerghi aciklar.
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Oz fonksiyonlarimiz icin kiiresel harmoniklerin ragrusal kombinasyonu-
nu secmekte 6zguriz, fakat kolaylik icin

Xom(W) = A Y(6,9) (2.3.27)

esitli gini secelim. Ber 6z fonksiyonlarimizi normalize edersek,

ot | 2

= —p2+ p02 B)%
j( T j|¢(p)| dp
ve

[yl da=[|A.l ¥ (6.9 ¥(6.0) @

=[An|
1 2  ~_ 1 p’+ P
= > || x(u)| dQ = 5 ( J (P dp
A e ae=aos | S el
_(2ny N
= > | ((r)dr =1
™ [l
=A,=21
o xu)=2mY"(0,9) | (2.3.28)

bulunur. (2.3.28) gtli gini kullanarak,

- n+1(n- ‘n") p {me
x(u)=2 \/ 7 (o) P" (cosd )

2n+1= 3 olmak uzere,
)
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A= \/ m;' R"(cos8 )™ (2.3.29)

bulunur. (2.3.29) gtli gini (2.3.14)’ de yerine yazarsak,

2 2 %
7 ([ sg e =L (pwoj @ (t
o, (e i (cosd e ol 2p (P)
o) = /zn(”_m)![ 5 J/ R (cosd K (2.3.30)
(n+[mtl g+ g) |

esitli gi bulunur. ¢(r) reel uzay fonksiyonlarini elde etmek icin denkléth3.2)’ yi

inceleyelim.
—i pEId p
(2 )’
27T
Y(r)= P pdpdp’ (2.3.31)
(277)

bulunur.Burada¢' , p ile r arasindaki azimuthal acidir. (2.3.30)' u (2.3.3B)

yerine yazalim.

f)=_1 (n-[m)( 2p, Y B ( cogg) el Pree)
) e 7o) o o

p=¢+q
@,r ' nin azimuthal acisidir ve integralimiz i¢in sagibi distinulebir.

00

2 | /2
|m¢;J'J' n+|n1 ( 2p0 j Ijrd(cosg) ((ﬂp S(ﬂ) pdp@

oli)=—
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m _ 2p
(o) = 7| 22|

ol e g8 ]
)

0

(2.3.33)' 01 (2.3.32)’ de yerine yazalim.

w(r)zc (-) ELM m«;jm( Ffij(pr)dp’

p2
X=pr ve y=— dersek,
Po

(2.3.32)

(2.3.33)

(2.3.34)

(2.3.35)

(2.3.36)
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olur. BuradaC,, denklem (2.3.36)" nin her iki tarafini nimerilaak sglar. m=0

alirsak,

Fon(1my ) 3 0VY) (<) (29" e

pnw(l yj ( dv= 2am (53 2.3.37

{ 1+y) (1+y)® y n+; (2% ( )
©J

n=m=0 igin; J. (;E_X;/)EZ) dy=2e"

dir. Bu durumdaﬂ(?) cozumu

v(r)= Fi);((nn; ||nT))!!eimw (2"“3“ e L (2R1) (2.3.38)

olarak bulunur. Burada buldumuz ¢6zim daha 6nceki tarmmialarimizla tutarhdir
[D. G. W. Parfitt and M. E. Portno2002].
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BOLUM 3. iKi BOYUTLU E GRISEL YUZEYDE HiDROJEN BENZERIi

ATOM

Iki boyutlu dizlemde dinamik yapinin nasil gafiini detayll olarak
inceledik. Burada ise geisellik katsayisi 1 ve -1 olan yuzeyler Uzerinde
Ongordgimiz dinamik sistemi ( iki pargacikli kuantum sistein Uretecgi 6zdeser

ve 0zfonksiyonlari ) inceleyege.

3.1.1ki Boyutlu Kiiresel Yiizey Uzerinde Coziim

Bu boélimde, iki doyutlu hidrojen benzeri atoni yaricapl kire yuzeyi

Uzerine yerlgtireceziz. Bunun icin, cekirdek ile yoriingesindeki elektrarasindaki
radyal uzaklik r =Rtand olmak Uzere kire yuzeyi tizerindg’ operatorinu
yazacglz. Daha sonrdl’ operatorund kullanarak (2.6) dhozdeser denklemini

kiresel ylzey uzerinde inceleyge R vyaricapli kire ylzeyi tizerindel’

operatori

—2 1 o(_. .0 1 9°

0 =———|sin— |[+———, 3.1.1
stinﬁdﬁ( 69) R sif 8 a¢g’ ( )

Seklindedir. ((EK- B)’ de gosterilngtir). (3.1.1)’ i (2.6) denkleminde yerine yazar ve
V(6,9)=0(6)0(q) | (3.1.2)
degisken ayrstirma slemini yaparak

sinze{ 1 9

— _——(sin@ij+2a'cot6+/1 0(8)=m", (3.1.3)
o(8)|singasl” a6

ve
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1 d?

(D((D)qu(ga) =-nv , (3.1.4)

2
denklemlerini elde ederiz ( Burada=%, Ei:a" ve ZHR

n Jk h?

E = A seklin-
dedir). (3.1.4) denkleminin ¢ozimleri
P(p)=Ae™ ; m=0,£1+2,... (3.1.5)

dir. (3.1.3) denklemini ¢ozelim.

1

y(6)=0(8)sin?8 , (3.1.6)

donumu yaparsak

2 ' - j
ddez v(6)+ (A +%j+2a'°°“9‘(-—24 y(6)=0, (3.1.7)

denklemini elde ederiz. Bu diferansiyel denklemmigi=1, p=0,q=-a ' dersek

(EK-A),

(-3
e — =
__ 4 :
r(6,m)= pey + 2 'cotd (3.1.8)
k(Hm)z(m——jcotH— ”'1 , (3.1.9)
(m3)
2
1(m) =(m—1jz __a® (3.1.10)
) “
M2

esitliklerini elde ederiz.
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m> 0 igin; ()l +%)=u(mw+l) ve m<0 igin; ()I +%)=,u(|mmn|+1) esitlikleri

vardir ( Buradam,,, =|m,,|=r ; m=0,£1%2,..£n). Bu bilgiyi kullanir ve

2 . e’ .
h—K = A seklinde tanimlarsak v& = E: Ince yapi sabiti olmak tzere
U

2,2-2 !
E,=-1HZAC A (ne1) (3.1.11)

"2 ( 1j2 2
n+=
2
sekilindeki 6zdger denklemi elde ederiz. Ayrica Basamgkmcileri de

O, (6, m) =+ a4 (m—ljcot6?+L , (3.1.12)
~de 2 ( 1)
m—i
2
seklindedir.m> n iken 6zdgerler olmadgindan

O, (6,n+1) y(6)=0, (3.1.13)

esitli gi vardir. Buradan

yn (0) (S|n0)( l) _gg : a’ :é’ (3114)
)
2
ve
_Bg
©n(6)=N,sin"6e 2, (3.1.15)

olarak buluruz.m=n de buldgumuz bu ¢6ziimi ve Ladder operatorleri kullanarak

O (8) genel gozumlerini bulalim.

NH—\

Yo (6) =[u(n+)-p(m]2 (6, m §(6) ., (26)
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_(om- 1 2
=2 1){(n+m)(n— mkl)[(Zm—])z+,82ﬂ

y;nl(e):(zm—l){ 1|:(2m—])2+,3ﬂ} O_(6,m y (), (3.1.17)

(n+m)(n- m+1)

m=n icin

1)
(”+ N
i_(”‘%jcott% 2 'B}sin 2962

dg (n_lj 2
2
1

2
} s 9659{ sir ei} sif 6%
] deo

1

i (o 1
Yo (6)=(2n ]){(Zn)(l)[(m—il)%ﬂz]}

1

y;1(3):(_1)Nn{(2n)(1)[(2n_])2+ﬂ2

m=n-1i¢in

2 n+l
(0 :(zn—s){ EETIC 32+,32]} b(njjcotw%_%i} 0

ol 1 2 1 2
0(6)=( )N“{(zn)(g[(m—j)%ﬁﬂ} {( - 3( 2- fﬂﬂ}
x2n(2n—])(Sir9)_(néj e/;g{siﬁé’d%}{( I B sifi’ee’p siti'o éﬁe}
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-2 =(=1)? 1 E : |
o N"{(zn)(n)[(m—:)%ﬁﬂ} {< Y32 ¥ *ﬁﬂ}

_(n+;] By dT
x2n(2n-1)(sing) "2) & [siﬁeﬁ} siAige”

n—m kere tekrarlarsak

—(_a\nm 1 5 1 E
#(6)=() Nn{(Zn)(J)[(m—])2+ﬁ2}} "{(n—n)( e 3] ( 2m f”ﬂ}

B

xan(20-3) . me 3( sig) "2 ég{ siﬁeé} st e

o (2n)r o nd) Bol o d T e
A (8)—Cn,m(n+m)!(sm9)( ZJeZ[SWFHE} sif™ge” | (3.1.26)
ve
E n—-m
or(8)=c,., (2n)! (sing) ™ ezg{sinzﬁi} sif™ge” | (3.1.27)
™ (n+m)! (0%

¢Ozumlerini elde ederiz. Geneaitedigimiz bu ¢dzimlerdem’nin tum deserleri
(m=-n-n+1,...,0,...,n— 1y) i¢cin 2n+1 tane farkl dalga fonksiyonu vardir. Yani,

2n+1 dejenerelik vardir.
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3.2.1ki Boyutlu Hiperbolik Yiuizey Uzerinde Coziim

Bu bdlumde, kiresel ylzey ulzerinde incetediz iki boyutlu hidrojen
benzeri atomu hiperbol ylzeyi lGzeringiyarak dinamik yapisindaki @giklikleri
tartisacaiz. Bunun icin bolum 3.1’ de @ yerine i@ ve R yerine iR yazarak

problemi hiperbol yiizeyine ¢aiz.

r, =Rtanhd , (3.2.1)
ve
_ 1 0 : 0 1 0’
1*=————| R’sinh— |+ ——— , 3.2.2
R’ sinh@ 68( 68) R sintf 8 0¢° ( )

olur. Bu dumda (2.6) 6zger denklemini
V(6,9) =0(0)®(9) , (3.2.3)

degisken ayirmaglemi ile

d (. d :

—| sinh@— @ @)+ A - + 2Zr 'cotlg; sinl#o© ( 3.24

d@( dej 2 { sink? @ } ¥ ( )
olarak yazariz (Burada:i 2—’UEE:/] ve 'Uzezi:a' dir)

R*' n® k N

y(8) = O(f)sinh’2 @ | (3.2.5)

dersek (3.2.4) denklemi
21

& o+ (A—lj—Mua'cothe y@)= 0 (3.2.6)
dg’ 4) sinit@ ’ o

denklemine dongiir. a=i, p=0, z=6, g=-a' icin
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)
m -
[(G,m) = ———2

~ 72 +2¢gcothd ,
sink? @

K(6, m) = —( m—%) cothg-—9

olur. m>0 icin
Ay = (M, +1)
ve m<0 igin
Ay = 1Mo +1)
= My, =My = 1
m=0,+1+2,...£n
Bu bilgiler dgrultusunda

2
h—/(=/1',
7,

olarak yazarsak enerji 6zgkrini a ince yapi sabiti olmak tzere

2,22 '
E :—lﬂ—%n(n+1)’

n 2( 1)2
n+-
2

seklinde buluruz. Basamakiémcileri ise

(3.2.7)

(3.2.8)

(3.2.9)

(3.2.12)

(3.2.13)

(32)1

(3.2.14)
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O, (6, m):ii+ m—1 cothH—L, (3.2.15)
: dé 2 ( 1)
m—i
2
seklindedir.m> n iken 6zdgerler olmadgindan,

0,(8,n+1)y (6)=0, (3.2.16)

esitli gini kullanarak

- r1+E _Eg
y (6) = Nsinh( 2)8 e? (3.2.17)
ve
_ﬁg
O"(6)=Nsinh"ge? |, (3.2.18)
olarak buluruz (Buradang dir). Burada buldgumuz c¢6zumler sadece

&

m= n durumuna kau gelen ¢c6zimdur. Cozumleri gengtlesbilmek igin

N

yo ' (8)=[u(n+2)-u(m ]2 (6. m) §(6) . (3.2.19)

esitli gini kullaniriz.

N

=(2m-1)

(n+m)(n-me1)| (237~ 57|
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1

(n+m)(n-me1)| (2 m)Z-ﬂZ]}

:>y;“’1(6?):i(2m—1){ o (6,m) y'(6) . (3.2.20)

Arttk m’ nin tim degerleri icin normalize 6zfonksiyonlari genealieebiliriz.

Bunun ici (3.2.20)’ de (3.2.17)’ yi yerine yazalim.

m=n igin

Nl A 3 1 :
Yo '(6)=i(2n 1){(2n)(1)[(2n—])2—,82}}

1)

n+3 (e Y

><(—1) a_ n—l cothﬁ—( 2)B N sinh[ 2) cod ge 2
dé 2 "

Gl

" (0)=(- L 2i sintgn%] egg
i (1)Nn{(2”)(1)[(2”—3)2—ﬁ2]} s 76

x| ~(2n-1) sinhi® g’ ~ B sinh**? g |

(6)=(- 1 ;i sin "2 ger? sint? 8- | sin™) g
o 1)N“{<2n>(n[<m—nf—ﬂﬂ} e e g e

m=n-1ic¢in
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1(9) =(<12(i)2 1 ’ 1 E n( 2n—
O N“{(zm(n[(m—f—ﬁﬂ} {( —rE W]} )

xsini1(n+5) Begg { sink? 6’%[—( - B sinf'6 codhe” - siffi 6 é‘ﬂ}

1(0) =(<1)2(i)? 1 ’ 1 5 n( 2n—
O N”{(Zn)(])[(m—f—ﬁﬂ} {(m—u a[(w—ﬁﬂ} )

NEARY 2
xsinh( 3 9e23[ sinh? 9%} sinfi>™3 ge*°

Bu islem n—m kere tekrarlanirsa

=(<)"™" L 2... 1 E (n+mr
w9 N“{(m)(n)[(m—f—ﬁ}} {M(M;[(sz_ﬁq}m‘ i

1

EARNY n—m
xsint{ Zjébzg[sinh@%} sinf?™ ge”

smh( 5 [smh2 de} sinf*™ ge# | (3.2.21)

ve

E n-m
om(8)=(-)"A,. GULRAWE Hezg{sinﬁzﬁi} sinf®™ ge? | (3.2.22)
" (n+m)! 07

seklindeki genel ¢ozim elde edilir. Ayrica (3.1.0B) (3.2.14) enerji 0zgerlerine
bakilacak olursax =0 da (2.1.9) enerji 6zgerine dongurler. O haldex =0,

Kk =+1 ve k =-1 icin enerji 6zdgerini

2 2 2
S LA () (3.2.23)

n 2
Sk
2

seklinde genellgtirebiliriz.
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BOLUM 4. MAGNET IK ALAN ICINDE HIDROJEN BENZERiI ATOM

Bu boélimde elektromagnetik alan icindeki yukli @anglari ik boyutlu
diizlem geometriyi g6z 6niine alarak incelegeceElektromagnetik alan s6z konusu
oldugunda ayar secimini kullanmaliyiz. Cinki ayar segahektromagnetik alanin
dogasinda ortaya cikan bir olgudur. Biz de dizleme ik sabit bir B =BK
magnetik alani icinde iki parcacik problemini ydmirojen benzeri atom modelini

tartisacaiz. Bunun icin ilk olarak simetrik ayara gore tatanms

A= B(—yiA+x]) , (4.1)

N

vektor potansiyelini goz O6nune alarak sistemin layutlu 6zdger denklemini

yazalim.

2
H :i{mﬂ/&} +qp , (4.2)
c

m=h=e=1, g=-1ve qo:?z olacaksekilde

~ 1-2 B~ 1 z
H=-=0 +—L +=B?(x*+y?|-=, 4.3
2 2 ° 8 ( y) r (43)

elde ederiz. Ozd®r denklemi polar koordinatlarda yeniden yazarsak

1—-2 B - 1 z
20 + =L +—Br2-2|W(r,¢) =EW(r,¢) , 4.4
( 2 +2c Z+802 ' rj (r (o) (r (0) (4.4)

seklinde gelir. Burada
I:ZqJ(r,go):qu(r,{p); m=0,+1,+2+ 3,...

seklindedir cunkl sira dggstirme baintisina uyar. (4.4) deki laplasyeni polar

koordinatlarda yeniden yazar ve
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w(r.g) =1

—
\—/

(4.5)

ﬁ\

degisken ayrstirma slemini ile diizenleyerek radyal denklemi
ld_2+}(m2__1j_1+ﬂ_5 R( r):(E—B_mj R( r) (4.6)
2dr? 2 4)r> &% r z ' '

olarak elde ederiz. Buradauc:E ve :%wc olarak yazar ve p=.qr
C

seklinde boyutsuz dgsken tanimlayarak

e o T

denklemini elde ederizSimdi (4.18) denklemininp - « ve p - 0 asimptotik

cbzumlerini inceleyelim.

p — o limitinde (4.7) denkleminin ¢6zimu

R(p)~ ", (4.8)
ve
£ — 0 limitinde

R( ,0)~ pi(mﬂ/Z) , (4.9)

seklindedir. p - 0 limitinde R(p)’ nun sonlu olmasim’ nin pozitif olmasiyla

mimkundur. Bu durumda ¢6zim
— [MJ%) _%2 V+S
R(p)=p" “e2) ap"*, (4.10)

olur. Artik R()’ nun kendisini ve tiirevlerini (4.7) denkleminderiye yazarak ara

bdlge ¢cozumlerini inceleyebiliriz.
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E—2m=£ , (4.11)

W

olarak tanimlar ve gerekli diizenlemeleri yaparsak
2z
28 %ps—z_'_ St @s—l_'__ @3—1
map s (92 ) @722
+i{(v+s+1)(2| i+ w s—]) @1+[2( v e )s—g] vﬁl"'% V%pws—l: C
v=l C({
esitli gini elde ederiza, # 0 olmak tzere

2simg=0= s 0, (4.12)

olur. Boylece

(4.13)

ve

1 2z
= - 2 - el 4.14
A (v+1)(2m+ v+:|){ Ja 6“{ (Im+y) ‘9] a’-l} \2 (4.14)
seklindeki katsayilar arasindakiskiyi veren b&intilar elde edilir.

a, ve a,,,’ ler sifir secilirse,

£=2(|j+)
2E

£=—-
Z

2m

E=a (m+|nj+ ), (4.15)

elde edilir.Simdi tekrarlama bgintisindav — v-1 yazarsak,
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@:V(2|§1+V){_ 2 3.+ 2(|n+ v-1)-¢] Q_z} V-

olur.

a, =0 ve £ =2(|m+Vv)

:»%av_lz[z(mw—l)—zu e 3] a

v=2icin
fe L,
z
2z
a, oldugunu gérmigtiik. Bu durumda
(2|n1+1) Ja
ZZ
W, = 1"
m+3
2

olur. Enerji 6zfonksiyon ve enerji 6zgkerleri ise

\”ﬁ* — (

R(p)=p a0’ + a0'); g=1

(4.16)

(4.17)

(4.18)
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exp - z rzjrrﬂ -—2 |,
NEYs (2|m|+1) |m|+;

= WY(r,g) ~ e
ve
27
E—(2|n1+1)(|m|+ m+2) ,
Olur.
v=3icin;

Tekrarlama baintisindav —» v—2 yazalim.

1

> (v=1) (2 v-1
e=2(jnj+\)

1 27

el afies

af(z)(2|m|+2){‘¢a a"‘a“} |

ve

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)
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8 =~ > a
ise
z 4.23
“4 a3 429
olur. Enerji 6zdgeri ve enerji 6zfonksiyonu ise
ZZ
E= 3) ., 4.24
CETE R (429
ve
W(r,g)~ jgr"* exp(—%r Zj[ao vayfar +a2a)L2r2]
8, =1
_ o, @
=& = 7 Ve g, 72
~ eimw Im - 22 2 _0{1 CULC({Z 2
LP(Mﬂ) \/ﬁr exp( 2(4|rﬂ+3)r J{l Zr+—r22 }
em V4 27 27
W(r, @) ~—r"ex ——rz]{l— r+ rz}, (4.25)
Jan 2(4jn}+3 2nf+1 - (4mi+ 3( 4+ 3

olur. Bu metotla enerji dézderleri pozitif cikmaktadir.B=0 yani magnetik alani

kaldirirsak enerji 6zdgerimiz

22 2
2(n+|n1—;j

olur. Cok kiiciikB s6z konusu oldtunda butin enerji 6zderleri negatif olur.

E..(B=0)=-
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SONUC

Bu calsmada analitik olarak ¢6zUmu cok iyi bilinen hidnojeenzeri atom
modeli, kuantum mekaniksel dinamik sistem olaral,dkapali grilige ve acik

egrili ge sahip iki boyutlu ytzeylerde incelendi.

Gunumuz kozmolojisinde, yiksek enerji $iride ve nano malzeme
yapiminda oldukga dnemli bir yere sahip olan ikylttu kuantum temel dinargini
olusturan hidrojen benzeri atom modeli, hem matemadtiktrak hem de fiziksel
olarak orijinal bir yapiya sahiptir. Matematiksdai@k analiz bize karmg&k yapida
olan benzer sistemleri anlamamiza olanaglagacaktir. Bu cajmada 0Ozellikle,
farkli yontemler kullanilarak c¢ozumlerin yegane «@d bir daha gosterilngiir.
Oncelikle diiz uzayda iki boyutlu hidrojen benzetoraun dinamii g6z Oniine
alinmstir. Hamilton glemcisinin Uretigi 6zdeser denklemi, polar koordinatlar
kullanilarak carpanlarina ayirma tefnie analitik olarak c6zulmgiir. Sonra sadece
polar koordinatlarda gd, tipki t¢ boyutlu hidrojen benzeri atom da aidugibi
parabolik koordinatlar kullanilarak ta Hamiltoglemcisinden elde edilen O0zgkr
denklemi dgiskenlerine ayirma yontemi ile ¢dzumlere olanaglaaistir. Her iki
koordinat sisteminde 6zger denklemimizi ¢c6zdilimizde ayni enerji 6zgderlerini
elde ederiz. Her iki ¢6zum birbirleri ile tutarlrdiFakat diz uzaydaki hidrojen
benzeri atomun enerji 6zfonksiyonlari polar kooaliarda elde egfimiz enerji
0zfonksiyonlarindan farklidir. Polar koordinatlardenerji 6zdgerlerini veren
0zfonksiyonumuz associated Laguerre polinomlari ifede edilirken parabolik
koordinatlarda elde egimiz enerji 6zfonksiyonumuz Hermite polinomlarindan
olusmaktadir. Grup temsilleri vglemcileri carpanlarina ayirma yontemi kullanilarak
her iki ¢ozimun 6zfonksiyonlarinin 6zdeldugunu gosterebilirizDuru 1. H. ,1982.
Yine diz ylzeyde kuantum dinagmizin Hamilton glemcisini carpanlarina
aylrarak elde ettimiz 6zdeger denkleminin ¢éztmleri yukarda bahg@itiiz iki ayr
koordinat sistemi ile elde ejtmiz c¢ozumlerle buylk bir uyum icerisindedir.
Duzlemdeki iki boyutlu hidrojen benzeri atom kuantusistemimiz parcaciklar
arasinda bir bgilik icerdigi icin enerjimiz her zaman negatiftir. Fakat ikiyoblu

hidrojen benzeri atomumuzun bulurgdudizleme dik dgrultuda sabit bir magnetik



50

alan B = Bk, B =sabit) ile birlikte gbz 6niine algimizda enerji 6zdegerleri pozitif
olarak bulunmstur. Buldigumuz ¢6zimlerdeB =0 ve B yeterince kiicuk oldiu
durumlarda enerji 6zgerimiz negatiftir Taut M. , 1995 Alan etkilesimi ile ilgili
matematiksel olarak getirdigimiz yontemler fiziksel yapinin detaylari ile ilgil
yeteri kadar bilgi vermemektedir. Gelecekte bu feobicin daha fazla bilgi iceren
bir analitik cozume ihtiyag vardir.

Aralarinda merkezcil etkiye sahip olan sistemiretiifi negatif enerji
kuantum sisteminin geometrisingrisellik kattigimizda nasil désimler gostereca
kicukler dinyasinda Uretegmiz teknolojide énemli bir yer okturur. 3. bélimde
hidrojen benzeri atomu diz olmayan iki boyutlu Kape acik @risellige sahip
yuzey Uzerinde kuantum mekaniksel olarak inceleBégiml bir sistem olgturan
iki cisimli hidrojen benzeri atom modelimizin endigdeseri

2,22 2
=_lpzac +h—/(n(n+1)

n 2
3]
2

olarak elde edilmtir. Bu sonuctan angdacazl gibi ilk terim esriselligin olmadgi

yani duz yuzeydeki enerji 0zgerini vermektedir. Erisellik katsayisi+1 oldugu
zaman enerji 0zgerimize pozitif bir terim gelmektedir. dgasellik katsayisi —1
oldugunda ise geometrinin getigditerim negatif olmaktadiriki boyutlu hidrojen

benzeri atomunun ¢ durumda da taban durum enayjsdir.

Matematiksel olarak énemli bir yapiya sahip olanjgction yontemini alt
bashk 2.3 te detayli olarak inceledik. Ozgr denklemimizi momentum uzayina
tastyarak 6zdgerin diferansiyel denklemini integral denkleminendgitirmis olduk.
Sonra bu denklemin 6zger ve O6zfonksiyonlarinistereographic projectionile
hesapladik. Daha sonragdr buld@gumuz sonucglarla biyuk bir uyum icinde

oldugunu gorduk.
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EK-A. FAKTOR iZASYON YONTEM i

i (@)+{ae (2} y(3=0, (EKA)

(EK.A.1) denklemini operator biciminde yazabiliriz.

EzmY(2=-4 (2. (Ek.A.2)
Burada

£(z, m):i§+ (zn, (Ek.A.3)
dir.Simdi

£zm=Q(zm o z 1, (Ek.B.4)

olacaksekilde
d
0O, (z nj:w_td—z— Kz, (Ek.A.5)
gibi iki operator tanimlayalim. ger,

O.(zm 0z g( =[A-u( W ¥ ) (EKAS)

ya da

0 (zm1) Q(zm) §( y=[2-u( mI] ¥ ), (EKAT)

denklemlerinden biri (Ek.A.1) denkleminin yerine cgese, (Ek.A.1) denklemini

foktorize ettgimizi soyleyebiliriz.
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Denklem (Ek.A.6) ve denklem (Ek.A.7)" deD,(zm ve O.(zm

tanimlamalarini yerine yazarak{z m) ve ¢(m)’ i ayni anda sglayan iki denklem

elde edriz.

(diz—k(z, @)[-%Z— K z @1) O E[A-u( W X )

(d—z—k(z, nﬁj{_dy;zj(Z)_ Kzm §( )z]:[A_,J( M)

z

d2

@S] 90 K224k Y)
(EK.A.1)’ den,

d2

@)=z} ¥(3

oldugunu biliyoruz.

0 -Sk(zm+ R(z = ¢z pra( ¥, E8)
Benzersekilde

~k(zme)+ R(zmY=-f zm)-pu( m), (EKA.9)
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Ladder Operatdrler ve Faktorizasyon Teorisi

Simdi faktorizasyon yonteminin temel glincesini bg ana teoremle

Ozetleyecgiz. Ilk

Teorem, verilenyjl’(z)' nin farkh m’ ler ile nasil ¢6ztumler Uregini soyler.

Teorem | : Eger y;‘l‘(z) denklem (Ek.A.2)’ ninA ve m Ozdeerlerine kagi gelen

bir ¢b6zimu ise,

O, (zmt1) ¥(3= §*( k. (Ek.A.10)
ve

o.(zm §(3= F*( ¥, (EKALL)
ayni A’ lar fakat farkli m’ lere kagl gelen ¢cb6zimleri gosterir.

Teorm Il : Eger y,(2) ve y,(2)

V(D %3, = v(3 (K, (Ek.A.12)

sinir kaulunu sglayan iki ¢ozum ise

zdzsf( JLo(zm A )Z]=z dzf ) 6. 9ni(y)]z. (EK.A.13)

O, ve O_ Hermitseldir deriz, kiy,(2) ve y,(z)’ ye gére O_ =0, dir.Not etmek

gerekir ki, faktorizasyon yontemi icin gereken (&K.2) sinir kgulu,u¢ noktalarda

¢bzumlerin kayip oldgu durum gibi periyodik sinir kaoillari icerir.

Teorem Il : Eger

Ja (3] . (Ek.A.14)

a
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varsa vey(m) m’ nin artan bir fonksiyonu is¢m> 0)

b

o a(zma) g( ¥ . (EK.A.15)

a

vardir. Eger ¢(m) m’ lerin azalan bir fonksiyonu is§m>0)

b

o o(zm1) g( Y . (EK.A.16)

a

vardir. O, (z m+1) ¥'( 3 ve O (zm-1) Y'( 3, y;(2) ile ayni sinir keulunu

sgilar.

Teorem IV : Eger m>0 ve p(m) artan bir fonksiyon isel, A =u(l +1) olarak
verilir ve migin m,,, = maksimum dgeri vardir. ger m>0 ve /,J(m) azalan bir

fonksiyon iseA :,u(l') ve m icin m_, =1 minimum dgeri vardir.

Teorem V : Teorem Il gecerli iken,sadece kare integrallengiil degil ayni
zamanda Ozfonksiyonlarin normallenebifinii de garantilemek igin Ladder

operatorleri dUzenIeyebiIiriz,u(m) m’ nin artan bir fonksiyonu iken, normallengni

Ladder operatérleri yeniden tanimlayabiliriz.

£t(z,l,m)=[,u(l+1)—,u(m)]_% Q(zm, (Ek.A.17)

#(m) azalan bir fonksiyon ise,

£, (zm)=[u()-u(m]? Q2 ). (EKaa)

Faktorizasyon Yontemi ile Cozimler

Simdi bir denklemin 6zdger ve 6zfonksiyonlarini, onu bir kez faktorize

ederek elde edebiliriz, ki verilen bir(z,m)’ ye kasi gelen k(z m ve u(m)
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fonksiyonlarini daha 6nceden biliyorun> 0 igin, ,u(m)’nin artan ya da azalan bir

fonksiyon olup olmamasina glaiki durum vardir.

Durum | (m>0 ve x(m) artan bir fonksiyondur.)

Bu durumda, Teorem IV getem igin bir maksimum vardir.

m=0,1,2,....] , (Ek.A.20)
ve A Ozdeerleri

A=A =pu(1+1) (Ek.A.21)
gibi verilir.

m> | iken 6zdgerler olmadgindan,

O,(z1+1)y (=0, (Ek.A.22)

yazabiliriz. Boylece
d
{d—z—k(z,l+1)}){(z)=0, (Ek.A.23)

denklemini elde ederiz.

Y, (2)= ¥ ( 9 yazdgimizi belirtelim.

dy (2 ¢

=|k(zl+1)dz, (EK.A.24)
y|I(Z) '[ ( )
denklem (E.A.24)’ Un integralini alalim.

Iny (2) :JZ' k(z +1) dz, (Ek.A.25)

ya da
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¥ (2)= Cexp{j Kzk] d% , (EK.A.26)
C normalizasyon kgulundan elde edegemiz bir sabit.

Jaf ¥(3] =1, (EK.A.27)

a

Verilen bir | icin, y™'(z) daha énce bulundun=-1,-1+1,....- 2~ 1,(ile

diger tim normalize olmudzfonksiyonlar
A
W () =[u(1+)-p(m]za(zm §( )
=£_ (z,I,m) y"( 3, (Ek.A.28)
gibi £_ (z,I,m) operatdrinun tekrar eden uygulamasi tarafindgnedilir.

Durum Il (m> o ve (m) azalan bir fonksiyon)

Bu durumda, Teorem IV getem’ nin minimum deeri vardir.

m=1L1+11+2,.., (Ek.A.29)

Bu durum igin

O (zm y(3=0
{_diz_k(z’ |)} J(9=0, (EK.A.30)

yazabiliriz. Boylece
y(2) = CeXp{-j K z) d% , (Ek.A.31)

olur. C yine normalizasyon koilundan elde edilir.
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b
2
[ao ¥ (3T =1.
simdi m=1,1+1]+2,..... icin diger tum normalize 6zfonksiyonlar

v (2) =[ () - ()] 7 Q (2 ) 9(

=£.(zL.my'(3

formaliinu tekrar uygulayaraky (z) den elde edilir.m<0 i¢in durumlar benzer

sekilde ele alinir.

Faktorizasyon Yontemi ve Kategorileri

Ik kisimda gordgiimiz gibi faktorizasyonu tanimlamak igin

dizk(z med)+ R(zmd)=- ( zhu( mi), (E.A.32)

_dizk(z,@+ R(zth=-( z dru( ¥, (E.A.33)

Denklemini sglayan k(z,n) ve fonksiyonlarini belirlemeye ihtiyacimiz var.

Denklem (Ek.A.33)’ den (EK.A.32)’yi ¢cikartirsak

K2 (2, m) + K zm1)+diz K ”‘*%z k.zmi)=p( Jmu( ), (EkA.34)

elde edilir. Buk(z m ve x(m)’ nin saslamasi gereken denklemdir. Bu yeterli
kosuldur gunki, k(z m) ve u(m) (Ek.A.32) ya da (Ek.A.33) te bir tek(z, m)
verir, bu denklemi sgar. Simdi (Ek.A.34) denklemini sayan k(z m) ve x(m)’

nin tum olasi formlarini katekorize edgte
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k(z m igin Olasi Formlar :

1) m’ nin pozitif kuvvetleri :

ilk olarak

k(zm=k( 3+ mK ), (Ek.A.35)

seklinde verilenm’ ye bagli k(z m)’yi goz oniine alalim.

/,l(m)' yi bulmak icin gagidaki sekilde m’ nin pespese gelen dgerleri icin

(Ek.A.35) denklemini yazalimk(z m)’ nin z’ ye baglili gini g6z 6niine almiyoruz.)
K2 (m) =k (m-1)+ k( m+ K m2)=p( mY-p( h
@ (m-1)- (24 k(e K m3=p( mA-u( m)

E(m=2)= e (m-39+ K(m 2+ K m3=u( mI-u( m3

K*(D)-K*(2)+K(D+ K(=p(2-u(3 , (Ek.A.36)
bu denklemlerin toplami bize

< (m) - 1€ (0) + 2mk + g{i i $ = (0 -u( ¥, (EKA37)

m=1 m==0

denklemini verir.
kK(zm=k(3+ mK )

esitli gini kullanmistik. Ayrica

> m+ Z m = + =n, (EK.A.37)

esitli gini kullanarak ve denklem (Ek.A.35)’ den
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k2(m)-KR(0)=[k+ m - §, (EK.A.38)
yazabiliriz. Son olarak

p(m)=u(0)=-nt[ ¥+ lﬂ—zn( k k+ |§) , (Ek.A.39)
elde ederiz.

#(m) sadecem’ nin bir fonksiyonu oldgundan bu sadecem’ nin

katsayilari sabitken gkanabilir.

k?+k =sbt=-¢&, (EK.A.40)
ve

ko + k= sbt=-&c a0 ise, (EK.A.41)

Kok + k= sbt= b, &0 ise, (EK.A.42)

Bu u(m)’ yi asagidaki gibi belirler ;

a#0 icin, g#(m)=p(0)+ az(rrf+2m<) , (EK.A.43)
ve

a=0 igin, #(m) = x(0)-2mk, (Ek.A.44)

Bu denklemlerde genetii bozmaksizin x(0)=0 alabiliriz. Bu sonuglari

kullanaraksimdi asagidaki kategorileri elde edege.

A) az0icin;

(zm=d o oot § 2 P

sna(z+ p) (Ekas)

u(0)=a’c® = p(m=a(ct n)2 , (Ek.A.46)
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ve

r(z,m)=

—a*(c+m)(cr mr1)- d-2 atﬁ & m;jcos@i )k

sin’a(z+ p)

B)a#0 ve k, =0 ise;

k(zm=-a( m §+ d¥,

C) a=0ise;

b_c m
K(em=32%

,J(o):g - ,u(m):g—Zmb,
r(z,m):—((H-m)(S+ mFl)—bzzz+b(m—(),
z 4
D) k. =0 ise;
k(z m= bz c,

Bu durumdaO, operatorlerim’den ba&imsizdir.
p#(m)=p(0)-2mb; 4(0)=0 = p(m)=-2mb,

r(z,m)=-(bz+ 0)2+ {1+2

(Ek.A.48)

(Ek.A.49)

(BK50)

(EK.A.51)

(EK.A.52)

(Ek.A.53)

(EK.A.54)

(EK.A.56)

(EK.A.57)

(EK.A.58)
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m’ nin negatif kuvvetleri
(zm =2 (e mg )

()= (me)+ Ky K mY)=p( mY-p(
(m-2) =K (m-2)+ K )+ K mI=u( mA-u( m)

@(m=2)- K (m-3+ K m 2+ K mG=p( mI-u( m)

K*(2) -k () + k(2 + K(J=p(9-4(3

et tarafa toplarsak ve
(2 m =20 (e m )

el i kullanarak

(m)- k() K(r+ KD+ 2 | Y- K mA+ o §F=p(du( )

() =524+ mi

kK(1)=K,+k+k

k'(m—1)=nf—'-_11+k;+(rrr1) i

k'(m-2)=

Stkr(m2) k

m-
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k'(2):k7;1+k(')+2k1'

+(m-2) K+ kY m

3k

k"roplarq = k—lz

m=2

benzerekilde

m-1 1 m-1

k"roplarq = k—lz_m-l-(m_l) I{J+ KZ m

DT LS

m= m=2 m=1 e 2
o & (m-Ym (ml) m _
n;lm +n;2m— > 5 1= nm-1

k_, = g# 0 olacaksekilde bir sabit ise, =0’ dir.

O Kropam = (2M=2) K +( nf-1) k

Toplam —

= K (m)- (@) +(2m-2) g+ 1) ke (D p(

burada

kz(m)—kz(l){k—r;ﬁhs+ mlfT—[ K+ b

=gk - 2 2 ko2 mik2 k k2 k K2
:k_—zg+m2kf+£ kk+2mk k- K- k-2 k k-2 k
m m

K% | 210, 2 — B— B— - ' 2 '
S emk+ S Kk r2mh ke ke k-2 kb2 kie(2 m3) g ( m ]



64

= u(1) = p(m)

:k__21+£ 1ko+mz(k12+ K) n(2|6l1<+2[§)—[ k+2 Kk ga—( e ')<+(2 K#Z'H

m’

= 1(1) = p(m)
dikkat edilirse
k2 +2K b+ (K + k) +(2k k+ 2 k)

terimi £(1)" e kassi gelir. Yani

u(1) = —[k_21+2k_1k0+(kf+ |{)+(2I§)K+ ZKJ)]

a2k mi(§+ )+ ofe kle2 )

pu(m)=-2

k,=q
ko =
ki

N
+

0
k=
Bu durumdaa # 0 ve a=0’ da iki kategori daha kammiza cikar,

E) a#0 ise;

k,=acota( z+ p, k, =0, k,=q

p(m)=ant-1 (EK.A.59)

k(z m = ancot § # ))+% , (Ek.A.60)
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r(z, m):——d—Zaqcota( z P, Ek(A.61)

p(m) = _% , (BK62)

k(z m :%N_;‘ , (EK.A.63)
2q m(m+1)

r(z,m)= T (Ek.A.64)
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Ek- B. Kiire Yiizeyi Uzerinde Metrik ve Laplasyan

Sekil Ek.B.1

Sekil EK.B.1’ den gorulegg gibi
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T =Rsing ve T +dF =Rsin(8+ db)
esitlikleri vardir. Buradan

dr = R{sin(#+ dd) - sin6}
= R{sinf cosdd + co# simP- sid}
=R{-sin(1~ cosif) + cod simb}

=R 1siner +cos9(d6’)} . de=2"
2 R

{
== 2] coe( 3
{ ;sme(izj ()

= dr dr
R
2
{—%in&(i{rj +cos9(d }
lim dr =cosé
dr g dr
= ar
R
= dr =cos@dr

her iki tarafin integralini alirsak

T =r cos@
Rsin@=r cos9

= r =Rtand ,

olarak bulunur.

(EKIB



ds

fsin Gdyg

~" Rzin8d§

¢ dg
Rzin & |

Sekil EK.B.2
Sekil EK.B.1’ de gorileca gibi
ds’ = R #*+ Rsin’8 @?,
seklindedir.

ds’ = g, d¥ dy ,
ds’ = g, dB*+ g, @ @+ g b 4+ g ¢

999:R2 , G, =0
9,, = Rsin’8 , g, =0

0" =(g,) =-—— Adj(g,)

detg,,

detg,, =g=R'sirfé

(Ek.B.2)

(EK.B.3)

(Ek.B.4)
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L= ’sin’d 0
¥ T Rsine 0 R?
% 0
9" =9, = 1
R’sin’ g
0 = %_ j
—2 1 d 10 1 0
= Rsing—— |+———
R2sin?6 08 R o06) Rsin"fdp
B-_1 i(sinﬁij+—l Ll
R*sing 04 00) Rsitdog”’

—(Rz sin@

(EK.B.5)

10
R sinfd dg

(EK.B.6)

|
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