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OZET

Ikili kuadratik formlarin yapilarini incelemeyi amaglayan bu calismada izlenen
plan asagidaki bi¢gimdedir;
I. Boliimde konuyla ilgili 6nbilgiler verilmistir.
II. Boliimde ikili kuadratik formlarin tipleri ve kare ¢arpansiz bir tamsayi olan
"d " nin sif sayist incelenmistir.
III. Boliimde kuadratik formlarin otomorflari lizerine ¢alisilmustir.
IV. Bolimde pozitif belirli bir form ile temsil edilen bir tamsaymin bdlenleri ve

ikili kuadratik formlar i¢in Mass formiili verilmistir.

V. Boliimde @(JE ) cisminin sinif sayist ile ikili kuadratik formlar arasindaki

iliski incelenmistir.



ABSTRACT

The plan followed in this study, which aims to determine the structures of binary
quadratic forms, may be outlined as below.
In Chapter I, pertinent backgrounds which are related to issue are given.
In Chapter Il, the types of binary quadratic forms and the class number of "d "
which is an integer of square free are determined.
In Chapter I11, the automorphs of binary quadratic forms are given.
In Chapter 1V, the divisions of an integer which are represented with a positive

definite form and Mass formula for binary quadratic forms are given.

In Chapter V, the relation between class number of the field Q(\/E) and binary

quadratic forms are studied.



ONSOZ
Tez ¢alismam siiresince yardimlarini esirgemeyen degerli hocalarim Yrd. Dog.

Dr. Fitnat KARAALI TELCI ile Prof. Dr. Hiilya ISCAN’ a ve maddi, manevi destegiyle

yanimda olan aileme tesekkiirlerimi sunarim.

Bur¢ BAYRAK



ICINDEKILER

O ZE T . e 1
A B S T R A C T .o e e e e il
ON SO Z . oo iii
GIRIS oo |

I. BOLUM / TEMEL KAVRAMLAR ve GENEL BiLGILER

1.1, Temel Kavramlar. .. ...ooooooiiiiiiii e, 3

1.2, Genel Bilgiler. ... ..., 6

II. BOLUM / KUADRATIK FORMLARIN TiPLERIi

2.1, Pozitif Belirli FOrmlar. ........oooiiii e e 20
2.2, BelrSiZ FOrMIAT. . ..ot e e e e e, 27

111. BOLUM / FORMLARIN OTOMORFLARI

3.1 Genel Bilgiler. ... .o 42
3.2. Pozitif Belirli Formlarin Otomorflari.........oooeeeeeinieeee e, 52
3.3. Belirsiz Formlarin OtomoOr lari.........oueeeeennn e 54

IV. BOLUM / POZITIiF BELIRLi FORM iLE TEMSIL EDILEN BIiR
SAYININ BOLENLERI ve KUADRATIK FORMLAR iCiN MASS FORMULU

4.1. Pozitif Belirli Form Ile Temsil Edilen Bir Sayinin Bélenleri......................... 56
4.2. Kuadratik Formlar Igin Mass FOrmillii..............oouviniiniiniiieieieieeee, 65

V. BOLUM / KUADRATIK CISIMLER ve KUADRATIK FORMLAR

ARASINDAKI ILISKI
Kuadratik Cisimler ve Kuadratik Formlar Arasindaki Tliski ..............ccooeeviiinin.. 76
KAYNAKLAR . ..t e e e 83

OZGECMIS ..., 84



GIRIS

Bu tez calismasinda a,b,c ler Z,Q ya da R den secilmek iizere ikinci
dereceden, iki degiskenli f(X,y)=ax’+bxy+cy® ikili kuadratik formlarnin genel

yapilarmin  incelenmesi amaglanmustir.  Ikili  kuadratik formlarm  6zellikleri
katsayilarinin tamsayi, rasyonel say1 ve reel say1 olmasina baglhdir.

Ikili kuadratik formlar ilk olarak Fermat tarafindan iki kare toplami olarak
yazilabilen tamsayilar igin calisilmistir. Ikili kuadratik formlar ile Pell denklemleri
arsindaki baglanti kurulduktan sonra bu formlar Pell denklemi olarak ele alinmistir.
Lagrange’ m 1773 yilindaki ¢alismalariyla gelismeye baslayan kuadratik formlar teorisi
ilk olarak Legendre sayesinde belirli bir diizen icerisinde incelenmistir. Lagrange’ n
gelistirip Legendre’ 1n sistematik bir bigimde inceledigi kuadratik formlar teorisi Gauss
tarafindan daha da gelistirilmistir. Gauss’ un "Disquisitiones Arithmeticae" adl
kitabinda formlarda denklik, indirgeme ve bileske problemleri lizerine g¢aligilmistir.
Gauss’ un bu c¢aligmalari ikiden ¢ok degiskeni olan kuadratik formlarin aritmetik teorisi
ile cebirsel sayilar teorisini giiglii bir sekilde etkilemis, cebirsel sayilar teorisinde 6nemli
bir rol oynayan kuadratik cisimler yerine daha genel olan say1 cisimleri ile ¢aligilmistir.

Say1 cisimlerinin yapilarinin belirlenmesinde, ideal siiflar1 grubunun mertebesi
olarak tanimlanan sinif sayisinin hesaplanmasi 6nemlidir. Ancak ideal siiflar1 grubu
yardimi ile siif sayist hesabr kolay olmadigindan bir ¢cok yontem gelistirilmistir. Bu
yontemlerden biri de kuadratik Diophant denklemleri ¢oziimlerinin elde edilmesidir.

d kare carpansiz bir tamsay1 olmak iizere her kuadratik form, indirgenmis bir

forma denk olup d diskriminantli indirgenmis formlarin sayis1 sonlu oldugundan

indirgenmis formlarin denklik siniflarinin sayisi da sonludur. Bununla birlikte Q(\/a )

nin kesirsel idealleri ile d diskriminantli kuadratik formlar arasinda bire bir esleme var

oldugundan indirgenmis formlarin denklik siniflar1 sayis1 da Q(\/E ) cisminin smif

sayisidir.
Ikili kuadratik formlar1 ve genel yapilarim incelemeyi amaglayan bu tez
calismasinin I. Bolimiinde; temel kavramlar, ikili kuadratik formlar ile ilgili genel

bilgiler ve sinif sayis1 tanim1 verilmistir.



Calismanin II. Boliimiinde; pozitif belirli ve belirsiz tipteki formlarin 6zellikleri
incelenerek bu tipteki formlar yardimi ile cismin smif saisinin hesaplama yontemi
verilmistir.

II1. Boliimiinde; ikili kuadratik formlarin otomorflarinin genel 6zellikleri ve
pozitif belirli formlar ile belirsiz tipteki formlarin otomorflarina yer verilmistir.

IV. Boélimiinde; asagidaki makalelerden yararlanarak pozitif belirli form ile
temsil edilen bir tamsayinin bélenleri ve ikili kuadratik formlar i¢in Mass formiilii
incelenmistir.

William C. JAGY’ nin 2008 yilinda yayinlanan makalesinde d <—11 ve p asali
6zdeslik formu ile temsil ediliyor iken np nin pirimitif formla 6z temsili var isen ninde
ayni pirimitif formla 6z temsilinin var oldugunu gostermistir.

John Paul COOK’ un 2010 yilinda yayinlanan makalesinde d diskriminantli

pozitif belirli f formuyla 6z temsili olan neZ, nin aynt diskriminantli tim 06z

temsillerinin sayisini tespit etmistir. Ayrica temsil ile 6z temsil arasindaki iliskiden

yaralanarak neZ, nin tim temsillerinin sayisini bir formiille ifade etmistir.
V. Bolimde; konuyla ilgili tanimlar verildikten sonra d kare garpansiz bir

tamsayr olmak tlizere Q(\/a ) kuadratik sayr cisminin kesirsel idealleriyle d

diskriminantli formlar arasindaki iliskiye yer verilmistir.



1. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR VE GENEL BIiLGILER

1.1 Temel Kavramlar

Tanmm 1.1.1 : F bir cisim ve ScF olsun. S, F deki islemlerle bir cisim ise S

cismine F cisminin bir “alt cismi” denir.

Tammm 1.1.2 : F cismi bir K cisminin alt cismi ise K ya F cisminin bir

K
“genislemesi” denir ve P%: veya | ile gosterilir. Ayrica % bir cisim genislemesi
F

ise K, F {izerinde bir vektor uzay1 olarak diistiniilebilir.

Tamm 1.1.3 : P%: bir cisim genislemesi ise Boy-K ya K cisminin F {iizerindeki

“genisleme derecesi” denir ve [K:F] ile gosterilir. Eger [K:F]<o ise %

enislemesine “sonlu genisleme” denir.
genis genis

Tanm 1.1.4 : l%: bir cisim genislemesi olsun. a€ K igin f(a)=0 olacak sekilde
sifirdan farkli bir f (X) eF [X] polinomu varsa a ya F cismi iizerinde bir “cebirsel

elemandir” denir ve @ ce% ile gosterilir.

Tanmm 1.1.5 : Bir kompleks say1 Q {iizerinde cebirsel ise “cebirsel say1” olarak

adlandirilir.

Tanmim 1.1.6 : « bir cebirsel say1 olsun. Eger «, Z fzerinde cebirsel ise o ya

“cebirsel tamsay1” denir.

Tamm 1.1.7 : F iizerinde cebirsel olan bir & € K y1 kok kabul eden F [X] deki asal ve

monik polinoma a nin sagladigr “minimal polinom” denir. a nin sagladigr minimal
gladig p gladig



polinom f(x)eF[x] ise minimal polinomun derecesi Irr(a,F)=deg(f) ile

gosterilir.

Teorem 1.1.8 : d kare ¢arpansiz bir tamsay1 ve k :@(JH ) nin cebirsel tamsayilar
kiimesi O, olsun.
Jd; egerd =2,3(mod4) ise,

Wd =
M; eger d =1(mod4) ise,

olmak tlizere O, nin her eleman1 x,y € Z i¢in x+ yw, seklinde yazilabilir.

Sonu¢ 1.1.9: O, = {X +yWy|X,y € Z} cebirsel tamsayilar kiimesi

@: O,x0, >0,
(a,+bw,,a, +bw, ) (a, +a,)+ (b, +b,)w,

ve
O: 0, x0; > O,

(a1 +bw,,a, +b,w, ) > a,a, + b b,w,

islemleriyle Q(\/d_ ) nin bir alt halkasi olup bir tamlik bolgesi olusturur.

Tamm 1.1.10 : Q(\/a ) cisminin cebirsel tamsayilar kiimesi O, Yye Q(\/H ) nin

“tamhk halkas1” ve {1, w;} ye de Oy tamlik halkasmm “tamlik taban1” denir.

Tanmm 1.1.11 : K bir cisim ve K< C olsun. [K:Q]<e ise K ya bir “say1 cismi”

denir. Ozel olarak [K :Q] =2 ise K cismi “kuadratik sayi cismi” olarak adlandirilir.

Teorem 1.1.12 : K bir say1 cismi olsun. K =Q(«a) olacak sekilde uygun bir & € K

vardir.



Teorem 1.1.13 : K bir say1 cismi olsun. o: K — C ye bire bir homomorfizmasi vardir.

Teorem 1.1.14 : K=Q(a) bir sayr cismi ve [K:Q]=n olsun. Bu durumda
i=12,..,n icin n tane farkl o;:K — C gdmme homomorfizmas: vardir ve ¢; ler «
nin eslenikleri olmak {izere o;(a)=¢; elemam K mn Q iizerindeki minimal

polinomunun kokiidiir.

Tamm 1.1.15 : K =Q(«) bir say: cismi ve [K :Q]: n olsun. i=12,..,n icin o; ler

K nin gomme homomorfizmalari olmak iizere xe K igin X in “normu” ve

“izi(trace)” sirasiyla

N K —C, N(x)=ljai(x)
Tr:K »C, Tr(x)zzn:a,(x)

bigiminde tanimlanir.



1.2 Genel Bilgiler

Genel olarak n degiskenli bir “kuadratik form”, 1<i, j<n i¢in a;ler Z,Q

yada R den segilmek iizere

bi¢iminde ifade edilir. iki degiskenli bir kuadratik forma “binary (ikili) kuadratik

form” denir ve

f(x,y) =ax® +bxy +cy’
bi¢iminde ifade edilir. f(x,y) kuadratik formunun diskriminanti d(f)=b*—-4ac
bi¢giminde tanimlanir. Ayrica diskriminant1 d ( f ) =b?—4ac olan f (X, y) formunun
daha kolay bir gésterimi de f (X, y) = f =(a,b,c) bigimindedir. Eger ebob(a,b,c) =1
ise f formuna “pirimitif form” denir.

Bu tez ¢alismasinda ikili kuadratik formlar yerine form kavrami kullanilacaktir.

Teorem 1.2.1: f(x,y)=ax?+bxy+cy® ,d diskriminantli, tam katsayili ikili kuadratik
form olsun. Eger d =0 ve d tam kare degilse a=0, c=0 dir vef(x,y)=0
denkleminin tamsayilardaki tek ¢6ziimii x=y =0 dir.

Kanait:
Eger a=0 veya c=0 ise ac=0 ve olacagindan d nin
tam kare olmamastyla celisir. .. a=0 ve ¢c=0 dir.

(%, Yo) €Z?, T(X,y)=0 1 herhangi bir tamsay1 ¢oziimii olsun. Eger y, =0 ise
f(x,,0) =ax’ olur.a=0 oldugundan x, =0 elde edilir. Eger x, =0 ise benzer
bicimde f(0,y,)=cy’ ve c=0 oldugundan y, =0 bulunur. Budurumda x,=y,=0
oldugunda f(x,,Y,) =0 bulunur.
X, 20 ve y, =0 olsun. f(x,y)=ax’+bxy+cy’ binary kuadratik formundan

4af (x,y) = 4a’x” + 4abxy + 4acy’

4af (x,y) = (2ax +by)? —b?y? + 4acy’

4af (x, y) = (2ax +by)” — y*(b* —4ac)



4af (x,y) = (2ax +by)? —dy? (1.1)
ifadesi elde edilir. f(x,,y,)=0 oldugundan (1.1) ifadesinden (2ax,+by,)* =dy?
bulunur.y, #0 ve d =0 oldugundan dy? =0 ve garpanlara ayrilmanim tekliginden d

nin tam kare olmasi gerekir. Buda d nin tamkare olmayisiyla gelisir.

- d=0 ve tam kare degilse a=0 , c#0 dir ve f(x,,Y,)=0 denkleminin tam

sayilardaki tek ¢oziimii x=y =0 dur.

Tamm 1.2.2 : Bir f(xy) kuadratik formu hem pozitif hem de negatif degerler
alabiliyorsa f ye “belirsiz(indefinite) form” denir. Eger her X,y € Z i¢in f(x,y)>0
ise f ye “pozitif yar1 belirli (semidefinite) form” , her x,yeZ i¢in f(x,y)<0
ise f ye  negatif yar belirli (semidefinite) form” denir. Pozitif yar1 belirli bir
form igin f (X, y) =0 denkleminin ¢6ziimii sadece x =y =0 ise “pozitif belirli form”
olarak adlandirilir. Benzer sekilde negatif yari1 belirli bir form ig¢in f(X, y)=0

denkleminin ¢ozliimii sadece x =y =0 ise ""negatif belirli form" olarak adlandirilir.

f (X, y) =x*-2y* formu f (l, 0) =1ve f (0,1) =—2 degerlerini aldigindan belirsiz
formdur.

f(x,y)=x>—2xy+y*=(x—y)’ formu her x,y e Z i¢in f(x,y)>0 olup f(1,1)=0
oldugundan pozitif yar1 belirli formdur.

f(x,y) = x*+y® formu pozitif belirli forma érnektir.

Bir kuadratik formun pozitif belirli, negatif belirli, yar1 belirli veya belirsiz form olup

olmadig: diskrininanta bagl olarak belirlenebilir.

Teorem 1.2.3: f(x,y)=ax’+bxy+cy?,d diskriminantli , tam katsayili ikili kuadratik

form olsun. Eger

i) d>0 ise f(xy) belirsiz formdur.

1) d=0ise f(x,y) yan belirli formdur fakat belirli form degildir.



iili ) d<O0 ise a ve ¢ aym isaretli olup bunlarin isaretleri pozitif olmasi halinde
pozitif belirli, negatif olmas1 halinde negatif belirlidir.
Eger f pozitif belirli form ise —f negatif belirli form olup bunun terside

dogrudur. Bu yiizden belirli formlarin 6zelliklerini incelerken sadece pozitif belirli
formlarla ¢calismak yeterlidir.

Kanit :
f(x,y)=ax®+bxy+cy’ kuadratik formunun diskriminantma d diyelim.

i) d>0 olsun. Bu durumda
f(1,0)=a vef(b,—2a) =—ad dir.
a=0 ise f(L,0)=aile f(b,—2a)=—ad ters isaretlidir.
Benzer sekilde
c=0ise f(0,1)=c ile f(—2c,b)=—cd oldugundan yine ters isaretlidir.
Su halde a=c =0 halini incelemek yeterlidir.
a=c=0icind =b*>>0, b=0 dir.
Bu hal i¢in f (1,1)=b ve f(1,-1)=-b olacagindan f nin hem pozitif hem de negatif
degerlerinin olacagi anlasilir.
i) d=0 olsun.
a=0 ise

Aaf (x,y) = (2ax +by)? —dy?
Esitliginden f nin sifirdan farkli degerlerinin a ile ayni isaretli oldugu anlasilir. Ayrica
f(b,—2a)=-ad =0 dir. a=0 kabul ettigimizden f belirli degildir. Eger c=0 ise
d =b? =0 olacagindan b=0 ve f(x,y)=ax® olur ki f nin isareti a nin isareti ile
ayni olur. f(0,1) =0 oldugundan f yari belirli ama belirli degildir.
iii ) d <0 olsun.

4af (x, y) = (2ax + by)* —dy?
esitligindeki 4af (X, y) nin 6nceki teoremden X =Y =0 hari¢ her X,y € Z i¢in pozitif
degerler aldig1 anlasilir.Su halde pozitif belirlidir. Ayrica

d =b*-4ac=4ac=b*-d>-d >0



oldugundan a ile C aymi isaretlidir. Budurumda bu isaret pozitif ise pozitif belirli,

negatif ise negatif belirlidir.

Ornekler:

1) f(x,y)=x*-3y* formu i¢cin f(L0)=1 ve f(0,)=-3 oldugundan ya da
d(f)=d=-12<0 olup teoremin (i) kosulundan f belirsiz bir formdur.

2) f(x,y)=x*-2xy+y® formunda her X,yeZ i¢in f(x,y)>0 olup f(1,1)=0
oldugundan ya da d(f)=d=0 ve a>0 oldugundan teoremin (ii) kosulundan f

pozitif belirlidir.

3) f(x,y)=x*+y® formunda her X,yeZigin olup x=y=0 icin f(x,y)=0
oldugundan ya da d(f)=d=-4<0 ve x* nin katsayis1 1>0 oldugundan teoremin

(iii) kosulundan f pozitif belirlidir.

Teorem 1.2.4 : d bir tam say1 olsun. Diskriminantt d olan bir kuadratik formun

mevcut olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul d =0,1(mod4) olmasidir.
Kamt:

= : Her beZ igin b* =0,1(mod4) oldugundan

d =b>—4ac=0,1(mod4) tir.

< :deZ,d=0(mod4) igin

f(xy)=x* —% y? formunun diskriminant: d( f)= —4.1.% =d dir.

deZved=1(mod4) icin f(x,y)=x"+ xy—(de y? formunun diskriminanti

d( f)=1—4.1.—(dT_1)=d olur.

Tamm 1.25 : a bir tam say, m>1 ve ebob(a,m)=1 olsun. Eger x* =a(modm)

kongriiansinin ¢Oziimii varsa a ya “ m modiiliine gore kuadratik rezidii”, ¢6ziimii

yoksa “ m modiiliine gore non- kuadratik rezidii” denir.
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a
Tanmm 1.2.6 : p>2, asal say1 olsun. [EJ “Legendre sembolii”

1 , x*=a(mod p) ¢Ozimii var ise
(ij =<1 , x*=a(mod p) ¢ozimii yok ise
P 0 , pla ise

seklinde tanimlanir.

Teorem 1.2.7 : p>2, asal say1 olsun. O zaman

o BIEHE)
iii) ebob(a, p)=1ise (a_;le ve [a_?j:(%j

iv) (ljzl ve E_—ljz(—l)pz_1 dir.
p p

Teorem 1.2.8 : (QUADRATIC RECIPROCITY)

p ve q farkli tek asal sayilar olsun

()3

Teorem 1.2.9 : (Cin Kalan Teoremi)
rez, , m,m,,..m ikiser ikiser aralarinda asal pozitif tam sayilar ve b,b,,...,b,
keyfi tam sayilar olsun.
X =b,(modm,)
x=b,(modm,)

X =Db, (modm,)
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kongriians sisteminin bir ortak ¢6ziimii var ve bu ¢dziim modiillo m.m,....m_ de tektir.
Yani a ve b iki ¢6ziim ise

a=b(modm.m,....m,)dir.

Teorem 1.2.10: reZ,, m,m,,...m, ikiser ikiser aralarinda asal pozitif tam sayilar ve

1177720

m=m_.m,....m, olsun.
f(x) =0(mod m)
kongriiansinin ¢oziimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her 1=1,2,,,r i¢in
f (x) =0(modm.)
kongriiansinin bir ¢oziimiiniin olmasidir. Bu taktirde f (X) = O(mod mi) nin ¢ozim

sayist N(m;) ise f(x)=0(modm) kongriiansinin ¢dziim sayis

N (m) = H N(m) dir.

Tamm 1.2.11 : f(x,y) bir kuadratik form ve neZ igin f(x, y,)=n olacak
bigimde bir (x,,y,)eZ® varsa n ye f(x,y) “kuadratik formu ile temsil edilebilir”
denir. Burada ebob(x,,Y,)=1 ise bu temsile “6z temsil(proper)” aksi taktirde “oz

olmayan temsil” ad: verilir. Bununla birlikte ebob(x,, y,)=9 ve f(x,,y,)=n olmak

lizere gz‘n olup n nin f(Xx, y) temsilleri 12 nin bir 6z temsili olarak bulunabilir.
g

Tamm 1.2.12 : f (x, y) kuadratik formunun diskriminant1 olan d , bir tam kare ve n
nin f ile temsili varsa
4af (x,y)=4an=(2ax+ by)2 —dy?
=(2ax+by—\/ay).(2ax+by+\/ay)

elde edilir. Bu bigimdeki yazilisa “dejenere hal” denir.
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Teorem 1213 : n#0 ve d tam sayilan verildiginde n yi temsil eden bir d

diskriminantli kuadratik formun mevcut olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

x* =d(mod4|n|) kongriiansinin bir ¢dziimiiniin olmasidir.

Kanait:

= x*=dmod(mod4|n|) bir ¢dziimii b olsun. Bu durumda
b* = d(mod4n) = 4]n||b? —d

=3ceZ>b*~d=4nc

=d=Db*-4nc dir.
Buda f(x,y)=nx*+bxy+cy? formunun diskriminantidir. Bununla birlikte f (1,0)=n
oldugundan f(x,y), n nin bir 6z temsilidir.
—: Diskriminanti d =b*—4ac olan f(x,y)=ax?+bxy+cy’=n formu n nin bir 6z
temsili olsun.

Bu durumda 3(x,, Y, ) € Z* 5 f (X,,¥,)=n ve ebob(x,,Y,)=1 dir.
ebob(X,, ¥,) =1 oldugundan m,.m, =4|n| , ebob(m, y,)=ebob(m,,y,)=1

olacak bigimde m, ve m, tam sayilar1 bulunabilir.4n in p“ asal kuvvetli ¢arpanlarinin

4Jn

carpimi m, ve m, = olsun. 4af (x, y) = (2ax +by)* —dy” ifadesinden
1

aaf (x,, y,) = (2ax, +by,)*> —dy,> olup 4an=0(modm,) oldugundan

(2ax, +by,)? =dy2(modm,)  elde edilir. ebob(m,,y,)=1
oldugundan  3z,,y,€Z>mz,+Y,y, =1 dir. Buradan y,y,=1(modm) ve
(28, +by,)?Y, =dy2y, =d(Y,¥,) =d(modm,) dir. Bu durumda u®=d(modm,)
kongriiansmin u, = (2ax, +by,)y, bigiminde bir ¢6ziimii vardir. Benzer sekilde a ve
C yi ve ayrica X ve Yy yi aralarinda degistirirsek u®?=d(modm,) kongriiansininda
u, = (2cy, +bx,)x, bi¢iminde bir ¢Oziimiiniin oldugunu goriiriiz. Cin Kalan

Teoreminden w=u,(modm,) ve w=u,(modm,) olacak sekilde bir w tam sayisi
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bulunabilir. Béylece w* =u’ =d(modm,) ve benzer bigimde w’=u’=d(modm,)

elde edilir. mm, =4|n| oldugundan kamt tamamlanur.

Sonug 1.2.14 : d =0veya 1(mod4) olsun. Eger p tek asal say1 ise p yi temsil eden

d diskriminantl ikili kuadratik formun var olmasi igin gerekli ve yeterli kosul (Q] =1
p

olmasidir.

Kamt:
<= | —1|=1 ise d, p modiiliine gore karedir.( x* =d(mod4) kongriiansinin ¢ézimii

vardir.) Hipotezden d, modiil 4 e gore karedir. p tek oldugundan Cin Kalan
Teoreminden d, modiil 4p ye gore karedir. Teorem 1.2.13 den p, diskriminant1 d
olan bir form ile temsil edilir.

=: p yitemsil eden d diskriminantli ikili kuadratik form varsa Teorem1.2.13 den d ,

4p modiiliine gore karedir. Buradan (f—pj =1 dir.

SHEI (g

Kuadratik Formlarin Denkligi

Formlarin denkligi 2x2 lik tam katsayili GL, (Z) veya SL,(Z) deki matrisler
yardimiyla verilir . Simdi bu kiimelere deginelim.
GL,(Z) = {M € Zg‘det M = irl} olup matrislerdeki ¢arpma islemine gore bir gruptur ve
SL,(Z) = {M € Zg‘det M :1} kiimesi de aymi garpma islemine gére  GL,(Z) nin bir

alt grubudur. Bu alt gruba “modiiler grup” denir .
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SL,(Z) nin iiretegleri olup

Teorem 1.2.15: Tam katsayil1, +1 determinantli 2 x 2 lik matrisler grubu SL, (Z)

o 172 o)

ile iiretilmis olup her M e SL,(Z) matrisi k e N ve i, j, € Z olmak iizere

wm

M =S"T hS=T = ST X
olarak yazilabilir.

Kanit:

M eSL,(Z) olsun. M,S ve T nin kuvvetleri ile birim oluncaya kadar soldan

carpilirsa istenilen elde edilmis olur. Simdi S ve T nin kuvvetlerinin nasil belirlendigini

gosterelim.

M eSL,(z) ise M, TM ,T’M ,T°M matrislerinden biri >0 ve gx||
gy a p
kosulunu saglayan dir.
y 0

5#0 ise

{a+y/n p+on

} istenileni elde etmek igin n yi |§|>B+6n=>0 saghyacak bigcimde
Y

secerek

[ 5} matrisi S" ile garpilir. Bu sekilde devam edilecek olursa sonunda sag iist veya
4

sag alt bilesenlerden biri sifir olur.
a 0 ) . ) - .

[ 5} y1 ifade etmemiz gerekirse T matrisi uygulanir. Determinant tanimindan
4

a =0 =21 oldugu goriiliir.

1 0
{ J y1 ifade etmemiz gerekirse T? uygulanir.
/4
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Bundan sonra birim elde edilinceye kadar T3S’T ile garparsak istenen birim elde

edilmis olur.

a b .
M ={ :|ES|_2 (Z)igin

c d
[—c —d}
™ =
la b
,o. |[-a —b}
T°M =
|-c —d
T°M e d }
|-a -b

olup bu matrisler arsinda >0 ve B>|5| kosulunu saglayan {a 'g} matrisi
v

b>0vebx>d ise M ye

b>0veb<d ise T°M ye
b<Ovebx>d ise TM ye

b<0veb<d ise T°M ye esittir.

3 2
M ={ ) J € SL,(Z)matrisini S ve T matrislerine bagl olarak yazalim.

3 2 a b
M = =
-2 -1] |c d
b=2>0 ve d=-1olup b>d oldugundan M , g >|5| kosulunu saglar.

1 3 2 3-2n 2-
S"M = " : = " " elde edilir. Burada f+on=2—n ve
0 1|2 -1 -2 1

s=-1dir. nyi |6|>pB+0n saghyacak sekilde segersek |-1]>2-n>0 den n=2

-1

bulunur. Buradan S*M :{ }: M matrisi elde edilir. M ‘matrisi i¢in b=0 ve

b>d =-1 oldugundan TM  matrisi S >|5| kosulunu saglar. M matrisini soldan T ile

carparsak
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. |0 -1{|-1 O 2 1 .
™ = : = matrisi bulunur. TM matrisinde 6 =0 oldugundan
1 0|-2 -1 |[-1 O

N nin se¢imi & dan bagimsizdir.

. 12-n 1 g |01 .
S"TM = 10 olup n=2 igin S TM = 10 =M dir.M matrisi soldan T

matrisi ile ¢arpilirsa

. (0 =1/{0 1] (1 O
™ = . = =1,,, bulunur.
1 0]|-1 0] |01

TM =T.S’TM =T.S’T.S?°M =1,,, olup S,TeSL,(Z) oldugundan tersleri
vardir ve M matrisi

M=S?T's?T™
biciminde ifade edilir. Formlarin denkligini vermeden 6nce denklik kavramini ifade

ederken kullanilan fonksiyonlar1 verelim.

¢ GL(Z)——Z[x y]xZ[x,y]

o[22 s 2o

fonksiyonu tanimlansi. ¢ fonksiyonu bire birdir.

Gergektende
o p a, P
VUl = ! ' ,U2 = 2 2 S GL2 (Z) i(;in
noo 7, O

U=U,ecag=a, B=5 1=V, 6,=0,
S aX+LY=a,X+ LY,  pHX+OoY=y,X+0,Y
S (a X+ LY, 7x+6Y) =(aXx+ B,Y,7,X+6,Y)
< oU,)=0,)

Benzer sekilde U = [a ?} eGL, (Z) icin de
4

w7 - 7

(X,y)H%(X,y){j ﬂm
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fonksiyonunun tamimlanabilecegi aciktir.  Yukarida tammlanan @ fonksiyonu
yardimiyla A:{f =(a,b,c) kuadratik form‘d(f)zb2 —4ac} olmak iizere
$ - AxGL, (Z)——> A
(f.U) > ¢((f.U))=(detU).f (o))

bigiminde bir fonksiyon tamimlanabili. @ nin iyi tammbhgm gdstermek icin
(f.,U,).(f,,U,) e AxGL,(Z) glalim.
(f.U,)=(f,,U,)=f, =1, ve U =U,
< ¢((f,U,))=(detV,).f, ((U,))
=(detU,).f,(¢(U,))=¢((f..U,))
dir.

a p
U:L/ 5}623 icin (1.2)

f(p(U))=f(a,7)X?+(2(acB+cys)+b(ad+ By)) XY + f (B,5)Y?
formu elde edilir. Buradaki
X =aX+ Ly ve Y =yX+0y (1.3)

bigiminde tanmlidir. T (2(U))=(AB,C) ile gosterilirse

A=aa’ +bay+cy’ = f(a,y)

B =2(aaf +cypo) +b(ad + Ly) (1.4)

C=apf’+bBs+cs? = f(B,9)
ve

d'=B2—4AC=(as-py) d (1.5)

olup d =d’ olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul ad — By ==+1 olmasidir.

detU =0 ise

((f,U))(X,Y)=(detV).f (o(V)) (L6)

bi¢imindedir.
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Tamm 1.2.16 :  f(x,y) =ax® +bxy+cy’ ve g(x,y)=AX?+BXY +CY? iki kuadratik
form olsun.

1. fRg<3U eGL,(Z)>¢(f,U)=g bigiminde tanimlanan &R bir denklik bagintisi

olup f formu g formuna “denktir” denir. Bir f formuna denk olan formlarin kiimesi

de f nin “denklik simifi” olarak adlandirilir.

2. f~g<3UeSsL, (Z) 5 ¢( f,U ) =0 bi¢iminde tanimlanan ~ bir denklik bagintisi

olup f formu g formuna “has denktir” denir. Bir f formuna has denk olan formlarin

kimesi de f nin “has denklik simifi1” olarak adlandirilir.

3. f8 ge<3u eGLz(Z)adetU =-1ve ¢( f ,U): g biciminde tanimlanan 3 bir

denklik bagintisi olup f formu g formuna “has olmayan denktir” denir. Bir f
formuna has olmayan denk olan formlarin kiimesi de f nin “has olmayan denklik
siif1” olarak adlandirilir.

Verilen bir d diskriminantli f (x, y) = ax® +bxy +cy? kuadratik formu

b
a
M (f)= % vexzm (17)
% c y
olmak iizere
[f(xy)]=X"M(f)X
bigiminde ifade edilir. Buradaki M (f) matrisine “ f kuadratik formunun matrisi”

denir.
Ozellik:

d(f)=d =b’-4ac olmak iizere det(M(f))=—¥ dir.

Eger f ,f neve f de f denkise

f den f ne
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f den f ne

B

CH: 3 e Szl

gecisleri vardir.

Teorem 1.2.17 : Denk kuadratik formlarin diskriminantlari aynidir.

Kanit:
f ®Rg <3IMeGL,(Z)>¢(f,M)=g dir. Bu durumda G=M. M J

saglanir.
9D 5) =20 1) e 1) =240

Ancak teoremin tersi her zaman dogru degildir. Ornegin; f (x,y)=2x’—y* ve

g(x,y)= —x? +2y* kuadratik formlarmin diskrriminantlari esit olmasina ragmen denk

degildirler.

Teorem 1.2.18 : f ve g denk iki form olsun. Her neZ ig¢in n nin f ile 6z

temselleriyle n nin g ile 6z temsilleri arasinda 1-1 esleme vardir.
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II. BOLUM
KUADRATIK FORMLARIN TiPLERI

2.1 Pozitif Belirli Formlar
Bu boliimdeki oncelikli amacimiz d <0 diskriminantli pozitif belirli formlarin

her bir denklik sinifi i¢in indirgenmis formlar1 belirlemektir.

Tamm 2.1.1: f =(a,b,c), d diskriminantli pozitif belirli bir form olsun. Eger
lo|<a<c (2.1)

ise f =(a,b,c) formuna “indirgenmis form” denir.

Onerme 2.1.2 : f =(a,b,c) , d <O diskriminantli indirgenmis bir form ise |b| < ,1_%

tur.

Kanit :
4b? <dac=b*-d = 3p?*<-d

:bzs—%

= bl <, ,—% tiir.

Teorem 2.1.3 : d <0 diskriminantli indirgenmis formlarin sayist sonludur.
Kamt :

Ayni diskriminantli formlar i¢in Onerme 2.1.2 den dolayr miimkiin olan b lerin
kiimesi —, [_d 3< b< ‘/_% araligindaki tamsayilar olup diskriminant korundugundan

d diskriminantli indirgenmis formlara ait bler 4ac=b*—d esitligini saglar.

Bunedenle d <O diskriminantli indirgenmis formlarin sayist sonludur.

Teorem 2.1.4 : d diskriminanthi her f pozitif belirli formu ayni diskriminantli bir

indirgenmis forma denktir.
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Kanit :

f =(a,b,c) , d diskriminantl indirgenmemis bir form olsun.

1

matrisine karsilik gelen doniigiimler u=-y, v=x+4Jy olup

a) c<a Iise;

f(uv)=f (—y,x+5y)=(c,—b+2c§,a—b6+c§2)

(a'b',c’) dir.

b'|<la’|=|-b+2cs| <|c| saglayacak bigcimde & € Z segildiginde

b<la]= |<|e| saglay g
(a,b,c)~(c,—b+2c5,a—b5+c52)=(a',b',c')

formu elde edilir. Eger a'<c' ise f indirgenmis olur. Aksi taktirde a'<c"' oluncaya

kadar isleme devam edilir.

b) a<c ancak be[-a,a] ise b yi kiiciiltmeden nce f formuna =0 igin

[O _51} matris doniisiimii uygulanarak f =(a,b,c)~(C,—b,a)=(a',blcl)= f* formu

o7

matrisene karsilik gelen u=x+ £y, v=y matris doniislimleri uygulandiginda

elde edilir. f formuna

f'(u,v)z(a',Za',B+b',a'ﬂ2+b'ﬂ+c')=(a",b",c")
formu bulunur. a'<a' 8% <a B+c oldugundan b" , b +2ab <a olacak sekilde

secildiginde a <a fB2+bg+c =a <c elde edilir. bundan sonra ilk durumda

0 -1
oldugu gibi ard arda L 5 } matrisi uygulanarak indirgenmis form elde edilir.
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Ornek : f (x,y)=(3,5,4) formu asagidaki bi¢imde indirgenir.
L N s 0 -1 .
5¢[-3,3] oldugundan f indirgenmis bir form degildir. f ye L s matrisine
1

karsilik gelen u=-y ve v=X+¢,y doniistimlerini uygulandiginda
f(u,v)=(4,85,-545 ~55,+3)
formu  elde edilir.  [85,-5<3  olacak  sekilde =1  alindiginda

f=(354)~(432)=f formu elde edilir. 2<4 oldugundan isleme devam edilir. Bu

.10 .
durumda f ne L } matrisi uygulandiginda

2
f'=(4,3,2)~(245,-3,257 -35, +4)

formu bulunur. &, =1 i¢in f =(3,5,4)~(4,3,2) ~(2,1,3) indirgenmis elde edilir.

Teorem2.15: 1) (ab,a)~(a,—h,a)
2) (aa,c)~(a,—a.c)

formlar1 disinda has denk olan birbirinden farkli indirgenmis form yoktur.

Kamt :
(a,b,c) ve (al,b,‘ C') birbirine has denk iki indirgenmis form ise (1.4) den
a =aa’ +bay +cy? olacak sekilde «,y € Z vardir. a' <c =a oldugundan
a>a =aa’+bay+cy? aia(az +y° ) + bay‘b‘éaa(az + 7/2)— alay|z alay|
elde edilir. Buradan («, ) =(0,#1),(£1,0) olmaldur.

I Durum: a=#1, y=0 ise

{1 ﬂ}eSLZ(Z) matrisi ile (a,b,c)~(a,b+2ap,*) ve {_01 ?

0 s }e SL,(Z) matrisi ile

(a,b,c)~(a,b—2ap,*) denk formlar elde edilir.

B =0 i¢in |b+2ap|=|b|<a dur.
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f=1 icin |b—2aﬂ|:|b—2a|‘b‘2 la—2a|=|-a|]=a  dir. Budurumda g=1 igin
<a

lo—2ap|>a olup |b—2ap|<a saglayan b—2af degeri +a olarak bulunur. f=-1
icinde benzer islemler yapildiginda b—2af =+a oldugu goriiliir. Buradan a=b ve

a=-b icin (a,a,c)~(a,—a,c) elde edilir.

0
1. Durum: a=0ve y=+1 ise[
+1

g } olup determinanttan £ =41 olmasi

gerekir. Budurumda g =-1 icin (a,b,c)~(c,—b+2c5,a—b5+c52) ve B =1 icin
(a,b,c)~(c,—b—2c5,a+b5+c52)

formuna denktir. §=0 ise (a,b,c) ve (C,—b,a) formlarmm her ikiside indirgenmistir.

Budurumda (a,b,a)~(a,—b,a) olmasi i¢in a=c olmaldir.§=+1 ise

(a,c,c)~(c,—c,a) olup a<c ve c<a oldugundan (a,a,a)~(a,—a,a) dur.

. Durum: a==x1lve y==1 ise aZa'2a|ay|:a oldugundan a=a =a+b+c dir.

Budurumda (a',b',cl) =(a,b,+h) olup a=+b oldugundan indirgenmis formdur.

(a,0,a) formu +T doniisimii altinda ve (a,a,a) formu +P ve %P’

dontistimleri altinda kendine denktir. (P =T .S)

Teorem 2.1.6 : d diskriminantli her pozitif belirli form(Teorem 2.1.5 deki istisnai

durum harig) bir tek indirgenmis forma denktir.
Teorem 2.1.7 : Belirli bir diskriminant degeri i¢in denklik siniflariin sayisi sonludur.

Tamm 2.1.8 : d diskriminanth f =(a,b,c) formuna karsilik gelen ikinci dereceden

denklem ax® +bx+c =0 olup bu denklemin

—b+/d
w =

2a

kokiine f formunun “esas koka” denir.
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Pozitif belirli formlar1 indirgemek i¢in kullanilan diger yontem de asagidaki

bicimdedir.

a) Re(w)< % <|bj<a elde etmek i¢in S" veya S matrisine karsilik gelen
dontistimler uygulanir.

b) |o|>1<a<c elde etmek igin T matrisine karsilik gelen doniisiimler uygulanir,

Gerekli ise islemler tekrarlanir.

Ornek : f =(2,3,2) formu yukarida verilen yontemle asagidaki bigimde indirgenir.
n
2<3 oldugundan S" ={O J matrisine karsilik gelen u=x+ny, v=y doniisimi

uygulanmalidir.
f(uv)=f(x+ny,y) :(2,4n+3,2n2 +3n+2)

formu elde edilir. n=-1 i¢in

0
f(x-y,y)=0(x,y)=(2-11) dir. 2>1 oldugundan T :L O} matrisne karsilik

gelen u=-y ve v=x doniisiimleri g ye uygulanirsa

g(-y.x)=h(x,y)=(112)

indirgenmis formu elde edilir.

Tanmim 2.1.9 : d negatif bir tamsay1 olsun. d diskriminanth, tam katsayili, pirimitif

formlarin has denklik smiflarinin sayisina “d nin simf sayis1” denir ve h(d) ile

gosterilir.

Ornek : d=-71 diskriminantli formlarin kiimesi itizerinde tamimli has denklik

bagintisina gore sinif sayis1 h(-71) i bulmaya galisalim.
d = —71 diskriminanth formlarin kiimesi

A= {f =(a,b,c) kuadratik form|d =b? —4ac :—71}

olmak iizere f,g e A igin
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f~ge3IMeSL(Z)>¢(f,M)=g(xy)

biciminde tanimli ~, A {izerinde bir denklik bagintist oldugundan '%
boliim kiimesidir . A ={[f]/f € A} kiimesinin clemanlar1 denklik smiflari olup her bir

denklik smufi [f]={geAf~g} biciminde ifade edilir. Her kuadratik form ayn

diskriminantli bir tek indirgenmis forma denk oldugundan (Teorem 2.1.5 deki istisna
hari¢) her bir denklik smifinin temsilcisi indirgenmis form olarak alindiginda

birbirinden farkli indirgenmis formlarin sayis1 simif sayisini verecektir.

d=-D=-71< D =71 olup Onerme 2.1.2 den h= (a, b, c) indirgenmis formlarinin b

leri icin |b| < \/77% bir {ist sinirdir. Budurumda aday b ler b=-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4
olarak bulunur. Ancak denk formlarin diskriminantlari ayni oldugundan b ler
diskriminant formiiliinii de saglamalidir.

d=b%?—-4ac<4ac=b?—-d=b?+D=b?+71 olup aday b ler arasindan ancak
b=+1,43 dort ile boliinebilir.

b=+1 igin;

4ac=1°+71=72<>ac=18 a,c >0 oldugundan ¢arpimi 18 i veren pozitif tam sayilari

i¢cin aday formlarimiz belirlenmis olur.

f, = (1, 1, 18) (indirgenmis)
f, = (2, +1, 9) (indirgenmis)
f3=(3,+1,6) (indirgenmis)
f, =(6,+1,3) (indirgenmemis)
fs =(9,+1,2) (indirgenmenmis)
fe =(18,£1,1) (indirgenmemis)

-.b=+1 i¢in farkli denklik siniflar (1,1,18) ,(2,£1,9),(3,%1,6) olup 5 tanedir.
Benzer sekilde b=+3 igin

4ac=3%+71=80<=ac=20 olup carpimi 20 olan a ve c sayilart i¢in aday

formlarimiz

9, =(1,%£3,20) (indirgenmemis)
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g9, =(2,43,10) (indirgenmemis)
03 =(4,%3,5) (indirgenmis)

9, =(5,+3,4) (indirgenmemis)
gs =(10,£3,2) (indirgenmemis)
s =(20,43,1) (indirgenmemis)

b=+3 i¢in indirgenmis formlar (4,%£3,5) olup 2 tanedir. Bu durumda

diskriminantl1 indirgenmis formlarin sayis1 7 oldugundan h(-71)=7 dir.

d

—71
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2.2 Belirsiz Formlar

Pozitif belirli formlarda verilen bir denklik simnifi i¢inde aslinda tek bir
indirgenmis form olmasma ragmen d >0 diskriminanthi belirsiz formlarin denklik
siniflar i¢cinde birden fazla indirgenmis form olabilir. Bu boliimde belirsiz formlardaki
indirgenmis formlarin nasil bulunacagint ve bu indirgenmis formlarin devirlerini

aciklayacagiz.

Tamm 2.2.1: (a,b,c), d >0 diskriminantli belirsiz bir form olsun.
Eger ;
O<b<+d ve
Jd —b<2Ja|<+/d +b (2.2)

ise (a,b,c) formuna “indirgenmistir” denir.

Onerme 2.2.2 : (a,b,c), d >0 diskriminantli indirgenmis belirsiz bir form ise
Jd-b< 2|c|<\/a+b dir.
Kanit: (a, b, C) , d >0 diskriminanth inidrgenmis belirsiz bir form olsun.

(a,b,c) indirgenmis bir form ise Jd —b< 2|a| < Jd +b dir.

(-1

(Va -b)- \/__+b |ja_”zc| 28] = (26| < @ +b ....(*

(VA -b) |alj2g
Jd-b  Jd-b

—|2a |<| all C' = JD-b<|2g] ....(*%)

Jd - b<2|a|=

|2a < Vd +b = |2a|< (\/_+b)

(*) ve (**) dan \/d —b <|2c|</d +b elde edilir.

Onerme 2.2.3 : d >0 diskriminantl indirgenmis formlarm sayis1 sonludur.
Kanit : indirgenmis formlar i¢in b katsayilar1 0<b< Jd araligindan segileceginden

bu araliktaki b lerin sayist sonludur. Bununla birlikte diskriminant degeri bilindiginden
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d=D=b?-4ac=4ac=b?—D nin a ve ¢ carpanlarimin sayisi da sonlu sayidadir.

Bunedenle indirgenmis formlarin sayisi sonludur.

Onerme 2.2.4 : Her belirsiz form ayni1 diskriminantli bir indirgenmis forma denktir.

Kamt: f = (a, b, C) , d >0 diskriminantli indirgenmemis belirsiz bir form olsun.

\/a—2|c|<—b+205<\/a

olacak sekilde segilen 5 e Z igin(a,b,c) ~ (c, -b+2c5,a—bs + c52) dir.
‘a—b5+c52‘ <|c| ise bu islem tekrarlanarak |A|<|C| ve Ja—2|A| <B<+/d saglayan
(A,B,C) indirgenmis formu elde edilir. Bununla birlikte bir diger yontemde

Vd - B||[Vd +B|=4|A|c|
oldugundan ele aliman formun indirgenmis olmasi i¢in |A| < |C| ve ‘\/E + B‘ > 2|C|
oluncaya kadar belirtilen iglem tekrarlanir. Budurumda |A|<|C| iken \ﬁ + B‘ >2|C|

oldugunda

Vd + B> 2lc] . 2IA> Jd-B

olup buda 0< B <+/d olmasini gerektirir. Bu sebeple (A,B,C) formu indirgenmis bir

formdur.

Ornek : d=25diskriminantli f =(2,1,-3) formunun indirgenmis formu asagidaki

bicimde indirgenir.

5]ESL2(Z)

. 0
2|a|=4¢(4,6) oldugundan f formu indirgenmemistir. f formuna L
matrisine karsilik gelen doniisiimler uygulanirsa
(21,-3)~(-3,-1-68,2-5-35")
denk formu elde edilir. Ancak 5-2|-3<-1-65<5 kosulunu saglayan &eZ

olmadigindan islemin devam edebilmesi i¢in ‘2—5 —352‘ <|-3/=3 saglayan 5z ler
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bulunup bu ¢ lar igin isleme devam edilmelidir. Bu kosulu saglayan 6 € Z ler -1,0 ve 1
dir.

. 0 -1 . e
o, =1 igin (2,1,-3)~(-3,-7,-2) olup L 5.:|ESL2(Z) matris  dniisiimii

1
uygulandiginda (-3,-7,-2) ~ (-2, 7-45,-3+75,-26, ) formu elde edilir. Buradan
5-2-2|<7-48, <5=1<7-45,<5
:>—6<—451'<—2:>%<51'<%
olarak bulunur. Bu araliktaki & nin tamsay1 degeri &, =1 olup
(21,-3)~(-3,-7,-2)~(-2,3,2)

indirgenmis formu elde edilir.

0 —
5,=0 i¢in  (2,1,-3)~(-3,-12) dir ve L 5.:|€SL2(Z) matris doniigtimii

2

uygulandiginda (-3,-1,2)~ (2,1+ 45,,-3+ 5, +25, ) denk formu elde edilir. Ancak
5-2[2|<1+45, <5 esitsizligini saglayan &, € Z yoktur. Bunedenle ‘—3+ S5y + 25;2 ‘ <2
saglayan &, € Z ler bulunmalidir. Bu &, ler -1,0 ve 1 olup

8, =—1 i¢in (2,1,-3) ~(-3,1,2) ~(2,-3,2) ~(-2,3,2) indirgenmis formu elde edilir.
8,,=0 igin (2,1,-3)~(-3,-12)~(2,1,-3) formuna geri doniliir.

5,3=1 igin (2,1,-3) ~(-3,-1,2) ~(2,5,0) denk formu bulunur ve bu form

indirgeme kosullarini saglamadigindan diger koke gecilir.

8;=-1i¢in (2,1,-3)~(-3,5,0) olup islem sonlanir. Bu durumda (2,1,-3) formuna

denk (-2,3,2) indirgenmis formu elde edilir.

Tamm 2.2.5 : (a,b,c;) ve (a,,b,,c,) iki belirsiz form olsun. Eger ¢, =a, ve
b, +b, =0(mod2|a,|) ise (a,b;,c,) Ve (a,,b,,c,) formlar1 “komsudur” denir.  Bu
durumda (ay,b,,c,) formu (a;,b;,c;) formunun “sag komsulugu” , (a,b;,c;) formu

da (a,,b,,c,) formunun “sol komsulugu” olarak adlandurilir.
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Tamm 2.2.6 : Bir f formunun f ye denk olan f,=f~f ~f,~.~f ~..

n

bi¢imindeki sag yada sol komsuluklarindan biri yine f nin kendisi ise

(fo=f,f,f..f,.) ye “f formunun bir devridir” denir ve bir devirdeki

n

formlarin sayisida 0 devrin “periyodu” olarak adlandirilir.

Teorem 2.2.7 : Verilen bir d >0 diskriminant degeri i¢in indirgenmis formlarin
kiimesi komsu formlarin devirlerinin bilesimi bigiminde yazilabir.

Kamt : f =(ab,c) formu d>0 diskriminantli indirgenmis bir form olsun. f nin

ard arda sag komsuluklar1 alindiginda bu komsuluklar arasinda indirgenmis formlarda
bulunur. Indirgenmis formlarin sayis1 sonlu oldugundan belli bir adimdan sonra ilk
indirgenmis forma doniiliir. Eger daha fazla indirgenmis form yoksa islem tamamlanir
aksi taktirde sectigimiz forma geri doniilmediyse islem tekrarlanir. Komsu formlar

0o -1

b, +b,
2a,

matris doniisiimii altinda denk olup denkligin gecis 6zelliginden bir devir igindeki tiim

formlar birbirine denktir.

Ornek : d =25diskriminanth (-2,3,2) formunun indirgenmis sag komsuluklarini

bulunuz.

(-2,3,2) ~(2,b,,c,) olacak sekilde —5<b, <5 araligindan 3;;)2 € Z segilirse b, =1

igin (-2,3,2) ~(2,1,-3) sag komsulugu elde edilir. Benzer islemler yapilarak devam
edilirse
(-2,3,2)~(21,-3)~(-3,-1,2) ~(2,-3,-2) ~(-2,-1,3) ~(3,1,-2)

devri elde edilir.

Teorem 2.2.8 : Iki indirgenmis formun denk olmasi icin gerekli ve yeterli kosul ayni

devirde olmalaridir.
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Tamm 2.2.9 : (k,kn,c) bi¢imindeki forma “ambiguous form” denir. Bununla birlikte
(a,b,a) formunun denklik smifinda ambiguous form oldugundan (a,b,a) formu

ambiguous form olarak goriilebilir.

(a,b,a)~(a,b+2a,b+2a)~(b+2a,-b-2a,a)~(b+2a,b+2a,a)

Tamm 2.2.10 : (a,-b,c) formuna (a,b,c) formunun “tersi” denir ve bir ambiguous

form kendi tersine has denktir. b =ka i¢in & =k se¢ildiginde

(a,b,c)~(c,—b,a)~ (a, b-2as,c—bs +cs? ) =(a,—b,c) oldudu goriiliir.
Tamm 2.2.11 : (a,b,c) ve (c,b,a) formlarina “ilgili formlar” denir.

Onerme 2.2.12 : Bir devrin periyodu her zaman gifttir.

Kanit : (a,b,c) , f indirgenmis formunun devrindeki herhangi bir eleman olsun.
0 -1 . e . <
(a,b,c) formuna 10 matrisine karsilik gelen matris dontisiimleri uygulandiginda

(a,b,c)~(c,~b,a) denk formu elde eldir. (c,—b,a) formu (a,b,c) formunun sag
komsulugu oldugundan (a,b,c) formu f indirgenmis formunun devrinde ise (c,-b,a)

formu da ayn1 devirde olmak zorundadir. Bu nedenle f nin devrinin periyodu cifttir.

Onerme 2.2.13 : f ve f aym devirde olmayan iki ilgili form ise bu devirlerden

herhangi birinde bulunan bir formun ilgili formu diger devirdedir. Boyle devirlere
“ilgili devir” denir.

Kamt : f=(ab,c) ve f =(c,b,a) farkli devirlerde bulunan iki ilgili form olsun.
b+b =0(mod2[c]) olacak sekilde f =(a,b,c) formunun (c,b,c)bigiminde bir sag
komsulugu vardir. Benzer sekilde f =(c,b,a) formunun da b+b EO(mod 2|C|)
saglayan bir (a',b',c) sol komsulugu vardir. Diskriminanttan a =¢ oldugu gbriiliir. Bu

durumda (a',b',c):(c',b',c) ve (c,b',c') formlar ilgili formlardir. Bu sekilde devam
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edildiginde devirlerden herhangi birindeki bir formun ilgili formunun diger devirde

oldugu gortiliir.

Onerme 2.2.14 : Tam olarak iki ambiguous form igeren bir devir kendisiyle ilgili bir
devirdir. Tersine kendisiyle igili bir devir tam olarak iki ambiguous form igerir.

Kamt : f =(a,b,c) ve f'=(c,b,a) kendi kendiyle ilgili olan bir devrin iki ilgili
formu ise Onerme 2.2.13 nin kanitina benzer sekilde f nin sag ve f niin sol
komsuluklarimin  ilgili formlar oldugu kolaylikla goriilebilir. f nin sag

komsuluklarindan ve f niin sol komsuluklarindan ilerlenecek olursa devir uzunluklar

sonlu oldugu i¢in sonlu bir adimdan sonra

f=(a,b,c)~(c,b,c)~(cbyCy) ~ . ~(Ceg: By G ) ~ (i Bryr, Cs ) ~ oo ~
(Cha:by.C)~(c,b,a)=f

elde edilir. b+b =b+b, EO(mod 2|C|) oldugundan (c,by,c,) ve (c,_4,b,4,c) formlar:
ilgili formlardir. Bu sekilde devam edilerek (c,_y,b,,c,) formu ile (c,b ;,C.q)
formlarinin ilgili formlar oldugu gorilir. b, +b,, =b +b, =2b, = O(mod 2|Ck|)
oldugundan ¢, |b, dir.

(¢ by G,y ) formu ambiguous formdur. Benzer sekilde f nin sol ve f  niin sag

komsuluklarindan ilerlenecek olursa farkli bir ambiguous form elde edilir. Bu durumda
devir tamamlanmis oldugundan kendi kendiyle ilgili bir devirde iki ambiguous form

vardir.

Tersine (a',b',c') iki ambiguous form igeren bir devrin herhangi bir elemani olsun.
(a',b',c') nin sag komsuluklar1 alinarak devam edildiginde (a',b',c') nin sag
komsuluklarindan biri (a,ak,c) bigimindeki bir ambiguous formdur. Bu formun sag
komsuluklarindan biri (a,ak,c) ile ilgili (c,ak,a) formu olup (a,ak,c) formunun sol,
(c,ak,a) formunun da sag komsulugu alindiginda

f :(a',b',c')~...~(a"',b"',a) ~(a,ak,c)~...~(c,ak,a)~(a,b",c")
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denkligi elde edilir. f nin diskriminanti d olmak {izere (—\/E d ) araligindaki
b',b"eZ igin ak+b =ak+b =0(mod2[a) oldugundan b =b" olup diskriminant
formiilinden a =c oldugu goriiliir. Bu durumda (a'",b'",a)=(c",b",a)~(a,b",c")
denk ilgili formlar1 elde edilir. Bu sekilde devam edilecek olursa sonlu bir adimdan
sonra (a',b',c') ~(c',b',a') ilgili formu elde edilir. O halde f nin devri kendisiyle ilgili

bir devirdir.
Verilen bir belirsiz formun has denklik sinifindaki indirgenmis formlar1 bulmak

icin daha kullanish bir yontem asagidaki bicimde verilir.

Tamm 2.2.15: f =(a,b,c) formuigin p(f)=(c,~b,a) formuna f nin “normali” ve

p ya f nin “normallestiricisi” denir. Daha agik olarak

sign(c).{@} : |c|<J5

2|c]

olmak tzere

p(f) =(c,—b+25c,cs2 —bs+a) dir.
Tam katsayil1 formlar i¢in JD ile [\/B ] > min yeri degistirilebilir. Bununla birlikte
U 0 -1
1 s(f)

matrisi igin p( f)=g¢(f,U, ) olarak elde edilir.

Ornek : d =29 diskriminantli f =(5,-3,—1) formu indirgenmis bir formdur.

El

-1 <+/29 oldugundan s=s(f)= sign(—l).{ = —1 dir. Bu durumda
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p(f)=(-1,51) indirgenmis formu elde edilir. p( f) e bir kez daha p uygulandiginda
pz(f)=(1,5,—1) indirgenmis formu elde edilir. Buda belirsiz formlarin has denklik

siniflarinda birden fazla indirgenmis formun oldugunu gosterir.

Bir denklik simfindaki indirgenmis formlarin sayisi

Verilen bir f =(a,b,c) indirgenmis belirsiz formunun denklik smnifindaki tiim

indirgenmis formlarin sayisin1 bulmak i¢in

a(f):¢(f,{(l) _OD:(—a,b—c)

biciminde bir & operatorii tanimlanir. Bu durumda
op(f)=po(f)= (—c,—b+23c,—(a—bs+csz))

elde edilir. Bununla birlikte f ile o( f) denktir ancak has denk olmalar1 gerekmez.

Onerme 2.2.16 :

a) f veo(f)hasdenkise f nin denklik smifi f nin has denklik snifina esittir.
b) f ve o(f) has olmayan denk ise f nin denklik simfi , birbirinden farkli f ve
o( f) inhas denklik simflarinin bilesimidir.

Kanit :
a) f=(abc) ve o(f) has denk iken g, f nin denklik simfindaki herhangi bir

form olsun.

g nin f ye has denk oldugu gosterilmelidir. Eger g, f ye has olmayan denk ise

detU =—1 olmak iizere
g=¢(f,U)=(detU).f (p(U))=Ax*+Bxy+Cy’
olup g, o(f) ye has denktir. Gergektende g, f ye has olmayan denk ise

#(f.U)=g=3U"eGL,(Z)>detU™ =—L igin f =¢(g,U™") dir.

G( f ):G(¢(g,U’l))
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olup g, o(f) ye has denktir . Ancak f, o(f) ye has denk oldugundan g, f ye has
denk olur ki buda g nin f ye has olmayan denk olusuyla gelisir. O halde f, o(f) ye

has denk ise f nin denklik sinifi f nin has denklik sinifina esittir.

b) f ve o(f) has olmayan denk olsun. Bu durumda f ve o(f)nin has denklik
siniflart farklidir. Bununla birlikte o ( f) nin has denklik simfi f nin has olmayan

denklik smifina esit oldugundan f nin denklik smifi fnin ve o(f) nin has denklik

siiflarinin bilesimidir.

f tam katsayili bir form olsun. f nin has ya da has olmayan denklik sinifindaki
indirgenmis formlar1 bulmak i¢in o' ( f )., dizisi ya da P (f )op dizisine gore daha
kullanisli olan (Gp)i (f),_, dizisi kullanilir.

Omegin; f =(13,-2) formunun

P (), =(ci,—b, +25(f)c.s(f,)? —bis( fi)+ai)
doniistimii altindaki devri
{(1.3-2),(-212),(2,3-1),(-1,3,2),(2.1,-2),(-2.31)}

iken

(p0) (f)iz :(_Ci’_bi +2s( fi)ch_(ai —bis(f;)+cs(f; )2))

doniigiimii altindaki devri

{(13,-2),(2.1,-2),(2,3,-1)} dir.
p'(f)., Ve (op) ()., periyodik olup p'(f)._, in periyot uzunlugu (op)'(f)._,

nin periyot uzunlugunun iki katidir. Bununla birlikte o (f)e { P () } oldugundan

ieZ

Onerme 2.2.16 den f nin has ve has olmayan denklik siniflar esittir.

Tamim 2.2.17 : d pozitif bir tamsay1 olsun. d diskriminantli, tam katsayil, pirimitif

formlarin denklik siniflari sayisina “d nin sinif sayis1” ve h (d) ile gosterilir.
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Ornek : d=1173 diskriminantli formlarmm kiimesi {iizerinde tanimlanan denklik

bagntisina gore sinif sayist h(ll73) asagidaki gibi bulunur.

d =1173 diskriminantli her f = (a, b, C) indirgenmis formu 0 <b < /1173 = 34.249

ve diskriminant formiiliinii saglayacagindan aday formlar i¢in b ler

b=135,7,9,11,13,15,17,19, 21,23, 25,27, 29, 31,33 olabilir.

b=1 i¢in —4ac=d —b* = ac =-293 (293 asal)

(1, 1 —293) , (—L 1 293) , (293, 1 —1) , (—293, 1 1) (indirgenmemis)
b=3 i¢in —4ac=d —b* = ac=-291=-3.97

(1, 3 —291) , (—1, 3 291) , (291, 3 —1) , (—291, 3 1) (indirgenmemis)

(3,3,-97),(-3,3,97),(97,3,-3),(-97,3,3) (indirgenmemis)

b=5 i¢cin 4ac=d —b*> =>ac=-287=-7.41
(1, 5, —287) , (—1, 5, 287) , (287, 5, —1) , (—287, 5, 1) (indirgenmemis)

(7, 5 —41) , (—7, 5, 41) , (41, 5, —7) , (—41, 5, 7) (indirgenmemis)

b=7 icin —4ac=d —b* = ac=-281 (281 asal)
(1,7,-281),(~1,7,281),(281,7,-1),(~281,7,1)  (indirgenmemis)

b=9 i¢in 4ac=d -b* = ac=-273=-3.7.13
(1,9,-273),(~1,9,273),(273,9,-1),(-273,9,1)  (indirgenmemis)
(3,9,-91),(~3,9,91),(91,9,-3),(-91,9,3) (indirgenmemis)
(21,9-13),(-21,9,13),(13,9,-21),(~13,9,21)  (indirgenmis)

Benzer sekilde devam edilecek olursa b=17,23,33 iginde indirgenmis formlar elde

edilir.d =1173 diskriminantli tiim indirgenmis formlar

(21,9,-13),(-21,9,13),(13,9,-21),(~13,9,21),(13,17,-17),(~13,17,17),(17,17,-13)
(~17,17,13),(7,23,-23),(~7,23,23),(23,23,-7),(~23,23,7),(1 33,-21), (-1, 33,21)

(21,33,-1),(-21,33,1),(3,33,-7),(-3,33,7),(7,33,-3),(~7,33,3)
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olup bu indirgenmis formlara p uygulanirsa

A) (133-21)~(-21,9,13)~(13,17,-17) ~ (-17,17,13) ~ (13,9,-21) ~ (-21,33,1)

B ) (-133,21) ~(21,9,-13) - (-13,17,17) ~ (17,17,-13) ~ (~13,9,21) ~ (21,33,-1)
C)(3.33,-7)~(~7,23,23)~(23,23,7) ~ (7,33,3)

D) (-3,33,7)~(7,23,-23) ~(-23,23,7) ~(7,33,-3)

bi¢iminde devirler elde edilir. f ve o(f) has denk olmadigindan f nin denklik simfi
f ve 0'( f) nin denklik smiflarinin bilesimidir. Bu durumda f nin denklik sinifi,
f =(1,33,-21) ile g=(-13321) kuadratik formlarimin devirlerinin bilesimi olup

benzer sekilde diger devirlerin bilesiminin de ayr1 bir denklik sinifi oldugu goriilebilir.

d =1173 diskriminanthi tam katsayili formlar kiimesi {izerinde tanimlanan denklik

bagintisina gore iki farkli denklik smifi oldugundan h(1173)=2 olarak bulunur.

Tamm 2.2.18 : f tam katsayil1 belirsiz bir form olsun.

i) g, f yehas denk bir form olmak iizere f nin has devri (p‘ (g))_ dizisidir.

i€eZ

i) g=(AB,C) ve A>0 olmak iizere g, f ye has olmayan denk olsun. f nin devri

(o) (9)) _ dizisidir.

ieZ

Onerme 2.2.19 : f tam katsayih bir form ve (f = fy, f, f,,...f,_y) de f nin devri

olsun.

a) f nin periyodu | tek ise f ve o(f) nin has devri

(fo.o (1) f.0(f3) e fip o (fp), fren o (f14))

dir. Bu durumda f nin denklik sinifi f nin has denklik sinifina esittir.
b) fninperiyodu I ¢iftise f nin has devri (fo,a(fl),a(fz),...,a(f,_l)) veo (f)nin
has devri (a( fo), fl, T f|—1) dir. Ayrica f nin denklik sinifi; birbirinden farkli f

ve o( f) nin has denklik simiflarinin bilesimidir.
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Kanit :

1 0

a) | tek olsun. M=
0 -1

} olmak tiizere MZ%=1,, oldugundan

o(t)=c(po) (f)=c(op) (f)=0(c' (p'()))=p'(f) dir. Bu nedenle f ve
o(f)=p' has denktir. Onerme 2.2.16 den f nin denklik simifi f nin has denklik

sinifina esittir. f nin denklik smifinda o(f) de oldugundan i=1,2,3,..., -1 i¢in f; ,

f nin has denklik siifinda iken o(f;) de f nin has denklik simfindadir. Buradan f

nin denklik sinifi
(fo.o (), f.0(fs) e fip o (fp), frren o (fiy)) dir.

b) I ¢ift olsun. Budurumda f =(ap)'(f)=p'(f) olup 0<i<I i¢in

o(f)=a(p'(1))=0(4(f.U,))
oldugundan f, o(f) ye has olmayan denktir. f ve o(f) has olmayan denk

oldugundan Onerme 2.2.16 den f nin denklik simifi f ve o(f) nin has denklik

simiflarinin  bilesimidir. f nin devri i=0,1,2,...,1-1 i¢in {(o-p)i(f)} olup her

i=0,1,2,...1-Licin (op)(f,)=0(p(f.U,))=f,.; oldugundan f;, f., e has olmayan

i+1
denktir. Bunedenle f nin has devri {fo,a(fl),a(fz),...,a(fl_l)} dir. Benzer gekilde
o(f) nin has devride {o(fy), f,, f,..... fy} olarak bulunur.

a>0 olmak iizere f =(a,b,c) olsun. f nin (fy, f, f,,..., fi_;) devri asagidaki

sekilde hesaplanir.

bi+\/5

2[c;|

f =(ay.by,co)="f, ve her i=0,12,.,1-1 igin si=‘s(fi)‘:{ } olsun. Bu

durumda
i = (81 b1, G ) = (|Ci | by +2sci, _<ai +bis; +0;8 ))

olup f;,; in diger bir yazilisi
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dir. f, = ¢( f ,Ti) saglayan

pi pi+1
T = eGL (Z
{qi qnj :(2)

matrisini hesaplamak i¢in Ty =1,,, V& i>0 i¢in P, =SiPig+ P + Uiro =Si¥is1 + 0

rekiirans bagintilart tanimlanir.

Ornek : d =73 diskriminantli f =(1,7,-6) indirgenmis formunun devri asagidaki

bi¢imde bulunur.

i o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a 1 6 2 3 4 4 3 2 6 1
b 7 5 7 5 3 5 7 5 71 7
< 6 2 3 4 4 3 2 6 1 6
p 1 0 1 3 7 10 17 44 149 193
4 9 13 22 57 193 250

S 1 3 2 1 1 2 3 1 7
Tablo 2.1

f nin periyodu 9 oldugundan Onerme 2.2.19 den f nin has devir uzunlugu 18 dir.

Onerme 2.2.20 : f, d >0 diskriminantl indirgenmis bir form olsun.
a) i=2 i¢in p,;>p; >0 ve p,>2p,

b) i>2 i¢in g, >q; >0 ve g, >2q;

-]
%)

C) i=2 igin p, >2

d) i22 i¢in g; >2



40

e) i20 iein py, <(vD+1)

£) i20 icin g, <(vD +1) dir.

Kamt :

a) f, d>0 diskriminantli indirgenmis bir form ise 1< |S( f )| <+/D dir. py=1,p, =0
olup p;,, =Sipj, + Pp; rekiirans bagintisindan i=0 igin p, =syp,+ P, =1 Ve i=1i¢in
P3 =$.P, + P =5.1+0=s, elde edilir.

i>2 i¢in p, =S;Piy+ P Szlpi+l+ P; > Piy >0 dir. Buradan i>3 i¢in p; ., >2p; Ve

i=2 i¢in p4=szp3+pzszﬂngrp2=31+1512212=2p2 oldugundan i>2 igin

Pi., > 2p; dir. Onermenin b ) sikki da benzer sekilde kanitlanir.
[(i—z)2 }
C) i=2 igin p,>2 dogru oldugu tiime varimla kanitlanir.
{(n—z)2 }
n>2 igin T(n) 6nermesi T (n): p, > 2 bigiminde tanimlamsin.

(2-2)
k=2i¢in p,=1= 2{ 2 } oldugundan T (2) dogrudur.

keN olmak iizere 2<k <n i¢in T (k) onermesi dogru olsun. Bu durumda 2 <k <n

[(k—z)2 }
i¢cin p, >2 saglanir.

k =n igin T (n) 6nermesinin dogru oldugu gostermelidir.

%
2 .
dir.
Pn 1'dZen2p"_2 T(nZ—2)2.2 "

dogru
n-4| n-4 La i Lo
n—4 cift ise n—%eZ:{TJ: > oldugundan p, >p, ;2222 =22 elde
edilir.
n-4 tek ise bu durumda N-4/q.7-|"=%|_| =55 qyp
2 2 2 2

> 2 > 222 =22 =22 i
pn1‘den pn_zT(n—Z)
dogru



41

(i-2)
=2 1¢in p; > 2[ 2} dir. Onermenin d ) sikki da benzer sekilde kanitlanr.

i
e i>0 icin p,,<(+vD+1 oldugunu da Onermenin iigiincii ifadesinin kanitina
Pis2

benzer sekilde tiime varimla yapalir.

n>0 i¢in T(n) nermesi T(n): Py, s(\/5+1)n olsun.
0

n=0 i¢in p,=1= (\/B +1) oldugundan T (0) dogrudur.

n=1i¢in p; =3, <+/D <+/D +1 oldugundan T (1) dogrudur.

keN olmak iizere 2<k <n-1 i¢in T(k) dogru olsun. Bu durumda 2<k <n-1 igin

k
Prso < (\/B +1) saglanir.

k=ni¢in T(n): p,,, < (\/5 +1)n nin dogru oldugunu gostermelidir.

n-1 n-2
Pni2 =Sh Praa + Pn . fﬁ\/s-pml"‘ Pn S\/5-(\/5"‘1) +(\/B+l)

=(D+\/B+1).(\/B+l)n72

(i-2)
122 i¢in p; > 2[ 2 } dir. Onermenin f )sikki da benzer bigimde kanitlanr.
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III. BOLUM
FORMLARIN OTOMORFLARI

3.1 Genel Bilgiler
Bu boliimde bir f formuna uygulandiginda onu degistirmeyen GL,(Z) deki

matrislere karsilik gelen dontisiimleri inceleyecegiz.

Tamm 3.1.1 : f bir kuadratik form olmak iizere ¢(f,U)=f saglayan U e GL,(Z)

matrisine “ f nin otomorfu”, ¢(f,U)=f saglayan U eSL,(Z) matrisine de “ f nin

has otomorfu” denir.

Ornek : Herhangi bir f formu i¢in ¢(f,1,,,)=¢(f,~1,,)="f oldugundan I, ve

—1,,, her formun otomorflaridir. Bu otomorflara “ f nin asikar otomorflar1” denir.

Tamm 3.1.2 : f nin otomorflarinin kiimesi GL, (Z) nin bir alt grubudur. Bu gruba « f
nin otomorflar grubu” denir ve Aut( f) ile gosterilir.

Gergekten de Aut( f)={U eGLZ(Z)‘gé( f.U)= f} olup U e Aut(f)=U"eAut(f)
dir. Bu durumda U,,U, e Aut(f)=¢(f,UU,")=¢(g(f.U,),U,")=¢(F.U,")=f

oldugundan Aut( f)<GL,(Z) dir.

Tamm 3.1.3 : f nin has otomorflarinin kiimesi de SL, (Z) nin bir alt grubudur. Bu alt
gruba “f nin has otomorflart grubu” denir ve Aut™(f) ile gosterilir.

Iy, —l2yo € Aut™ (f) oldugundan f nin has otomorflarmin kiimesi her zaman

l,,5,—1,,, matrislerini igerir.

Tamm 3.1.4 : Eger f nin otomorflar grubu sadece asikar otomorflardan olusuyorsa

bu otomorflar grubuna ¢ f nin asikar otomorflar grubu” denir.
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Tamm 3.1.5 : n reel sayismin f ile temsilleri (x,y) ve (x',y') olsun.

()~ (K,y) 230 <At (1) (1) =)

biciminde tanimlanan “~ " bir denklik bagintisidir.

Teorem 3.1.6 : f =(a,b,c) katsayilar1 tam say1 olmayan bir form olsun. Aut( f)

asikar degilse r.f tam katsayili olacak sekilde pozitif bir r tam sayis1 vardir.
Kamit : U e Aut( f) olsun. (1.7) den M(fU)=M (f)=(detU)U".M(f)U dir.
det(U ) =1 olarak alimnirsa
-1
(UT) M (F)=M(f)u (3.1)

elde edilir. U, (1.2) de tanimlanan matris olarak diisiiniildiigiinde

2 by 2 bo
M(f)u = L[ ety 2l (32)
2| 2cy+ba 2co+bp
ve
- 2a0 —by —2cy+bo
(UT) " M(f)=2 070 T (3.3)
2| 2af+ba 2ca—bp
oldugu goriiliir. (3.1), (3.2) ve (3.3) den
ap=-cy, by=a(d-a), bf=c(a-95) (3.4)

elde edilir.

U==£l,, ise y=0 veya p=0 veya a-5=0 dir. y=0 ise (3.4) den

(a,b,C)z(%)(;/,(é'—a),—ﬁ) dir. Benzer sekilde (3.4) ten B0 ise

(a,b,c)z(%)(—}/,(a—é‘),ﬁ) Ve a—-5#0 ise (a,b,c):(%_a)(y,é—a,—ﬂ) elde

edilir.detU =—1 i¢in kanit benzer sekilde yapilir.

Sonu¢ 3.1.7 : f ve g iki kuadratik form olsun. Eger bir reZ" i¢in g=rf ise
Aut(f)=Aut(g) dir.
Kamit : U e Aut( f) olsun. gU =(rf)U =r(fU)=rf =g oldugundan U € Aut(g)

olup Aut(f)< Aut(g) dir. Tersine V e Aut(g)olsun.
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#(9V)=¢(rf V) =g = ¢(rf V) =rf
<rg(fV)=rf

o ¢(fV)=f dir.

Bu durumda V e Aut(f) olup Aut(g)c Aut(f) elde edilir. Aut(f)c Aut(g) ve

Aut(g) < Aut( f) oldugundan Aut(f)=Aut(g) dir.

Sonu¢ 3.1.7 den dolayr pirimitif olmayan bir formun otomorf grubu ile o

formun pirimitif seklinin otomorf grubu aynidir.

Tamm 3.1.8 : N,deZ igin x*—dy?=N Diophant denklemine “Fermat-Pell

denklemi” ya da kisaca “Pell denklemi” denir.

Teorem 3.1.9: f =(a,b,c),d diskriminantli pirimitif bir form olsun. M € SL, (Z) ve

(X0, Yo ) € Z* de x* —dy® = 4 Pell denkleminin bir ¢ziimii olmak iizere

Xo ~ byo —cy,
M e Aut*( f ) =M= 2 olmasidir.
X, +bY,
ay, T

Kamit : 20— by , Xo +bYo

Xo2 —dyo? =4 = X,° —(b2 —4ac) Vol =4
= %> —b?y,* +4ac =4
= Xo* —b%yy? =4(1-ac)
= 4| x> —b?y,’

= 3k e Z > x* —b?y? =4k elde edilir.

eZ ve detM =1 oldugunu géstermemiz gerekir.

X2 —b?y,? =4k = ( % —bYo )( %o +2by0 j —k olup 2 ¥ x,—by, oldugu var sayilarak

2

4 / X2 —by,? celiskisi elde edilir. .. XO_TbyO e Z dir. Benzer islemler %

+ by,

i¢in
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Xo +byo <7z

de yapilirsa 5

oldugu gorilebilir. Bununla birlikte

2 2

detM :XOTbyO+acy§ =%:1 dir. Bu nedenle

0
dir.

r
::M:{
m n

S
} , f nin has otomorfu olsun. f(p(M))= f(x,y)oldugundan
(a,b,c) :(ar2 +brm+cm2)x2 +(2ars +(rn+sm)b+2cmn) xy
+(as2 +bsn +cn? ) y? dir.
detM =rn—sm=1=rn=1+sm olup bu esitlik b de yerine yazildiginda

b = 2ars+(1+2sm)b+2cmn = 0=ars+bsm-+cmn elde edilir. Bu durumda

a=ar? +brm+cm?
O=ars+bsm+cmn

esitlikleri bulunur. Birinci esitlik s, ikinci esitlik —r ile ¢arpilip taraf taraf toplanirsa

as=-cm (*) esitligi ve birinci esitlik n ikinci esitlik m ile carpilirsa bm = a(n—r)
(**) esitligi elde edilir. (*) ve (**) esitliklerinden ajcm ve a|bm olup ebob(a,b,c)=1
oldugundan a|m dir.
a|m= 3y, eZ>m=ay, dir. (*) dan as=-cm=—cay, = s =-cy, ve (**) dan
a(n—r)=bm=bay, = n—r =by, elde edilir. Boylece
(n+ r)2 =(n—r)2 +4nr

=b?y,? +4nr

=b%yy? +4(1+sm)

= bzyo2 +4(1+(—Cyo)(aYO ))

=b?y,? + 4(1— acyoz)
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= (b2 - 4ac) Yol +4
—

=dy,”+4  bulunur,

_ X —by, ve =20 +by,

5 5 olmak lizere Xg=N+Tr olup

n

(n+1)? =dyy? +4 = x,2 —dy,? = 4 oldugundan Pell denkleminin bir ¢oziimiidir.

= (X0 Yo)€Z® ,  x?—dy?=4Pell denkleminin bir ¢oziimii olmak iizere
X~ byo —cy
0
M = 2 b €SL,(Z) olsun. M e Aut*( f) oldugu gosterilmelidir.
ay, Xo+2 Yo

a, :a(xo —zbyO +b(Xo —byoj(ay0)+ca2y02 :%(on _(bz —4ac) yoz)

b, = Za(xo —Zb)’o j(—cyo)+b(1+ 2(—cyo)(ay0))+2c(ay0)(xo +2by0j= b

f ~g oldugundan d(f)=d(g) olup a, =a ve b, =b iken c, =c elde edilir.

Xo _byo —cy,
M = 2 e Aut™( f) dir
X, + DY,
0 2

detM =-1 olan AeGL,(Z) matrisinin Aut(f) de olmas: igin gerekli ve

yeterli kosul (x,,y,)e Z?, x?>—dy? =—4 Pell denkleminin bir ¢6ziimii olmak iizere

X — byo

—CYo
M= 2 olmasidir. Kanit1 Teorem 3.1.9 a benzer sekilde yapilir.
X, + by,

ay, >
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Yukarida tanimlanan M matrisini bundan sonra

X —hy oy
2
U(f.xy)= X + by
ay >

ile gosterecegiz.

Teorem 3.1.10 : f pirimitif bir form olsun.
1. x*—dy®=+4 Pell denkleminin ¢dziimlerini U (f,x,y)e Aut(f) ye donistiiren

doniisiim 1-1 ve Ortendir.
2. x*-dy?=4 Pell denkleminin ¢6ziimlerini U (f,x,y)e Aut™(f) ye doniistiren

doniisiim 1-1 ve ortendir.

Kanit :
B= {(XO, Yo) € Zz‘xg —dy; = i4} olmak iizere
h:B— Aut(f)

(x,y)—=h(xy)=U(f,x,y)

bi¢iminde bir h doniigiimii tanimliyalim.

(Xl’yl)’(XZ’yZ)e Bigin (X, Y;)=(X,Y2) < X, =Xy, ¥, =Y, olup

Xl_byl Cy1

2
h(x,y,)=U(f.x,y,)= X + by

Mo T

Xz_bY2 —cy,
2

- —U(f,%,y,)=h(x,

% +hy, (f.%,Y,)=h(x,,Y,)

Ve T

. h 1yl tanimlidir.

(X, ¥:):(%,,¥,) € B igin h(x, y;)=h(%,¥,) < U (f,x,y1)=U(f.,%,y,) dir.
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X1_ yl _ X2 byz _
2 1 2 Cy2
U(f,x,y)=U(f,x,, = olu =0
( 1 Y1) ( 2 yz)‘:’ X, +by, X, +by, p a
ay, T ay, 5

ve c¢=0 iken ebob(a,b,c)=1 oldugundan b=1 olmahdir. Bu durumda son esitlikte

a=0, c=0Vve b=1 yerine yazildiginda

X—Y 0 Xz_yz 0
2 |2
o Kt 0 etV
2

elde edilir. Matris esitliginden (X, y;)=(X,,Y,) oldugu goriiliir.

a=0 olsun. Bu durumda ay, =ay, oldugundan y, =y, dir. y; =y, olmast durumunda

Xl_zbyl =% —Zbyz = X — X, =b(Y,— Y, ) = X = X, elde edilir.

~.h 1-1, dir.

UeAut(f) olsun. Teorem 3.1.9 den 3(x,y,)eZ?>x3—dy?=+4 icin

Xo _byo —cy,
2 )
h(Xo,¥o)= % +hy dir.
ayo %
. h Ortendir.

Ornek : d zo(mod4) olsun. Bu durumda f :(1,0,—%) formu d diskriminantli bir

formdur. (x,,y,)e Z? , x?—dy? =+4 Pell denkleminin bir ¢dziimii ise Teorem 3.1.9

den
X dy,
% Y%
U(f.%,Y)= .
Yo %
dir. Tersine

B ?FAMU)
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ise (Xo,Yg)=(2c,7) x*—dy? =+4 Pell denkleminin bir ¢dziimiidiir.

Teorem 3.1.11 : Ayni diskriminantli tim pirimitif formlarin otomorflar grubu birbirine
izomorftur.

Kamt : f ve g, d diskriminanth tam katsayili iki pirimitif form olsun. Bu durumda

Aut(f) ve Aut(g) aym x*-dy? =+4 Pell denkleminin ¢oziimleri ile tiretilir. (X,y)

ve (a,b) x2—dy?==+4 Pell denkleminin iki ¢oziimii ise [(X‘” ybd) A [k ay%j

oldugundan

2 2 (x%—dy?)(a%-db?
ikilisi  de (Xazbydj —d(Xb“zLay] z( )4( ):i4

x> —dy?=+4  Pell denkleminin diger bir ¢dziimiidir. Bu  durumda
((Xa—l_ ybd)2 ,(Xb+ay%j bir Onceki teoremde tanimladigimiz B kiimesinin bir
elemanidir. B iizerinde ® islemi

(% y)®(a,b)=((xa+ ybd)2 ’(xb+ay%j

bi¢giminde tanimlansin.
V(% %), (% ¥2) (a0 ). (8, b, ) € Bigin
(%0 y2)s (80, 11)) = (%2 Y2 )1 (32:02)) & (%0 Y1) = (%2, ¥2) Ve (ar,by) =(z.b,)

(% v2)® (g, by) = ((Xlal + Y1b1d%’(xlb1 + alYl%j

_ ((xza2 + yzbzd%’(xzb2 +a, yz%j

=(X2,¥2)®(a,,b,)

dir.

oldugundan ® iyi tanimhdir.
v(al’bl)’(azibz),(ag,b_:,) eB 1@11’1

((al,bl)®(a2,b2))®(a3,b3) :(al’b.L)®((a2’b2)®(a3’b3))
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oldugundan ® isleminin birlesme 6zelligi vardir.

(x)<8 isn (xy)@(a0) - (27 03] y)

- xa+ ybd _y ve xb+ay:y

= xa+ ybd =2x ve xb+ay =2y dir.

xa+ ybd =2x N x yd|lal |2x
xb+ay =2y y x [|b]| |2y

olup buradan

2x yd X 2X
2(x% —dy?
_2y x| _ (x*-ay?) _ _IY 2V elde edilir.
x yd x2 — dy? X yd
y X y X

V(X, y),(a,b)e Bigin

(x.y)®(a,b) = ((xa+ ybd%’(xb+ay%j

_ ((ax+byd%’(ay+ xb%j

~(ab)® (1Y)
oldugundan ® islemi degismeli olup V(x,y)eB i¢in 3(a,b)=(2,0)eB
5(x,y)®(a,b) =(a,b)®(x,y)=(x,y) dir.
. ® isleminin etkisiz eleman1 vardir.

(x,y)< Bigin (x y)®(a,b)=£(xa+ybd)2 ,(Xb+a3%j=(z,o)

=(a,b)= (J_rx,iy) € B olup ® isleminin ters elemani vardir.
.'.(B,®) degismeli gruptur.
Teorem 3.1.10 da tanimlanan h:B — Aut( f ) , B ve Aut(f) gruplar arasinda 1-1 ve

orten bir fonksiyon olup (X, y),(s,t) € B i¢in

((x.y)®(s.1)) = h((xs+ ytd%,(xtwtsy%j
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U (f1(xs+ytd%1(xt+sy%j

[ (xs+ytd) (xt+sy)b ]
2 N 2 B (xt+sy)
- 2 2
(xs+ytd) (xt+sy)
a(xt+sy) 5o T 5 b
L 2 2 i
[ x—yb s—tb
= 2Tt
| 2 Y2
ay X+ yb at s+tb
L 2 2
=U(f.xy)U(f.st)
=h(xy)h(s1)

oldugundan grup izomorfizmasidir. Bu nedenle A= Aut(f) dir. Benzer sekilde
A= Aut(g) oldugu da goriilebilir.

. A= Aut(f)ve A= Aut(g) oldugundan Aut(f)=Aut(g) dir.

Bu teoremin bir sonucu olarak ayni diskriminanth iki formun otomorflarinin

sayisinin ayni oldugu sdylenebilir.
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3.2 Pozitif Belirli Formlarin Otomorflari

Bu boliimde tam katsayili pozitif belirli formlarin otomorflarin1 tanimliyacagiz.
f =(a,b,c) pozitif belirli bir form ve UeAut(f) ise f=¢(f,U) olup her
(x,y)ez? igin f(x,y)>0 oldugundan f =¢(f,U) olmasi i¢in detU =1 olmalidir.
Bu nedenle pozitif belirli formlarin otomorflar1 has otomorflardir. Onceki béliimde
verilen d diskriminantli f =(a,b,c) formunun otomorflari ile x? —dy? =+4 Pell

denklemi arsindaki iligkiden yararlanilarak pozitif belirli formlarin otomorflar: tespit

edilebilir.

Ornek : Tam katsayili -4 diskriminantl1 pirimitif formlarin otomorflarini belirleyiniz.
Onceki teoremden tiim -4 diskriminantli tam katsayili pirimitif formlarm otomorflar

grubu birbirine izomorf oldugundan -4 diskriminantli pozitif belirli form olarak

f =(1,0,1) formu ahnabilir. Bu formun otomorflart x*+4y® =4 Pell denkleminin
¢oziimleriyle elde edilip x?+4y? =4 denkleminin ¢dziimleri sadece (+2,0) ve

(0,#1) oldugundan f nin otomorflar grubu

Aut(f)=Hcl, ﬂ’{—ol ﬂ}

dir. Bu otomorflar grubu devirli olup dordiincli mertebeden T ={

} matrisi ile
0

uretilir.

Ornek : Tam katsayil -3 diskriminantli pirimtif formlarin otomorflarin belirleyiniz.

-3 diskriminantli tiim pirimitif formlarin otomorflar grubu birbirine izomorf oldugundan

-3 diskriminantli pozitif belirli form olarak f :(1,1,1) formu almabilir. Bu formun

otomorflar1 x?+3y2=4 Pell denkleminin ¢oziimleriyle elde edilip x?+3y%=4

denkleminin ¢oziimleri (£1,£1) ve (£2,0) oldugundan f nin otomorflar grubu

n()={2g 31 1] ol
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0 -1
dir. Bu otomorflar grubu devirli grup olup altinc1 mertebeden TS :[l 1} ile

tiretilmistir.

Teorem 3.2.1 : f,d #—3,-4 olmak iizere d diskriminantli pozitif belirli form ise f
nin otomorflar grubu asikardir.

Kamt : f pozitif belirli bir form ise d <0 oldugundan x*—dy? =4 = x*-|d|y* =4
olup |d|>5 igin x*—|d|y? =4 denkleminin tek ¢oziimii (+2,0) dir. Bu nedenle f nin
otomorflarmin grubu Aut( f)={£l,,,} oldugundan asikardur.

d diskriminantli pozitif belirli f formunun otomorflarinin sayist “w( f)” ile

gosterilir ve diskriminant degerine gore

6, =-3 ise
w(f)=44, d=-4 ise
2, d=-3,-4 ise

degerlerini alir.
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3.3 Belirsiz Formlarin Otomorflari

d >0 diskriminantli f belirsiz formunun otomorflar grubunu Pell denklemi ile
bulmak olduk¢a zor oldugundan bu boélimde f nin otomorflar grubunu farkli bir
yontemle belirleyecegiz.

A>0 ve f,=(AB,C) indirgenmis form olmak iizere f,=¢(f,U) saglayan
U eGL,(Z) olsun. f nin devrinin (fy, f,, f,,..., i) oldugunu varsayalim. T, iKinci
bolimde tamimlanan matris olmak iizere ¢(f,,T,)=f, dir. Bu durumda T,, f; n
otomorfudur.

#(foT)=fo, = H(TLUT)=g(1.U) = ¢(F.UTU")=

) UeGL,y(Z)
oldugundan T =UT,U*, f nin otomorfudur. Bu otomorfa “ f nin temel otomorfu”

denir.

Onerme 3.3.1 : <T> = {Ti‘i € Z} devirli grubu sonsuz elemanhidir ve I, f nin periyodu

olmak tizere det (T ) = (—1)I dir.

Kamt: ieZ i¢in T' =UT'U ™ ve

il e

i=0
dir. (3.5) ve Onerme 2.2.19 den T nin ilk satir ve ilk siitunu pozitiftir. Bu da T' nin
ikinci satir ve ikinci siitununun artan bir dizi olmasini gerektirir. Bu nedenle i >0 i¢gin
T' ler birbirinden farklidir. O halde <T> sonsuz elemanli bir devirdir. Bununla birlikte

0 1
{ dnin determinanti -1 olup det(T )= (—1)I dir.

1 |s(f)
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Ornek : f =(1,7,-6) formunun temel otomorfu asagidaki bigimde bulunur.
f =(1,7,-6) formunun periyodu 1=9 olup pi,=SPi1+P V€ O, =50 +0

Py Pro

rekiirans bagmtilarindan yararlanilarak T =T, ={
Qs Gho

} matrisi bulunmalidir.

Rekiirans bagintilarindan py =193, p;, =1500, gq =250, g,q =1943olarak bulunur.

193 1500

Budurumda T =
250 1943

} olup det(T):(—l)9 =1 dir.
Ornek : f =(1,8,-3) formunun temel otomorfu asagidaki bi¢imde bulunur.
f =(1,8,-3) formunun periyodu 1=6 olup pi,=SPi1+P V€ G =50 +0

Ps D7

rekiirans bagntilarindan yararlanilarak T =T, ={
O U

} matrisi bulunmalidir.

Rekiirans bagntilarindan pg =14, p, =117, qs =39, g, =326 olarak bulunur. Bu

14 117

durumda T =
39 326

} olup det(T)=(-1)° =1 dir.

Sonu¢ 3.3.2 : I, f=(a,b,c) belirsiz formunun periyodu ve T de f nin temel
otomorfu olsun. | tek ise k eZ igin T* e Aut* () ve T?** c Aut(f) olup I cift ise
her k ez igin T* € Aut* () dir.

Kamt : | tek ise detT =(—1)I =-1 dir. T e Aut(f) olup her keZ i¢in T* € Aut( f)
dir. Budurumda k € Z igin detT* =1 ve detT***=-1 oldugundan T* e Aut"( f) ve
T?* e Aut(f) olarak bulunur. Benzer bigimde | ¢ift ise detT :(—1)I =1 olup her

k €Z igin detT* =1 oldugundan T* € Aut( ) dir.
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IV. BOLUM
POZITIiF BELIiRLi FORM iLE TEMSIL EDILEN BiR SAYININ BOLENLERI
VE KUADRATIK FORMLAR iCiN MASS FORMULU

Bu bolimde d <-11 diskriminantli pozitif belirli bir formla temsil edilen bir

saymin asal carpanlarindan birinin de aym1 formla temsil edilebilecegini ve neZ,

olmak tizere n vyi temsil eden tiim d diskriminantli formlarin sayisinin nasil

hesaplanacagini gosterecegiz.
4.1 Pozitif Belirli Form ile Temsil Edilen Bir Saymnin Bolenleri

Tanim 4.1.1 : Ayni diskriminantl iki pirimitif formu, diskriminant1 ayni olan ii¢lincii
bir pirimitif forma doniistiiren ikili dontisiime “bileske” denir.

Bununla birlikte (a, 8)eZ?, r nin f =(a,b,c) ile 6z temsili ise aw— Bz =1

saglayan o,z e Z var oldugundan f ~ f =(r,s,t) olacak bigimde 3s,t € Z vardur.

Ornek : f=(3,2,) formu d=-8 diskriminantli olup (l,l)eZz, 6 nin bir 6z
. 1 1

temsilidir. f ~ f =(6,s,t) olmasi igin M :{a ﬁ}={ }e SL, (Z) olacak sekilde
Z W Z W

z,weZ bulunmalidir. f(1,z)=6=2z=1 ve z=1 igin detM =1 oldugundan w=2

11
olarak bulunur. Bu durumda ¢( f ,L 2D:(6,16,11) olur.

Teorem 4.12 : f=(a,b,c) ve f,=(a,b,c,) olmak iizere ,Bz(lerbz%’

m=ebob(a, 3) ve n=ebob(m,a,) olsun. Bununla birlikte ax+Ay=m nin x,y

¢Ozlimii ve z icin

m% = x(%)—qy(mod a%)

¢ozlimii verilsin. f, ve f, formlarinin bileskeleri, liclincli katsayist diskriminant

formiiliiyle hesaplanan
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(ala%z ,b1+2a1%,*)

formudur.

Ornek : d =-8 diskriminanth f =(3,21) ve f,=(3,-4,2) formlarnn bileskesini

bulunuz.

ﬁ:ﬂz—l, m=ebob(3,—1), n=ebob(1,3) ve ax+py=m=3x-y=1 dir.

2
(x,y)=(12), 3x-y=1denkleminin bir ¢éziimii olup bu degerler igin
z=-5=1(mod3) olarak bulunur. Eger z =1 olarak alinirsa
fof,=(33,2+231%)=(9,8%)

elde edilir ve buradan diskriminant formiiliinden * degerinin 2 oldugu goriilebilir.

Tamm 4.1.3 : (a,b,c) ve (a,,b,,c,) aym diskriminantli iki form olsun. Eger

ebob(al, a,, it ;bz j =1 ise bu iki forma “united formlar” denir.

Onerme4.14:  (a,b,c,) ve (a,b,,c,) united formlar ise

(a.b.c)~(a,.B,a,C)
(az.b,.c,)~(a,,B,aC)
olacak sekilde (a,,B,a,C) ve (a,,B,aC) formlari vardur.
Kamt : Boyle bir B tamsayisinin var oldugunu gostermek i¢in
B =D, (mod2a,)
B=b, (mod2a,)
kongriianslarindan yararlanilir. ilk kongriianstan 36, € Z igin B=Db +2a0, dir. Ik

kongriianstan elde ettigimiz B degerini ikinci kongriiansta yerine yazarsak
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oh ;bz = -a,5,(mod 2a,)

2

nin en

elde edilir. bl;bz =—a,6,(mod 2a,) kongriiansimn ¢dziilmesi igin a ve a,

b —by

biiyiik ortak bdleninin 5 yi bolmesi gerekir.

d =b? —4a,c, =b? —4a,c, :(bl;bz}(bl;szzalcl—azcz

olup formlar  united oldugundan ebob(ai,az,blzszzl dir.  Buradan

ebob(a,,a,)=m=1 ise

mlac —ac, = m| 2R
m bl;bz 2

oldugu goriliir. k = ala%] olsun. Yukaridaki B degeri mod2k ya gore teklikle
belirlidir. B =B;(mod2k)= 3teZ> B = B, + 2kt oldugundan
B? = B + 4Bykt + 4k°t = By = d (mod 4k )
dir. Simdi C eZ olmasim garanti etmek i¢in B? = BY (mod 4a,a, ) olacak sekilde t e Z
secilmelidir.
B* =d(mod4a,a,) = 4a,a, | B> —d
= 3IseZ>B?-d =4aa,s

B*—d
=
ehob(ay 2, )=m 4K

=4ks

B + 4Bykt +4k*t? —d

B=B,+2kt 4k
2 —
By —d = —Byt —kt? +ds
4k
d-B

= Byt + kt? —ds
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_d-B
mk 4K

= B,t(modm)

_R2
elde edilir. By =B -2kt oldugundan d 4kBO €Z olup B, m tammindan ve formlarin

united olusundan B, modiilo m ye gore tersinirdir.

d-B§

Bu durumda tE{ JBgl(mod m) olup tglincii katsayr da diskriminant

formiilinden bulunur.

Ornek : (3,2,1) ve (6,8,3) formlarinin bileskesi asagidaki bigimde bulunur.

ebob(B,G,%jzloldugundan (3,2,1) ve (6,8,3) formlar: united dir.

m=ebob(3,6)=3, k= ala%q = 3-% =6 olup

B® =B =-8(mod24) = B; =16(mod 24) elde edilir. By =4 olarak segildiginde
By =4=1(mod3) oldugundan t=2(mod3) olarak bulunur. t=2 olarak segilirse
B = B, + 2kt = 28 ve diskriminanttan a,C =6.11= C =11 olarak bulunur.
~.(81,B,2,C)=(3,28,66) dir.

n

. 1
Ote yandan (3,28,66) formuna S" :{O .

0 -1
} ve T = L 0 } matrislerine karsilik gelen

matris doniigiimleri uygulandiginda (3,28,66) formunun (3,2,1) formuna denk oldugu

goriilebilir.

f,=(a,,B,a,C) ve f,=(a,,B,aC) iki united form ise
XX
X | 1100-C || xy,
Y| |0aa, B ||yx
Y1Y2

doniisiimii altinda

(alxl2 +Bx Yy, + aZCyf).(a2x§ +BX, Y, + alcyg) = (alazx 2+ BXY +CY2)
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denklemi elde edilir. Burada X =xx, —Cy,y,, Y =a;%y, +a,Y;X, + By,y, olup f; ve

f, formlarimn bileskesi f; o f, =(&a,,B,C) olarak tammlanr.

Ornek : f,=(3,28,6§ ve f,=(6,2833) united formlarmm bileskesi asagidaki
bigimde hesaplanir.

B=28, C=11 oldugundan f o f,=(18,28,11) olarak bulunur. Ote yandan
f(%, y1)="f(L0)=3 ve f,(x,,y,)=f,(11)=67 igin

ve

oldugundan f;(1,0).f,(1,1)=F(1,3) =201 dir.

Teorem4.15: ebob(mn,d):lve mn nin d diskriminantli bir f formuyla 6z temsili

olsun. f formu, m yi 6ztemsil eden g ile n yi 6ztemsil eden h pirimitif formlarinin
bileskesidir.

Kamt : (mn,f,y) formu goz oniine ahmrsa d = 8 —4mny olup ebob(mn,d)=1
oldugundan f ~(mn,f,y) dir. Bununla birlikte ebob(mn, 8)=1=> ebob(m,s)=1 ve
ebob(n, )=1 oldugundan g=(m,A,ny) ve h=(n,3,my) olarak tanimlandiginda ¢

ve h formlarinin pirimitif olduklar1 goriiliir. Bu durumda bileske tanimindan goh~ f

elde edilir.

Tamim 4.1.6 : d € Z olmak lizere d nin ¢ift yada tek olusuna gore sirasiyla (1, 0, _%)
(1-d) o o
ve |11, i formlar1 d diskriminantli formlar olup bu formlara “6zdeslik

formu” denir.

Onerme 4.1.7 : d<-11 ve pld olmak iizere 6zdeslik formu p asalini temsil

ediyorsa ¢ift diskriminantlar i¢in p = —(y , tek diskriminantlar i¢in p=-d dir.
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Kamit : d cift ise 6zdeslik formu (1,0,_%) olup D:—%EZ icin p asalinin

ozdeslik formuyla bir temsili varsa bu durumda p=x*+Dy?* dir. y=0 iken p=x°
olup buda p nin asal olmasiyla gelisir. d <—11lolmast D >3 olmasini gerektirdiginden

y=0 igin p=x*+Dy’>D=>3 diir.p, 2 den farkli bir asal olup pld=-4D

oldugundan p|D dir. Bu sebeple p<D olur ki buradan p:—% olarak bulunur. d
tek ise 0zdeslik formu [1,1, (1_d%] olup k =(1_d% e€Z i¢in p asalinin 6zdeslik

formuyla bir temsili varsa p=x®+xy+ky? dir. d <—11 olmasi k >3 olmasim

gerektirip y=0 i¢in p= X2 oldugundan Yy # 0 olmalidir. Bununla birlikte x =1 ve
y=-2 icin X% +xy +ky? =4k -1 dir. Bu nedenle
p= X2 + Xy + ky2 > (4k _1% = _% tir. Ancak P,X,yYy€Z oldugundan
p=x?+xy+ky?>k ve bununlabirlikte pl4k-1=-d dir.

k =1(mod3) ise 4k —1 = 0(mod3) diir. Bu yiizden 4k —1 in 1 den farkli miimkiin olan

en kiiglik boleni 5 olup 4k —1 in kendinden farkli en biiyiik boleni (4k _1% tir. Ancak

p>k> (4k_1% oldugundan p =4k -1=-d dir.

(4k -1)

k 57(mod9) ise 4k —1zo(mod9) dir. Burada 3 ve o 4k —1 in bolenleridir.

Ancak (4k=1) .3 ile bolindiigiinden asal degildir.

k=1(mod3) iken k = 7(mod9) ise (4k_1)3 , 3 ile boliinmez. (4k_1%=4t+1

olacak sekilde tz(k_l% olsun. Bununla birlikte (3,3,t+1) formunu tammlanirsa 3
in 4t+1 ve bu nedenle t+1 i bdlmedigi aciktir. Ote yandan x=1 ve y=-2 igin
3x? +3xy +(t+1) y? =4t+1=(4k_1% tir. k>3 igin (4k_1%ez oldugundan

k>4 olmahdir. k=4 oldugunda (3,3,2)~(2,12) ozdeslik degildir. k>4 igin

(4k—1%ez, t:(k‘l% ve k=7(mod9) den k=10 olup (3,3t+1)
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indirgenmelidir ve bu nedenle 6zdeslik formu degildir. Bu nedenle k =1(mod3) ve

k = 7(mod9) ise (4 _l% lin asal olmasi gerekiyorsa 6zdeslikle temsil edilemez. Bu

durumda p¢(4k_l% oldugundan ya p£(4k_1% ya da p=4k-1 dir. p>k

oldugundan p =4k -1=-d dir.

Teorem 4.1.8 : d <-11 olmak iizere pasalinmn 1~ (1,**) dzdeslik formuyla temsili
var olsun. Eger np carpiminin da ayni d diskriminantli bir f pirimitif formuyla 6z
temsili var ise f, n nin 6z temsilidir.

Kanit :

I. Durum: d = 0(mod p) ise

f ~(npu3117/1)
ve

1~ ( P, B, 72)
olacak sekilde £, /3,,71,7, €Z vardir. Diskriminanttan dolayr S, = 0(mod p) olup
%Eo(mod p) ise f, yerine —pB, alinarak @ = 0(mod p) olacak sekilde

diizenlenebilir. Bu durumda ebob( P, np,(’B 1 +ﬂz%j =1 olacagindan (np,ﬂr 7/1) ve

(P, B,,7,) formlar uniteddir. Onerme 4.1.4 den

f ~(np, B, 7))~ (np, B, pC)
ve
1~(p.B2.72) ~(p.B.npC)
olacak sekildle B,CeZ vardir. f pirimitif oldugundan ebob(n,B,C)=1 dir.
g =(n,B, pZC) formu tanimlanirsa B = 0(mod p) ve ged(n,B,C)=1 oldugundan g
pirimitiftir.
1~(p.B.n(pC))

ile
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g=(n.B.p(pC))
kiyaslanirsa 1o g ~(np, B, pC)~ f elde edilir.
~.log ~ f tir. Bunedenle f ve g denkolup n, f nin bir 6z temsilidir.
Il. Durum: pld ve d cift ise

f ~(np,2F,J)
ve
1~(1,0,p)

dir. Onerme 4.1.7 den ¢ift d ler igin d =—4poldugundan 1~(1,0,p) dir. Bununla
birlikte I. Durumda agiklandigi iizere f ~(np, A,,7,) dir.

pld=p2—4npy, =3seZ> 7 —4npy, = ps
= ﬂlz = ps+4npy,
S, € Z oldugundan k € Z igin s =4k olarak segilirse
BZ = 4kp +4npy, = 4(kp+npy,)
elde edilir. Bu durunda kp +npy, tam kare olmalidir. F € Z igin kp+npy, = F2 olarak
secildiginde P =2F olup J katsayist  diskriminanttan  bulunabilir.
d =—4p=4F? —4npJ oldugundan p|F dir. Budurumda 3E € Z icin
f ~(np,2pE,J)
dir.
d=-4p=4p°E?—4npJ = 4npJ =4p+4p°E?
= 4pnJ = 4p(1+ pE?)
= nJ =1+ pE? elde edilir.

Buradan 1~(p,0,1)~£p,2pE,1+ pE2J~(p,2pE,nJ) oldugu goriliir.
nJ

g= (n, 2pE, pJ) formunu tanimlarsak
log=(p,2pE,nd)o(n,2pE, pJ)~(np,2pE,J)~ f

elde edilir. f ~g oldugundan f,n nin bir 6z temsilidir.



64

I11. Durum: pld ve d tek ise Onerme 4.1.7 den d =—p ve
1~(L1K)
f ~(np,F,J)
dir. F=0(mod p) oldugundan 3E €Z igin f ~(np, pE,J) olup d nin tek olmasi E

nin tek olmasim gerektirir. Bununla birlikte d = p2?E2 —4npJ =—p = 4nJ =1+ pE?

dir. k = (1_ p% olmak tizere (1, 1, k) 0zdeslik formuna

PN
-2 1
matris doniigiimii uygulandiginda (1,1,k)~(p,—p,k) formu elde edilir. E tek olmak
lizere 3IB=pE,C=JeZ>(p,—p,k)~(p,pE,nJ) dir. g=(n,pE,pJ) formunu
tanimlarsak

log ~(p, PE,nJ)o(n, pE, pJ)=(np, pE,J)~ f

elde edilir. f ~g oldugundan f, n nin bir 6z temsilidir.

Ornek : d =—23diskriminantl f = (2,1, 3) formuyla temsil edilen 312 sayisinin asal
bolenlerinden birinin yine f =(2,1,3) formuyla temsil edilebilecegini gosterelim.

X=6 ve y=8 i¢in f(6,8)=312 olup Teorem 4.1.8 1 kullanabilmek i¢in f nin 6z
temsil olmasi gerekir. ebob(6,8)=2 oldugundan f, m= 31% =78 in 0z temsilidir. m
nin asal carpanlara ayrilist m=78=2.3.13 olup p=2,313 i¢in d = O(mod p)
oldugundan 38,y €Z i¢in 1~(p,3,y) dir. Bu durumda p asalmnmn 6zdeslik formuyla

bir temsili vardir. P =2 igin teoremi uygularsak f, 39 un 6z temsilidir. Benzer sekilde

3, ozdeslik formuyla temsil edilebileceginden teoremin ifadesinden f, 13 iin 6z

temsilidir. Bu durumda 13 = 2x? + xy + 3y? dir.
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4.2 ikili Kuadratik Formlar i¢in Mass Formiilii

Teorem 4.21: keZ, , f :(a,b,c), d <0 diskriminantli pozitif belirli pirimitif bir

+ !

form ve (x,y)eZ? de k nin 6z temsili olsun. f yi g(x,y)=kx*+Ixy+my? formuna

r
}e SL, (Z)matrisi i¢in r,seZ tek sekilde belirlidir. Bununla birlikte
y S

X
doniistiiren {

0<l<2k i¢in 1> =d(mod4k) saglayan | igin d =1> —4km olmak iizere tek bir me Z

vardir.

Kamit : f, d <0 diskriminanth pozitif belirli bir form iken keZ, nin f ile 6z
temsili (x,y)eZ? olsun. (x,y)ez?, keZ, nin f ile 6z temsili ise d diskriminantli

g(x,y)=f(x,y)x*+Ixy+my* formu da g(1,0)=k oldugundan k nin 6z temsilidir.
k, g formu ile temsil edildiginden x?=d =12—-4km= Iz(mod 4k) kuadratik rezidii

olup genelligi bozmadan |, 0<Il<2k araliginda segilebilir. Bununla birlikte

X r .. . . . .
U :{ } eSL,(Z) matrisi f yi ¢ formuna doniistiren bir matris ise
Yy S

¢(f,U):(detU).(f(x,y)X2+IXY+f(r,s)Yz) oldugundan  detU =xs—ry=1
olmahdir. Bu nedenle detU =xs—ry=1 denklemini saglayan (r,s)eZ’ goziimleri

bulunmalidir.

(r,s) ve (ry,Sq), xs—ry =1 denkleminin herhangi iki ¢6ziimii ise

xs—ry=1 S —r||x 1
= 1 |=
Xs,—hLy=1 Ss —hKLily] (1

oldugundan

1 —r
1 - r—r,

X= = SIr-I=eX=T1 =, +&X
S —r| rs,—rs

|

s —h £#0
S
So S_SO

y= S 0= =8-S, =Yy=>S=8,+¢Yy

rs, —r,s
%/_/

£#0

Sy —f
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elde edilir. O halde (ry,sy), xs—ry =1 denkleminin bir ¢6ziimii ise diger tiim
¢coziimleri ¢ keyfi bir tamsay1 olmak {izere

r=ry+ex , S=Sy+&y

formilii ile verilir. (r,s), xs—ry=1 denkleminin keyfi bir ¢Oziimii ise

X r
u :{y S}ESLZ(Z) matrisi f formunu g formuna déniistiirdiigiinden

| = 2axr +b(xs+ yr)+2cys

= 2ax (1 +£X) +b(X(Sg + £y )+ Y (I + X))+ 2cy (S +£Y)
=2axr0+b(xso+yr0)+2cyso+25(ax2+bxy+cy2)

= 2axry +b (Xsy + yry )+ 2¢ysy + 2ek (I = 2axr, +b(xsy + Yy )+ 2cysy )

=ly+2¢k

elde edilir. 0<I<2k olmasm istedigimizden 0£|0+25k<2k:>032|ik+g<1

saglayan tekbir &£ eZ vardir. Buyiizden 0<I<2k olmak iizere xs—ry =1 denklemini
saglayan tekbir (r,s)e 72 olup diskriminanttan m katsayisi tek sekilde belirlidir.

f =(a,b,c), d <0 diskriminantl pozitif belirli bir form ve (x,y)e Z?, neZ, mn bir

. X
oztemsili f olsun. f ye U:{

r
:|€SL2 (Z) matrisine karsihk gelen déniisiim
Yy S

uygulanirsa  f ~¢( f ,U)z(n, B,C) formu elde edilebilir. Bu sekildeki formlarin

kiimesi

N :{qs(f,u):(n,B,c)\u :{X

y s

r} eSL,(Z),ebob(x,y)=1f(x,y)= n}

1 m
olarak tanimlanirsa T'={S™ =
0 1 01

11
S =[ je SL, (Z)} kiimesinin elemanlari

yardimiyla N kiimesi iizerinde bir denklik bagintisi tanimlanabilir. Bu bagint1 n nin f

ile 6z temsilleri (x,y) ve (x', y') olmak tizere f,, f, eN i¢in

. 1 m
fi= f2<:>3meZ|(;|n¢(fl,{0 lszz
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bi¢ciminde tanimlanir. = bagintis1 N kiimesi tizerinde bir denklik bagintisi olup %

boliim kiimesidir. Bununla birlikte yine I" kiimesi yardimiyla

X a )
K=<U-= €Z,
y b

. 1 m
kiimesi iizerinde her U;,U, e K i¢in U;BU, < ImeZ igin Ul(o ]J =U, bigiminde

detU =ebob(x, y)}

tanimlanan B bir denklik bagntisidir.

Onerme 4.2.2 : neZ nin f ile bir dztemsili olsun.n nin &ztemsillerinin denklik

smiflarini % deki denklik siniflarina gétiiren doniisiim 1-1 ve ortendir.

Kamt : neZ olmak iizere n nin f ile 6z temsillerinin kiimesi

A={(x, y)eZZ‘ f (x,y)=n,ebob(x, y):l} olup her (x,y),(s,u) e A igin
(x,y)~(su)<=3VeAut (f)>a (xy)=(su)

biciminde tanimlanan ~, A kiimesi lizerinde bir denklik bagintis1 olup M bolim

kiimesidir. /J ile é arasinda

z//:%—> %
[ y) ]y ([(xy)])=[#(f.U)]=4(f.UT)

fonksiyonunu tanimliyalim.
(x, y),(x', y') e Aigin [(xy)]= [(x y)] =3VeAut' (f)sq, (x', y') =(x,y) dir.

Teorem 4.2.1 den

HU:D juz{’; :,13¢(f,u)=(n,B,C) ve (1,U)=(n,B',C) dir. Bununla

o a
birlikte V :(
C

z)e Aut™(f) ise
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VU — a b . X. r' _ axl+byl arl+bs X ar +bs olup U ile VU niin ilk
c d|ly s cx +dy cr +ds y cr +ds

stitunlar1 ayni oldugundan UT =VU T dir. Budurumda V , f nin otomorfu oldugundan

w([(xy)])=6(F.Ur)=g(fVUT)=g(s(fV)UT)=g(1.UT)=p([(xy)])

dir.

-y 1yl tanimhdir.

(n,B,C) formunun f ye has denk oldugunu varsayalim. Bu durumda ilk siitunu (x,y)
olan 3U eSL, (Z) icin ¢( f ,U)=(n, B,C) dir. U matrisinin ilk siitunu (x, y)

oldugundan  f(x,y)=n ve detU=1 oldugundan  ebob(x,y)=1 dir.

.'.EI[(X, y)]e %91//([(& y)])=¢(f,UF) oldugundan y ortendir.

[(xy)][(xy)}e% igin

w((x y>])=w([(x1v')]):>¢<f,ur>=¢(f,U'F)
=¢(1.U)rg(f.U)

:asm( ]€F1g1n¢(¢( U),s™)=¢(f,U’)

35 M- (0 {n]eriein¢(f,U)=¢(¢(f’U')’Sm)

=30 =U'S™eT igin ¢(f,U)=9¢(f,U’)
dir. Buradan

p(f.U)=¢(f.U") = SAEVU)= (1)

VeAut

:>Z)¢(f,v):f:¢(f,u u)

UesSL,(
=V=Uu?

elde edilir. UBU" oldugundan U matrisinin ilk siitunu (x',y') dir. Ayrica

U ,U'ek i¢in
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V:U"Ulz{x, rl}{s —r}:{x's—r"y —x'r+r"x}:{a ,B} olup
y s ||y X yS—Sy -—-yr+sx y o

@ (X y)=(ax+ By, yx+8y)= {x'(xs —ry),y (xs— ry)J =(x,y)oldugundan (x,y) ile

1 1

(x', y') ayni denklik simifindandir. Bu nedenle I:(X1 Y)] = [(XI’ y)} dir.

Sy 1-1dir.

Sonu¢ 4.2.3 : f :(a,b,c), d <0 diskriminanthi pozitif belirli pirimitif bir form ve
keZ, nin f ile 6z temsili olsun. Teorem 4.2.1 deki her | i¢in k nin 6z temsillerinin
sayisi tam olarak w(d) tanedir.
Kamit : |€[0,2k) olmak iizere (x,y) ve (x', y') aym neZ, mn f ile iki 6z temsili
olsun. U {x r}u' :{x: rlesg(z) igin  ¢(f,U)=g¢(f,U")=(n,1,m)

y s y s
oldugunu varsayalim. #(f.U)=4(fU)=f=g(fUUY) olup
V=UU"eAut"(f)dir. v(x,y) =(x', y') oldugundan (x,y)~ (x', y') dir. Bu nedenle
Teorem 4.2.1 deki kosullar1 saglayan her | i¢in k nin 6z temsillerinin sayisi tam olarak
w(d) tanedir.
Teorem4.24: neZ, | >0 ve p asal olmak iizere p/l/n olsun.

X2 = n(mod p')

kongriiansinin ¢6ziim sayis1

1) p=2,1=1i¢in 1

i) p=2,1=2,n=3(mod4) i¢in0
iii) p=2,1=2, n=1(mod4) igin 2
iv) p=2,1>2, n=1(mod8) igin0

V) p=2,1>2, n=1(mod8) icin 4
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. . . n .
Vi) p>2 igin 14{—) dir.
p
Kamt :
i) 2/nise x2=n(mod2) nin tek ¢oziimii x =1(mod2) dir.

i) x%= n(mod4) (:> )xz =3(mod4) kongriiansinin bir ¢dziimii yoktur.
n=3(mod 4

iii) x*=n(mod4) = x*=1(mod4) kongriiansmin mod4 te 1,3 olmak iizere iki
n=1(mod 4)

farkli ¢oziimii vardir.

iv) p=2, 1>2, 2/\/n ve n=1(mod8) olsun. xzzn(modZ') kongriiansinin bir

¢Ozlimiiniin oldugunu varsayalim. 2 /\/ n ve 2 asal oldugundan ebob(x,2)=1 dir. Bu

nedenle x?2 zn(mod 2') kongriiansinin  ¢dziimii varsa X ler tek sayr olmalidir.
n=1(mod8) ve I>2 olmak iizere xzzn(mod 2') kongriiansinin tek X tamsayi
¢oziimleri var oldugundan ozel olarak 1=3 igin x2 En(mod 23) kongriiansin1 da

¢oziimil vardir. Ancak her tek tamsaymim karesi=1(mod8) dir. Buda n =1(mod8)
olusuyla gelisir. ..n=1(mod8), 1>2 i¢in x?= n(mod 2') kongriiansinin ¢dziimii
yoktur.

V) p=2, 1>2 ve n=1(mod8) olsun. Genelligi bozmadan n ler 0 <n< 2! araligindan

secilebilir. x% = n(mod 2') Kongriiansinin ¢oziilebilmesi i¢in X ler tek tamsay1 olmasi

gerektiginden x, bu kongriiansin bir ¢oziimii ise 2 /i/ X, dir. X ve x,bu kongriiansin
herhangi iki ¢6ziimii olsun. Bu durumda
2" (x=%0 ) (X +%o)

olup xve x, tek oldugundan hem x-x, hemde x+ x, ¢ifttir. Buradan

eSS

= x oldugundan 2, X_ZXO ve 2%

X=X X+
X=X  XtX

elde edilir. yi birlikte bolmez.
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Bunedenle

272 yada 2'2|
olup x=+x, (mod 2"1) dir. Baska bir deyisle x,, x2= n(mod 2')k0ngrﬁansmm bir
¢Oziimil ise ya X, ya da -x, aym zamanda x° = n(mod 2'*1) kongriiansinin da bir

¢oziimiidiir. Ayrica  x = x, (mod 2') iken  x=x, (mod 2'*1) olacak  sekilde

X% =n (mod 2! ) kongriiansinin hi¢bir ¢6ziimii yoktur ve

G n(modZ')

G n(mod 2"1)

sisteminin ¢oziim sayisi x? = n(mod 2') kongriiansinin ¢ézliim sayisinin yarisidir. Bu

yiizden

x? zn(mod24)

x? n(mod 23)
sisteminin ¢6ziim sayis1 2 olup x? = n(mod 24> kongriiansinin ¢oziim sayisi 4 olarak
bulunur. Benzer sekilde

x% = n(mod 25)

x% = n(mod 24)
sisteminin de ¢oziim sayisi 2 olup x% =n (mod 2° ) kongriiansinin da ¢6ziim sayis1 4 tiir.
Benzer sekilde devam edilecek olursa n=1(mod8) olmak iizere x*=n (mod 2! )

kongriiansinin ¢dziim sayisinin 4 oldugu goriiliir.

vi) p>2 olsun.

n . .
a) (B] =-1 ise x*=n(modp) kongriiansin bir ¢dziimii yoktur. Bunedenle

X2 = n(mod p') kongriiansinin  da  bir ¢dziimii olmadigindan  x? = n(mod p')

kongriiansinin ¢6ziim sayist
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0=1+(ﬂj dir.
p

b) (%j =1 olsun. Genelligi bozmadan n, 0<n< p' arahgindan segilebilir. p /\/ n

oldugundan ebob(n, p)=1 ya da ebob(n, p)=m=1 dir. ebob(n, p)=m=1 olmasi

durumunda m|n ve m| p olup pasal ve m=1 oldugundan m= p dir. Bu ise p/\/n
olmasi ile ¢elisir. Bununla birlikte
x? :n(mod p'):> p' x?—n

—=3keZ>x>—n=p'k

—3keZ>x*=n+p'k
dir ve ebob(n, p) =1 olmasi ebob(x, p) =1 olmasin gerektirir. Bu durumda ¢oziimler
0<x<p' araligindaki ebob(x, p)=1 saglayan x ler arasindadir. X,, x*>=n(mod p)
kongriiansinim bir ¢oziimii ise f(x)=x*—n olmak tizere f (xy)= 2%, = 0(mod p)
oldugundan x*=n(mod p) kongriiansinin ¢éziimleri x? = n(mod p') kongriiansina tek

sekilde genisletilebilir. Bunedenle x*=n(mod p) nin iki ¢dziimii oldugundan

n
x?=n (mod p' ) kongriiansinin da iki ¢6ziimii vardir. O halde p>2 ve (Ej =1 i¢in

x2 n(mod p' ) kongriiansinin ¢6ziim sayisi

2=1+[ﬂj dir.
p

Teorem 4.2.5: k>0ve ebob(d,k)=1 olsun.

x? =d (mod 4k)
kongriiansinin ¢oziimlerinin sayisi, f ler k nin kare ¢arpansiz bolenleri olmak tizere

2y (%) dir.

flk
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Kamt : x;, x* =d(mod4k) kongriiansimn bir ¢oziimii ise (X, + 2k)2 = x¢ (mod 4k)
oldugundan xy+2k da diger bir ¢ozimdiir. X, = X, +2k(mod4k) olup
Xo = Xo+2k(mod2k) oldugundan x*=d(mod2k) kongriiansimn ¢oziim sayisi

x2=d (mod4k) kongriiansmin ¢oziim sayisimin yanisidir. @, £, f5,..., f, € Z olmak

lizere k nin asal ¢arpanlara ayrilis1 k = 2% plﬁl.pzﬂz. P ise @ >1i¢in X2 =d (mod 4k)

-~ Mr

kongriiansinin ¢dzliim sayis1 Teorem 1.2.10 dan N (8).N ( Pt ).N ( pfz )N ( rﬂ ) olup

onceki teoremden N(8).N(pll).N(pzz)...N(prf):4.N(pl).N(pz)...N(pr) dir. Bu
durumda x* =d (mod 2k) kongriiansimin ¢éziim sayist 2.N (p,).N(p,)...N(p,) olarak

bulunur. Teorem 4.2.4 ten 2.N(p,).N(p,)..N(p,)=2"" dir ve bu say1 k nin kare

carpansiz pozitif bolenlerinin sayisina esittir.
d tekise d =1(mod4) olup ebob(d,k):l oldugundan ebob(d,4k)=1 dir. 4k mn her
p' béleni i¢in 4|4k oldugundan p=2 iken 1=1 olupx?=d (mod p') kongriiansinin

¢Oziimlerinin sayis1 Teorem 4.2.4 ten

p=2,1=21i¢in 2

p=2,1>2i¢in 4:2_[1+(9D
p

p>2 icin 1+[%j dir.

Teorem 1.2.10 dan x?=d (mod 4k) kongriiansinin ¢dziim sayist p, k nin asal ¢arpani

ve f, k nin kare carpansiz boleni olmak tizere

211[+(5 )22 )

d¢ift ise d=0(mod4) olup ebob(dk)=1 oldugundan k tek olmaldur.

x>=d= 0(mod4) kongriiansiin iki ¢6ziimii olup 1>0 ve p' |k olmak iizere
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d) ..
x?=d (mod p') kongriiansinin ¢6zim sayist 1+(—j dir. Bu durumda x% =d (mod 4k )
p

kongriiansinin ¢dziim sayisi
2] | [1{9)} =2y [ij dir.
p [k P T\ f

Tammm 4.2.6 : Aym diskriminantli pirimitif formlarmn diskriminantina “temel

diskriminant” denir

Teorem 4.2.7 (Mass Formiilii) :

d temel diskriminant , k e Z, ve ebob(d,k)=1 olsun. kmn d diskriminantl

pozitif belirli formlarla temsillerinin sayis1 Ry (k) sonludur ve bu say1

JORTOME

nlk
ile verilir.

Kamt : |2 =d(mod 4k) saglayan | lerin sayist Teorem 4.2.5 den t ler k nim kare

carpansiz bdlenleri olmak tizere
d) .
22(—] dir.
Yy
ly, x*=d(mod4k) kongriiansinin bir ¢dziimii ise l,+2k da x* =d(mod4k) nin bir

¢cozlimiidiir. Ancak 0<1<2k i¢in | lerin sayis1

%)

olarak bulunur. Bu sekildeki her | i¢in k nin temsillerinin sayisi1 tam olarak w(d)tane

d
olup I lerin sayist Z(?} tane oldugundan keZ, nm d diskriminantli pirimitif
tlk

formlarla temsillerinin sayis1
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dir. Bununla birlikte ebob(x,y)=g ve (x,y), knmn 6z olmayan temsili ise Lgé}

Lz nin 6z temsilidir. Bu nedenle knin her 6z olmayan temsiline karsilik
g

ebob(x,y)=g olmak iizere Lz nin bir (é,%j oz temsili karsilik gelir. Bu durumda
g

Lz nin 6z temsillerinin sayist ebob(x,y)=g olan knmn 6z olmayan temsillerinin
g

sayisina esittir. Karesi k y1 bolen g lerin sayisi

PRI

Ve t, Lz nin kare ¢arpansiz boleni olmak {izere Lz nin 6z temsillerinin sayisi
g g

d
w(a) > (%]
k
tl—
g
olup her pozitif tamsayr n=tg? bi¢iminde yazilabileceginden knmn d diskriminantli

pozitif belirli formlarla temsillerinin sayist

Rall)=wl) gzzllk(%J | HZ(%)

“w(a). 3 ;ﬁ[tg%

g>0

zzw(d)Z(gj dir.

n=tg n\k n
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V. BOLUM
KUADRATIK CiSIMLER VE KUADRATIK FORMLAR ARASINDAKI iLISKi

Say1 cisimlerinin yapilarinin belirlenmesinde, ideal siiflari grubunun mertebesi

olarak tanimlanan sinif sayisinin hesaplanmasi énemlidir. Bu boliimde d kare garpansiz
bir tamsay1 olmak iizere Q(ﬁ ) say1 cisminin kesirsel idealleriyle d diskriminantli

kuadratik formlarlar arasindaki iliskiyi verecegiz.

Tanim 5.1: A= O kiimesi k = Q(\/E ) kuadratik say1 cisminin bir alt kiimesi olsun.
Eger,

i) Va,be A igin a—be A

i) Vae A ve Vce(O, i¢gin ace A

i) J0=reQ, icin rAc O,

kosullar1 ger¢ekleniyor ise A kiimesine k cisminin bir “kesirsel ideali” denir.

Tamm 5.2 : R bir tamlik bolgesi ise 1ve J R nin sifirdan farkli kesirsel idealleri
olmak iizere

| ~J<3abeRicin (a)l =(b)J
bi¢iminde tanimlanan ~ R nin sifirdan farkli kesirsel ideallerinin kiimesi {lizerinde bir

denklik bagintisidir. ( Buradaki (a) notasyonu R nin esas idealini gostermektedir)

Tanmmm 5.3: | =(oy,a,) Oy nin bir ideali olsun. | idealinin normu

_‘0‘1072_071052‘
N ( )—T

bigiminde tanimlanir.

d diskriminanth i=1,2,3,...,h(d) temsilleri i¢in gz, aix2 +hx+c¢ =0
denkleminin kokii olmak tizere

Qi (%, y)=ax* +bxy+cy® =g (x—ziy)(x—z_iy)



77

kuadratik formlar1 farkli denklik sinifindadir ve Q; formuna karsilik gelen kesirsel ideal
|, =Z+ z;Z bigiminde tanimlanir.
Onerme 5.4 : d kare carpansiz bir tamsay1 olmak iizere

i) @(ﬁ) nin tiim kesirsel idealleri I; idealerinden birine denktir.
ii) i=123,...,h(d) i¢in birbirinden farkl: herhangi iki denk I; ideali yoktur.
Kamt : i) Genel olarak | ideali | =wWZ+w,Z +...+w,Z bi¢iminde yazilabilir ancak
Z[d |;d =2,3(mod 4)
IOy = [1+JE
z 2

}dzl(mod4)

oldugundan k =2 olarak almabilir. | =(w,w,) kesirsel ideali w, ile —w; degistirilerek

%(wlsz - Wlwz) >0 oldugu varsayilabilir.
Eger w,=0 ya da w,=0 ise I=(w) ya da |=(w,) oldugundan | esas
idealdir.

W, W, =0 ise N(1)>0, | idealinin normu olmak iizere

Q.(w)—ﬁl)( g, — yw, ) (X - yw, )
1

=Ty (N 0T (N ()

dir. Her i igin N | N ISe X% ve y? nin katsayilar1 tamsay1 olur. Bununla birlikte
N (W +W, ) =(w +W2).(W1+v72)
= W1W1+W2W2+(W1W2+W1W2)
oldugundan N (1 )| N (W, +w,) ise xy nin katsayis: tamsay1 olarak elde edilir. Q, nin

diskriminanti

N (1| )2 |:(W1W2 + W, )2 4(ww, )(W1W2 )} {%IV?WZ}

olup WZ +w,Z ideali igin
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W W

W, W,

a
oldugundan Q, formu d diskriminantlidir. Bu durumda {

e
fofz 2o

olup WZ +W,Z = (1)(Z+ z;Z) oldugu gosterilmelidir.

g} eSL,(Z) igin

¢[Q.,[j‘ f;D:ﬁ[«axwm—(yxmy)wz).((axwy)vvl—<yx+sy)v72)}

:ﬁ[(awl—ywz)x+(ﬁvvl—5w2)y][(avvl—yvvz)x+(,8v71—5vvz)y}

_T(x—zy).(x—zy)
olup g X POV, g Q,=Q; oldugundan z=7z ya da z=gz Ve
y aW — Wy

N(aw, —yw,)=aN(1)>0 dir. Bu durumda (aw, —yw,), O, nin bir ideali olmak
lzere

| =(aw, —yW, ) Z+(—fW, + W, ) Z

=(aw, —yW, )(Z+122)

=(aw,—yW, )(Z+7Z)
olup I ideali I; idealine denktir.
i) i,jel2,..,h(d)igin I; = I; olmak tizere I; ~ I, olsun.

I ~1; = 3u2e0; ()l =1;(2) dir.

()l =)0,z =, uz;) = 1;(A) olup (u)l; idealine karsilik getirilen kuadratik
form
N(y)xz—xyTr(y(y_zi))+N(yzi)y2

S, = N (ul;)
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N (2)(N(1)%* = xyTr(z)+N(z)y?)
N ()N (1;)

CN@) X =xyTr(z)+N(z)y*
= N () _QI,(X’y)

olarak bulunur. Benzer sekilde I;(1)=(1z;)(1)=(4,4z;)=(u)!; idealine karsihik

gelen kuadratik form da

N (2)X° =TT (4(27))+ N (22)y?
N(41;)

Qljz =

N (1)x* —xyTr(z;)+N(z;)y?
= =Q (%)
N(15)
dir. (u)l;=1;(4) esitliginden (u)l; ile 1;(A) ideallerine karsilik gelen formlar esit
olup z;, Q, (x,y) formunun esas kokii olmak lizere z; = z; olarak bulunur. Bu durumda

l; =(Lz) =(Lz;)=1; olur ki buda I, = I, olusuyla gelisir.

~ 1=12,3,...,h(d) icin birbirinden farkl: herhangi iki denk I;, I, ideali yoktur.
Ornek : (—1, 33, 21) formuna karsilik gelen ideal asagidaki bicimde bulunur.
(—1,33,21) formunun esas kokii —x* +33x+21=0=z, = w dir.

Buradan (-1,33,21) formuna karsilik gelen kesirsel ideal

[33+ \/1173] 33++/1173
2 2

L, =Z+Z=7Z+ Z =1, » olarak bulunur.

| =(aw, —yW, )(Z+zZ) oldugundan (-1,33,21) formuna karsilik gelen ideal ise

| =27+(33+1173)Z
olarak elde edilir. Tersine N(I;)=-1 ve N(1)=-4 oldugundan I; ve | ideallerine

karsilik

N (1) xyTr ( 33+ \2/1173} \ {33+ \2/1173j 2

) N
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% —33xy —21y?
-1

=(-1,33,21)

ve

N (2)x* - xyTr(Z [33+\/11_73D+ N [33+J11—73] y?
' 2 2

QI(X'y)= N(l)

(-1,33,21)

_4x%-132xy -84y®
4

formu getirilir.

Ornek : d=-23 diskriminantl (2,1,3) formuna karsihk gelen ideal asagidaki

bigimde hesaplanir.

(2,1,3) formunun esas kokii 2x* +x+3=0=7, :_1+TJ2_3' dir. Bu nedenle (2,1,3)
formuna  karsilk  gelen  kesirsel ideal |, =Z+zZ =, _:LiT\/Z_&) olup

| =(aw,—yW, )(Z+2Z) oldugundan (2,1,3) formuna karsilik gelen ideal ise

|=4Z+(—1¢@i)z

olarak bulunur. I, =(1,_1_T\/273i> igin N (Ii)zé dir ve [, idealine karsilik gelen form
N (1)x* = xyTr L_l_i/zl J +N [—1—;/§| J y?
Q, (xy)=
' N (1)
2 1), 3>
XT=xy| == [+
_ y( 2) 2’
) 1
2

=2x% + xy +3y?
dir. Benzer sekilde | =(4,~1-+/23i) i¢in N(1)=8 dirve | idealine karsilik gelen form
N (4)x% = xyTr (4.(~1-/28) )+ N (-1-V/23i ) y*
N(1)

Q (xy)=
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_16X* —xy(-8)+24y?

8
=2x% + xy +3y?

olarak bulunur.
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